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Introduccio

Aquestes notes contenen una descripcié autocontinguda de diversos topics de la teoria dels wavelets.
El capitol de compressié és independent de la resta i presenta de manera resumida els conceptes i
tecniques habituals de compressié. El tema principal es ’analisi de multiresolucié que es descriu
parallelament a ’exemple més senzill que és el wavelet de Haar. El tema segilient és el nucli
d’aquestes notes i conté els resultats generals. A partir d’aquest tema es descriuen els wavelets
de Daubechies i els fets amb splines. Aquests dos temes sén independents entre si. El capitol de
divisié recursiva descriu tecniques que s’utilitzen en grafics computeritzats i que estan relacionades
amb els wavelets. Finalment hi ha un capitol que explica el principi d’incertesa. Aquest tema no
té relacié directa amb la resta dels temes i es pot estudiar primer com a “precalentament” sobre
espais de Hilbert.



Capitol 1

Compressio

1.1 Introduccid

L’objectiu de la compressié és reduir el tamany en nombre de bits de la representacié de difer-
ents tipus de senyal. La compressié és necessaria per economia i eficiencia en 'emmagatzematge,
manipulacié i transmisié d’informacié.

L’element basic que considerem és un senyal digital que ve donat per una sequencia de valors
cadascun d’ells d’un tamany fixat en bits. Aquest senyal representa generalment un fragment de
realitat que admet una representacié fidel amb funcions reals de variable real.

Exemples:

e So. Ve donat per la funcié f(t), pressi6 de I’aire en un punt donat en l'instant ¢. La seva rep-
resentacié digital serien el conjunt de valors x,, que representen aproximadament els nombres
reals f(nT) on T és un valor petit prefixat.

e Imatge. Es una distribucié continua de valors de lluminositat i color generalment sobre
un rectangle. La representacié digital considera una xarxa regular de punts sobre aquest
rectangle (pixels) i assigna a cada pixel un valor promig del que es troba al seu voltant. Hi
han diferents tipus segons ’aplicacié que es consideri.

— Blanc i negre. A cada pixel hi ha un bit. Es diuen imatges bitonals. S’aplica a docu-
ments.

— Escala de grisos. A cada pixel hi ha una intensitat de gris. Per documents és suficient
entre 4 1 7 bits. Per fotos calen 8 bits (256 nivells de gris) per tenir gradacions prou fines
(si no, 1'ull percep linies amb transiccions abruptes).

— Color. A cada pixel hi posem la lluminancia (intensitat lluminosa) i la crominancia
(color). Es pot donar la lluminancia Y i dos valors de crominancia cg, cg, o alternati-
vament tres crominancies cg, cg,cp que so6n les components aditives de vermell, verd i
blau. Cada crominancia es representa amb 8 bits (1 byte) i es parla, per tant, de color
de 24 bits (224 = 16.7 milions de colors).

e Video. Es una sequéncia temporal d’imatges. Calen més de 24 imatges per segon (fps) i per
cada imatge no es requereix tanta qualitat com per imatges fixes.

Els procediments de representacié i processat dels anteriors tipus de senyal poden variar con-
siderablement segons 'aplicacié que es requereixi. Pensem en telefonia, musica, documentacio,



TV, imatges mediques, meteorologia, sistemes de vigilancia, observacié astronomica, radar, ... Al-
gunes aplicacions d’us molt extes porten a I'establiment d’estandars de codificacié i compressié. La
muisica que es comercialitza en CD, els formats JPEG o GIF per imatges o MPEG per video, per
exemple. En aquest cas hi han factors de tipus industrial i comercial que afecten la seva eleccié i
renovacié. Altres aplicacions poden ser molt més especifiques. Per exemple, un sistema que processi
radiografies mediques per detectar malalties.

Diem S al tamany en bits d’un senyal digital. Els senyals d’'imatge porten associats valors elevats
de S ja que son bidimensionals i es requereix una bona resolucié per tenir resultats visualment
acceptables. Una imatge en color en VGA (640 x 480 pixels) a 3 bytes per pixel té S = 1Mb (1Mb
= 105 bytes). En televisié d’alta definicié (HDTV) es requereix una resolucié de 1280 x 720 pixels
i 60 fps el que obligaria a transmetre uns 170 Mb/s. Amb procediments de compressié s’aspira a
reduir aquest valor per un factor 50. Els arxius de I'FBI contenen més de 30 milions d’empremtes
digitals de criminals. Cada una és un fixer de 10 Mb amb la imatge en escala de grisos. Qualsevol
millora en les técniques de compressié permet un nombre més alt de comparacions i porta a la
solucié d’antics crims.

1.2 Mostreig

Tot i que les técniques de compressié parteixen del senyal digital, és convenient analitzar com
s’arribat a obtenir aquest. Considerem senyals unidimensionals pero l’analisi de senyals de mes
dimensions es fa de manera identica.

El senyal original és f(t),t € R on f és una funcié de L?(R). El mostreig (sampling) correspon
a fixar una sequencia numerable d’instants ¢, i el senyal mostrejat és el conjunt de valors f(t,). La
quantitzacid passa els valors reals f(t,) a x,, aproximacié amb un cert nombre de bits. El senyal
digital el constitueixen {zy }nez.

Els valors t,, s’acostumen a triar amb un espaiat uniforme. Es fixa un interval de mostreig T i
es fa t, = nT. El senyal mostrejat és {f(nT) }nez.

Teorema del mostreig (Shannon, Whitaker)

Si f és de banda prou limitada es pot reconstruir exactament el senyal original a partir del mostreig.
Meés especificament:

Si suport(f) C [=%, 7] lavors f(t) = >, f(nT')sinc(F(t —nT)).

DEM.: El resultat del mostreig el podem considerar a través de la funcié f4(t) = >, f(nT)o(t—

nT'). Recordem les propietats f(t)6(t —a) = f(a)é(t —a) i f(w) *0(w — @) = f(w — «). Llavors
fd(t) = f(t) Zn 6(t - TLT) i

fa(w) = ifA(W) DI i %f(w) * ) o(w— #) = %Zf(w - #).
K

2w
n k

(s’ha utilitzat la Férmula de Poisson.) Si suport(f) C [—7, 7] resulta que fa(w) és una extensié
periodica de f(w) i podem posar

flw) = %fd(W)l[f%,%](W).
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Invertint

f(t):fd()*smc Zf (nT) (t—nT)*smc Zf (nT') sinc( (t—nT)) )

Denotem hp(t) = sinc(nt/T'). Hen vist que si f és de banda prou limitada f = fg* hy. Notem
que la convolucié amb hp no és més que un filtrat de altes freqiiencies. Si f conté altes freqiiencies
el mostreig pot ser poc significatiu ja que f presenta variacions altes a curtes distancies. Es pot
millorar el mostreig amb la segiient consideracid.

Quina és la funcié f de banda limitada a [—7, 7] que millor aproxima, f?

Cal minimitzar

_ 1 . - 1 . .
I =11 = gl f =P =5 [ e Paw g [ 1) = F P de

a

El primer terme esta fixat i el segon és minim si f(w) = 1j_ 7 7r/T]f(w) d’on tenim

El procediment és, llavors, fer un filtratge d’altes freqiiéncies a f per obtenir f i mostrejar f.

Interpretaciéo com a espais d’aproximacié

Sigui Ur el subespai de L?(R) de les funcions de banda limitada a [—7/T,7/T]. Ja s™ha vist que
{hr(t —nT)}, n’és una base ja que si f € Ur

=Y f(nT)hy(t — nT).

A més la base és ortogonal

1

5 / TemTeTe 1w 4y = T2,

(hp(t — mT), hr(t — nT)) =

on s’ha utilitsat Parseval. Llavors podem interpretar el filtratge com una projeccié ortogonal

f="Pu,f.

Significat dels coeficients del senyal digital

Donat un senyal digital {z,}, els nombres z,, corresponen al procés de mostreig i quantitzaci6
descrit anteriorment. En la realitat les coses poden ser més complicades. El senyal digital pot estar
lligat a un procés de mesura que no té una expressié matematica totalment definida. Per exemple,
una foto digital s’obté de l’accié de la llum provinent de la “realitat” sobre un sensor (CCD) que
conté un element de captacié per cada pixel de la imatge. En aquest cas el que mesurem no sén
valors exactament puntuals x,, = f(t,) sino promitjos localitzats al voltant dels punts ¢,

Ty = /00 q(t —tp,) f(t)dt.

—00
on ¢(t) és una funcié localitzada al voltant de ¢ = 0. En una situacié ideal podem considerar
q(t) = §(t) pero en general és admisible prendre altres funcions.

Es important el fet que si q(t) és qualsevol funcié que estigui prou localitzada els coeficients
xy, donen una representacié prou fidel del senyal. Aix0 ens ddna llibertat per interpretar els valors
mesurats experimentalment z,, com l’expansié del senyal en una base de la nostra eleccié.

Quan es treballa en bases de wavelets el primer nivell d’aproximacié consisteix en interpretar
el senyal digital com una expansié en wavelets ja que la base és localitzada.



1.3 Compressio

Considerem un senyal digital de tamany S. Es poden considerar diferentes representacions d’aquest
senyal i aquestes tindran tamanys diferents. El problema és arribar a tamanys petits per un tipus
de senyal donat. Distingim primer:

e Compressié sense perdues (lossless). El senyal comprimit ha de permetre reconstruir ex-
actament el senyal original. Aixé limita la quantitat de compressié que es pot fer pero és
necessari si ’objecte que tractem és un text, un programa executable d’ordinador, informacio
ben estructurada, ...

e Compressié amb peérdues (lossy). Admetem la pérdua d’informacié que es traduira es distorsié
en el senyal reconstruit. L’objectiu és arribar a un equilibri entre el grau de compressid i el
nivell de distorsié. Les imatges fotografiques o els sons permeten aquest tipus de compressio.

La compressio sense perdues és rellevant en qualsevol cas ja que un procediment complet de
compressié amb peérdues pot incorporar diferents esquemes de compressié. Per exemple, podem
tenir perdues si expandim en una base i despreciem alguns coeficients. L’enumeracié de quins
coeficients hem de tenir en compte s’haura de comprimir amb un esquema sense perdues perque
I’omissié d’un sol d’aquests coeficients tindria efectes grans sobre el resultat final.

Els tres factors que s’han de considerar son:

Eficiéncia. Es mesura amb la ra6 de compressié R. Denotem X = {x1,... ,xx}, senyal original
i X, senyal comprimit

_ S(senyal comprimit)

S(senyal original)

Distorsié. Perdua d’informacié resultant. Es pot mesurar amb ’error en mitjana quadratica:
1 2

la relacié senyal-soroll:
10 X1

SNR = 1
log10 2 X, — X2’

o la relacié senyal-soroll peak-to-peak:

10 )

)
log 10 ° MSE’

SNR,, =

on x, és la maxima diferéncia entre els valors en X. i X.

Aquestes mesures de la distorsié sén d’us general. Les peculiaritats de la percepcié sensorial
porten a mesures més especifiques en tipus concrets de senyal.

Complexitat. Es el nombre d’operacions necessaries per comprimir i descomprimir. Per aplica-
cions en temps reals cal que la complexitat sigui baixa.

1.3.1 Compressio sense perdues

El senyal o missatge ve donat per una seqiiéncia de simbols d’un cert alfabet. Una variable aleatoria
X modela I'aparicié d’aquests simbols. Els seus possibles valors sén x1,xs, ... ,zx. Cada simbol
te associada una paraula binaria wy, de longitud [ i el missatge és la seqiiencia d’aquestes paraules.
Hi ha la possibilitat de triar I, = [log, K| per tot k. Per exemple, si K = 6, [logy 6| = 3. Amb 3



bits tenim 8 valors possibles que permeten acomodar els 6 simbols. Hi han eleccions millors si tenim
en compte 'estadistica d’aparicié dels simbols. Si py = P(X =x) el tamany promig ve donat per
Rx = Zk:K:I lxpx. L’esperanca de la longitud d’'un missatge de L simbols és LRx. L’objectiu és
minimitzar Rx.

Perque el missatge es pugui llegir sense ambigiiitats cal que cap codi sigui prefix de cap altre.
Si tenim els simbols {0, 10, 110, 101} el missatge 11001010 admet les lectures 110-0-101-0 i 110-0-
10-10. El problema és que 10 és prefix de 101. Si aix0 no passa diem que tenim un codi prefix. Per
exemple, {00, 01, 100, 101, 110, 111}. Cada codi prefix es pot representar amb un arbre binari de
K fulles on cada node conte un simbol o dues branques.

L’entropia de la font es defineix

K
H(X)=-> pxlog,p.
k=1

Teorema (Shannon)

Tot codi prefix verifica Ry > H(X). A més existeix algun codi tal que Rx < H(X) + 1.
DEM: S’utilitza la desigualtat de Kraft que diu que per tot codi prefix

K
dooh< (1.1)
k=1

Inversament, un conjunt de valors {lx} que verifiqui la desigualtat correspon a algun codi prefix. Per
demostrar-la denotem el nombre de nivells de ’arbre m = max{ly,...,lx}. L’expansié completa
de l'arbre tindria 2™ fulles. Si expandim cada node on hi ha un simbol de longitud I; apareixen
2m=l fyulles en 1"ltim nivell. Aix{ ha de ser >k 2m=l < 9™ que equival a la desigualtat anterior.
La construccié d’un codi a partir de les I es fa amb un raonament similar.

Ara minimitzem Rx sotmes al lligam (1.1) amb multiplicadors de lagrange i trobem la soluci6
I, = —log, p.. Per aquesta solucié Rx = H(X) pero en general aquests [;, no seran enters i només
podem concloure Rx > H(X).

El codi de Shannon correspon a l, = [—logy p|. En aquest cas Rx = >, prli < D5 pr(—logy pr+
1)=HX)+1. &

Codi de Huffman

El codi de Huffman permet acostar-se més al valor H(X). Si hi han molts simbols amb distribuci6
aproximadament uniforme, aquest metode és molt superior al de Shannon.

El procediment consisteix en ordenar les probabilitats en ordre decreixent, substituir els dos
ultims simbols per un amb probabilitat igual a la suma d’aquests dos. Aixo es va repetint fins
que queden dos valors. Per construir 'arbre posem dues branques per cada dos simbols que hem
agrupat.

Exemple

Considerem K = 6 i probabilitats 0.4, 0.2, 0.15, 0.1, 0.1, 0.05. L’entropia val 2.284. Agafant
totes les longituds iguals tenim [ = 3 i, per tant, Rx = 3. El codi de Shannon déna longituds 2,
3,3,4,4,51 Rx =2.9. El procediment de Huffman:

0.4 0.2 0.15 0.1 0.1(0) 0.05(1) [0.15]

0.4 0.2 0.15 0.15(0) 0.1(1) [0.25]

0.4 0.25 0.2(0) 0.15(1) [0.35]



0.4 0.35(0) 0.25(1) [0.6]
0.6(0) 0.4(1)
doémna els simbols 1, 000, 001, 011, 0100, 0101 i Ry = 2.35.

Altres codis son els de Ziv-Lemple en que el missatge és codifica amb referéncies a un dic-
cionari que es pot variar dindmicament. Aquests codis s’utilitzen en els procediments de compressié
estandar de UNIX i estan suportats pel format de representacié d’imatges TIFF.

En la codificacié aritmeética al missatge se li associa un nombre real entre 0 i 1. El pro-
cediment déna de fet un interval comengant amb [0,1]. A Dafegir cada simbol es parteix U'interval
present en subintervals de longitud proporcional a les probabilitats dels simbols i es tria el subinter-
val corresponent. Aquest sistema és sensible a les limitacions en precisié numerica de les maquines
i als errors en la transmissié. Un sol bit pot corrompre tot el missatge. Aixo obliga a complicar
I’esquema incorporant codis correctors.

1.3.2 Compressié amb bases ortonormals

Considerem el senyal representat per la seqiiéncia de n valors reals Y[n|,0 < n < N. Els codis de
transformacié apliquen transformacions lineals al vector Y i prossegueixen amb la codificacié dels
resultats obtinguts. Un procediment habitual és I’expansié en una base ortonormal {g,,},0 < n < N

Y = ZA[n]gn, Aln] = (Y,g,) = ZY[m}gn[m]*.

El senyal Y s’acostuma a modelar amb un procés aleatori (a temps discret en aquest cas). Suposem
que aquest procés té valor mitja 0 (E[Y [n]] = 0) i funcié d’autocorrelacié K[m,n| = E[Y[m]|Y [n]*].
Cal tenir en compte que en alguns casos com el de les imatges no hi han processos senzills per fer
aquest modelat.

Per tenir codis finits quantitzem les variables A[n| aproximant-les per fl[n} que pot prendre un
conjunt finit de valors. Si les variables A[n| sén bastant interdependents es poden quantitzar amb
més compressio si es consideren en conjunt. Parlem de quantitzacio vectorial. Com aquesta implica
més complexitat de calcul és més comu la quantitzacid escalar que opera sobre cada coeficient
per separat. Si les variables A[n] sén bastant independents ’éfficiencia superior de la quantitzacié
vectorial és poc rellevant.

El senyal reconstruit és Y = 3 A[n]g, ila distorsié D = E[||Y =Y ||?] =X, E[| A[n]—A[n] 2.

El procés global de compressié és:

e Obtencié del coeficients A[n].
e Quantizacié a A[n].
e Codificacié dels A[n] amb codis de Huffman o aritmetics.

Si X és una variable aleatoria continua, la quantitzacié escalar correspon a una certa funcié que
déna X = Q(X) i que pren un conjunt finit de valors. La distorsié es calcula D = E[(X — X)?] =
75 (z — Q(=)) fx(z)dz. La minima distorsi6 sol anar associada a quantitzadors uniformes (que
prenen valors equiespaiats).

L’eleccid de la base juga un paper important. La base de Karhunen-Loéve és aquella que
diagonalitza la matriu d’autocorrelacié K[m,n|. En el cas d'un procés gaussia és la base que
minimitza la distorsié. En casos més generals aquesta base no és optima i resulta dificil de calcular.

10



Capitol 2

El wavelet de Haar.
Analisi de multiresolucio

El wavelet de Haar és I'exemple més senzill de wavelet. Malgrat que en les aplicacions no és massa
util degut a la seva poca regularitat, aquest exemple presenta les caracteristiques comunes a tots
els analisis de multiresolucié. El wavelet de Haar es pot considerar també el cas més simple dins
els wavelets de Daubechies i els wavelets fets amb splines.

Treballem en I'espai L?(R). Considerem el subespai

Vo = {funcions constants en (n,n + 1) Vn € Z}. (2.1)

& ﬂt)

¥

Fig. 1: Un element de Vj.
La funcié ¢(t) = 1j9 1) ens déna la base de Vo {¢(t — n) }nez. Aquesta base és ortonormal
(et = n),o(t —m)) = bnm.

Si f € Vo llavors f(t) = 3, cap(t —n) amb ¢, = (f,@(t —n)) = [ f(t)dt.
Per funcions arbitraries les operacions anteriors donen la projeccié ortogonal sobre I'espai Vj.

PVOf<t) = ch@(t - TL)

n

En les unitats de temps adequades podem considerar els coeficients ¢, com el resultat de fer un
mostreig de la funcié f. Notem també que

1 .
. 1— i y
P(w) = /0 R | sinc(%). (2.2)

Jw

11



Operador de dilatacié

Si a > 0 definim l'operador )\, : L2(R) — L%(R) a través de A\, f(t) = f(a~'t). Té les propietats:
o (Maf,Xag) = alf,9),
o [Pafll = a'2lIfl
o Nof(w) = af(aw).

Notem que si f és una funcié unitaria a=/2\,f també ho és.

2.1 Espais de resolucié

Definim els subespais V; = Ay—;Vp per j € Z. V; és 'espai de funcions constants en els intervals
[279n,279(n + 1)],Vn € Z. Es inmediat veure que

L.CVaocVoayocWwevicW ... (2.3)

Donada f € L2(R), les projeccions Py, f son mostreigs de f amb diferents nivells de resolucié. Com
més alt és el valor de j més detalls de la funcié podem representar.

Fig. 2: Multiresolucio.

Una base ortonormal de Vj és {2%30(2jt —n)}Inez. Es veu inmediatament que (27t — n) =
Lj9—in,2-i(n+1) Per valors diferents de j aquestes funcions no sén ortogonals. Es pot demostrar que
si f € L*(R) llavors

lim Py, f =0, lim Py, f = f. (2.4)
j—o0

j——00

Ho simbolitzem dient que, per j — oo, V_; — {0} i V; — L2(R).

2.2 Wavelets
Podem considerar a partir de qualsevol valor fixat J
L*(R) = Vy+ Vigr + Viga+ -

encara que la suma no és ortogonal per no ser-ho els subespais V;. Podem arreglar aixo introduint
els espais W; definits

Vitr = V; @ Wj. (2:5)
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W; és el complement ortogonal de V; dins de V1.

Si considerem el cas particular Vi = Vy @ Wy i apliquem loperador de dilataciéd Ay—; als dos
costats obtenim (2.5) i veiem que W; = Ay—;Wp. Aixi només cal determinar Wj.

Com Vp C V4 tenim que la funcid pare ¢(t) € V4. Llavors podem expandir p(t) = >, hyv/2¢p(2t—
n). Els coeficients valen

(n+1)/2 5 o
B = (VBp(2t = ) o(t) = V2 [ eyt = VRO
n/2
1, per tant
p(t) = (2t) + (2t — 1) (2.6)

relacié que és evident a partir de la grafica de ¢(t). Per calcular Wy busquem els elements de V3
ortogonals als de V4. La condici6 és que per tot m

0= (3 duv/20(2t — ), ot —m)) = (3 duv/Zp(2t — (n + 2m)), o(8))

(5n72m0 (5n72m1 1
=Y duv2 7 L (dom + o)
~ D) \/5( 2 2 +1)

Aix{ tenim que dy + dy = 0, ds + d3 = 0, etc. Una base de Wy s’obté definint la funcié mare

P(t) = (2t) — (2t = 1) (2.7)
i prenent {¢)(t —n)}ncz. Una base ortonormal de Wj és {1);,(t) }nez on
Pin(t) = 2029 (27t — n). (2.8)

Fig. 3: Funcié d’escala o(t) i wavelet 1)(t).
Donada la descomposicié ortogonal
o
L’R) = € W;
j=—00

resulta que {t; »(t)};necz 6s una base ortonormal de L2(R). Els wavelets sén els elements d’aquesta
base. Tota la informacié sobre aquests wavelets es troba en la funcié mare v (t) ja que la resta s’obté
per dilatacions i translacions. La funcié pare ((t) es denomina també funcid d’escala’.

Si bé el significat de la funcié d’escala és estandar, les funcions pare i mare es troben, a vegades, intercanviades
en la literatura. La paraula anglesa wavelet deriva de la francesa ondelette i vindria a significar “ona petita” o “ona
localitzada”. La interpretacié del wavelet com a ona ve del fet general que [9(t)dt = 0 que implica que la funcié ha
de tenir parts positives i parts negatives. Els anglofobics poden utilitzar el terme oneta en lloc de wavelet
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Si es vol fer I’analisi a partir d’una resolucié basica es pot considerar també

L*R) = Vo (D W;-
J=0

2.3 Restriccié a [0, 1]

Si volem treballar en L?([0, 1]) podem repetir tot I’anlisi anterior eliminant les translacions que ens
treuen fora de l'interval [0, 1]. Ara només tenim espais amb j > 01 Vj és un espai unidimensional

format per les funcions constants. La base de V és {22(20t—n) }o<noi i conté 27 elements. La base
ortonormal completa de L([0,1]) en termes de la funcid 1 i els wavelets és {1, ;. (£)}jez,0<n<oi-
L’expansié de Haar (Alfred Haar, 1909) és, per f € L?([0,1])

oo 20—1

FO) =co+ > Y cinthin(t). (2.9)

§=0 n=0

1
¢ = /0 F(b)dt,

i [t ;
%nZW#@JZQ{Af@W@%—Mﬁ

on

(S

1
=2 / F®) (27 — 2n) — (27T — 2n — 1))dt
0

277 (n+%) 277 (n+1)
( /2 f(t)dt — /2 £(t)dt).

~in ~I(n+3)

.

=2

Exercici: trobar l'expansid de Haar per la funcié f(t) =t,0 <t < 1. Comprobar la igualtat de
Parseval || f||? =| co |? +25n | Cin 2. Amb quina velocitat decauen els coeficients? Compareu amb

Fourier.

2.4 Filtres

Ja hem vist que la funcié d’escala i el wavelet verifiquen les equacions (2.6) i (2.7)
p(t) = p(2t) + o(2t — 1),

P(t) = p(2t) — p(2t — 1).

Aquestes equacions expressen el fet que () i 9(t) sén elements de V; i que aquest espai s’obté
dilatant les funcions de Vp. En general escrivim

p(t) = haV20(2t —n), (2.10)

P(t) =) gaV20(2t —n). (2.11)
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En el cas de Haar els tinics coeficients no nuls sén hg = hy = go = —g1 = 1/ V2. Si transformem

per Fourier els dos costats de (2.10) i (2.11) trobem
w

. 1 Cing .
p(w) = E;hne E0(5),

~ w

1 _ine .
) = 75 S one 50l

(2.12)

(2.13)

Les seqiiencies {h,,} i {g,} pertanyen a I i es poden considerar els coeficients de Fourier dels filtres

H(w)iGw)
1 —Jjnw 1 —Jjnw
H(w) = E ;hne Il Gw) = E ;gne .
Aixi
oW =HEZHG),  Pw) =C5)eE),
En el nostre cas
Hw =122 )=t

Notem que la primera equacié en (2.15) és una relacié recursiva per ¢. Com ¢(0)

(2.2)) tenim la solucié

pw)=[[HE@ w).
j=1

(2.14)

(2.15)

(2.16)

1 (veure

Ezercici: Utilitzeu lanterior formula junt amb el resultat ja conegut (2.2) per demostrar que

sinc(%) = COS(%)COS(%) cos(%) cee

Ara demostreu que

2 2 2

o 3

2.5 Productes escalars

A partir de la funcié d’escala o(t) i del wavelet ) (¢) hem construit les funcions

90.7',"<t) = 2%90<2Jt - n)u ¢j,n<t) = 2%1/1(2375 — n)

Els productes escalars més basics sén

(1/]]',7”7 ¢k,n) = 5j,k(5m,n;

(‘Pj,ma @j,n) = 6m,na

15
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(SDjJer’ (Pj,n) = h‘;kn—Qna (219)
(S0j+17m, ¢j,n) = g;(n—Qn' (220)

DEM: (2.17) indica que la base de wavelets és ortonormal i (2.18) que {¢;, () }nez és una base
ortonormal de V}, resultats que ja s’han vist.

(Pj41m: Pin) = (25 9(2741 = m), 28 (27t — n)) = 2743 /dtso(2j“t —m)p*(2t — n)
= \/§/dsg0(25 —m)p*(s—n) = \/§/d5g0(25 —m) Z h;\/§g0*(25 —2n —p)
P

= Z h;(‘Pl,ma P1,2n4p) = Z h;‘sm,2n+p = o _on-
P p

S’ha utilitzat el canvi s = 27t i (2.10). La demostracié de (2.20) és idéntica a aquesta fent servir

(2.11). &

2.6 Bancs de filtres. Analisi de senyals

Considerem l’analisi de senyals sobre 'interval unitat. El senyal original correspon a la funcio
f € L?([0,1]). Dividim Dinterval [0,1] en 27 subintervals i mostregem f a aquesta resolucié. El
resultat del mostreig sén els coeficients ay[n],0 < n < 27. Aquests coeficients provindrien en la
practica d’un procés de mesura. Com estem treballant amb bases de funcions localitzades en el
temps podem interpretar aquests coeficients com els que donen la projeccié de f sobre V;. Posem
fs = Py, f itenim

271

f1(t) =Y aslnlesn(t).
n=0

La descomposicié 2 V; = Vy_1 @ Wy_1 ens déna f; = f;_1 +gj_1 on

27711
fra=Py_fr=> asalnlps 1),
n=0

27-11
971 =Pw,  fr=Y_ bralnls1a(t).
n=0

El procés es pot continuar descomposant f;_1. En cada pas s’obté un terme d’expansié en wavelets
representat en els coeficients bx[n| 1 una resta de baixa freqiiéncia ag[n] donada per la tltima
descomposicio. Si fem R passos obtindrem

fr=fi-r+95-R+ - +9gs5—2+gs-1.

2 Aquesta descomposicié s’interpreta: una representacié a resolucié J equival a una representacié a resolucié menor
(J — 1) més els detalls que es perden al reduir la resolucié. A vegades, els espais de wavelets s’anomenen espais de
detall.
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En termes dels coeficients, partim del senyal as[n] i el seu analisi ens déna
aj_gr[nl,by_grn], ... ,bs_2[n], by 1[n]. (2.21)

Es facil veure que el nombre total de coeficients resultants de 1’analisi és 2.

Per calcular els coeficients, en cada pas obtenim ag 1[n],bx_1[n] a partir de ax([n]. En el
procés només cal guardar els indicats en (2.21).

Definim els filtres discrets

hln] = h*,, gln] = gZ,. (2.22)
Llavors

ag1[n] = (ax * h)[2n], br-1[n] = (ax * g)[2n]. (2.23)

(La convolucié discreta de dues seqiiencies c[n],d[n] és (c*d)[n] = >, c[k|d[n — k]).

Es important notar que la forma especifica de la funcié wavelet no apareix en aquest analisi.
Només fem servir els filtres hy, i g,. Quan volem construir un tipus particular de wavelet el que
fem és buscar filtres adequats.

La reconstruccio és

axi1n] = (ax * h)[n] + (bx * g)[n]. (2.24)
on ¢[2n + 1] = 0, ¢[2n] = ¢[n].
DEM: Partim de fx1 =), ax-1[n|¢x_1,n. Com fx_1 = Py, , fix tenim que

aK—l{n] = (fKa(PK—l,n) = (Z aK{m](PK,m’(PK—l,n)

= ZaK[mKSOK,maSDK—ln ZGK 2n— }
m
que és la primera igualtat de (2.23). Amb gg_1 = >, bx—1[nJk_1n 1 gx—1 = Pw, ,fx

bK—l[n] = (fKa'QbK—l,n) = (Z aK[m}(PK,m;@bK—l,n)

- ZaK[m]((PK,ma@bK—l n ZCLK 2n_ ]

que és la segona igualtat. Per demostrar (2.24) hem de calcular agi1[n] = (fx+1,9K+1,n). De
Vi1 = Vi ® Wk treiem la base de Vi1 {@xm, Vxntn don

fK—i—l = ZGK[n](PK,n + ZbK[n]¢K,71-

Aixi
ag4+1n Za}( n|QKn + ZbK [V, R+1,n)

= an(prm ex 1) + > Ok (VK 0, ©K110)
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= Z CLK[TL} hon—om + Z bK[n}gn,Qm. &

n
Aquests resultats valen per qualsevol wavelet unidimensional. En el cas de Haar els filtres només
tenen dos elements i les férmules anteriors sén bastant senzilles.

ax1n] = ax[2n] + ax[2n + 1]
1 \/5
b 1ln] = ag[2n] —\;Lg[2n + 1]
ar[5] + aK[%} bi[5] — bK[%}

ag+1[n| = 7 + NG

(si apareix un terme amb index no enter posem 0.)
Exemple: Prenem J = 2 i el mostreig déna un resultat generic xg, z1, 2, x3. Trobem

a1[0] = ‘”’“’0\2"’“’1, ar[l] = 9”2;;3.
b1[0] = ””0\;;1, bi[l] = ””2\;;3.
ao[O] _ To+ T ;*1324’,133‘
bo[0] = To + T ; T2 —-%3.
El resultat de ’analisi és
/0] = o+ r1 + X9 +9U3’b0{0] _Totmm ;@ - $3,b1[0} — xo;\/;l’bl[ = m\;;c?’.

2

Ezercici: Veure que el desenvolupament anterior prenent J = 1 1 fent un pas coincideiz amb la

transformada de Fourier discreta.
Ezxercici: Implementar en MAPLE rutines que calculin la transformacid de wavelet. Fer un

programa que parteixi d’una funcid i un valor J i faci una grafica de la funcid reconstruida només

amb els M majors coeficients.
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Capitol 3

Analisi de multiresolucio

La base de Haar conté tots els ingredients d’una analisi on controlem ’escala i la posicié. L’objectiu
és estendre aquesta estructura a bases on els elements tinguin bones propietats en quant a nombre
de derivades admisibles o nombre de moments nuls.

Aquesta estructura general es diu analisi de multiresolucié (MRA). A continuacié la descrivim
veient les diferents perspectives des de les que es pot abordar. Els objectes equivalents que deter-
minen un MRA sén la funcié d’escala ¢(t), el filtre discret hy, o el filtre de freqiiencies H(w). Cada
un d’ells conté tota la informacié rellevant. Complementaris a ells tenim la funcié wavelet 1(t), el
filtre discret gy, i el filtre de freqiiencies G(w).

3.1 Analisi de multiresolucié (MRA)

Treballem en l'espai de Hilbert complex L?(R). Un andlisi de multiresolucid és una seqiiéncia
creixent de subespais de L(R), V;,j € Z

ecVoayocWweoWi e (3.1)
i una funcié ¢(t) (funcié d’escala) que satisfan les segiients condicions:
1. U;V; és dens en L*(R),
2. N;Vy = {0},
3. f() eV e f277t) eVh
4. {o(t — n)}nez és una base ortonormal de Vj.

La condicié (1) vol dir que per tot € > 0 i per tota funcié f de L2(R) hi ha un j prou elevat
tal que podem triar una funcié g en V; amb ||f — g|| < e. (1) i (2) sén equivalents a dir que les
projeccions de qualsevol funcié f verifiquen

lim Py, f = f, (3.2)
j—o0
lim Py, f=0. (3.3)
j——o0

La condicié (3) diu que els espais V; sén versions a diferents escales d'un espai V. Pensem en
Vo com un espai tal que Py f és un “mostreig” de f a una resolucié donada. Els altres espais donen
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mostreigs a resolucions diferents, més fines per j > 0 i menys fines per j < 0. Les condicions no
sén trivials. Si, partim d’un espai Vj qualsevol i definim Vj a través de (3), les condicions (1),(2)
en general no es verifiquen.

La condici6 (4) introdueix un index n de “posici6”. Es no trivial ja que, en general, una funcié
no és ortogonal als seus desplacaments.

Aquestes propietats sintetitzen el que passa en I’analisi de Haar on V{ sén les funcions constants
als intervals (n,n+1),n € Zi¢p = Ljg,1)- La motivacié és trobar altres casos amb funcié d’escala
més apropiada.

3.1.1 Wavelets
Si bé és cert que
L*R)=-4+Vi+Vo+Vi+-
0, a partir d’'un J qualsevol
L*R)=Vi+ Vi + -

aquesta no és una descomposicié ortogonal ja que cada V; conté els anteriors (si fossin ortogonals la
intersecci6 seria nulla.) Per aixo s’introdueixen els espais de wavelets W} a partir dels complements
ortogonals de V; en Vjy:

Vier = V; @ W, (3.4)
Llavors les projeccions verifiquen
PVH_lf = ijf + Pij. (35)

Una versié de f a una certa resolucié descomposa en una versié a resolucié inferior més una part
que ha de contenir els detalls perduts al baixar de resolucié. Els espais W, s’anomenen també
espais de detall.

Dilatant els dos costats de Vi = Vo @ Wy veiem que f(t) € W; < f(277t) € V). Ara tenim les
descomposicions ortogonals

j=—00
o a partir d’'un J qualsevol
L*(R) =V, Pw;. (3.6)
j=J

3.1.2 Bases

De la definicié de MRA s’obté inmediatament la base ortonormal de V; {2//2¢(27t — n)},ez. En
efecte, és inmediat veure que generen 'espai i

(2772p(27t — m), 22 (27t — n)) = 27 / ©(27t — m) (27t — n)*dt

— 00

= [ ls = m)pls —n)ds = b

— 00
Degut a que la funcié d’escala p(t) acaba donant la resta de funcions de la base, aquesta també
s’anomena funcio pare.
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Per 'espai Wy voldrem tenir una base de la forma {¢(t — n)},ecz on 1(t) serda un element fixat
(funcié mare) ortogonal a ¢(t —n) per tot n.

El fet que variar j equivalgui a fer un canvi d’escala redueix a resoldre el problema a nivell 0.
Considerem els espais Vo, V1 amb bases ortonormals {p(t — n)}nez i {v2¢(2t — n)}nez respecti-
vament. Donat que Vo C Vi i Wy C Vi, han d’existir seqiiencies de €2, {h,}nez 1 {gn}nez tals
que

= haV20(2t — 1), (3.7)

= Zgn\/ip(% —n). (3.8)

Trobem ara les condicions que han de verificar hy, i ¢g,. Notem la propietat d’invariancia
translacional del producte escalar, per qualsevol a € R (f(t —a),g(t —a)) = (f(t),g(t)). Amb el

canvi s =t —a
/ f(t—a)g(t—a)*dt = / f(s

Llavors (p(t —m),p(t —n)) = (p(t — (m —n)),p(t)) i és suficient imposar

(90<t - m)a So(t)) = 5m,0'
Aixi
Om,0 = (Z BV 20(2t — (n + 2m)), Z hor V200(2t — 1))

_ ZZh RO amm = Zh B om- (3.9)

Analogament
5m,0 = ZgngZJera (310)
n
i l'ortogonalitat entre Vy i Wy implica

0= gl om (3.11)

Donats h = {hn}nez 1 g9 = {gn}nez verificant (3.9,3.10,3.11) tenim assegurada les relacions d’or-
togonalitat de les funcions ¢(t), 1 (t) que compleixin (3.7,3.8). Una questié és si donats h, g podem
determinar ¢(t),1(t). La resposta es que si a través d’iterar (3.7,3.8). El fet que aquest procés no
sigui directe o no doni resultats molt explicits no té importancia ja que I'instrument basic d’analisi
acaben sent h, g.

3.1.3 Alguns resultats

Veiem, sense demostrar-les, algunes condicions relacionades amb ’existéncia del MRA (propietats
1ad).
Teorema

Si la funcié ¢(t) té suport compacte i esta acotada llavors es compleix la propietat 2.
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Teorema
Si la funcié ¢(t) té suport compacte, verifica (3.7), la propietat 4 i

/Oo p(t)dt =1 (3.12)

—Oo0

llavors es compleix la propietat 1.

(ES facil veure que ¢(t) té integral no nulla. Si no fos aixi, per linealitat veiem que totes
les funcions dels espais Vj tindrien integral nullla i mai generariem tot l'espai L?(R). Amb aixo
integrant els dos costats de (3.7) obtenim la condicié

S vA
n
Es demostra també que la condicié (3.12) és necessaria per tenir un MRA.)

3.2 Formulacié en el domini freqiiencial

Moltes relacions del MRA tenen un aspecte convolucional que sugereix la conveniéncia de trans-
formar per Fourier.
Si transformem els dos costats de (3.7) i (3.8) trobem

5 1 —in% 5%
b)) =75 > hne MEG(5), (3.13)

_ine ., W
bw) = D gne TR, (314)
Definim aixi els filtres H(w) i G(w)
H<w) = % ; hneijnwu G(w) = —0= Z gneijmﬂ (315)

Llavors

pw) = HZP(S) P =G(5)e(3). (3.16)

[\

Notem que la primera equacié en (3.16) és una relacié recursiva per . Com ¢(0) = 1 (veure
(3.12)) tenim la solucié

plw) = [[ 2 w)

Les condicions d’ortogonalitat (3.9,3.10,3.11) es traslladen a condicions sobre els filtres freqiien-
cials.
Teorema

Si H(w) és una funcié de periode 27 que verifica Yw

| Hw) > + | Hw+7) =1 (3.17)
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i tal que H(0) =1, és C! en un entorn de 0 i infl_r/0.7/9 | H(w) |> 0, llavors
pw)=[[HEZ Yw)
j=1

és una funci6 d’escala.

Teorema
Donat H(w) verificant les condicions del teorema anterior, el wavelet queda determinat per
qualsevol G(w) que verifiqui Yw

| GWw) |2+ | Gw +7) *=1, (3.18)
GwH (w)+Gw+m)H (w+m) =0 (3.19)

Es troba facilment la solucié
G(w) = e H*(w + ) gn = (=1)"R7_, (3.20)

Dos filtres H, G que verifiquen les condicions (3.17), (3.18),(3.19) es diu que sén filtres conjugats
(congugate mirror filters.)

3.3 Banc de filtres. Analisi

L’instrument principal en les aplicacions és I’analisi de funcions descomposant-les en parts corres-
ponents als diferents blocs de (3.6). Els calculs involucren només els filtres discrets hy, gn.
Introduim alguna notacid. Els elements de les bases de Vi W els denotem

g
2

@in(t) =220(2't —n), Yan(t) = 27427t — n).

Una funcié qualsevol f(t) té projeccions
Py, f(t) =) asllosa(®), P, f) =) bilnlipsn(t)

CLJ[’H] = (fa SDJ,n)a bJ{n} = (fa 1/’],71)-

Els coeficients as[n], bsn] es calculen a partir de as;1[n] amb I’accié dels filtres adecuats. La relaci6
basica és

PIn = Z hmenSOJJrl,m ¢J,n = ng72n§0J+1,m (321)
m m
DEM: ) )
Pin(t) = 22027t —n) =" hm22V20(2(27t — n) —m)
m
J+1
= Z hm2 2 90<2J+1t - (m + 2”)) = Z hm(pJJrl,erQn(t) = Z hmenSOJJrl,m(t)
m m m

La demostracié de la segona igualtat és analoga &
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Ara definim els filtres
h[n] = hZ gln] = g~,,. (3.22)
1 obtenim els resultats

as[n] = (ajy1 * h)[2n], bsn] = (aj+1 * g)[2n]. (3.23)

(La convolucié discreta de dues seqiiencies c[n],d[n] és (c* d)[n] = >, c[k|d[n — k]).
DEM:
asln] = (f, ‘PJn = (f, Z hm—2np i1, m) Z ho—on(f, SOJ—H,m)

—th mas41[m Zh 20 — mlagii[m) = (ag41 % R)[2).

La demostracié de la segona igualtat és analoga &

Notem que a més de la convolucié amb h, g hi ha una decimacié (downsampling: prenem els
elements parells.)

Pel procés invers (reconstruccié) tenim que segons (3.21)

PJ+1n = Z h;kL—Qm(pJ,m + g;kL—le/}Jﬂn (324)

m

aj+in = (fa (PJ—l—l,n) = Z hn72maJ,m + ganme,m

m

que s’escriu
ayy1[n] = (ay * h)[n] + (by % g)[n)]. (3.25)

on ¢[2n + 1] = 0, ¢[2n] = ¢[n] (upsampling.)

3.3.1 Analisi a partir del mostreig

En les aplicacions partirem d’una seqiiéncia f[n] provinent d’un mostreig fet a una certa resolucié.
El significat d’aquests coeficients depeén del aparell i condicions de la mesura i s’interpreta com
corresponent a la projeccié d’una certa f(t) sobre Vj, és a dir prenem as[n] = fs[n]. Aixo es pot
fer perque el mostreig suposa un promig localitzat que difereix poc de la projeccié sobre les funcions
©Jn que també sén localitzades.

A partir d’aqui anem descomposant cap a resolucions inferiors a J. En cada pas obtenim uns
coeficients bg ,, de detalls que guardem i una component de baixa freqiiéncia donada per ax,m, que
és objecte de la segiient descomposicié. En el moment en que parem el procés guardem la ultima
part de baixa freqiiéncia com a part de I'analisi.

3.4 Analisi bidimensional

Pel tractament d’imatges s’ha d’extendre el tractament anterior a dues dimensions. El procediment

estandar és la descomposicié!

Vipa@Vip=(VieVy)e(VieoW)e (W, e V) e (W, W)

1En Papéndix s’explica el producte directe d’espais de Hilbert.

24



El primer terme resultant és el que es continua descomposant mentres que els altres tres sén
tres tipus de detalls que es guarden com a resultat de I’analisi. Cada terme es troba amb 1’acci6 de
filtres discrets bidimensionals que sé6n h @ h,h ® §,§ ® h,§ ® g.

Si, per exemple, partim d’una imatge quadrada de tamany 16 x 16 les 4 parts de la descomposicid
sén arrays de tamany 8 X 8 que es disposen formant un quadrat 16 x 16 amb la component de baixa
freqiiéncia en la part superior esquerra.

El procediment estandar equival a fer la transformaci6 a les files i després a les columnes dels
coeficients obtinguts. Hi ha un procediment no estandar que consisteix en fer I’analisi de resolucid
sobre l'espai V ® Vy de manera que tots els elements de la base resultants sén de suport quadrat
a diferéncia del cas estandar en que tenim elements amb suport rectangular.
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Capitol 4

Wavelets de Daubechies

A finals dels 80 Ingrid Daubechies va introduir una familia de wavelets amb bones propietats en
quant a suport i regularitat!.

4.1 Resultats basics i notacid

Aquest apartat resumeix els resultats del capitol anterior. ¢(t) és la funcié d’escala i 1(t) és
el wavelet. {@(t — n)}nez és una base ortonormal de V), espai amb el que construim analisi
de multiresolucié. Els espais Vj, j € Z contenen elements de la forma f(27t) pels f(t) € Vo i
constitueixen una seqiiéncia creixent de subespais. En particular Vy C Vi i, per tant, podem
considerar una descomposici6 ortogonal Vi = V& Wy. Els desplagaments enters de v (t) ens donen
una base de Wy.

Aquests fets es tradueixen en les segiients relacions

o(t) = haV2p(2t —n), P(t) =D gnV20(2t — n). (4.1)
que, transformant per Fourier, sén

oW =HZ)P(),  Pw) =G5, (42)

on
H(w) — L Zhne—jm«)’ G(w) — L Zgne—jnw‘ (43)
\/§ n \/§ n

H i G s6n els filtres que aplicats a un senyal extreuen una component de baixa freqiiencia i una
de alta freqiiencia. La component d’alta freqgiiencia ens déna ’expansié en la base de wavelets de
la funcié analitzada. Les seqiiéncies {h,} i {g,} pertanyen a I i sén els coeficients de Fourier dels
filtres H(w) i G(w) (llevat d’una constant v/2).

En el cas de Haar s’ha vist que els tnics coeficients no nuls sén hg = h; = go = —g1 = 1/V/2.
14 e 9% 1—e v
Hw)=——,  Gw)=—o— (4.4)

1. Daubechies, Orthonormal Bases of Compactly Supported Wavelets Comm. Pure Appl Math. 41 (1988), 909-
996.
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Si coneixem H (w), fent iteracions de la primera igualtat en (4.1) determinem la funcié d’escala.
Tota la informacié es troba en la funcié H(w) o, alternativament, en la seqiiéncia {h,}. En les
aplicacions, el calcul numeric es fa a partir del filtre discret {h,, }.

Els segiients resultats donen condicions que ha de verificar H(w) per tal de tenir un analisi de
multiresolucié.

Teorema
Si H(w) és una funcié de periode 27 que verifica Yw

| Hw) >+ | Hw +7) =1 (4.5)

i tal que H(0) =1, és C' en un entorn de 0 i infj_r /5 7 /91 | H(w) |> 0, llavors ¢(w) = | il H(27w)
és una funcié d’escala.

Teorema
Donat H(w) verificant les condicions del teorema anterior, el wavelet queda determinat per
qualsevol G(w) que verifiqui Vw

| G(w) >+ | Glw+m) =1, (4.6)
Gw)H*(w)+Gw+m)H (w+m) =0. (4.7)

Es troba facilment la solucid
Gw) = e_j‘”H*(w + ) gn = (—1)1_"h}<_n (4.8)

4.2 Caracteristiques dels wavelets

L’eleccié d’un wavelet determinat es fa demanant que tingui propietats adequades al problema que
volem tractar. Hi ha tres caracteristiques basiques a tenir en compte.

¢ Moments nuls
Un wavelet té p moments nuls si per 0 < k <p
/ thap(t)dt = 0. (4.9)

Aquesta propietat és til perque assegura un decreixement rapid dels coeficients de les ex-
pansions en wavelets. (4.9) equival a que H (w) i les seves p — 1 primeres derivades s’anullin
en w = 7. (Es demostra a partir de 4.2.)

e Suport

El suport d’una funcié és la regié on és diferent de zero. Si el senyal que analitzem té una
singularitat en un punt i el wavelet te un suport molt gran resulta que hi han molts coeficients
elevats al fer 'analisi. Es convenient utilitzar wavelets amb suport compacte i que aquest sigui
petit. Hi ha el segiient

Teorema

La funcié d’escala ¢(t) té suport compacte si i només si {h,} té suport compacte. En

aquest cas tenen el mateix suport. Si aquest és [N1, N llavors el suport del wavelet 1)(t) és
[Nl_éVQ"Fl N2_é\]1+1}‘
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e Regularitat

El nombre de derivades que admet el wavelet té un efecte en ’error que apareix al quantitzar
els coeficients de ’analisi. Un wavelet “suau” doéna lloc a errors que sén menys perceptibles.
Per exemple, la irregularitat de la funcié de Haar és fa evident al mirar les funcions o imatges
reconstruides.

4.3 Els wavelets de Daubechies

Volem trobar wavelets amb suport compacte, un cert nombre de moments nuls i una certa regu-
laritat. La funcié de Haar té suport compacte, un moment nul i és discontinua. Els wavelets de
splines milloren la regularitat del de Haar perd pagant el preu de suport infinit.

L’objectiu és trobar un wavelet real, amb suport compacte i p moments nuls. Busquem h,
reals amb suport [0, N — 1]. Hem de determinar els N coeficients hg, hy,... ,hy_1. El filtre de
freqiiéncies és un polinomi trigonometric

H(w) = L Z hpe =i (4.10)

El fet de tenir p moments nuls implica un zero d’ordre p en w = w. Aixi podem escriure

1+ e 9%

. YPR(e ) (4.11)

H(w) = (
on R és un polinomi de grau N — 1 — p.

Si els hy, sén reals H(w)* = H(—w) d’on |H (w)|? és una funcié parell. Tot polinomi trigonometric
parell és igual a un polinomi de cosw o, alternativament, de sin? %. Ha d’haver doncs un polinomi
P tal que
1+ cosw 9 W p . oW
_— — )PP =).

5 2) (sin 5 )
Definint la variable y = sin®% tenim que | H(w) |[*= (1 — y)PP(y). Notem també que el canvi
w— w+mequival a y — 1 —y. Amb tot aixo la condicié (4.5) es converteix en

| H(w) |*=( )P | R(e ) |2= (1 — sin

(1—y)PP(y) +y"P(1—y) =1 (4.12)
El teorema de Bezout ens assegura ’existencia de dos tnics polinomis Py, P de grau p — 1 tals que
(I=y)’Pi(y) +y"Paly) = 1.

Si fem y — 1 — y en l'anterior relacié veiem que Pa(y) = Pi(1 — y) el que mostra que (4.12) és
consistent. Per calcular P dividim (4.12) per y*** (1 —y)?,k=0,... ,p—1

Ply) | s PA—y) 1

y =
yktt (I—yp Yy L-—ypr
i integrem aquesta expressio en el pla complex sobre un petit cami al voltant de 0. La integral del
segon terme de l’esquerra val zero per ser analitic en y = 0. Els altres dos termes s’obtenen amb la
férmula integral de Cauchy i arribem a
& 1 (p+k—1)!

PO = G, T R =T
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Ep®o) , N (ptk—1
P(y)zz k!<)ykzz<p . >yk:
k=0 k=0
Com el grau d’aquest polinomi era N — 1 — p, ha de ser N = 2p. Hi ha un compromis entre el
suport i el nombre de moments nuls.
Ara falta resoldre I’equacié
| R(e™) |’= P(y).

Definim la variable z = e ™%, Llavors y = (2 — 2z — 27 1)/4 i | R(e™¥) |?= R(e 7*)R(e™¥)* =
R(e™#)R(e’%) = R(2)R(27!) i queda

Aquesta equacid es resol a través dels zeros dels polinomis que hi apareixen. Si ¢ és un zero del
terme de la dreta, també ho sén ¢*,¢=1, (¢71)* ja que el polinomi és de coeficients reals i és invariant
sota z — z~!. Aquests zeros ho sén, llavors, del terme de I’esquerra i aix6é determina R. Els zeros
de R apareixen en parelles conjugades i només cal que triem entre ¢ i ¢!. El criteri de minima
fase consisteix en triar el valor a € {c,c™!} que verifica |a| > 1 Per normalitzar el polinomi tenim

en compte que per w = 0 queda R(z=1) = H(w=0) = 1.

Exemple
Perp=1, N =2, R =11 tenim el cas de Haar.
Perp=2, N =4, P(y) =1+ 2y.

1 1

4— 22—z

2—z2—2z"
)= 2

4

B(

Te els zeros 2 + /3 1 2 — /3. Triem el primer. Aix{
2—(2+V3) 1+V3+(1—-+3)z
_1_\/5 2 ’
1+2,1+V3+(1-V3)
)
2 2
Com (4.10) és

R(z) =

H=( Z:%(1+\/§+(3+\/§)z+(3—\/§)z2+(1—\/§)z3).

1 N—-1
H=— hn2" 4.13
23 e (413)

n=0

tenim

ho—§(1+\/§), hl—g —%(3—\/5), hg—gu—\/ﬁ).

Per valors més grans de p calen rutines numeriques per calcular les arrels.

(3+/3), hy

29



Capitol 5

Spline Wavelets

Una extensié natural del wavelet de Haar son els wavelets que es construeixen a partir de splines.
Els splines s’utilitzen en calcul numeric dins del meétode dels elements finits. Sén funcions que tenen
forma polinomica en intervals i admeten un cert nombre de derivades. Els wavelets que s’obtenen
a partir d’ells també s’anomenen de Battle-Lemarié

5.1 m-splines
Meés concretament definim ’espai dels m-splines
Vo = {funcions de classe C™ ! que coincideixen amb polinomis de grau m en [n,n + 1] ¥n}.

(Sense dir-ho explicitament les funcions que es consideren a partir d’ara sén de L?(R) i ’expressié
“polinomi de grau m” vol dir 0 o polinomi de grau menor o igual que m.)

Si m = 0 tenim les funcions constants a trossos que donen lloc al wavelet de Haar. Sim =1
tenim funcions formades per segments rectilinis empalmats amb continuitat. Sim = 2 tenim trossos
de parabola que s’empalmen amb continuitat i derivabilitat. Etc.

Notem que el nombre de graus de llibertat per interval és sempre 1. Si tenim fixat el polinomi
en un interval, el del segiient ja te fixat el seu valor i el de les seves m — 1 derivades en un punt.
Aixi només queda una constant a determinar.

L’espai Vg és el punt de partida per construir una analisi de multiresolucié a partir de les seves
dilatacions. Tenim que

V; = {funcions de classe C"™ ! que coincideixen amb polinomis de grau m en [277n, 277 (n+1)] Vn}.

El segiient pas és trobar una base ortonormal de Vj de la forma {¢(t — n)},ez on p(t) sera la
funcié d’escala. El procediment és partir d’una base de Riesz de la forma {0(t — n)}nez. Aquesta
base no sera ortonormal per m > 0.

Per m = 0 prenem 6(t) = Ljg,1), funcié caracteristica de I'interval unitat. Recordem que

~

fw) =e 9% sinc(%). (5.1)

Per obtenir les d’ordre superior podem fer convolucions de #(¢) amb ella mateixa. Efectivament,
cada convolucié amb 0(t) augmenta un grau la dependéncia polinomica i déna un ordre més de
derivabilitat. En representacié de freqiiéncies aix6 correspon a prendre potencies de la funcié (5.1).
Naturalment, tenim llibertat per desplagar un nombre enter la funcié resultant. Aix0 equival a
eliminar una fase de la forma /4% ¢ € Z en 6(w).

30



Aix{ pels m-splines triem

~

O(w) = e772 sincm"'l(g

5) (5.2)

on € val 1 per m parell i 0 per m senar. Aixo implica que per m senar 6(t) és simeétrica mentre que
per m parell esta centrada a t = 1/2 (per exemple, el cas de Haar).
Utilitzant que

(Lro,1 * f)(t /ft—TdT— tlf()

és facil calcular els primers casos. Donem només la funcié en les regions on no s’anulla.

m =20
0(t) =1 t € [0,1].
m=1
1+t te]-1,0],
9<t):{ 1-t telo1].
m =2

5.2 Funcio d’escala

En el cas m = 1 diem que la convolucié de dos polsos quadrats déna un pols triangular, etc.
Es pot comprovar que els desplacaments d’aquestes funcions donen bases pero aquestes no sén
ortonormals. Si {¢(t —n)}nez és una base ortonormal llavors per tot n

(ot = n), ¢(t)) = don-

Es a dir

o = (0I5, 3) = / | o) Pdo= 3 / I | Gl + 21k) | do.

k=—oc0 "

Aixo vol dir que

S 1 @l + 2mk) = (5:)

k

ja que és una funcié periodica amb tots els coeficients de la seva serie de Fourier nuls excepte el de
la constant.

El que volem és una funcié de Vj amb aquesta propietat. Si és de V), existeixen coeficients
an tals que p(t) = 3, anf(t — n). Transformant per Fourier, $(w) = A(w)f(w) on A(w) és la
funcié de periode 2w que té coeficients de Fourier a,. Perque es verifiqui (5.3) només cal prendre
Aw) = [X, | O(w + 27k) |2]71/2 amb el que la funcié d’escala s’obté

0(w)
[ | O(w +2xk) |2]1/2

P(w) = (5.4)

31



En el nostre cas sera

2m—+2
i 2_ . 2m+2,Y 2
‘ H(CU + 27Tk) ‘ = sin (E)m
Si definim la funcié
ad 1
Sn = 5.5
@= 3 ooy (5.5)
ens queda
p(w) = se(ein(@yyri (5.6)
4 5 2 wm Tl S2m+2 (w) .

(notem que per m senar és $(w) = 1/(w™\/Somi2(w))).

Per calcular So,, 12 veiem que el resultat per m = 0 ja el coneixem (Haar). Aixo implica

e e}

1 1
Saw)= D (w+27k)2  4sin®(w/2)’ (5.7)

k=—o0

A més és veu inmediatament

d2
a2 on(w) = n(n +1)Sn2(w)
d’on treiem
Somi2(w) = @mT D) (5.8)

5.3 Filtres

Finalment, el que té més interes en les aplicacions sén els filtres que permeten calcular la transfor-

mada de wavelet. Es

 p(w)
Hw) =50y

1 :
Aquest filtre té la serie de Fourier H(w) = 7 Z hpe 7™ amb

n——oo

V2

i = i ™ H(w)dw. (5.9)
Llavors
sg(sin(w)) \ma1 e Jes Som42(w)
H p— _——mm .1
= Gaem@)) 77T\ Sompalzw) (5.10)

Notem que el primer factor desapereix per m senar i val sg(cos(w/2)) per m parell.
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5.4 Primers casos

Els primers casos sén:

14 2cos?(w/2)

Si(w) = 48 sin(w/2) (5.11)
cos?(w cost(w
Se(w) = chas 96E) Si/jﬁ)(:fz) (/2) (5.12)
cos?(w cost(w cos® (w
() = LT+ 18005 /zgééi?n%/(z)m + 400s®(w/2) 5.15)
Per m =1 (spline lineal)
cos?(w
H(w) = Cosz(w/Q)\/11++22 Cosg(a/j). (5.14)
Per m =2
w cos?(w cost(w
Hw)=e772 cosg(w/Q)\/2 _; 1+111 CO(SQ(/j; 1 ;cosigw)/m (5.15)
Per m = 3 (spline ciibic)
B 17 + 180 cos?(w/2) + 114 cos* (w/2) + 4 cosb(w/2)
Hw) = COS4(w/2)\/ 17 + 180 cos?(w) + 114 cos*(w) + 4 cosb(w) (5.16)

Els coeficients h,, es poden calcular integrant numeéricament (5.9) amb (5.14),(5.15),(5.16).

5.5 Wavelets

El wavelet 1 seu filtre associat s’obtenen de la manera habitual

G(w) = e H*(w + ), gn = (=D "y,
bw) = G(Ip(5) = e TTH" (5 +m)a(5).

5.6 Propietats

Un greu problema del wavelet de Haar és la seva falta de localitzacié en freqiiencia que reflecteix
la seva discontinuitat. Aixo fa que no sigui util en les aplicacions. El wavelets donats per splines
eliminen aquest problema ja que podem triar el nombre de derivades que admet. La funcid és
localitzada en el temps ja que es pot veure que decau de manera exponencial. Una ventatja
adicional és que coneixem les seves expressions de manera analitica.

L’inconvenient principal d’aquests wavelets és que els filtres h, no sén de longitud finita. El
calcul de convolucions ens porta a sumar una série per cada punt al contrari que en el cas de Haar
on només hi havien dos valors.

Degut a aix0 l'interes s’ha centrat principalment en els wavelets de Daubechies que tenen filtres
de longitud finita. La limitacié dels splines, pero, es pot superar amb I'us de wavelets biortogonals
i, per tant, cal tenir-los en compte.
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Capitol 6

Subdivisio Recursiva

Els procediments de subdivisié recursiva sén esquemes iteratius per anar incrementant el nivell de
resolucié d’una funcié. Els punts diddics sén els nombres reals de la forma 2=/k per J, k € Z.
Formen un conjunt dens en R, és a dir, tot nombre real és limit d’alguna successié de nombres
diadics®.

Per J fixat, una seqiiencia ¢/ = {cg ,k € Z} es pot pensar com un mostreig amb resolucié J
d’una funcié: cg = f(277k). La seqiiéncia pot representar directament una funcié en un espai V;
d’un analisi de multiresolucié. Per exemple, en el cas de Haar els valors cg poden ser l'algada en
I'interval k-essim, o podem unir amb segments rectilinis els diferents punts per obtenir un spline
lineal continu.

Considerem transformacions lineals que ens passin ¢/ — ¢/*1 de manera que partim d’un primer
mostreig i 'anem refinant i tendint cap a una funcié amb propietats adequades.

J

6.1 Subdivisio uniforme

Partim d’un spline lineal. Aixo és, una funcié f°(t) que és de la forma at + b en cada interval
(n,n+ 1),n € Z. La funcié és continua de manera que queda determinada per cg = fOk).
L’algoritme de subdivisié genera un spline lineal amb resolucié superior substituint cada valor per
un promig dels valors en un entorn seu:

FIR R = T, £ (27 (k4 n)), (6.1)

El promig es realitza a través del filtre r que prenem finit. El filtre el triem generalment simetric, si
té longitud senar 2M +1, r = [rps, ... ,71,70,71,- .- ,73s]. Com el procediment és lineal, multiplicar
el filtre per una constant R equival a multiplicar f/ per R’. Fixem, per conveni, que >ontn =1

El cas més senzill és el l'algoritme de Chaikin que correspon a r = [1/2,1/2]. En aquest cas
(6.1) es redueix a

FI2 k) + f7(2 M (k+ 1))
5 ,

fJ+1(2—(J+1)k) — (62)

Per exemple, el primer pas és

NGRS NG )
2

k
fl(§

'De fet, ’expansié binaria d’un nombre real és una d’aquestes successions.
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Notem que es requereix els valors de f° en els semienters. Aquests no estan continguts en la llista
¥ i s’han d’extrapolar. Degut a aix0 el procediment de subdivisié consta de dues parts

J

el — et AL

e Extensié. Consisteix en insertar entre cada dos elements consecutius c% , cg 41 €l seu valor mig
J o .J
(ci + Chy1)/2:

J J
c, T ¢
~J+1 . J ~J+1 Tk k—+1
Gyt = i, 1= "5 (6.4)
e Promig
J+1 _ sJ+1
s 75 TnCiy - (6.5)
n

La transformacié (6.5) és una convolucié amb r_,, que coincideix amb r si el triem simeétric.

6.1.1 Filtres tipics

La funcié limit resulta ser un spline de grau n + 1 si utilitzem el filtre

306 )

L’exemple anterior de Chaikin és el cas n = 11 el seu limit és un spline parabolic. Un altre cas 1til

per computer graphics és n = 2
1

-1,2,1].

4[ » }

El tipus de funcié limit pot variar molt segons el filtre utilitzat. Per exemple
1
S+ V3,1-3].

dona un limit no analitic.

6.1.2 Interpolacié

El I'anterior procés la funcié que va surtint no passa pels mateixos punts que l'anterior. Es pot
modificar el procediment de promig per que la funcié passi sempre pels punts inicials.

cg = ég per k parell

J

ck - Zn T’flcvg_i'_n per k; senar. (6-7)

Un filtre que déna interpolacions suaus és el de Dyn-Levin-Gregory

1
—[-2,5,10,5, 2.
16[ 757 07 57 }

6.1.3 Efectes de frontera

Generalment les funcions a que s’aplica I’anterior procediment estan definides en un interval. L’apli-
caci6 directa del metode en els extrems de la funcié té efectes no dessitjats al promitjar amb els
zeros de fora 'interval. El problema es deu a que estem fent subdivisic uniforme que consisteix en
aplicar el mateix filtre en tots els punts.

Aixo es pot arreglar modificant el fitre a ’aplicar-lo a les posicions extremes. En aquest cas es
parla de subdivisié no uniforme.
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6.1.4 Corbes en el pla

Un poligon en el pla correspon a una seqiiencia de punts

(=1, 91], [w2,92), - - -, [z, ywv]]-

Com I'iltim punt s’uneix al primer, podem moure ciclicament la seqiiéncia sense que varii el poligon.

El procés de subdivisié s’aplica a les dues coordenades, és a dir a les seqiiéncies [x1, 2, ... ,ZN]
i[y1,v2,...,yn] per separat. Les extensions i convolucions es fan de manera ciclica i no hi ha
efectes de frontera. També es pot aplicar I’esquema interpolador.

6.1.5 Aplicacions

El procés de subdivisid recursiva s’aplica a grafics d’ordinador. La seqiiéncia inicial acostuma a ser
una estructura de control de la grifica mentre que el resultat suau de la subdivisié és el que apareix
finalment en la imatge.

6.2 Iteracions amb 1’equacio d’escala

En un analisi de multiresolucié la funcié d’escala () verifica ’equacié d’escala

= Z hn\/ip(Qt — n) (6-8)

Hi han casos en que coneixem el filtre h i volem determinar la funcié d’escala a partir d’ell. Una
manera és considerar (6.8) com un problema de punt fix per la transformacié

et Zh V2¢7 (2t — ). (6.9)

A partir d'una funcié inicial ¢°(¢) podem considerar el comportament limit de ¢”/**(t), J — oo.
De fet, utilitzem aproximacions diadiques que es van refinant amb (6.9). Aix{ ¢” pren valors en els
punts diadics de nivell J i

e/~ = Zh V2¢7 (277 k — n). (6.10)

Utilitzant novament les seqiiencies ¢f = ¢7(277k) ens queda

it = Zh V2e] o, (6.11)

Es facil veure que aquesta equacio és

I =ntx . (6.12)
on h® = v/2h i en general kY és el filtre que s’obté insertant 27 — 1 zeros entre cada dos elements
de v/2h.
6.2.1 Condicié inicial

Com el procés és lineal és suficient resoldre’l per una condicié inicial del tipus cg = 0p,. De fet si
variem la posicié [ de la delta estem fent una translacio i el resultat equival a traslladar el resultat
que s’obté amb [ = 0. Per tant, fem el calcul amb % = [1].
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6.2.2 Procediment

Si volem obtenir la funcié d’escala ¢(t) i la funcié wavelet ¢ (¢) a una resolucié donada J partim
de ¢ = [1] i apliquem J passos de (6.12). La llista obtinguda és I’aproximaci6 a la funcié d’escala.
Per trobar el wavelet utilitzem ¢/~! i fem un pas de tipus (6.12) canviant el filtre h pel filtre g.
Recordem que si el filtre és h = [ho, hi, ... ,hn—1] llavors el suport de ¢(t) és l'interval [0, N —1]
iel de ¢(t) és [1 — N/2,N/2]

6.2.3 Procediment alternatiu

Diem upsampling a la operacié d’insertar un zero entre cada dos elements consecutius d’una llista.
Per exemple = = [2,—1,4, 8], u(z) = [2,0,—1,0,4,0,8]. En general

rr per k parell,
u(@)k { 0 per k senar. ( )

Podem condensar I'anterior resultat posant u(z), = x /2 1 entenent que x val zero per index no
enter.
Resulta que

u(z xy) = u(z) *u(y). (6.14)

En efecte:

(u(e) < u(y))n = 3 ul@hu(@hnr = 3 weys
k

k

[SIE

= Zxkyg—k = (z * y)% = u(@ *Y)n
k

Llavors en I'equacié (6.12) apareix h’ que és u(h’~!) i les successives iteracions van donant
& = 1,
t=h"%1=n0
c? = ht x B = hY x u(hY),
& = h?xc? = u(u(h®) * (R x u(h®)) = h® x u(h® x u(h®)) = h® x u(c?),
i, en general

I = n0 s u(e). (6.15)

En cada pas insertem un zero en la seqiiéncia c i convolucionem amb h°.
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Capitol 7

El principi d’incertesa
temps-freqiiencia

7.1 Introduccio

Es corrent representar determinats fendmens o objectes (anomenats genéricament senyals) per
funcions d’un determinat espai. Aquestes funcions representen la informacié continguda en la classe
de senyals que un vulgui estudiar. Exemples concrets en serien 1’analisi de la veu representada per
funciéns f representant f(¢) la pressié de l'aire en un punt donat de I’espai en 'instant ¢, o 'analisi
d’imatges amb funcions f(z,y) que donen la lluminositat o el color en el punt de coordenades (z,y)
sobre aquesta imatge.

Per una amplia classe de senyals, la propietat que les funcions siguin de quadrat integrable
Lebesgue es ’apropiada per definir ’espai on treballem. Per fixar idees considerarem l'espai de
Hilbert complex LQ(R) en el que segueix encara que les idees que es descriuran s’apliquen amb
poques o cap modificacié al cas de funcions periodiques o funcions de varies variables.

La variable d’aquestes funcions I'anomenarem ¢ pensant en el temps. El producte escalar de
dues funcions f, g € L?(R) el prenem

(f,9) = / " f(t)gle) . (7.1)

Quan el senyal l'estudiem a partir de f(¢) diem que estem en la “representacié de temps”. Es
possible estudiar el mateix senyal amb altres funcions relacionades amb f(t) i, per tant, existeixen
diferents representacions.

7.2 Representacié de magnituds per operadors

Considerem ara la mesura de magnituds associades a un senyal donat per la funcié f(¢). La funcié
|f(t)|? és positiva i integrable. Per tant

o) = IFI721F @)1 (7.2)

es pot interpretar com una densitat de probabilitat. Aquesta serd la mesura que utilitzarem.
Donada una funcié qualsevol w(t) definim el seu valor esperat en l'estat f com

[e.o]

<u)>r= [ wpa= 1717 [ wloP (7.3)

—00 —
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No totes les magnituds que ens interesa mesurar tenen la forma w(t). Definim l'operador 7" a
través de

(Tf)(t) = tf(t). (7.4)

Una funcié aplicada a ’operador, dona un nou operador: (w(T')f)(t) = w(t)f(t). Ara diem que la
magnitud que mesuravem abans correspon a l'operador w(T') i notem que

<wﬂ>ﬁwmQ/WMMMWﬁﬂmH/mwwmvww
17 [ @@ erd = 117w ). (7.5)

Si A és un operador arbitrari, definim el seu valor esperat en I'estat f com

< A>p=|fIT*AS ) (7.6)

Seguint amb la interpretacié probabilistica definim la incertesa d’una magnitud com la seva
desviacio tipica.

AfA=[< A% >p — < ASH)V2 (7.7)

Exemple

—at?

Considerem un estat gaussia f(t) = e i calculem la seva incertesa temporal:

o0
ww—/ Ly
oo 2a

> > 1 /=«
T _ —2at? g, _ T2 _ / 2, —2at? g, _ - [T
wrn= [Cemta—o, @)= [ eenta- [T

don < T? >¢=1/(4a),< T >;= 01 la incertesa val AT = 1/(2\/a).

Exercici: Demostrar que el pols quadrat f(t) = K,0 < t < ty té incertesa temporal igual a

to/V/12.

7.3 La representacié de freqiiéncies

Ja hem dit que f(¢) correspon a la representacié de temps. La representacié de freqiiéncies ve
donada per la seva transformada de Fourier.

fwr—[%f®€W%t (7.8)

Com F[f] = f pertany a L2(R), podem aplicar-li totes les definicions anteriors. Aix{ definim un
operador freqiiencia W definit

Wf(w) =wf(w). (7.9)



Ara tenim definida la incertesa de la freqiiéncia. Veiem com es pot calcular sense abandonar la
representacié de temps. Els fets a utilitzar sén que la transformada de Fourier és (llevat d'un
coeficient) una isometria

(FUfL,FIA) = 27(£, £),

i que l'operador freqiiéncia correspon a la derivada en representacié de temps

wf(w) = Fl-ja).
Aixi of J
W1, f) = (Fl=j gL FUD = 2m(=i 3, £, )

Els factors 27 desapareixen al calcular els valors esperats i la conclusié és que, en representacié de
temps

d

(7.10)

Exemple

Tornem a la gaussiana anterior i calculem la incertesa de la freqiiencia.

(WF, f)=—j / —2ate™ 2% gt = 0,
(W2f, f) = —/ (4a*t? — 2a)e_2at2dt =a %

d’on < W? >¢= a,< W >;= 01 la incertesa val A¢WW = y/a. Senyalem el fet que en aquest
exemple

AfTAW =

N =

Ezercici: L’adjunt d’un operador A és AT definit (ATf, f) = (f, Af) per tota f. Un operador és
autoadjunt si A = At. Es comprova facilment que T i W sdn operadors autoadjunts. Demostrar
que si A és autoadjunt (A%f, f) = || Af|%.

7.4 El principi d’incertesa temps-freqiiencia

En certes aplicacions és convenient disposar de funcions f ben localitzades en el temps i en la
freqiiencia. Aixo vol dir que A;T i A;W siguin petits. Hi ha una limitacié fonamental per
conseguir aixo. Per qualsevol estat f

ASTAW > 3. (7.11)

Aquesta relacié es coneix com principi d’incertesa temps-freqiiencia. En ’exemple anterior hem
vist que les gaussianes assoleixen el signe igual en (7.11).

FEzercici: Calcular la incertesa en freqiiéncia del pols quadrat del problema anterior (utilitzant
la transformada de Fourier). El resultat és infinit. El motiu és la discontinuitat de f(t). Una
discontinuitat és una propietat relevant que passa en un punt (amplada temporal zero) y calen
freqiiéncies arbitrariament elevades per descriure-la.
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7.5 Principi d’incertesa general
Per operadors autoadjunts
(ArA)? =< (A= < A>p)* >p= | FI721(A- < A>p)fIP.
Donats X i Y operadors autoadjunts i A un parametre real, és evident que
IXf + JAY fII” > 0.
Desarrollant la norma anterior trobem
IXFIP + MY £, XF) = (XY N} + XY F|? > 0.

IXFI? +AGIX YT ) + MY £ 2 0,

on hem introduit el conmutador [X,Y] = XY — Y X. Com la relacié anterior val per tot A, el
discriminant de I’equacié ha de ser negatiu

GIX, Y1, )? = 4IX FIPIY fII* < 0.
d’on )
IXAIY fIl = 51GE YT )

Ara, donats dos operadors autoadjunts A i B podem prendre X = A~ < A>;iY = B— < B >;.
Notem que [X,Y] = [4,B], [Xfll = |[flIArA, [YFI = [fIIArB i |(GIX,YIf Al = IFI?] <
J[A, B] > |. Aix{ arribem al principi general d’incertesa

1
ArAA;B > §| < jlA,B] >y |. (7.12)

En aquest resultat veiem que no es poden reduir arbitrariament les incerteses de dues magnituds
que no conmutin.
Apliquem aquest principi al cas temps-freqiiéncia. Trobem el conmutador

[T, WIS(2) = (TW)(2) — (WTF)(8) = (=) £(8) — (~) e (6£(6) =~ 0.

Per tant
Jjir,wl=1 (7.13)

i|<jlA,B] > |=1. Aixi (7.12) es converteix en (7.11).

7.6 El principi d’incertesa en fisica quantica

L’energia d’un foté de freqiiencia v és E = hv on h és la constant de Plank. Podem posar £ = hw
on i = h/(27) és la constant reduida de Plank (A = 1.05-10734J - 5). La incertesa en la freqiiéncia
es tradueix inmediatament en incertesa en ’energia. El principi d’incertesa temps-energia és

h

AfTAGE > (7.14)
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7.7 Interpretacio

Des del punt de vista fisic el principi d’incertesa s’interpreta com la impossibilitat de mesurar
simultaniament dues magnituds que no conmutin (temps i energia o posicié i velocitat). Una
conseqiiéncia és que mesurar a escales petites requereix energies altes. Aixi la fisica de particules
elementals és la fisica d’altes energies. Igualment es conclou que les particules de masses (energies)
elevades tenen vides curtes.

En enginyeria tenim interpretacions similars. Per descriure un senyal amb bona resolucié cal
un ample de banda gran. El millorar, per exemple, el nombre de linies horitzontals (la resolucio)
en televisié implica treballar amb freqiiencies més altes.
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Apendix A

Notacio i alguns resultats basics

A.1 Espais de Hilbert

L’objecte principal en el nostre analisi és el que anomenem senyal. Aquest sol representar un frag-
ment de realitat a través de funcions. Com a cas genéric considerem funcions f d’una variable
que denotem t ja que la dependencia temporal és habitual en les aplicacions. Aquestes funcions
prenen valors f(t) complexos ja que moltes vegades descriuen fenomens oscillants. L’estructura
matematica convenient per ’analisi d’aquestes funcions és la d’espai de Hilbert. Tenim una estruc-
tura d’espai vectorial ja que podem combinar linealment aquestes funcions i una estructura métrica
que prové del producte escalar

o
(ho) = | swpgteyat (A1)
— 00
on I'asterisc denota la conjugacié complexa !. La norma d’una funcié és

o

Il = (f, /)% = (/ HOIRORS (A.2)
—0o0

Les anteriors férmules es generalitzen facilment al cas de funcions de varies variables.

La integracié anterior és la de Lebesgue. En la practica els calculs es redueixen a les habituals
integrals de Riemann. Funcions que difereixin en un conjunt de mesura nulla es consideren la
mateixa funcié. Les funcions per les quals la norma (A.2) és finita constitueixen ’espai de Hilbert
L?(R).

Una base ortonormal és un conjunt de funcions ¢, € L?(R) on n és un index numerable que
verifiquen la condicié de ser ortogonals dos a dos i de norma 1:

(Ym>Pn) = Omn (A.3)
on la delta de Kronnecker és
1 sim=n
Omn = { 0 sim#n (A4)

i la condicié de poder expandir qualsevol f € L%(R):

f(t) = ch¢n(t) (A5)

LA vegades es defineix el producte conjugant la primera funcié. Algunes férmules es veuen llavors modificades.
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on els coeficients venen donats per

Cn = (f7 (Pn) (A6)

Recordem la igualtat de parseval

AP =" lenl®. (A7)

n

La funcid caracteristica de un conjunt A C R s’indica 14(¢t) i val 1sit € Ai0 en cas contrari.
La transformada de Fourier de la funcié f(t) és

:/_ f(t)e @tat, f() = %/_ flw)e™dw.

El producte de convolucio

FIf *9)0)] = f()g(w), Flrgt)] = o= f(w) * g(w).

Delta de Dirac

) 1 [ .
_ — p—jwa _ - Jwt
Fo(t—a)=e , d(t—a) o /_ooe dw.
Funcio sinc
. sin a .
sinc(z) = o f[;smc(at)] 1)

Formula de Poisson

i efjnTw: i 5w 27rk‘

n=—00 k=—0c0

DEM: Definim la funcié ¢(w) = > 5o d(w — ka). Es comprova inmediatament que és
periodica i, per tant, es pot representar en serie de Fourier:

(p(w) — Z cne_.] 27Fanw ’

n

1 a/2 271'nw 2T nW 1
n = — a d = — l{; J a d = —
c a/ p(w) w= g /Oé/2 w—ka)e w=—

—af2

ja que nomsés la integral amb k = 0 és no nulla. Posant o = 27/T queda demostrada la igualtat.

[ )
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A.2 Subespais de un espai de Hilbert

Subespais

Donat un espai de Hilbert 2 un subespai és un subconjunt V C H tancat sota la suma i el producte
per escalars:

(1) z,yeV=z+yeV,
(2) zeV, A eC= M eV.

Dos subespais trivials sén el propi H i el format només pel vector nul {0}.

Recordem que un espai de Hilbert ha de ser complet, és a dir, tota successié de Cauchy ha de
tenir limit. En quant a espai vectorial tot subespai és per si mateix un espai vectorial. En el cas
hilbertia un subespai només és un espai de Hilbert si és complet. Per aix0 és suficient que sigui
tancat (que contingui els seus punts d’acumulacid.)

A partir de qualsevol subespai V' es pot fer una minima extensié que el completa. El resultat
és la seva adheréncia V (V junt als seus punts d’acumulacié.)

Suma d’espais

Dos espais U,V sén ortogonals si ho sén els seus vectors (escrivim U L V):
zelUyeV = (z,y) =0. (A.8)
La suma de dos subespais és un nou subespai
U+V={z+ylzeUyecV}. (A.9)

Una manera habitual de obtenir la suma és generar-la a partir de la unié de dues bases dels
respectius espais.

Tot tipus d’analisi implica descomposar 1’espai total en suma de blocs independents H = U + V.
Perque la descomposicié tingui interes tot vector x € H s’ha d’escriure x = x1+x2 amb z; € U, xo €
V' de manera tnica. En aquest cas s’escriu H = U & V i es parla de suma directa. Aixo implica,
en particular, que U NV = {0}. Un cas important en que les sumes sén directes és quant els dos
subespais sén ortogonals.

Donats dos subespais ortogonals U, V' la seva suma és un nou subespai U @V que se sol obtenir
amb una base donada per la unié de bases de U i V respectivament. Tot vector x € U @V
descomposa * = x1 + x5 amb x1 € U,x9 € V donats per les respectives projeccions ortogonals
sobre els dos espais. Per exemple, 21 = Pyz. Recordem que si {u,} és una base ortonormal de U

Pyx = Z CpUnp, amb ¢, = (15, Un)o (AlO)

n

Si el subespai V' C U llavors queda determinat de manera unica W C U tal que U =V @ W.
Diem que W és el complement ortogonal de V en U. W es pot calcular imposant la condicié
d’ortogonalitat dels vectors de U amb cadascun dels elements d’una base de V' (conjunt d’equacions
lineals).

Exemple

En L?([—m,n]) considerem els subespais C = {funcions constants (f(t) = k)}, P = { funcions
parells (f(—t) = f(t))}, S = {funcions senars (f(—t) = f(t))}. Es evident que C és de dimensié 1
amb una base donada per {1}. P i S sén de dimensié infinita amb bases que poden ser els cosinus o
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els sinus de la base de Fourier, respectivament. Es facil veure que P L S i L3([-m, 7)) =P & S. A
part de les projeccions amb les bases de sinus i cosinus és directe obtenir Pp f(t) = (f(¢t)+ f(—t))/2
1 Psf(t) = (f(t) — f(=1))/2.

També tenim C C P. El complement ortogonal de C en P so6n les funcions parells tals que
™
f(t)dt = 0.
—T

Diguem Py a aquest espai. Ara podem considerar la descomposicié
LY ([-ma)=CoPr®S

que correspon a dir que tenim una base ortonormal de ’espai total de la forma {1} U{cos(nt)}p>1U
{sin(nt) }"21 .

Producte directe d’espais

Els espais vectorials R” o L?(R) sén espais d’objectes que depenen d'un pardmetre. En el primer cas
els vectors sén x;,i = 1,... ,n ien el segon f(t),t € R. Aquest parametre i o ¢t és unidimensional.
Per descriure estructures de dimensié superior com sén les imatges calen vectors depenents de dos
o més parametres x;; o f(z,y). El primer correspon a un espai de matrius M,(R) i el segon a
L?(R?). L’operacié de producte directe permet relacionar aquest espais amb els primers traslladant
I’analisi que s’hagi pogut fer d’aquests.

Per exemple, tenim que M, (R) = R"” @ R™. L’operacié ® (producte directe o tensorial) es
defineix de la segiient manera: si z,y € R” llavors z @ y € M, (R) i

(T ®@Y)ij = Tiy;-

En termes matricials vol dir multiplicar un vector columna per un vector fila. Per exemple, si
x=(2,3),y = (4,-5), r ® y és la matriu

(3)a-s-(15 )

L’espai producte s’obté fent combinacions lineals arbitraries de productes de vectors.
En el cas de funcions, L?(R?) = L?(R) ® L*(R) i

(f®g9)(z,y) = f(x)g(y).

L’espai L?(R?) és 'adherencia del generat pels anteriors productes.

En general, si espai E té la base {ep,} 1 'espai F' té la base {f,}, 'espai F ® F admet la
base {em ® frn}. (En dimensié finita dimEF ® F = dim Fdim F.) Aquest procediment és 'usat
per extendre ’analisi de Fourier unidimensional al cas bidimensional. Si la base unidimensional és
{e"}, la base bidimensional és {e/(™# )} En efecte si posem f,,(t) = e/ llavors (fm®fn)(x,y) =
fm(x)fn<y) — eimzpiny — ej(m:r—s—ny)'

Els productes escalars que puguin estar definits en els espais que multipliquem n’indueixen un
en ’espai producte a través de la linealitat i

(f1® 91, f2®g2) = (f1, f2)(91, 92)-

Finalment, si hem descomposat ortogonalment un espai de Hilbert H = ®,V,, de les propietats
de linealitat dels productes directes és facil deduir

HOH=EPVad Vs
.f
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Per exemple, les funcions d’una variable descomposen en suma de funcié parell més funcié senar.
Llavors les funcions de dues variables despomposen en quatre classes f(z,y) = fi(z,y) + fa(x,y) +
f3(@,y) + fa(z,y) amb fi(s17,s2y) = fi(z,y), fa(s17,82y) = s1fa(®,y), fs(s17, 529y) = s2f3(x,y) i
fa(siz, s2y) = s1safa(z,y) per si,s2 = £1.
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