ETS D’ENGINYERIA DE TELECOMUNICACIO DE BARCELONA
PROBABILITAT, PROCESSOS ESTOCASTICS I ESTADISTICA

Examen Parcial 21 de maig de 2015

1. Una variable bidimensional continua (X,Y’) té densitat conjunta:
fx,y) = 8xy, O<y<z<l.

(a) Calcula les densitats marginals de X i Y. Sén X i Y independents?
(b) Calcula la densitat de Y condicionada a X i I’esperanga condicionada E[Y|X =z].

1
(¢) Quina és la millor estimacié possible del valor de Y si sabem que X = 57 Compara

aquest valor amb el que s’obtindria estimant Y per una constant. Sense fer més
calculs, que podem dir de la estimacié lineal de Y donada X7

Solucio:

(a)
%) T 27T
fx(z) = /_oo flx,y)dy :/0 S8rydy = 8x [y?]o =423, O<z<l1.

00 1 271
frt) = [ fegde= [ soydo = sy H —ay(l-y?), 0<y<l
- i )

Ix(x) fy(y) = 1623y (1 —y?) és diferent de f(x, ), aixi que X i Y no sén indepen-
dents.

flz,y) 8xy 2y
fx(z) 423 22’

> T2y 2 [42]° 2
EY|X=x]= = = il 2
[Y|X =z] / yf(ylz)dy /O y$2dy o [3]0 37

flylz) = 0<y<um

(¢) La millor estimaci6 possible és la no lineal Y = E[Y|X] = 2X. Si X = 3 lamillor

i o021 1
imaci ==
estimaci6 és 5 - o = 3
~ 1 vy 1
Estimant Y = C constant, éSC’:E[Y]:/ y-4y(1—y2)dy:4[?—g] =
0 0

8
5 Aquesta estimacio no té gaire sentit quan sabem que X = % ja que 18—5 = 0,53

mentre que en aquest cas Y varia entre 0 i %
L’estimacié lineal Y = aX +b és amb a = % ib =0 ja que la no lineal ja té aquesta

forma.



2. El senyal que s’envia a un canal de comunicacié, X, i el soroll afegit per aquest canal,

Y, sén variables aleatories conjuntament gaussianes, amb mx = 10, my = 2, ox = 2,

. 1
O'Y:11p:Z.

(a) Escriu la densitat de la variable que déna la sortida del canal: Z = X + Y.

(b) Calcula la millor estimacié lineal homogenia de X donada Z, usant el principi
d’ortogonalitat.

(c) Troba el valor de la constant v que fa que les variables Z i T = X + Y siguin
incorrelades. Podem dir llavors alguna cosa sobre la independencia de Z i T'?

Solucio:

Calculem primer E[X] = mx = 10, E[Y] = my = 2, E[X?% = o% + m% = 104,
E[Y? =0 +mi =5, E[XY]=C[X,Y]+mxmy = poxoy + mxmy = 20,5.

(a) myz = E[X+Y] = E[X|+E[Y] =12. a% =V[X+4Y] =V[X]+V[Y]+20[X,Y] =
0§< + 032/ + 2poxoy = 6.

_ (z—mg)? 2
1 202 1 _(z—12)
z = e 12

= e
V2moy V127

(b) X = aZ. Pel principi d’ortogonalitat ElaZ - Z] = E[X Z]. Llavors

fz(2)

E[XZ] E[X? + E[XY] 104 4 20,5 0.83
a = = = — .
E[Z?]  E[X?+2E[XY]+E[Y?] 104+41+5

(c¢) Imposem 0 = C[Z,T]=C X +Y, X +7Y] =V[X]+V[Y]+ (1+~)CX,Y] =
4+v4+(1+7)5= @. Llavors ha de ser v = —3.
En aquest cas, com les variables sén gaussianes, el fet de ser incorrelades inplica
que Z i T s6n independents



3. A una botiga, durant cert periode de temps, poden entrar 0, 1 o 2 clients amb probabili-
tats 0,2, 0,51 0,3 respectivament. Cada client, independentment dels altres, pot realitzar
una compra amb probabilitat 0,4. Considerem les variables X = “nombre de clients”,
Y = “nombre de compres”.

(a) Fes una taula amb la funcié de probabilitat conjunta de (X,Y’). Calcula les fun-
cions de probabilitat marginals de X i Y.

(b) Calcula ’entropia de X i l’entropia de Y. Quina de les dues variables déna més in-
formacié sobre el resultat de I’experiment? Compara amb ’entropia de la variable
conjunta (X,Y). (Déna els resultats en bits.)

(c) Si codifiquem la variable Y assignant al valor 0 la paraula “1”, al valor 1 la
paraula “00” i al valor 2 la paraula “01”, calcula el nombre mitja de bits emprats
en representar el resultat i compara amb 1’entropia de Y.

Solucio:

(a) Si X =0 necessariament Y =01 P(X =0,Y =0) =0,2.
SiX=1potserY =00Y =1 PX=1,Y=0)=05-06=0,3 P(X =
1,Y =0)=05-0,4=02.

SiX=2potserY =0,Y=10Y =2. P(X=2Y =0)=0,3-0,62= 0,108,
P(X=2Y=0)=0,3-0,6-0,4-2=0,144 (el 2 ve de que la compra la pot fer un
o altre client), P(X =2,Y =2) =0,3-0,4% = 0,048.

X=0|X=1|X=2

Y=0]| 02 0,3 | 0,108 | 0,608
Y=1| 0 0,2 | 0,144 | 0,344
Y=2| 0 0 0,048 | 0,048

0,2 0,5 0,3

(b) A partir de la férmula general H = — ) p;Inp; i dividint per In2 per a tenir el
resultat en bits, trobem:
Hx = 1,485 bits. Hy = 1,176 bits. Hxy = 2,409 bits. X déna més informacié
sobre el resultat que Y ja que les probabilitats de X sén més uniformes que les de
Y. Naturalment, cadascuna déna menys informaci6 que el parell (X,Y).

(¢) El nombre mitja de bits és: 1- P(Y=0) +2- P(Y =1) +2- P(Y =2) = 1,392. Es
més gran que Hy ja que Hy és el nombre optim de bits per expressar el resultat.
El nombre mitja de bits en un codi qualsevol és major o igual que Hy .



