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1. En una xarxa gran s’utilitzen dispositius interruptors que tallen el pas quan reben
Pordre. Pels dispositius correctes hi ha una probabilitat p. = 0,05 de fallar (no tallar
el pas al rebre l'ordre). Un 10% de la produccié d’interruptors és defectuosa i té
probabilitat de fallar pg = 0,15.

(a)

(b)

Pels dispositius defectuosos calculeu la probabilitat de fallar si en posem dos en
parallel. El mateix si en posem dos en serie. El mateix amb tres interruptors en
parallel i en serie.

Triem un interruptor a 'atzar i el provem repetidament fins que falla. Si ha calgut
fer 8 proves, quina és la probabilitat que 'interruptor sigui defectuds? Calculeu-ho
també quan ha calgut fer 18 proves. Compareu aquests resultats amb la probabi-
litat a priori.

Una xarxa utilitza 30 interruptors. Quina és la probabilitat que almenys hi hagi
4 interruptors defectuosos? Compareu el resultat exacte (amb 5 decimals) amb el
que s’obté aproximant amb una variable de Poisson.

Calculeu les esperances i desviacions de les segiients variables: Nombre de proves
amb un interruptor correcte fins que falla, nombre de proves amb un interruptor
defectuds fins que falla, nombre d’interruptors defectuosos en una mostra de 30
interruptors.

Solucio:

(a) La composici6 en parallel falla si falla algun. La composicié en serie falla si fallen
tots. Aixi:

P(fallen dos en parallel) = 1 — P(funcionen els dos) = 1 — 0,852 = 0,277.
P(fallen dos en serie) = P(fallen els dos) = 0,15? = 0,022.

P(fallen tres en parallel) = 1 — P(funcionen els tres) = 1 — 0,85% = 0,386.
P(fallen tres en serie) = P(fallen els tres) = 0,153 = 0,0034.
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b) C = “correcte”, D = “defectués”, N = proves fins que falla. Per Bayes:

P(N = 8/D)P(D)

PDIN =8) = 5 —5/0)P(C) + P(N = S|D)P(D)

0,1(1 = pa) pa B 0,1-0,857 - 0,15
0,9(1— pe)"pe+ 0,1(1 — pa)pa _ 0,9-0,957 - 0,05+ 0,1 0,857 - 0,15

=0,133.

De forma similar s’obté P(D|N = 18) = 0,048. A priori, P(D) = 0,1. Com C triga
més en fallar, una N prou alta afavoreix C. Una N petita afavoreix D pero hi ha un
balang amb 1’escassedat de Ds de manera que la probabilitat en el cas N = 8 no varia
gaire respecte al valor a priori.



(c) El nombre X d’interruptors defectuosos és binomial amb n = 30, p = 0,1.

P(X>4)=1-P(X <3)

30 30
=1-0,9%-30-0,9%,1 — ( 0 >0,9280,12 - ( 3 >0,9270,13 = 0,35256.

Aproximant a una Poisson de parametre o = np = 3:

2 3

32 3
P(X >4)~1—¢? <1+3+§+§> = 0,35276.

L’aproximacié és correcta fins al tercer decimal.

(d) Nombre de proves amb un interruptor correcte fins que falla: geometrica de parametre
1 V31—

pe. Esperanca — = 20. Desviacid ve—Pe _ 19,5.
c DPc

Nombre de proves amb un interruptor defectuds fins que falla: geometrica de parametre

1 1 —
pq. Esperanca — = 6,7. Desviacié vo—Pd_ 6,1.
Pd Pd
Nombre d’interruptors defectuosos en una mostra de 30 interruptors: binomial amb

n = 30, p=0,1. Esperanca np = 3. Desviacié y/np(1 — p) = 1,6.



2. Un planeta esta rodejat d’asteroides. La distancia d’aquests a la superficie del planeta
es descriu amb una variable aleatoria X de densitat:

fx(z) = Kz?e ", x> 0.
on K ia sén constants i treballem en unitats tals que el radi del planeta val 1.

(a) Calculeu els valors de K i a sabent que la distancia mitjana dels asteroides a la
superficie del planeta val 10.

(b) Calculeu la funci6 de distribucié de X. Hi ha un total d’'uns 10.000 asteroides i
per establir un sistema de satellits de comunicacions hem de treballar a una altura
per sota de la qual no hi hagi més de 300 asteroides. Quina és la maxima altura
que podem utilitzar?

20
(c) En les unitats apropiades, I’energia d’un asteroide és W = X Calcula la densitat
i I’esperanca de W.
(d) Una nau es troba al planeta i fa un recorregut anant fins a distancia 3 i tornant. Si

xoca amb un asteroide, quina és la probabilitat que aquest tingui energia superior
a 107

Indicacié: En Uapartat (b) considereu distancies enteres i proveu valors.

Solucié:

9 2 a?
(a) 1:/ Kze™"dr = K— d'on K = —-.
0 a 2

* a? 3313 3
E[X]= / v Ly = a__4 = —. Llavors 10 = — d’on a = 0,3.
0 2 2a a a

x 3 3 2 z 2,.2
t 2t 2
(b)FX(:n):/ Lpeta =L - (Z45+ S ) e =1-( L pars1) e
0o 2 2 a a a 0 2

Volem P(X < h) = 1335, és a dir Fx(h) = 0,03. Donant valors: Fx(1) = 0,003,
Fx(2) = 0,023, Fx(3) = 0,06. Afinant una mica més Fx(2,2) = 0,029 i, per tant,
h~2,2.
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(c) W varia entre 0 i infinit. La transformaci6 té inversa x = — i
w
1 0,3° 5 3. 1 e~6/w
- - “03r_— 408 4 >o0.
fw(w) = fx(@) |dw /dz| 9 ©° 20/x2 w? v

Utilitzant el teorema de ’esperanca:

© 9 3 3 1

)= [ 2 2eergy — 90" L _qpa—3.
2 2 a2
0 X a
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(d) W= x> 10 = X < 2. Llavors ens demanen

P(X <2|X <3)= ig i :2)); = gg; = 0,368.




