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Examen Parcial 6 de novembre de 2012

1. A un node d’una xarxa arriben paquets de dades de forma independent. La mida d’un
paquet és una variable aleatoria X geomeétrica de valor mitja 25.

(a) En 10 paquets rebuts, quants s’espera que tinguin mida més gran o igual que 407
Quina és la probabilitat que hi hagi tres o més paquets d’aquest tipus?

(b) La probabilitat que un paquet sigui defectués val 0,07 si X < 301 0,2 si X > 30.
Quan arriba un paquet, quina és la probabilitat que sigui defectués? Si un paquet
és defectuds, quina és la probabilitat que la seva mida valgui 257 Compara amb
la probabilitat a priori i comenta-ho.

(c) Raona utilitzant I’esperanca i la desviacié: en un total de 1000 paquets, seria
normal tenir-ne 140 defectuosos?

(d) Un test per detectar si un paquet és defectuds té probabilitat € de fallar (sobre
paquets defectuosos i sobre paquets no defectuosos). Quin és el maxim valor que
pot tenir € si la probabilitat que un paquet que passa el test com a no defectuds
sigui realment defectuds no ha de ser superior a 0,017

Solucié:

(a) El parametre p de la variable geometrica X s’obté de E[X]| = %. Aixi, p = % La
funcié de distribucié de X és Fx(n) =1—¢" ong=1—p= %.

FEn nombre N de paquets amb mida igual o superior a 40 és una variable binomial amb
parametres n = 10ip; = P(X >40) = 1—P(X < 39) = 1—Fx(39) = (32)% = 0,2035.
Llavors, E[N] =np; =21 P(N >3)=1—-P(N <2)=1—-¢{° - 10p1¢} — (lzo)p%qf =
0,3328.

(b) D = “Paquet defectuds”.

P(D) = P(D|X < 30)P(X < 30) + P(D|X > 30)P(X > 30) = 0,07(1 — (3)%) +
0,2(33)%° = 0,1082.

P(X =25) = ¢*'p = (32)*55 = 0,015 (probabilitat a priori).

_ _ P(D|X=25)P(X=25) _ 0,070,015 _
P(X=25|D) = o = 0T0IL5 — 0,0097.

La probabilitat ha disminuit ja que X = 25 < 30 es troba en la situacié on és menys
probable ser defectuds.

(c) El nombre de paquets defectuosos N és una variable binomial amb parametres
n = 1000 i p = P(D) = 0,1082. La seva esperanca val m = np = 108,2 i la seva
desviaci6 o = y/np(1 — p) = 9,8. El valor 140 difereix de m en 3,2 desviacions, aixi que
resulta un valor anomal.

(d)D = “Paquet defectués”, Tp = “Resultat del test: defectués”. Aixi, P(Tp|D) =
P(T5|D) = e.
Volem

P(T5|D)P(D) eP(D)

0,01 2 P(DITp) = P(T5|D)P(D) + P(T5|D)P(D) _ eP(D) + (1 — ) P(D)’

Resolent la inequacio:

P(D) _
e < 99P(D) + P(E) = 0,0768.




2. Un tipus de variable aleatoria continua X pren valors en [0, a] amb funcié de densitat

. T . ,
fx(z) = Ksin—, per 0 < x < a, on a i K sén constants.
a

(a) Calcula, en funcié de a, el valor de la constant K, l'esperanga i la desviacié
estandard de X, i la funci6é de distribucié de X.

X X
(b) Troba les funcions de densitat de les variables U = sin % iV =cos %. Alguna

d’elles és de tipus conegut?
(c) Per a =, considera la variable:
3 ™
W= { )7r( si X < 2
5 sl X > 5l
Explica, sense calculs, si es tracta d’una variable discreta, continua o mixta.
Troba’n 'esperanca.

Solucié:
a a 2
(a)lZ/KSinEd$:K|:—gCOSE} —K o g=",
0 a m alo 2a
T (2  mx T ax mx  a® . wmx]® a
E[X]:—/ rsin—dzr = — |-—cos — + —5sin—| = .
2a Jq a 2a m aly 2
9 T (%, 7z T a 5, T a? | 7z a’ ] )
EX7 =~ rosin—dr = — |——w cos——|—2—2:nsm——|—2—3cos— =aq
2a /g a 20 | 7 a m a T a |
1 2 a2 1 2
2 _ 2 2_ 2 _ 2
o= BX - BlX]=a (5‘?)‘(5) =« (1‘?)
= L2 = 0,217
o=ay\/7— 5 =0217a

r t 1

Fx(z) = / T osinZat = —(1—COSE> per 0 <z <a (Fx(zx) =0perz <0i
0 2a a 2 a

Fx(x) =1 per x > a).

(b) Com es veu en les grafiques de les transformacions (cas a = 1), Qpy = [0, 1], Qy =
[_17 1]
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Per la variable U, hi ha dos valors de X, x1 i w2 tals que sin** = u. Per tant,

[x(z1) = fx(x2) = 3-u. També és [u'(z;)| = T|cos T | = Tv/1 — u?.

1
+ fx(x2) -t 0<u<l.

/()| VI—u?

1
fu(u) = fX(iEl)m



: : Tr __ dv| _ @ i, T
Per la variable V, hi ha un valor de X, tal que cos ©F = v. |92| = T sin ©*.

1 m mr 1 1
- —=Zan - =2 icu<l.
fv(©) fX($)|§_;| 20" @ Tsin== 2 !

La variable V' és uniforme en l'interval [—1, 1].

(c) La transformacié W té un tros constant (§ < X < m) que fa que el punt W = 3
tingui probabilitat no nulla. Aixi, es tracta d’una variable mixta. Utilitzant el teorema

U

de I'esperanca:

1 [: 1 [ 1 ..z i
E[W]:§ ; ZESIDJEdiE+§ . 551n:nd$:§[—:ncos:n—|—sm:n]0 —I—Z[—coszn]g
2

+ 2 =1.28.
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