ETS D’ENGINYERIA DE TELECOMUNICACIO DE BARCELONA

PROBABILITAT, PROCESSOS ESTOCASTICS I ESTADISTICA

Solucié de ’Examen final 8 de juny de 2015

1. Del conjunt {1,2,...,n} s’escullen succesivament i de forma aleatoria un total de k
nombres distints, x1, z9, ..., zr. Es demana:

(a) Probabilitat que almenys un del nombres x1, x9, . .., z) sigui parell (distingiu els

casos n parell i n senar).

(b) Sin =61k = 2, funcié de probabilitat de la variable aleatoria X = x1 + x2.
Dibuixeu la seva grafica. Calculeu la seva esperanca, i la seva variancia.

(c) Probabilitat que el segon nombre escollit sigui més gran que el primer, és a dir,
P(z2 > z1). Discutiu el resultat. Com a generalitzaci6 del cas anterior, calculeu
P(x1 < x9 < -+ < x). Discutiu el cas k = n.

Solucié:

(a) P(almenys un z; parell) = 1 — P(tots els x; senars) = 1 — (n,éz)/(Z) (n parell)
P(almenys un x; parell) = 1 — ((n+kl)/2)/(z) (n senar).

(b) X pren valors a {3,4,...,11}, amb funcié de probabilitat:

e Px(3) = Px(4) = Px(10) = Px(11) = 1/15, Px(5) = Px(6) = Px(8) =
Px(9) = 2/15, i Px(7) = 3/15.
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Figura 1: La funcié de probabilitat Px.

11
e E(X)=) kPx(k) =T,
k=3

o 0% =E(X?) —E*(X) =161/3 — 49 = 14/3.

(¢) Com abans, apliquem la férmula de la probabilitat clasica:

n

e P(xg > 1) = ‘C,Zj = n(gf_)l) = 1/2. Légicament, com les eleccions es fan de

forma aleatoria, tenim que P(xy > x1) = P22 < 1) = 1/2.

e Py <mg < -+ < ap) = % = % = 1/k!. En el cas k = n, només
hi ha un cas favorable: x; = i per a i = 1,...,n. Per tant, la probabilitat

demanada és 1/n!.



2. Les variables aleatories X 1 Y donen, respectivament, els instants d’arribada del primer
i segon paquets de dades a un punt d’una xarxa. La seva funcié de densitat conjunta
és:

4™, 0<z <y < oo,

0, altrament.

fxy(z,y) = {

(a) Calculeu les funcions de densitat marginals de X i Y. Quin és el temps mitja que
transcorre entre el primer i el segon paquets?

(b) Calculeu el coeficient de correlacié p entre X i Y. Que podem dir de la inde-
pendeéncia de X i Y a partir d’aquest valor?

Y
(c) Es defineixen les noves variables aleatories U = X, V = X Calculeu la den-

sitat conjunta de (U, V) indicant la seva regié de validesa. Calculeu la densitat
marginal de V i utilitzeu-la per calcular la probabilitat que Y > 2X i estudiar el

Y
comportament de F [f]
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Indicacio: Ze T ¥dy = ——.
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Solucio:

(a) N N
=/ fX,Y($7y)dy=/ e Hdy =27, x> 0.

oo Y
fr(y) = / Sy (@, y)de = / deWdr = dye™, > 0.
—00 0

El temps entre el primer i segon paquet és A =Y — X.

> > 11
E[A]ZE[Y]—E[X]Z/ y'4ye‘2ydy—/ -2 Pdp=1— ===
0 0 2 2
1
(b) Ja hem vist E[X] = 3 ElY]=1.

2 F 2 o 2 1 2 < —2 3

E[X*] = x° - 2e dr = -, E[Y?] = Y2 dye Wdy = =

0 2 0 2

ox = \/E[X? - E[X]2= 1 oy = /E[Y?] - E[Y]2 = L

2’ V2

0o 00 oo Y
E[XY] :/ / :Enyy(:E,y)d:Udy:/ dy/ drxyde Y
N 0
—2/ dyy’e _2y——.

C[X,Y] = E[XY] - E[X]E]Y] = g 1. % _ L
ClX.Y] i V2
P ey T T A= 5 = 0,707.
Y 35

Sent p # 0 les variables no sén independents, ja que independencia implica incor-
relacié.



(c) Invertint la relacid, trobem X = U i Y = UV. El jacobia és:

Oz,y) _ |1 O] _
a(uvv) v U '
llavors
d(z,y)

foyv(u,v) = fxy(z,y)

‘ = que™ " (u,v) € R.

0(u,v)

Laregio R és 0 < u <uv < oo, ésadir R={(u,v)|0<u<o0,1<v<oo}

fv(v) = / fov(u,v)du = / due™ 2 dy = iz, 1 <v<o0.
—00 0 v

P(Y>2X):P(V>2):/OO_:
2

E [% = E[V] = /loovi—;’ = [Inv]® = cc.

La variable V' té esperanga infinita.



3. Donades les variables aleatories ® i X, uniformes en (0,7/4) i (—1,1) respectivament,
i independents, es defineixen per a t > 0 els processos estocastics:
Y(t)=t-tgd i Z(t)=(t—X)tg®.

Es demana:

(a) Les funcions de distribucié i de densitat de primer ordre del procés Y (t), i la seva
funcié valor mitja my (t).

(b) La funcié valor mitja mz(t) i d’autocorrelacié Ryz(ty,to).

(c) La millor estimacié lineal homogenia de Z(t1) donat Z(t2).
Indicacio: /tg2 udu =tgu — u.
Solucié:

(a) Calculem en primer lloc la funcié de distribucié de probabilitat de primer ordre
del procés Y (t):

Fy(yit) = Fyp(y) = PV()) Sy) = P(t-tg® < y) = P (tg@ < ).

Com que ® és distribueix uniformement en (0,7/4), la variable aleatoria tg ®
pendra valors en (0, 1). Podem distingir el casos segiients:

i. Casy < 0.
Fy(y) =P (tg@ < %) = P(p) = 0.
ii. Cas 0 <y<t.

4
Fyy(y) =P (tg<I> < %) =P (0 < @ < arctg %) = —arctg%.
T
iii. Casy > t.
Yy
Fy(y) =P (tg<I> < ¥> —P(Q) = 1.

La densitat de primer ordre fy(y;t) la obtenim derivant la distribucié de primer
ordre.

P 1) = Fro(®) = - Frlust) = o

— —  _ 0<y<t
Ay (2 4 y2) Y

La funcié valor mitja my (t) és
my (y) = E(Y(t)) = yfy(y;t)dy = — | = dy
—00 ™ 0 t + Yy
== In (% +y7)[,— = ?ln2.

També podem obtenir my (t) de la forma segiient:

my(y) = E(Y(?)) = E(t - tg®) = t E(tg ®) = t/oo tg ¢ fo(¢) do

tg6 dp = — (—In (cos ) (M = ——In = =2,

4t A 4t o=0/4 At <1> 2t
N V2



(b) Com que Z(t) =Y (t) — X tg P tenim
m(t) = B(Z(1)) = E(Y(1)) ~ E(X tg®) = my (1) = - In2

on s’ha tingut en compte que E(Xtg®) = E(X)E(tg®) = 0 ja que X i ® s6n
independents i E(X) = 0.
D’altra banda,

Ry(ti,t2) = E(Z(t1)Z(t2)) = E((Y(t1) — X tg @) (Y (t2) — X tg ®))

= (t1t2 + E(X?)) E(tg? @) = (é — 1> <t1t2 + %) ;

™

ja que
E(Y (t1)Y (t2)) = tits E(tg? @),

ta)
E(Y ()X tg®) =t; B(X)E(tg?®) =0, i=1,2,
1 1
1

E(Xz)zi/ :Ezdl':%

4 (/4 4 g=r/4 4
Bug®) =+ [ wods=tgo-o)| =21
T Jo T $=0 T

(c) Sigui Z(t1) = aZ(t2). El valor optim de la constant « s’obté quan Z(t1) — Z(t1)
és ortogonal a Z(t2). Es a dir,

E((Z(t1) — aZ(t2))Z(t2)) = 0.

Per tant,
RZ(tl, tg) o 3tito +1
Rz(ta, ta) t+17

o =

d’on
— 3tits + 1

Z(tl): 37%_1_1 Z(t2)'



