ETS D’ENGINYERIA DE TELECOMUNICACIO DE BARCELONA

PROBABILITAT, PROCESSOS ESTOCASTICS I ESTADISTICA

Solucié de I’Examen final 7 de gener de 2015

1. Els paquets de dades que arriben a un punt d’una xarxa de comunicacié han de passar
un procés que té probabilitat 0,3 de fallar. Cada paquet repeteix el procés tantes
vegades com sigui necessari per fer-se amb exit. El nombre de vegades que cal fer el
procés 'anomenem retard R del paquet.

(a)

(b)

o0
Indicacid: E " =

Quin és el valor mitja i la desviacié estandard del retard? Calcula la probabilitat
que el segon paquet tingui retard superior al primer (indicacié: la probabilitat
demanada es pot relacionar amb la probabilitat que tinguin el mateix retard).

En 10 paquets, calculeu la probabilitat que n’hi hagi algun amb retard superior
a 5. Compareu-la amb la probabilitat que hi hagi exactament un o dos paquets
amb retard superior a 5. En 100 paquets, quin és el valor mitja i la desviacié del
nombre de paquets amb retard superior a 57

Considerem ara que hi ha dos tipus de paquets. Els de tipus A tenen un retard
com el que es descriu a l'enunciat. Els de tipus B tenen un retard que pren valors
R € {1,2,3,4,5} equiprobables. De paquets tipus B n’arriben un 25%. Si arriba
un paquet amb retard igual a 4, quina és la probabilitat que sigui de tipus B?

n
;L'O

1—

lz| < 1.

n=ng

Solucio:

(a)

R és una variable geometrica amb parametre p = 0,7. El seu valor mitja és

1 V4

S = 1,4 i la seva desviacié és = 0,8. Anomenem R, Ry els dos retards,
variables independents del mateix tipus. Llavors P(Ry > R;) = P(R; > Ro) i
P(Ry > R1) + P(Ry > Ry) + P(Ry = Ry) =1, don P(Ry > Ry) = (1 - P(Ry =
Ry)).

P(Ri=Ry) =Y P(Ri=kP[Ry=k) =Y ¢*1p
k=1 k=1

2
p p

= =0,5384.
l—¢> 1+4q

=1+’ +q' +-) =

P(R2 > Rl) = 0,2307.
Per a un paquet, P(R > 5) =1 — Fr(5) = ¢° = 0,00243.
P(algun paquet amb R > 5) = 1 — P(tots els paquets amb R <5) =1 — P(R <
5)10 =1 -0,9975719 = 0,0240.
El nombre N de paquets amb R > 5 és una variable binomial amb n = 10,
p = 0,00243. P(N = 1) = 10-0,00243(1 — 0,00243)° = 0,02377 i P(N = 1) =
('Y) - 0,00243%(1 — 0,00243)% = 0,00026. Aixi, la probabilitat que hi hagi algun
paquet amb retard superior a 5 prové practicament tota del cas en que hi ha un
sol d’aquetst paquets. Aixo és deu a que P(R > 5) és prou petit per a que la
probabilitat de donar-se en dos paquets o més és despreciable en comparacié amb
la d’un paquet.
Sin =100, E[N]=np = 100-0,00243 = 0,24, oy = y/np(1 — p) = 0,49.
P(A) =0,75, P(B) = 0,25, P(R = 4|A) = 0,3%-0,7 = 0,0189, P(R = 4|B) = % =
0,2. Aplicant Bayes:

P(R = 4|B)P(B)
P(R=4]A)P(A) + P(R = 4|B)P(B)

P(B|R =4) = = 0,7791.



. Donat el valor d’una variable aleatoria X amb funcié de densitat fx(z) = az?e %,

x > 0, la variable aleatoria condicionada Y| X té com a funcié de densitat fyx(y|z) =
2

=Y, 0<y<uz.

x

(a) Demostreu que o = A3 /2 trobeu la funcié de densitat conjunta de (X, Y"), indicant
la regi6 de validesa.

(b) Calculeu les funcions de densitat de Y i de XY, i 'esperanca E(Y) (a partir de
fr(y) i a partir de E(Y]X)).

(c) Calculeu la covariancia i el coeficient de correlacié de X i Y. Sén incorrelades?
[e.e]
Indicacid: / x"e Tdr = nl.
0
Solucié:

(a) Recordem primer que, fent el canvi x = At a I'integral de la Indicacid, s’obté que el
moment d’ordre n d’una variable aleatoria exponencial val m, = fooo t" e Mdt =

2non=12...
e Per tant,
[e.e] [e.e]
2
a/ e Nz = g/ Ae2e My = —C; =1 = a=\/2.
0 A Jo A

e Utilitzant la férmula corresponent:

2 /\3 -\ -\
Ixy(z,y) = fyix(y) fx(z) = ﬁyglﬂze AT = Mye A, z>y>0.

(Veure Fig. 1 on hem escollit A = 2).

Figura 1: La funcié de densitat de (X,Y) amb A = 2.

0) o fyr(y) = [T fxv(zy)de =y [[Z NeNde = Nye ™, y>0.



fxv(zy) _ A

Ty (y)

o fxy(z)=

T A2ye

)ﬁyeiky — e~ (@— y)

x>y

Es tracta d’'una variable aleatoria exponencial desplagada un valor y.

e E(Y)=

J

Alternativament, com

E(Y|X) = fg ny|X

i

= [  afx(x)de =

E(Y) = E(E(Y]X))

S ufy(w)dy = A [5°

1y2 o9y, 3 —Azxg.. _ A2 3!
sA° Jo Arte Mdr = 5

= (%) = 3B(X

Ay2e ™ =2/,

dy— 72 me 2d$_ 3

5= %, obtenim:

2E(X) = 2/A.

La variable aleatoria Y és la suma de dues variables aleatories exponencials

independents de parametre \.

Calculem primer la correlacié de X, Y:

E(XY) = / xyfxy(z,y)dxdy = /\3/ :Ee_m/ 2dy dx
—00 =0 y=0
N 1 A24l 08
3 ; /\ZL' e “dx = T e
Aleshores, la covariancia és:
= B(XY) ~ BX)B(Y) = 5 — 52 = (£ 0)
Hi1 = BBV U Y )

de manera que X,Y no sén incorrelades.

Per altra banda,

A2 [ AZ4l 12 3
2y N 4y _—Az _ 4 = _ -2 — 2y _ 2 - =
E(X*) = 5 /0 e Mdr 2/\4 2 = oy = E(X°) —E4(X) 2
0 6 2
N 3\ —AY 3, _ 2 2 2 _
Per tant, el coeficient de correlacio és:
p11 2/)\?
= — = =4/2/3.
oxoy  (V3/AN)(V2/N) /

3. Donades les variables aleatories A, B,
, es defineix el procés estocastic:

variancia o2
S(t)

amb w > 0.

incorrelades, ambdues amb valor mitja m i

= A cos(wt) + Bsin(wt),

(a) Calculeu el seu valor mitja mg(t) i la seva funcié d’autocorrelacié Rg(t1,t2). De-
termineu en quins casos és estacionari en sentit ampli.

(b)
ity > t1.
to —>t17).

(c)

Sim = 0, trobeu la millor estimacié lineal de S(¢1) donat S(t3) en els casos t1 > to
Interpreteu el resultat (és una estimacié homogenia? Qué passa quan

Si A, B s6n uniformes a (0, 1) i independents, calculeu I’estadistica de primer ordre

del procés; és a dir, la funcié de densitat fg((s) de la variable aleatoria S(t) per

atfixat, 0 <t <

1 (on cos(wt) > sin(wt)).

Comproveu que, aleshores, el valor

mitja mg(t) obtingut a partir de Is(+) coincideix amb 'obtingut per a aquest cas

a l'apartat (a).



Solucio:

(a) Utilitzant que 'esperanca és un operador lineal i que A, B sén incorrelades, és a
dir, E(AB) = E(A)E(B), tenim:

e mg(t) =E(S(t)) = E(A) cos(wt) + E(B) sin(wt)) = m(cos(wt) + sin(wt)).

e De manera semblant,

RS(tla t2)

E(S(t1)S(t2)) = E([A cos(wty) + Bsin(wt;|[A cos(wte) + B sin(wts)])
E(A?) cos(wty) + E(B?) sin(wty) + E(AB)(cos(wty ) sin(wty) + sin(wt) cos(wts))
E(A?) cos(wt; — wty) + E(A)E(B) sin(wt; + wty)

= (0% +m?

cos(w|7|) + m?sin(w[t; + ta]),

~—

jaque E(A%) =E(B%) =c2+m?,ion 71 =1t — ts.

~—

e Per tant, S(t) és estacionari en sentit ampli quan m = 0.

(b) La millor estimaci6 lineal és de la forma S(t1) = aS(t2)+ /3. Aleshores, ambm =0
i utilizant el principi d’ortogonalitat,

S(th)-S8(t) L Stt) = E[(S(h)—aS(t) - B)S(t)] =0,
St)—St) L 1 — E[S(t1) — aS(t2) — B] =0,
s’obté: Ry (tr.12)
x(t1, 12
B=0, a:m:cos(ww) amb T =1t — to.

—

Per tant, S(t1) = S(t2) cos(w|7|) en tots dos casos t1 > tg ity > ty.
Es una estimacié homogenia. Quan ¢, — ¢, aleshores S(t1) — S(t2).

(c) Siguin X = Acos(wt) i Y = Bsin(wt). Aleshores, X,Y s6n variables aleatories
independents, amb distribuci6 uniforme a [0, cos(wt)] i [0, sin(wt)], respectivament.

Per tant,
0 t <0,
Cosgwt)ssin(wt)’ 0<t< Sin(Wt)v
fsw(s) = (fx * fy)(s) = —COSEM;’ | sin(wt) <t < cos(wt),
—Cozoﬁfw:')s;ﬁfz‘:fz)_ 2. cos(wt) <t < cos(wt) + sin(wt),
0 t > cos(wt) + sin(wt).
Veure la grafica a la Fig.2.
fS(t)(s)
1 1
cos(mt)
i i i s
sin(mt) cos(®t) sin(wt)+ cos(ot)

Figura 2: La funcié de densitat de S(¢).

Degut a la simetria de fg( respecte al punt 3(cos(wt) + sin(wt)), aquest valor
correspon a la mitjana mg(t) = E{S(¢)}, que coincideix amb ’obtingut a I’apartat
(a) amb m =1/2.



