ETS D’ENGINYERIA DE TELECOMUNICACIO DE BARCELONA
PROBABILITAT, PROCESSOS ESTOCASTICS I ESTADISTICA

Solucié de I’Examen final 4 de juny de 2014

1. Una font emet aleatoriament, a intervals regulars i de manera independent, un digit (o
xifra) del conjunt {0,1,...,9}. Es demana:
(a) La probabilitat que la segona xifra emesa sigui més gran que la primera.
(b) El nombre mitja de digits emesos fins que s’emet una xifra < n, per a n =
0,1,...,9.
(c) Si la font emet un codi de 8 xifres, quina és la probabilitat que totes siguin difer-
ents? I la probabilitat que el codi tingui almenys un 07

(d) Sabent que la mitjana dels dos primers digits és 8, calculeu la probabilitat que el
segon digit sigui almenys 8.

Solucié:

Denotem per X;, ¢ > 1, el valor del digit i-essim emes de forma independent, on

X; €{0,1,...,9}. Per exemple, 74559000213787...
(a) Suposem que X1 =k € {0,1,...,9}. Aleshores,

NE

P(X2 > Xl) = P(X2 > X, | X1 = k‘)P(Xl = k‘)
k=0
9
1~ 10—(k+1) 1 /1 2 9 45
— _ — — | =—=045
10 10 10 <10 "0 10 ot 10> 100

Alternativament, també es pot emprar la definicié classica:

# casos favorables (10)
P(X2>X1) = — 32/ _ 045,
(X > X) # casos possibles 102

(b) La variable aleatoria que compta el nombre de digits emesos fins que surt una xifra
k<nésY ~ Geom ("+1) D’on,

10

BY) = n+1

(c) La probabilitat que totes les xifres siguin diferents és

1% L 9!
P(Xi#Xj:1§i<j§8):V}1£’j8: 0= 5o1g7 ~ 00181,
=3

i la probabilitat que el codi tingui al menys un 0,

9 8
—P(Xi¢0;1§¢§8):1—<ﬁ> ~ 0.5695.

(d) Suposem que (X7 + X3)/2 = 8. Per tant,

P(X;>8,X1+X,=16)  2/100 _ 2
P(X; + X5 = 16) - 3/100 3

P(X228|X1—|—X2:16):



2. Un raig laser incideix en un punt del pla que ve determinat per una variable aleatoria 2-
. A ., . 20,2
dimensional (X,Y) amb funcié de densitat fxy (z,y) = ae~* %) o € R. Es demana:
(a) Calculeu el valor de a.. (Podeu fer servir coordenades polars).

(b) Trobeu les funcions de densitat de les marginals X i Y. De quines variables es
tracta? Quina és la seva esperanca i variancia. Sén independents?

(c¢) Considerant la funcié de pas a coordenades polars, amb radi r = /a? +y? i
angle ¢ = arctan(y/x) € [0, 27), calculeu la funcié de densitat de la nova variable
aleatoria (R, ®). Quin tipus de variable aleatoria és ®7

(d) Si es pretén que el laser incideixi a una distancia < 1 del centre (0, 0), calculeu la
probabilitat de tenir “exit”.

Solucio:

(a) Passant a coordenades polars,

2 0o
// oze_(mzﬂz)dmdy = / / rae‘Tzdrqu =amr =1,
R2 ¢=0 Jr=0

d'on o =1/m.

(b) De l’apartat anterior,

2
// e_(m2+y2)d:ndy:/e‘mzdm/e_yzdy: (/ e_mzd:v> ,
R? R R R

/e_mzd:v = / e_yzdy =7
R R

2 00
:e_m —y? :L_mz
Pty = [y = S

Per tant, X 1Y sén gaussianes independents d’esperanca m = 0 i variancia o
1/2.

(¢)

d’on

2:

2

M:erY(rcosqﬁ,rsinqS):L, r>0,0<¢<2m.
(29I w
Ty

D’on resulta que la variable aleatoria ® és uniforme a [0, 27) ja que

frRa(r,¢)=

fo(g) = l/ re " dr = 2i, 0<¢<2m.
0

™ ™

(d) Com R =T'(2,7) té funcié de densitat fz(r) = 2re™"", r >0, es té que

1
P((X,Y)e D) = P(Rgl):/ 2re"" dr
0

= 1—e'~0.6321.



3. El segiient procés estocastic es pot veure com la versié discreta d’'un procés de Pois-
son: A cada instant de temps n = 1,2,3,..., un ordinador accedeix, amb probabili-
tat p € (0,1) i de manera independent, a una memoria. Si X[n] representa el nom-
bre d’accessos realitzats en n instants, el procés discret X[n], n = 1,2,..., té, com
a estadistica de primer ordre, la variable aleatoria X [n| amb funcié de probabilitat
Pxn) (k) = ( )pkq" kong=1-p,ik=0,1,...,n. Es demana:

(a) Calculeu les funcions valor mitja mx[n] i d’autocorrelacié Rx[ni, ns].
(b) La funcié de distribuci6é Frr(n) i la funcié de probabilitat Pr[n] = P(T' = n), per a

n=1,2,..., de la variable aleatoria T' que representa el temps transcorregut fins
que es produeix la primera transicié, és a dir, el valor més petit de n per el qual
X[n] =1.

(Noteu que, peran=1,2,..,P(T<n)=P(T <n-1)+P(T =n)).

(c) Trobeu la millor estimaci6 lineal de X [n1] donat X [no] distingint els casos nq > na
i no Z ni.

Solucio:

(a) Com que, per a n fixat, X [n] és una variable aleatoria binomial, tenim que mx[n| =

E(X[n]) = np.
Si ng > ny aleshores X |[no] = X[n1] + X[ne — nq], essent les dues variables inde-
pendents i

Rx[ni,no] = E(X[m]X[ns]) = E(X[ni](X[n] + X[ng —n1])

= E(X?[n]) + E(X[m])E(X [nz — m1])
= Var(X[ni]) + E*(X[m]) + nip(nz — n1)p
= nipq+ n%pz + ningp? — n%pz = p*ning + pgny.

Aleshores, en general queda
Rx[n1,ng] = p*ning + pgmin{ny, na}.
(b) Peran=1,2,..., tenim que
Frin)=P(I'<n)=1-P(T'>n)=1-P(X[n|=0)=1-4¢",
i aixi, com que Pr(n) = Fr(n) — Fr(n — 1), obtenim
Prin)=q¢"'—q"=pd"", n=12,...

Per tant, T' és una variable Geom(p). A més,

qu u(t—n), t>0.

(¢) Amb X[ni] = aX|[ng] + 3, i aplicant el principi d’ortogonalitat (“error ortogonal
a dades”), obtenim les equacions

E((X[m] —aXns] - 5)-1) = 0,
E((X[n1] — aXng] — 8)X[no]) =

( RZ[);[ZZL] mxl[nz] > ( g > N ( RZ[);E??gz] > ’

Es a dir,



d’on x| |
XN, N2
Cx [n2,13) B =mx[n]

Per tant, utilitzant que I’autocovariancia és
Cx[n1,m2] = Rx|[n1, no] — mx[ni]mx[no] = pgmin{ni, ns},

obtenim:
e Sing > ng, X[ni] = X[no] + (n1 — no)p.
e Sing < ng, X[ni] = 2L X][nol.



