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PROBABILITAT, PROCESSOS ESTOCASTICS I ESTADISTICA

Solucié de ’examen final 17 de gener de 2012

1 En una xarxa es transmeten paquets de dades en forma de blocs de tres paquets. Els diferents
blocs sén independents. En un bloc donat, el nombre de paquets que no arriben correctament

—k
és una variable aleatoria N amb funcié de probabilitat P(N=k) = o P’ 0 <k < 3. Donat

el nombre de paquets incorrectes, la seva localitzacié és equiprobable (per exemple, si hi ha
dos errors, la probabilitat que estiguin en el primer i el segon paquet és la mateixa que la que
estiguin en el primer i tercer paquet, etc).

(a) En la transmissié d’un bloc anomenem F;, i = 1,2, 3, esdeveniment “el paquet i es trans-
met incorrectament”. Calcula les probabilitats P(Fy), P(Fy N Fy), P(F1|Fy). Es indepen-
dent la presencia d’error en els diferents paquets d’un bloc?

Indicacio: Es pot utilitzar la representacié en diagrama de Venn de l’espai mostral i els
esdeveniments Fj.

(b) Calcula la funcié de probabilitat de la variable N sabent que el primer paquet arriba
incorrectament.

(¢) En la transmissié de 100 blocs, es considera el nombre C' de blocs que tenen tots els paquets

correctes. Troba la seva esperanca i la seva desviaci6 estandard. Quins dels segiients valors
es poden considerar anomals: C'=10, C'=20, C'=35, C=407

(d) Calcula el valor que tindria P(F}) si els errors en els paquets d’un bloc fossin independents
i Pesperanca de N valgués el mateix que en la situacié original. Amb aquestes noves
condicions, calcula els nous parametres de la variable C' i mira si canvia la normalitat dels
valors C=10, C'=20, C'=35, C =40.

Solucié:

2
P(FiI[N=0)=0, P(Fi|[N=1) = %, P(F{|[N=2) = 3 (tres possibles parelles pels dos
errors, en dues d’elles s’hi troba el primer paquet), P(Fy|N=3) = 1.

3
1 3 2 2 1
PF N N: = - . — —_ — 1 - - =
=2 P(E] JP(N=F) 5073 07 1073
k=0
1 2 1
P(FiNFy) = P(FINF, IN=2)P(N=2)+ P(F{NF3|[N=3)P(N=3) = = —+1.— =

1
3 10 10 6
Com P(F,) = P(Fy) = %, veiem que P(Fy N Fy) # P(Fy)P(F3), aixi que els errors no es

produeixen de manera independent.
P(FiNF,) 1/6 1

(Alternativament es pot fer tot amb el diagrama de la figura 1.)
P(Fi|N=k)P(N=k)

(b) Per Bayes P(N=Fk|Fy) =

P(F1)

P(N=0|F) =

519 _ 3
P(N=1|F) = = —
( | 1) % 10°

2.2

3 10
O T

1.1 3
P(N=3|F)=—2=—
( | 1) % 10



()

C' és una variable binomial amb n = 1001 p = P(N=0) =
Llavors, C = np =401 o¢c = \/npq = V24 = 4,9.
Els valors anomals sén C'=10 (6 desviacions de distancia de C') i C=20 (4 desviacions de

distancia de C). Els valors C' =35 i C'=40 es troben dins de una desviacié i per tant sén
normals.

E.

3
4—k
Dins de la situacié original E[N] = Z k;l—o =1.
k=0

En la nova situacié, el nombre d’errors en un bloc és una variable binomial amb n = 3 i

1
p = P(F}). igualant 1 = np trobem la probabilitat d’error per paquet p = 3
Ara C és una variable binomial amb n = 1001 p = P(N=0) = (1 — p)® = & = 0,296.
Llavors, C = 29,61 o¢c = 4,5.
El valors C' =10 segueix sent anomal (4 desviacions). C'=20 i C' =35 s6n normals (2 i 1
desviacions). C'=40 es troba a 2,3 desviacions i es pot considerar lleugerament anomal.



2 Donada la variable aleatoria bidimensional (X,Y’) amb funcié de densitat conjunta

«
— si0<y<x<1
T

Ixv(z,y) =
0, altrament.

amb o € R, es demana calcular:
(a) El valor de « i les funcions de densitat marginal de les variables aleatories X i Y (dibuixa

les seves grafiques).

(b) La funcié de densitat de la variable aleatoria Y condicionada a X, la seva esperanca E[Y| X]
i, a partir d’aquesta, 1’esperanca de Y.

(¢) Si R = (X2 +Y?)2i© = arctan(Y/X), troba la funcié de densitat conjunta de (R, ©)
amb la seva regié R de validesa i comprova que [ fR fro(r,0)drdd = 1.

(d) Utilitza el resultat anterior per demostrar que P(X? +Y?2 < 1) ~ 0,88.

d d 1+si
Ajuda: / 320 = tanx, / Y ( —i—smx>.
cos? cosx cos T

Solucié:

(a)

1 x 1
1=/dx/ dygza/ de =«
0 0 €z 0

Per tant, a = 1.

x
1
fX(x)z/ dy— =1, 0<zx<l1.
0 x
to
fY(y)=/ de— = —1Iny, 0<y<l.
y
(Veure figura 2). Notem que X és uniforme en [0, 1].
v fxy(zy) 1
Xy \L, Y
) =200 2 0<y<z.
MWl = =0y =3 y
Notem que Y condicionada a X és uniforme en [0, X
X X
E[Y|X] = 0+X ==
2 2
X 1 1 1 1
ElY] = BEYIX)] = E | ~| = tpx]= L. 01 1
2 2 2 4

(c) Es tracta del canvi a coordenades polars: x = rcosf,y = rsinf.

1
cos

fro(r,0) = fxy (rcosf,rsinf)r =

enlaregi6 R: 0<6 <4, 0<r< L (figura 3).

cos

1

% cos 1 % 1 -
// fre(r,0) drd@:/ d9/ "dr :/ dd——— = tan | = 1.
R 0 0 cos 0 0 cos2 0

E 1 E
P(X2+Y2§1):P(R§1):/ d&/ dr— / d9—
0 0 0

cos cos 6

]

.y
= In <7+ Smx) ‘ =1In(1 + v/2) = 0,8813.
COS T 0



3 Un senyal Z(t) ve donat per un procés gaussia amb valor mitja m(t) = o+ (¢ i autocovariancia
C(tl, tg) = 4elta—tal,

(a)

(b)

()

Calcula, justificant la resposta, els valors de les constants o i 8 que fan que Z(t) sigui
estacionari en sentit ampli amb potencia igual a 40. Calcula el coeficient de correlacié p
entre les variables aleatories Z(0) i Z(1). Depén dels valors de o i 87

Pel cas o« = 3 = 0: Troba la millor estimacié lineal homogenia de Z(t) donades Z(t — T)
i Z(t+T), amb T constant positiva. Calcula I’error quadratic mitja d’aquesta estimacié i
comenta la seva grafica en funci6 de T'.

Donat X (t) procés de Poisson de parametre A = 2 esdeveniments per unitat de temps, es
considera el procés Y (t) = X (t) — Z(t). Determina « i § per a que el procés Y (t) tingui
valor mitja zero. Amb aquests valors i tenint en compte que X(t) i Z(t) sén processos
independents, calcula la poténcia del procés Y (¢) i troba a partir de quin instant és aquesta
inferior al 1% de la potencia de X(t).

Solucié:

(a)

Per a ser estacionari en sentit ampli cal que m(t) = a + St sigui constant, el que implica
B =0. C(t1,t2) (per tant R(t1,t2)) ja depén només de la diferéncia de temps. La poténcia
és R(t,t) = C(t,t) +m(t)? = 4+ a?. Igualant-la a 40 trobem les solucions a = 6 i a = —6.
Tenint en compte que la covariancia entre X (¢1) i X (t2) val C(t1, t2) i la variancia de X (t)
val C(t,t):

~ C[X(0),x(1)] C(0,1) o det

 ox@oxa)  JC(0,00/C(1,1) VA4

independent dels valors de a i (3.

L’estimador és Z/(\t) =aZ(t—T)+bZ(t+T). Les equacions del principi d’ortogonalitat

son: El(aZ(t—T) + b2
E[(aZ(t—T)+bZ

(t+T)Z(t —T) = E[Z
(t+T)Z(t+T)| = E[Z

aR(t—T,t —T)+bR(t+T,t —T) =R
aR(t—T,t+T)+bR(t+T,t+T)=R

Utilitzant R(t1,ts) = 4e~ 271l (ja que m(t) = 0) i dividint per 4 les dues equacions:

{ a+be 2T =¢ T

ae 2T +p=e"T
T

Restant les dues equacions trobem a = b i, aillant en una d’elles, a = b = [Py
e

L’error quadratic mitja val
E=FE[(Z({t)—aZ(t—T)+bZ(t+T))Z(t)] = R(t,t) —aR(t —T,t) —bR(t + T\, t)
-7 1 — 2T
—_ =T _
—4(1—2@ ﬁ) =Hyer
Per la grafica és suficient tenir en compte limeé = 0 i lim € = 4. Per tant, l'error

T—0 T — o0
disminueix a mesura que prenem les dades més properes a l'instant ¢ i, logicament, s’anulla

quan T' = 0 (figura 4).

Pel procés de Poisson, mx (t) = 2t i Potx(t) = Rx(t,t) = 2t + 4t>. Ara imposem
0=my((t) = FE[X{t)]-E[Zt)]) =2t —a— [t

dona=01ip8=2.

Aix{, mz(t) = 2t i Potz(t) = Cz(t,t) + m(t)? = 4 + 4¢%.

Poty () = E[(X(t) - Z(1))*] = BIX(t)*] + E[Z(t)’] - 2E[X ()] E[Z(t)]

= (2t +4t%) + (4+4t%) —2-2t -2t =4+ 21.

L instant a partir del qual Poty (¢) < 0,01Potx (¢) és la soluci positiva de I'equacié 4+ 2t =

o5 (2t +41%), t = 51,4.
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Figura 1: Apartat 1(a).

Figura 2: Apartat 2(b).

Figura 3: Apartat 2(c).

Figura 4: Apartat 3(b).




