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Abstract

Se describen varias estrategias posibles de demos-
tracion. Se proponen diferentes problemas cuya
prueba puede realizarse con cada método conside-
rado.

En los razonamientos légicos que siguen, se supone
que A, B, ... representan ciertas proposiciones, como
por ejemplo, “la suma de tres niumeros consecutivos
es divisible por 37.

1 Demostracion Directa

Para probar que
A= B

se “parte” de A (es decir, se supone que la hipétesis
A es cierta) y se “llega” a B (se demuestra entonces
que la tésis B es cierta).

Resolver, por demostracién directa, los siguientes
problemas:

Problema 1.1 En una reunion de 6 personas siem-
pre hay tres que se conocen o se desconocen mutua-
mente.

Problema 1.2 Sea T un tridngulo de lados a,b,c y
dngulos A, B,C (A es el dngulo opuesto al lado a y
andlogamente para B y C). Usando el producto es-
calar de vectores, demostrar la Ley de los cosenos:

? =a®+b>—2abcosC.

Discutir los casos extremos: C = 0 férmula del
binomio y C' = 5 Teorema de Pitagoras.

Problema 1.3 Un nidmero natural es divisible por 9
sty solo si la suma de sus cifras es divisible por 9.

Problema 1.4 Usando diagramas de Venn (que
representan conjuntos), comprobar que el mdzimo
comaun divisor de dos numeros m,n descompuestos en
factores primos se obtiene al coger los factores “co-
munes con el menor exponente”.

2 Demostraciéon por Reduccion al
Absurdo

Para probar que
A= B

se supone que A # By entonces se llega a un absurdo
(por ejemplo que A y = A son equivalentes).

Resolver, por reducciéon al absurdo, los siguientes
problemas:

Problema 2.1 Usando la descomposicion (inica)
de un nidmero en factores primos, demostrar que /2
no pertenece al conjunto Q de los nimeros racionales.

Problema 2.2 Demostrar que existen

numeros primos.

infinitos

Problema 2.3 (atribuido a Bertrand Rusell) Probar
que, si suponemos 1+ 1 =3, podemos razonar que el
Papa y Marx son una misma persona.

3 Demostracion por Contrareci-
proco

Para probar que
A= B

se demuestra que -B = —A. (En términos de con-

juntos se trataria de probar que A C B comprobando
que B C A).

Resolver, por contrareciproco, los siguientes proble-
mas:



Problema 3.1 Sea T un tridngulo de lados a,b,c
y dngulos A, B,C. Utilizando la ley de los cosenos
(Problema 1.2), demostrar que si ¢ < a® + b%, en-
tonces C' < 5. 4Se cumple el reciproco?

4 Demostraciéon por Induccién
Para probar que la proposicion
B(n)

se cumple para todo valor de n € N:={1,2,3,...} se
demuestra:

1. B(1) es cierta;

2. Si B(n — 1) es cierta, entonces B(n) es cierta.

Resolver, mediante induccién, los siguientes proble-
mas:

Problema 4.1 FEl nimero mdzrimo de trozos que se
pueden obtener al realizar n cortes (rectos) en un pas-

tel es
(n+1)n n+1
— 4+ 1= 1.
2 + 2 +

Problema 4.2 FEl nimero mdzimo de puntos en que
se cortan n rectas distintas es

P(n) = ”(”2_1) - (Z)

sEl minimo es 17

N(n) =

Problema 4.3 Férmula de Euler: En un mapa
plano con c paises (“caras”), a fronteras (“aristas”) y
v intersecciones de fronteras (“vértices”), se cumple:

c+v=a+1.

5 Demostracion Constructiva

Para probar que
A= B

a partir de un elemento de (que satisface) A se “con-
struye” un elemento de B.

Resolver, por construcién, los siguientes problemas:

Problema 5.1 Todo numero de 6 cifras de la forma
abcabe es divisible por 7, 11 y 13.

Problema 5.2 Para cualquier numero natural n,
existen n niumeros consecutivos compuestos; es decir,
que NO son primos.

6 Otros Problemas

Usar alguna de las estrategias anteriores (y/o la imag-
inacién) para resolver los siguientes problemas.

Problema 6.1 Hallar la suma de los n primeros
términos de una progresion gedmetrica con primer
término ay, y razon r,

Sn, a1 +az+az3+---+ap
1

2 —
= ap+ar+ar-+--F+ar”,
relacionando S, consigo misma.
Problema 6.2 Sean u := (uj,u2), v = (v1,v2)

dos wvectores del plano que forman, respectivamente,
dangulos a, B con el eje OX. Demostrar que

cos(a — 3) = cos acos f — sin asin 3
sty solo si
uiug + v1ve = |ullv| cos(a — 3)
donde | - | representa mddulo o longitud del vector

correspondiente.

Problema 6.3 Sea T un tridngulo de lados a,b,c y
dangulos A, B,C. Usando el producto escalar de vec-
tores, demostrar la Ley de los senos:

a b _c
sinA  sinB sinC’
Problema 6.4 Permutaciones de n elementos:

Razonar por qué el numero de ordenaciones posibles
de n simbolos es

P,=nl=n-(n—1)-(n—2)---2-1.
Probar la recurrencia

Ph=1, P,=nP, 1, n=1,2,...

Problema 6.5 Combinaciones de m elementos
tomados de n en n: Razonar por qué el niumero
de subconjuntos de n elementos de un conjunto con
m(>n) elementos es

m!
Cmin - = n!(m —n)!
mm—1)(m—-2)---(m—n+1)

n!
Probar la recurrencia
Cm,l
Cmm, =

Cmm =1,
C'm—l,n—l + Cm—lm,, n = 2, 3, oo, m— 1.



Problema 6.6 Con la notacion Cy, , =
las dos siguientes igualdades

() () () ()
(£)-()+6) - on() -

Problema 6.7 Demostrar
numero natural n,

(£)=Go) (1)

(a+0b)" = i <Z> akpnk,

k=0

("), probar

Il
D
3

que, para cualquier

sty solo si

Problema 6.8 Variaciones de m elementos toma-
dos de n en n: Razonar por qué el nuimero de se-
quencias de n elementos escogidos de un conjunto con
m(>n) elementos es

m!

an

’ (m —mn)!
= mm—-1)(m—-2)---(m—n+1).
Probar la recurrencia
Vm,l
Vm,n =

m,

nVmn-1, n=2,3,...,m.

Problema 6.9 Comprobar las dos siguientes igual-
dades:
Vm,n = Cm,npn

Vm,m = I'm;,

Problema 6.10 En la loteria primitiva se eligen 6
numeros de 49 posibles. ;Cudntas apuestas diferentes
se pueden hacer?

Problema 6.11 En una mano de poker cada ju-
gador recibe 5 cartas (de una baraja que contiene 13
numeros de cada figura: &, <, 0, M), ;De cudntas
formas puede un jugador recibir una “doble pareja”
(por ejemplo, 3&, 30, QV,QO, 10M; notar que 3 #
Q # 10).

Problema 6.12 Utilizando la formula de Fuler
(Problema 4.3), demostrar que el siguiente problema
no tiene solucion: Dadas tres casas a,b,c y tres
fabricas A, B,C (por ejemplo, agua, gas y electrici-
dad) se desea establecer una conexion entre cada casa
y cada fdbrica sin que las correspondientes canaliza-
ciones (en total, nueve) se crucen.

Problema 6.13 Un torneo de tenis con n partici-
pantes se juega por eliminacion. En cada “ronda” se
Juegan todos los partidos posibles (si algin jugador
queda desaparejado, pasa directamente a la siguiente
ronda,).
ios para determinar el campeon? (Por ejemplo, si
n = 32, el numero de partidos en cada ronda es
16 58 —4—2—1;entotal, 16 +8+4+2+1=
31 partidos. En cambio si n = 19, deben jugarse
9+5+4+2+1+1=18 partidos).

¢ Cudl es el numero de partidos necesar-

Problema 6.14 Demostrar que la cardinalidad (ni-
mero de elementos) de la reunidn de tres conjuntos

A, B,C es
|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|
— |AnB|—-|ANC|—|BNC|
+ |[ANnBNC|.

Generalizar a mds conjuntos.

7 Algunas Soluciones

2.3 Supongamos que 3 = 1 4+ 1. Restando 1 de cada
término obtenemos que 2 = 1. Entonces, como el
Papa y Marx son dos, el Papa y Marx son uno.

6.1 La suma de los primeros n términos de una pro-
gresién geométrica

S, 1

a1+ arr + ayr? + apr™
= ai+r{a +ar +a;r’ +ay + "%}
= ay +7{S, —a;r" 1}

de donde, despejando S,, se obtiene

air —ar  apr —ax

r—1 r—1
6.12 Nos piden dibujar un mapa (plano) con v = 6
vértices (3 casas + 3 fabricas), a = 9 fronteras (3 x 3
conexiones y ¢(=7) paises. Supongamos que existe tal
mapa. Entonces, por una parte, usando la “férmula
de Euler” (supondremos que la regién exterior —el
“mar”—también es un pais con lo cual c+v = a+2)
tenemos que

Sp =

c=a+2—v=>5. (1)

Por otra parte, como todos los paises tienen al menos
4 fronteras (en la configuracién original no hay “ci-
clos” de longitud menor que 4), y cada frontera
“pertenece” a 2 paises, debe cumplirse
2a
<

cSr =35 = ¢ <4 (ces entero)



en contradiccién con (1). Como consecuencia, el

supuesto mapa no existe.

6.13 Como en cada partido se elimina un jugador y
s6lo tiene que quedar uno (el campedn), hacen falta
n — 1 partidos. Problema: Pensar en una solucién
que involucre la representacion de un niimero en base
dos.

8 Simbolosy ...

8.1 Operadores Loégicos

- negacion
Si p es la proposicién “ahora voy a usar el
stmbolo =7, entonces —p es ...

V 6 (no exclusivo)
pV q: se cumple p o ¢ (o ambas).

Ny
p A q: se cumple p y gq.

—, = implicacidn, si... entonces...
p — q: p es condicién suficiente para que se
cumpla q.

«, < implicacién inversa
p < ¢: p es condicién necesaria para que se
cumpla q.

<, <= equivalencia , si y sélo si

p < q: p es condicién necesaria y suficiente
para que se cumpla q. O bien, p y ¢ son equiv-
alentes.

8.2 Conjuntos

cardina| - [idad

Si A = {#,0,0, M}, entonces |A] = 4. Un
conjunto con cardinalidad n se denomina a veces
n-conjunto.

conjunto vaci()

El conjunto vacio es el (tinico!) conjunto que no
contiene ningun elemento, |()] = 0 (notar que ()
es un 0-conjunto, pero () # 0 (;por qué?).

Partes de un conjunto
Si |A| = n, entonces |P(A)| = 2" (demostrarlo).
Por ello, P(A) se denota también por 24(?).

pErtenece
Por ejemplo, v/4 € N, pero v2 ¢ Q (Problema
2.1).

pVvra todo
Vn € N se cumple que n 4+ 1 € N.

Jxiste
Conjetura: Para todo ntmero par 2n, dp, g pri-
mos tales que p 4+ ¢ = 2n.

Unién
ac AUBsiae Aoac€ B.

iNterseccion
ac€ ANBsiac Ay a€ B.

\ diferencia
a€ A\ Bsia€ Aperoa¢ B.

A complementario. . .

de un conjunto A, con respecto a otro conjunto
Q que contiene a A (lo cual se representa a veces
como 2 D A).

Sia € Q, entonces a € A siy sélosia¢ A

Se cumplen la igualdades A = Q\ A, AN A =0,
AUA=Q.

8.3 Otros

1 perpendicular

Dos vectores u,v son perpendiculares 1 ortog-
onales, u | v, si su producto escalar es nulo
u-v = (u,v) =0 (uy v forman un angulo de
90°).

| paralelo

Dos vectores u, v son paralelos o colineales,

u || v, si su producto escalar es (u,v) = |ul|v| (u
y v forman un angulo de 0°).

>~ sumatorio
La letra griega mayuscula de o es X, y corres-
ponde a la “S” latina de “Suma”.

| integral
La integral es el limite de una [uma.

8.4 Una expresion intrigante

1
2+ : = 7
+2+2+i




