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Geometria del pla i de ’espai

Geometria del plano

1. Hallar un punto y un vector director de cada una de las rectas siguientes:

(a) (z,y) = (=1,0) + A(2,=5)

r = —1+3\
(b){y = 2 — 5\
x—3 y+1

(©) ="

Representarlas graficamente. Hallar 3 puntos de cada una de ellas.

2. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P : (0,—4) y es paralela a la recta (z,y) =
(1,1) + A(=2,1).

3. Hallar las coordenadas de los vértices del tridngulo cuyos lados tienen ecuaciones:

r—2y+1=0, 3z4+y—4=0, 2x+3y—19=0

4. (a) Hallar las ecuaciones del haz de rectas de vértice (1,2).
(b) Hallar la ecuacién de la recta del haz que pasa por el punto (7,5).

(c¢) Hallar la ecuacién de la recta del haz que es paralela a la recta de ecuacién
x = 1-3\
y = 2-—05)\
5. Excribir la ecuacién de la recta 2x — y — 2 = 0 en todas sus formas.
6. Comprobar que las ecuaciones de la forma Az + C' = 0 representan rectas: paralelas al eje y.

7. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—2,1) y por el punto de corte de las rectas

z+4 y+1

(!E,y) = (1a3) + >‘(_57 1)7 0 1

8. Tres vértices consecutivos de un paralelogramo tienen coordenadas (1,2), (4, —4), (=5, —7). ACuéles
son las coordenadas del cuarto vértice?

9. Hallar el valor del pardmetro real a para que sean concurrentes las rectas:

r—y+1=0, 22—y—1=0, x4+ay—11=0

10. Calctlese el angulo entre las rectas:
(a) 2 —1=(y+3)/5, 3r+2y+2=0
(b) y=—2x+5, y=3x+4
(c)y:\/gx—i—?, y=—V3x—2
11. Demostrar que si ¢ es el angulo entre las rectas y = mix + n1, y = max + no, entonces:

[m1 — ma|
tan ¢ = ————
¢ |mimeo + 1



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Para qué valor de b las rectas
r—2 y+4 wx+1 y-—6
357 b 30

son paralelas?

Para qué valor de a las rectas
r+3 y—3 x y+4

2 a = =3 24

son perpendiculares?

Escribir la ecuacién normalizada de la recta (z,y) = (—=1,1) + A(3,1). Hallar la distancia de dicha
recta al origen.

Hallar la distancia entre las rectas paralelas

dr —3y+25, Sz—6y+25=0

Escribanse las ecuaciones de las rectas que son paralelas a la recta 4x + 3y + 1 = 0 y distan de ella 3
unidades.

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,2) de manera que la distancia hasta ésta
desde los puntos (2, —3) y (4, —5) sea igual.

Demostrar que el drea del tridngulo de vértices (z1,41), (2,y2) ¥ (3, ys) viene dada por:

1 1 Y1 1
3 | 22 y2 1]
x3 y3 1

Geometria del Espacio

(a) Hallar las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A : (1,—3,4) y B : (5,1,0).

(b) Hallar las coordenadas del punto M que divide al segmento de extremos A : (5,—-2,1) y B :
(1,2,—7) en la razén AM/AB = 3/4.

Hallar la ecuacién vectorial de la recta que:

(a) pasa por el punto (4,1, —3) y tiene vector director ¥ = (3,4, 5);
(b) pasa por los puntos (1,1, —2) y (5,—-3,0).

Hallar la ecuacién vectorial del plano que pasa por los puntos (1,0,3) y (2,2,1) y tiene vector director
@ =(2,0,1).

Determinar las ecuaciones parametricas y continuas de la mediana CM del tridangulo con vértices en
los puntos A : (1,-2,—4), B:(1,6,-8) y C : (—7,11,6).

Hallese la ecuacion del plano que contiene a los puntos My, My v Mj si:

(a) My :(-2,3,5), Ms:(4,-3,0), M3 :(0,—6,5)

(b) My :(2,0,4), My :(3,1,-2), M5 :(0,—-3,—-1)

(c) My :(3,1,=5), My :(8,3,3), M3 : (—2,—1,4)
Determinar la ecuacién del plano que contiene al punto P y es perpendicular al vector 71 si:
(a) P:(2,3,5), 7= (4,6,0)

(b) P:(3,-5,-2),7=(4,-6,1)



(c) P:(0,0,0), 7 = (0,~7,4)
(d) P:(1,2,3), 7= (0,1,0)

25. Averiguar si las ecuaciones vectoriales
(l‘, Y, Z) = (47 _37 2) + /\(3a _57 _1)a (Q?, Y, Z) = (_Qa 7a 4) + /’('(_37 57 1)
representan la misma recta.

26. Averiguar si las ecuaciones vectoriales representan el mismo plano:

(a) (z,y,2) =M(1,1,0) + p1(—2,4,3), (z,y,2) = (1,=5,-3) + A2(0,2,1) + pa(7,—5,—6)
(b) (z,y,2) = (3,-2,5) 4+ ((1,2,0),(2,1,0)), (z,y,2) = (8,2,5) 4+ {(1,2,0),(2,1,0))
(C) (l‘,y, Z) = (L _27 1) + <(1707 1)a (07 17 1)> (xaya Z) = (25 _17 2) =+ <(1a Oa 1)7 (17 1a 2)>

27. Calcilese el dangulo entre los planos:

(a) x —4y —8z+1=0, r4+20y+72=0

(b) 643y —2z—-7=0, r+2y+6z2—-5=0

(c) 8z+4y+ 2z =0, 20 —2y+2+13=0

(d) x—2—-7=0, y—z+5=0

28. Escribir la ecuacién del plano que pasa por los puntos P : (3,—2,1) y Q : (6,0,5) y es perpendicular
al plano z — y + 2z = 4.

29. Hallar la interseccién de la recta que pasa por los puntos (4,6,6) y (3,8,10) con el plano (z,y,z) =
(4,0,0) + ((3,2,0), (=5,0,2)).

30. Estudiar la posicion relativa de las rectas:

(a) r—1 _3_2—2 r—7 y—6 2z-11
2 YT TR 4T 2T =6
T r—2 y—1 z+5
b Z=v+t > —6 2 —2
-2
(c)x—lzyTzz—& r—2=y—2=—z
z—1 z—2 r—2 y—1 z+2
d = —3: s = =
&) ——=v 3 5 2 3
(e) z+y—z2 = 0 2r+3y = -1
r—y—5z—8 = 0" y+2z = 1
(£) 2r+2 = 9 T = -y
y = —47 2042z = —-3x+5
31. Estudiar la posicion relativa de los planos:
(a) 3x+2y+2—-7 = 0
—6z—4y—22+11 = 0
(b) r—2y+32—-5 = 0
20 —4y+62—10 = 0
() r—y+2z2+4 = 0
2c+y+2—-5 = 0

32. Estudiar la posicion relativa de las rectas y planos:

3r4+2y+2+13=0

a _
(a) x:y_22213




3z -9y +2+22=0
b)Y z—-2 y-1 =242

5 2 3
Tr+4y —52+7=0
(c) 1_y+1_z—2
TR T T T

33. Calctilese la distancia del punto (0,1,—3) al plano que pasa por los puntos (3,1,-5), (8,3,3) y

(-2,—1,4).
34. Determinar el angulo entre la recta y el plano:

z+2 y—3 z2+5

(a) 5 — 0 y+z+7=0

r = T+5t
M)y = 4+t , Ber—y+2:-5=0

z = 544t

Tx—5y+95z—11 = 0 .
(c){ P y+324T = 0 6r—3y—6z+13=0

35. Hallar la ecuacién de la proyeccién de la recta (z —1)/2 = (y + 2)/(—3)

3x+2y—2—-5=0.

(z — 2)/2 sobre el plano



Formalisme matematic

1. Feu la taula de veritat de -p A ¢ i de (p — —q) A g. Queé podeu dir d’aquestes dues proposicions?

2. Feu les negacions de les frases segiients:

(a)

(b)

(c)
)

(d) Hi ha una persona a qui no li agrada el futbol.

Els fars dels cotxes sén blancs o grocs.
Aquest Nadal no aniré a esquiar i no faré vacances.

A tothom li agrada la botifarra de Vic.

3. Considereu la proposicié segiient: si dos nombres enters sumen 6 llavors el producte és parell.

(a
(b

) Assigneu lletres als nombres dels quals es parla i formuleu matematicament I’afirmacio.
)
(¢) Doneu un exemple pel qual sigui certa 'afirmaci6
)
)

Indiqueu quina és la hipotesi i quina és la tesi de I’afirmacié.

(d) Doneu un contraexemple que justifiqui que lafirmacié no és certa en general.
(e) Escriviu quin seria el contrareciproc d’aquesta afirmacio.
4. Considereu la proposicié segiient: la suma del quadrat d’un nombre senar i del cub d’un altre nombre
senar és un nombre parell.
Assigneu lletres als nombres dels quals es parla i formuleu matematicament Iafirmacio.
Indiqueu quina és la hipotesi i quina és la tesi de 'afirmacié.
Doneu un exemple pel qual sigui certa ’afirmacié

Demostreu que l'afirmacié és certa en general (Indicacid: els nombres senars sén els que es poden
escriure de la forma 2n + 1 per cert n).

(e) Escriviu quin seria el contrareciproc d’aquesta afirmacio.

5. En el pais dels selenites que viuen a la lluna HK23 del planeta SETBET hi ha calbs pero també selenites
melenuts tot i que ho disimulen amb cascos esférics de 60 cm de diametre. Sabem que en aquesta lluna
hi viuen 600 milions de selenites. Justifiqueu que hi ha almenys dos selenites amb el mateix nombre
de cabells al cap. (Indicacié: feu un raonament per reduccié a l’absurd fent servir que el nombre de
cabells per em? és de 30.000.)

6. (a) Escriviu com a suma de dos nombres primers els segiients nombres parells : 22, 18, 30.

(b) Escriviu amb la notacié adequada la segiient conjectura:
“Tot nombre parell (excepte el 2) es pot expressar com a suma de dos nombres primers.”

7. Observeuque 1 =1;1—-4=—(1+2); 1 -449=1+2+3.
Completeu: 1 —4+9 —16 = ;1—44+9-16+ =

Quina regla general segueixen aquestes igualtats?

8. Estem buscant relacions entre el nombre de cares, vertexs i arestes d’un poliedre regular.

POLIEDRE CARES VERTEXS ARESTES
TETRAEDRE 4 4 6
CUB 6 8 12
OCTAEDRE 8 6 12
DODECAEDRE 12 20 30
ICOSAEDRE 20 12 30

Feu una conjectura sobre aquesta relacié. Assigneu una lletra a cada variable i expresseu formalment
la conjectura.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

Observeuw: 12 =1; 13+ 23 =9; 13 + 23 + 33 = 36;
Completeu: 13 + 23 + 3% + 43 = :

Comproveu que la regla que segueixen aquestes igualtats es pot escriure de la segiient forma:

La suma de tots els angles interiors d’un poligon convex qualsevol depen del nombre de costats. Ob-
serveu la taula segiient i feu una conjectura. Escriviu aquesta conjectura per a un poligon de n costats
utilizant el simbol de sumatori.

POLIGON SUMA D’ANGLES INTERIORS

Triangle 180°
Quadrilater 360°
Pentagon 540°
Hexagon 720°

Com escriurieu, utilizant notacié matematica, la segiient propietat?

“Bl producte de dos nombres senars és un nombre senar.”

(a) Comproveu la segiient conjectura per alguns casos concrets:

“La suma dels n primers nombres senars és n>”

(b) Expresseu en notacié matematica (utilizant el simbol de sumatori) la conjectura anterior.

n
Calculeu E k.
k=1
Una progressié aritmetica és una succesié de nombres cada un dels quals s’obté sumant a I'anterior un

nombre fix anomenat diferencia de la progressio.

(a) Comprova la seglient conjectura sobre progressions aritmetiques:

“La suma de n termes d’una progressid aritmética és igual a la semisuma del primer i ultim
termes multiplicada pel nombre de termes.”

(b) Escriviu la propietat anterior utilizant el simbol de sumatori i anomenant a; al terme genéric de
la successio.
Utilizeu els simbols V, 3 per escriure la segiient propietat:

“St al producte de dos nombres parells (o imparells) consecutius li sumem 1 el resultat és un quadrat
perfecte.”

Comproveu que es compleix en alguns casos i demostreu-la.

(a) Escriviu la segilient propietat utilizant el simbol de sumatori i el quantificador V:

“La suma dels n primers nombres naturals senars és igual a n®”

(b) Comprovar la conjectura per n = 1,2, 3.

(c¢) Fer la demostracié per induccié.
(a) Escriviu amb paraules la segiient propietat:
n
VneN D 2t=o2rtlo 1
i=0
(b) Demostreu-la pel meétode d’induccid.

. Demostreu pel metode d’induccié que un poligon de n costats té n(n — 3)/2 diagonals.



19. Demostreu pel metode d’induccid, en cas que siguin certes, les segiients propietats.

(a) Vn e N n(2n+1)(Tn+ 1) = 6.
(b) Vn e N n!>2n—1
(c) VneN (n+1)2 >2m.
20. Donat un sistema d’equacions lineals es consideren les segiients proposicions:
R: “Es un sistema compatible determinat”
S: “Nombre d’equacions = Nombre d’incognites”

Estudieu si hi ha alguna implicacié entre R i S.

21. Siguin les segiients proposicions:
R: “El treball d’una forca és 0”
S: “El desplagament és 0”

Establiu si S es condicié necessaria, suficient o necessaria i suficient per que es verifiqui R.
22. Es condicié necessaria i suficient per que un nombre sigui divisible per 5, que acabi en 57

23. Comproveu si les segiients implicacions son certes i si val el seu reciproc:

(@) (2y—T7=5)=(y=6)
(b) (a=6,b=4) = (ab=24)
(¢) (z=2)= (2% + 3z =10)
(d) (22 =42 +5)= (z=-1)6 (x=15)
(e) (tanu =0) = (sinu = 0)
(f) (z=45°) = (tanz =1)
(g) (cos2x =1)= (sinz =0)
(h) (sinz =0) = (sin3z =0)
(i) (m,n son parells) = (m + n) és parell
24. Establiu les implicacions que existeixin entre els dos enunciats:
(a) x4+ V2x =4 (xr=2)6 (z=28)
(b) z++2x =4 (x =28)
(c) v ++2x =4 (x =2)
(d) z+V2z =4 (0 <z <10)



Conjunts i aplicacions

1. Siguin A = {1}, B = {2}, C = {1,2}, D = {1,{2}}, E = {1,{1},{1,2}}.

(a) Calculen AUB, BUC, BNC, BUE, DNE.

(b) Digueu si sén certes o falses les afirmacions:
AnB={1,2}, BNE=0, DUE=C, An(BUC)={1}.
(¢) Determineu els subconjunts de C:
{reC :2<1}, {zxeC :2°<0}, {zeC :a2*-3x+2=0}.

2. Sigui  un element d’un conjunt A. Justifiqueu si els segiients enunciats sén, en general, certs o no:

(a) {z} C A.
(b) {z} € A.

)
)
(¢) {z} C P(A).
(d) {z} € P(4)

3. Considereu els conjunts B = {0,1}, D = {0,1,0}, A = {0,1,B}, G = {0,{0},{1},{0,1}}, C =
{y|y € B o y = B}. Digueu quins d’ells sén iguals.

4. Definiu els conjunts P({1}), P({1,2}) i P({1,2,3}) per extensié. Quina relacié hi ha entre els tres
conjunts?

5. Donat un conjunt A, determineu:

AU, AND, A—0, 0— A, A x 0.

6. Doneu exemples de conjunts A, B i C tals que:

(a) Ae B,BeCiA¢C.
(b) Ae B,BeCiAeC.
(c) Ae B, AC B.

7. Sigui el conjunt A = {(x,y) € R? : y = 22}. Representeu graficament els conjunts:
S={(z,y) € A : x> -1}, T={(z,y) €A : 1<y<4},
U:{yER : (a:,y) EA}a V:{(ﬂf,y)EA : (x,y)e [_272] X [_173]}

8. Donats els subconjunts de R: A = [0,2], B = [1,3],C = [4,6]. Representeu graficament (en la recta o
el pla segons calgui) els conjunts:

(ANB)UC, AN(BUCQC), (R—A)NR-0C),
(Ax B)U (B x A), (Ax B)Nn (B x A), (Ax A)— (B x B).

9. Sigui X un conjunt i siguin A, B € P(X). Demostreu que:

(a) AUBeP(X), ANBeP(X),A-BeP(X), Ac P(X), BeP(X).
(b) Elements neutres: AU = A, ANX = A.

(c) 4

(d)AC3511nome551BCA



(e) AUA=X, ANnA=1.
(fy A-B=AN(X - B).
(g)  ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)=X.
10. Siguin A, B € P(X) on X és un conjunt finit. Demostreu que:
a) Si A C B aleshores card(A) < card(B).

(
(b) card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B).
card(X — A) = card(X) — card(A).
(d) card(A x B) = card(A)card(B).
(

)
)
()
)
(e) card(P(X)) = 2card(x),

or — 2

11. Sigui la funcié real de variable real definida per f(x) = 3

(a) Calculeu f(0), f(—2).

(b) Trobeu lantiimatge de 13.

(¢) De qui és imatge el nombre 07

(d)
)

d

(e) Quins sén els nombres pels quals les imatges sén negatives?

Trobeu els nombres tals que la imatge és el doble que l'original.

2¢+ 1
x—2

12. Sigui la funcid real de variable real definida per f(z) =

(a) Determineu el domini.

(b) Trobeu l'antiimatge d’un nombre qualsevol.

(c) Determineu el recorregut.

(d)
)

d) Trobeu la funcié inversa (si en té).

(e) Raoneu si f: Dom(f) — R és injectiva, exhaustiva, bijectiva. Podeu dir conjunts A, B tals que

f: A — B sigui bijectiva?

(f) Calculeu fo f~1i f~tof.

13. Feu el mateix que a lexercici anterior amb la funcié real de variable real definida per f(x) = /22 — 3.
(Indicacié: a Uapartat b) distingiu si el nombre és positiu o negativ).

2

14. Feu el mateix que a l'exercici anterior amb la funcié real de variable real definida per f(z) = z
10z + 26.

15. Determineu si les expressions segiients defineixen aplicacions. En cas afirmatiu, trobeu el conjunt
imatge i digueu quines son injectives, quines sén exhaustives i quines sén bijectives. En cas de que

siguin bijectives determineu la seva inversa.

(a) f:Z — Z, amb f(m)=2m.

(b) f:N—=N,amb f(n)=n+1.
(¢) f:N—=N,amb f(n)=n—1.
(d) g:R— R, amb g(x) = 3.

:P(E) — P(E), amb h(A) = AN B, on B € P(E) fixat.
:P(E) — P(E), amb k(A) = AU B, on B € P(E) fixat.
:R — R?% amb i(x) = (0, x).
:P(E) — P(E), amb f(A)=F — A.
:R — Q, amb g(z) = 2.

?T?‘QQ%&N

(e
(f
(g
(h
(i

NN et NI N NG NN N

Na) \@



(j) a: E— P(E), amb a(x) = {z}.
(k) f: AxB— Bx A, amb f(z,y) = (y,x).

16. Determineu quines de les segiients aplicacions sén injectives, exhaustives, o bijectives. En cada cas
determineu 'antiimatge del zero i, en cas de que siguin bijectives determineu la seva inversa.

(a) f:N—=Z on f(n)=(1+(=1)"*(2n +1))/4.
(b) f:Z — 7Z,on f(n)=n—n2

(c) f:Z—Z,on f(n) =n—2n2.

(d) f:Q—Q, on f(n)=2n-1

(e) f:Q—Q,on f(n)=2n—n?

(f) f:R— R, on f(z) = 2x — 2.

(g) f:R—R,on f(z)=2%+1

17. Siguin A i B conjunts i sigui f : A — B una aplicacié. Justifiqueu si les segiients propietats sén certes

0 no.

(a) Imf = B.

(b) Imf = f(A)

(©) f'(B)C A

(d) Ac f4(B)

(&) /1(B) = A

18. Siguin X, Y conjunts i sigui f : X — Y una aplicacié. Sigui A un subconjunt de X i sigui B un
subconjunt de Y.
(a) Estudieu quina relacié hi ha entre card(A) i card(f(A4)).
(b) Estudieu quina relacié hi ha entre card(B) i card(f~*(B)).
(c) Demostreu que si f és injectiva aleshores card(X) < card(Y).
)

(d) Demostreu que si f és exhaustiva aleshores card(X) > card(Y).

19. Siguin X, Y dos conjunts finits. Demostreu que X i Y tenen el mateix cardinal si i només si existeix
una aplicacié bijectiva entre X i Y.

20. Siguin f: A— B, g: B— Cih:C — D aplicacions. Quines de les seglients propietats sén certes?.

(a) ho(gof)=(hog)of.
(b) gof=1fog

(¢c) Idpof=fifolda=f.
(d) 1d;" =Tda

21. Siguin f: A — B1ig: B — C aplicacions. Demostreu:

a f 1 g so6n injectives, aleshores g o f és injectiva.

(c

d) Si go f és injectiva, aleshores f és injectiva.

(a) S

(b) Si f i g son exhaustives, aleshores g o f és exhaustiva.
) Si f i g sén bijectives, aleshores g o f és bijectiva.

(

(e) Sigo f és exhaustiva, aleshores g és exhaustiva.

(f) Si go f és bijectiva, aleshores f és injectiva i g exhaustiva.

22. Siguin f: A — Big: B — C aplicacions bijectives. Demostreu que: (go f)~! = f~tog™!

10



23. Sigui f : A — B una aplicacié bijectiva. Demostreu que, aleshores f~! també és bijectiva i que
(fHt=r
24. Donats els conjunts A = {1,2,3} 1 B ={0,1}

(a) Determineu totes les aplicacions f: A — B.

(b) Determineu totes les aplicacions bijectives f : A — A.

(c) Sifos A=1{1,2,---,n}, quantes aplicacions surtirien en els anteriors apartats? (no cal calcular-
les.)

25. Demostreu les segiients igualtats:
o (2)=(u")
o (n)=("")+ ()
@ (m)=m(nli)

26. Representeu tots els nombres combinatoris en forma de triangle posant en la fila n la sequencia

o/)J’\1 )" ’\n )
Com es manifesten les propietats del problema anterior en aquest triangle?

27. A partir de les lletres ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXYZ:

(a) De quantes maneres podem triar tres vocals i tres consonants totes diferents i sense que importi
Pordre?

(b) Quantes seqiiencies de quatre lletres diferents que continguin una vocal existeixen?

11



Estructures algebriques. Nombres. Polinomis

1. Completeu la taula fent els canvis de base necessaris. (Binari és base 2, octal és base 8, decimal és
base 10 i hexadecimal és base 16.)

BINARI | OCTAL | DECIMAL | HEXADECIMAL
351

1C2
73

1101101

2. Lexpressié decimal d’un nombre enter no negatiu p és la seqiiéncia de xifres apan,—1...a2a0 (on
0 < a; <9 per a tot i) de manera que p = ag + a1 - 10 + as - 102 + .- + a, - 10™. Raoneu a partir
d’aquesta representacié que un nombre:

(a) és divisible per 2 si la seva tltima xifra (ag) és parell.
(b) és divisible per 3 si la suma de les seves xifres ho és.

(c) és divisible per 5 si la seva tltima xifra és 0 6 5.

3. Descomposeu en factors primers els nombres enters 6552 i 156. Utilitzeu aquesta descomposicié per a
dividir 6552/156.

4. Calculeu:

5. Racionalitzeu i simplifiqueu:
(a) 3/V/3 (b) 3//3 (c) 2/V/2 (d) 2/v2
(e) 6/V3 (£)6/V3 () 4/v2 () 4/V4

) 5 0 2+ 3v2 m 2+3v2

VT—V2 4432 4+3v2
6. (a) Expresseu amb una sola poténcia:
3/ 3 /\3/5.
(b) Calculeu:
((V2)V2)v2)v2)v2

7. Una progressié geometrica és una successié on cada terme s’obté multiplicant I’anterior per una constant
fixada que s’anomena raé. Per exemple, 1,3,9,27,81,... (la raé val 3). En general, si el primer terme

és ap 1la rad r, la successié és ag, agr, aor?, aors, agr, . ..

(a) Demostreu que (per r # 1):
rntl

ao +aor + agr’ + -+ + agr” = ag————
(b) Determineu la raé i sumeu:
T4 s 2o
2 4 8 1024°

8. Efectueu operacions de manera que només apareguin exponents positius

-1 -2 -3
(a) (b) (v* +2y7*)By -y ™) (¢) +522y+ : .

r 3y +a-y’
—2.y—3

T
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9. Desarrolleu les segiients expressions:
(a) (2a — 3b%).
(b) (53— Z)"
a

(c) (a+b—rc).
10. Trobeu el coeficient de:
(a) ' en (2 + z%)l?’. (b) y=* en (é - %)14.

5 en el desenvolupament de (—2z + 3/2)".

11. Determineu x sabent que sén oposats els termes amb z* i z
12. Trobeu els termes del desenvolupament de (a + a~2)'® pels quals I’'exponent de a és positiu.
13. Proveu que en un grup

(a) (@) =a

(b) (ab)~t=0b"ta"!
14. Considereu el conjunt G = R — {1} i loperacié * definida x xy = = + y — xy.

(a) Demostreu que 'operacié és interna en G.

(b) Demostreu que * és associativa.

(d) Trobeu l'invers d’un element arbitrari x.

)
)
(¢) Trobeu l’element neutre per .
)
)
£)

(e) Quina estructura té (G, *)?
(

Demostreu que * és commutativa.
15. A partir de les propietats que ja coneixeu verifiqueu 'estructura d’anell dels segiients conjunts:

(a) (F,+,-), on F és el conjunt de totes les funcions f : R — R.
(b) (M, +,-), on M,, és el conjunt de totes les matrius quadrades d’ordre n a coeficients reals.

(¢) Doneu algun exemple on es vegi que en el primer apartat no podem utilitzar la composicié de
funcions en lloc del producte. (Indicacié: Que passa amb la propietat distributiva?)

(d) Si considerem subconjunts H C F i N' C M,,, que cal verificar per saber si (H,+,-) o (N,+,")
sén anells?

a

16. Demostreu que el conjunt de matrius A = { ( b

_ab ) | a,b € R} amb la suma i el producte habituals

formen un cos commutatiu.
17. Sigui A ={funcions reals tals que f(z) = az + b, amb a,b € R}. Comproveu que (A, +,0) és anell.

18. (a) Demostreu que en un anell commutatiu valen les férmules
(z+y)? =2 + 22y + 7,
(z+y)(@—y) =2 -y~

b) En el cas de 'anell de matrius 2 x 2, preneu x = Lo JY = 0 -l i calculeu els dos
2 -1 5 0

costats de les anteriors igualtats.

(¢) Com s’han de modificar les anteriors férmules per a que siguin valides en un anell arbitrari?
19. Sigui A ={1,2,3,4} ilarelacié ztRy < x =y 6z +y =4.

(a) Definiu R per extensio.

13



(b) Verifiqueu que R és d’equivaléncia.
(¢) Determineu les classes d’equivaléncia.

20. La construccié formal del conjunt @Q dels nombres racionals a partir dels nombres enters procedeix de
la seglient manera: Sigui Z* =7Z — {0}. En el conjunt Z x Z* es defineix

(p,q) = (r,8) & ps=qr.

(a) Comproveu que és una relacié d’equivaléncia.
(b) Demostreu que si (p,q) = (r, s), lavors (pt, gt) = (ru, su) Vt,u € Z*.
(¢) En el conjunt quocient de Z x Z* per aquesta relacio d’equivalencia hi definim les operacions

suma i el producte: (p1,q1)+(p2, ¢2) = (p1- @2 + @1 - P2, 1 - @2), (P, @) (P2, 42) = (P1- P2, 01 - @2).-
Comproveu que aquestes operacions estan ben definides i que determinen una estructura de cos
commutatiu en el conjunt quocient.

(d) Observeu que amb aquestes operacions el conjunt quocient es correspon amb el cos Q dels nombres
racionals identificant la classe (p,q) amb el racional p/q

21. Al conjunt Z dels nombres enters es defineix la relacié
r~y<sdkeZtq x—y=nk
on n > 2 és un enter fixat.

(a) Demostreu que aquesta relacié és d’equivaléncia.

(b) El conjunt quocient s’anomena anell de congruéncies modul n i es denota Z,. Quantes classes
d’equivalencia hi ha?

(c) Denotem la classe de x € Z com Z. Es defineix una suma i un producte en Z, a través de
T+y=xz+y, T-§ =T -y. Comproveu que estan ben definides i que (Z,,+,) és un anell
commutatiu.

22. (a) Construiu la taula de (Z4,+). Investigueu si forma grup. El mateix amb Z7.
(b) Diem que un anell verifica la llei de simplificacié si
rz=y-2,2Z0=>x=y.

Demostreu que aix0o passa si i només si el producte de dos elements no nuls sempre és no nul.
(¢) Construiu la taula de (Zy, ). Es possible la simplificacié en Z4? El mateix amb Z;.

(d) Per quins valors de n és valida la simplificacié en Z,,?

23. Demostreu que un nombre enter és divisible per 11 si i només si la suma de les xifres en lloc parell
menys la suma de les xifres en lloc senar ho és.

24. Sigui r una recta del pla II. Al conjunt IT — r definim la relaci6 A ~ B < ABNr = (). (Es a dir, dos
punts estan relacionats si el segment que els uneix no intersecta r.)

(a) Proveu que ~ és d’equivaléncia en II — r.

(b) Trobeu les classes d’equivaléncia.
25. En R definim la relacié zpy < Im € Z:x € [m,m+ 1),y € [m,m + 1).

(a) Verifiqueu que és d’equivaléncia.
(b) Trobeu el conjunt quocient.

(¢) Que passa si canviem [m, m + 1) per [m, m + 1]?
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26.

27.

28.

29.
30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

Resoldre
r—2 < 0
-3 < x—2
Un alumne tarda de 15 a 20 minuts en arribar a la universitat. Les aules s’obren a les 7:45 i hi ha una

tolerancia de 10 minuts des de les 8, hora d’inici de les classes. Un alumne surt de casa a les 7 hores
r minuts. Quant ha de valer z per que:

(a) arribi abans d’hora?
(b) en la franja permesa?
(c) tard?

Un pare i un fill es porten 30 anys. En quin periode de les seves vides 1’edat del pare supera en més
de 5 anys el doble de la del fill?

Sigui A = {a,b, c}. Definiu 6 relacions d’ordre diferents.

Si X és un conjunt, la inclusié (C) és una relacié d’ordre en P(X). Donats A, B € P(X) trobeu
sup{A, B} i inf{A, B}.

Estudieu I'existéncia de maxim, minim, suprem i infim en N, Z, Z*, Q, Q% i R ordenats per “<”.
Analitzeu I'existéncia de maxim, minim, suprem i infim en els subconjunts de R
A=10,1], B =(0,1], C=10,1), D =(0,1),
E={zecQ|0<z <1}, F={1/n|neN"}, G={reQ|0<z<1}.
En Z es defineix la relacié “divideix”:
albe3dd €Z:b=ad.
Proveu que no és d’ordre en Z pero si en Z%.
Donats els polinomis
P =2+ 4z — 52° + 22%, Q =3+ 5x — 5x? + 52t R =g+ 52° — 72",

(a) Calculeu els polinomis A = P+ Q + R, B = PQR, C = PQ — RP.
(b) Relacioneu els graus de A, B,C amb els de P,Q, R.

Trobeu a i b tals que es cumpleixi la segilient igualtat

2e+1=a(x —1) + bz + 2).

Quins valors han de tenir m,n,p per que sigui nulla la suma dels polinomis:

A=5z%+7x+3, B = m + nx — 622, C =8+ 3z — pz’.
Desarrolleu:
(a) (22 —ax+ 1)
®) (z—D*+ (z+ 1)L
Trobeu a i b tals que el polinomi 9% — 1323 + 1022 + ax + b sigui un quadrat perfecte.

(a) Quin és el grau del quocient en la divisié (8213 — 229 4 10) : (32® — 62° + 22 — 4)?
(b) Si el grau del dividend és 27 i el grau del divisor 15, Quin és el grau del quocient?

(¢) Qué es pot dir del grau del residu els anteriors apartats?
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40.

41.

42.
43.

44.
45.
46.

47.

Trobeu el quocient i el residu de les segiients divisions:

(a) 1:x.

(b) (823 — 322 +10) : (5z).
(c) (423 —122% + 172 — 10) : (22 — 3).
(d) (6z* —172% + 4z — 3) : (322 — 4z + 1).
(e) (82° — 13z + 7w — 1) : (222 — 5z + 3).
(f) (z°): (2% — 32+ 1).

) (

(8) (@® =3z +1):(z+3).
Trobeu els segiients quocients:

23 —8): (v —2).

Trobeu a tal que el residu de la divisi6 (223 — az + 10) : (z + 1/3) sigui 3.

Sigui p € R[z] un polinomi tal que al dividir-lo per = — 1 el residu es 3, al dividir-o per = també déna
residu 3 i al dividir-lo per  + 1 el residu és 1. Quin és el residu al dividir p per z3 — z?

Trobeu a tal que el polinomi z* + az? — 5z + 1 déna residu 1 al dividir-lo per = — 1.
Trobeu m tal que el valor numeric de P = 32% + 72* + ma? + 2ma + 1 per = 2 és 321.
Trobeu el maxim comu divisor entre els polinomis p i g de Rz]:

(@) p=a3—-2, q=a2%2+x+2.
(b) p=at—1, g=2° 32 —2.

Trobeu el maxim comu divisor i la identitat de Bezout dels polinomis p i ¢ de R[z]:

(a) p=at — 223 + 422+ 32+ 9, ¢=2°—52° + 2* + 523 + 2322 + 172 + 12.
(b) p=a*—222+1, q=a*+ 322+ 2.
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Matrius, determinants i sistemes d’equacions

1. Busqueu l'antiimatge dels vectors (0,0) i (3,2) per 'aplicacié:

(a) f: R?2 — R?

(x,y) — (2z+2y,2+y)
(b) f: R2Z — R?2

(@,y) — (2z+2y,z-y)

2. Als vectors del pla se’ls sotmet a un gir de 7/4 i després a una simetria respecte 1’eix d’abcises.

(a) Doneu la matriu associada a aquesta transformacio.

(b) Quin és el moviment que torna a la posicié inicial?

3. Donades les matrius

1 0 2 -3 2
A<3_1 1), B( 1_1>, c=(21 -3), D=|1

indiqueu quins dels segiients productes tenen sentit i calculeu-los:

AB,AD, AC,BA,BD,CD, DC.

4. Siguin A, B i C matrius quadrades. Digueu si les segiients propietats sén certes o no. En cas afirmatiu,
demostreu-ho. En cas contrari, doneu un contraexemple:

(a) Si AB =0, aleshores A =00 B =0.

(b) Si AB = AC, aleshores A=00 B=C.

(c) (AB)" = A'B".

(d) ( ) BT1ATL

(e) A (A+B)(A—B).

(f) (A+ B) = A% + B? + 2AB.

(g) Si AB=Ai BA= B, llavors A> = Ai B?> = B.

5. Siguin A i B dues matrius quadrades del mateix ordre. Podem afirmar que les segénts matrius sén
simetriques?:
(a) A+ A
(b) AB + A'Bt.
(c) AA.
(d) AB'+ BA®.

6. Calculeu el determinant de les segilients matrius:

7 23 1 27
@[5 -3 2], 1 -3 5

31 1 1 1 3

-5 1 -4 1 12 6 -1

14 -1 5 101 3
N IR 030 2

32 6 2 012 0
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10.

11.

1 1 1 b+c a a

(c) b+c a+c a+bd |, b a+c b
be ac ab c c a+b
(d) A = (a;;) matriu 3 x 3 on a;; = 2*7.
a+1 1 1 1 a? (a—2)* (a—4)? (a—06)2
© 1 b+l 1 1 B (b-2)2 (b—4)2 (b—6)?
¢ 1 1 e+l 1 || @ (=22 (c—4)?2 (c—6)?
1 1 1 d+1 d> (d—2)* (d—4)® (d—6)?
1—n 1 e 1 1
1 1-n - 1 1
() : : : : , on la matriu és quadrada d’ordre n.
1 1 o 1—n 1
1 1 e 1 1—-n
a 1 1 1
1 a 1 1
() E
1 1 1
1 1 1 a
1 1 1
ai a2 an
. 2 2 .. 2
Determinant de Vandermonde: Demostreu que | 91 a3 n = H(aj — a;).
. . i<j
ay~t et an—!

Sigui A una matriu quadrada. Direm que A és ortogonal si AA* = Id. Demostreu que:
(a) Siés A ortogonal, aleshores det(A) = £1.
(b) A és ortogonal si i només si A és invertible i A=! = A?.
(c) A és ortogonal si i només si A'A = Id.
(d) A és ortogonal si i només si A* és ortogonal.
Vv3/2 1/2
~1/2 /32

(a) Verifiqueu que és ortogonal.

Sigui la matriu A = (

(b) Busqueu la imatge de les rectes r1 : x +y =6, 12 : 22 — 3y = 5.

(¢c) Comproveu que 'angle entre les rectes r1 i 72 és el mateix que entre les seves imatges.

Sigui la matriu A = ( \ég \}3 )

(a) Busqueu la imatge de les rectes 1y : x +y =6, 19 : 20 — 3y =5

(b) Que passa amb els angles entre les rectes 7 i 73 i entre les seves imatges?

- . . 1 2 .
Donada la transformacié del pla caracteritzada per la matriu ( 5 4 ) . Busqueu vectors que conservin

la direccio.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Siguin A i B matrius quadrades d’ordre n. Demostreu que:

(a) Tr(A+ B) =Tr(A) 4+ Tr(B).
(b) Tr(AB) =Tr(BA).
(c) Si A és tal que Tr(AC) = 0 per a tota matriu quadrada C' d’ordre n, llavors A = 0. (Indicacié:

Vegeu que a;; és la traga de AC;; per a certa matriu Cj;).

Direm que dues matrius quadrades A i B s6n semblants si existeix una matriu C' invertible tal que
B = C~'AC. Direm que dues matrius quadrades A i B sén equivalents si existeixen matrius invertibles
R 1S tals que B = RAS. Demostreu o doneu un contraexemple a cada una de les segiients afirmacions:
(a) Si Ai B sén equivalents llavors det(A) = det(B).

(b) Si Ai B sén semblants llavors det(A) = det(B).

(¢) Si Ai B sén equivalents llavors, det(A) = 0 si i només si det(B) = 0.

(d) Si Ai B sén semblants llavors, det(A) = 0 si i només si det(B) = 0.

Calculeu el rang de les matrius:

5 3 5 9 1 -1 -11 8 9
L 3 o1 1 1 -3 2 5
3 _3 _1 9 ’ 5 7T =7 4 21
1 2 1 -1 3
Calculeu les inverses de les matrius:
1 2 1 1 1 1 1
1 2 3 —4
3 8 2 1,
A9 1 2 3 5 -5
3 -4 -5 8
Sigui la matriu depenent del parametre z
z 0 1—2z 1
1 1 z 0
M@=11 21 o
z 1 1 -1

(a) Calculeu M(0)?
(b) Trobeu els valors de z que anullen det M (z).

Donats dos vectors del pla u = (a1,a2) i v = (b1, b2) considereu el seu determinant

ar by

det(u,v) = a4 by

Demostreu que aquest determinant és igual al producte dels moduls dels vectors pel sinus de 'angle
que formen entre ells. Deduiu d’aqui que (llevat d’un signe) el determinant és igual a 1’area del paral-
lelogram que determinen els dos vectors.

El resultat anterior és general. El determinant de n vectors de R™ és (llevat d’un signe) igual al
volum (hipervolum si n > 3) del poliedre que generen. Interpreteu geometricament la linealitat del
determinant i el fet que sigui 0 si i només si els vectors sén linealment dependents.

(a) Busqueu per a quins valors del parametre A s’anulla el polinomi

p(A) =

(SN g
ot >
> Ot
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(b) Considerant la transformacié en R® que té per matriu la donada en l'apartat a), busqueu els
vectors que van a parar a l'origen de coordenades, en els casos A = —5, A = 2.

20. Sigui A = (C1,Cs,C5) una matriu 3 x 3 on Cq, Cy, C3 sén les seves columnes.

21.

22.

23.

(a) Sidet A =2, calculeu el determinant de la matriu B on:

i. B= (Cl +2C5,C1,Cy + Co —|—Cg) ii. B= (Cl +Cy,C,C1 4+ Cy + 203)
iii. (C1 + Coy 4 C3,C1 + Co, Cy + Cs)

(b) Determineu A € R tal que det(A4) = Adet(Cy + Cs5, Ca, C5 — C1).

(¢) Si A és invertible, demostreu que, aleshores, també ho és la matriu B on:
i. B= (Cl, Co+4C,C5 +2Cs + 801) ii. B= (Cl, Cy 4+ 9C,C5 +3Cs + 2701)

Resoleu els segiients sistemes per Gauss:
r +y -3z =4
(a) 2r 4y +z =5
3z +y +5z =6
2 -y 4z =7
(b) x 42y -5z =2
r —3y 46z =9
r +2y —z 43t =8
() 20 -y 4z =2t =0
z +3y +2z +t =4
3r +4+by —4z -t =-—6
z +y +z 4+t 4u =1
(d) x —y +z —t —u =2
r +y —z +t —u =-1
Donat el sistema d’equacions lineals depenent del parametre a
r+yt+az+t = 1
r—y+t = 0
ay+2z4+t = 1
r—y—2z = 1

calculeu el determinant de la matriu del sistema. Per a quins valors de a podem assegurar que el
sistema té solucié unica? En aquest cas trobeu-la. Acabeu d’estudiar que passa en els altres casos.

Discutiu els seglients sistemes segons els valors dels parametres:

ar +y 4z 4+t =1
(a) x H4ay 4z +t =D
x +y 4azr +t =0
z 4y 4z +at =0b
a’x  +y +z =3
(b) r +a’y +z =4-a
r 4y +a’z =2+ a?
r =2y =3(a+Db)
(©) x —y =2(a+b)+1
br 4ay =0b>—a’>—-6
ax +by =a%?—-b2+6
x +y +(1—-a)z =a+2
(d) ¢ A+a)x -y 422 =0
2r —ay +3z =a+2
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()

2+ Ay+ A%z
2x+  Ay+ z
2z+ 2y+ Az
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Espais vectorials

1. Digueu quines de les segiients proposicions sén certes:

(a) El conjunt {(z,0) € R? amb z € R} és subespai vectorial de R?.

El conjunt { € R? tals que o +y = 0} és subespai vectorial de R2.

)

El conjunt { € R? tals que o + y = 2} és subespai vectorial de R2.

)

El conjunt {

)

)
)
) € R? tals que 2% +y = 0} és subespai vectorial de RZ.
)

8 8 8 8

)
Y
Y
Y

El conjunt { € R? tals que # < y} és subespai vectorial de R?.

)

(
) (
) (
) (
) (
) El conjunt {(z,y,z) € R3 tals que  +y = 2} és subespai vectorial de R3.
(g) El conjunt {(
(h) El conjunt {(z,y,2) € R3 tals que x + 22 = 7} és subespai vectorial de R3.
) (
) (
) (
) (A2
) (
)
)

z,y
x y) € R? tals que x,y € Z} és subespai vectorial de R?.

El conjunt {(z,y) € R? tals que 2% + y? = 0} és subespai vectorial de R2.
El conjunt {(z,y,2) € R? tals que y = 0} és subespai vectorial de R?

El conjunt {(A + g, A — ) € R? amb A, u € R} és subespai vectorial de R2.
El conjunt {(A\2 4+ g, \) € R? amb \, 4 € R} és subespai vectorial de R?.
El conjunt {(A + i, A\, ) € R® amb \, u € R} és subespai vectorial de R3.
El conjunt {(A +2,\, ) € R® amb \, u € R} és subespai vectorial de R3.

El conjunt de les solucions d’un sistema compatible Ax = b de 2 equacions i 2 incognites amb
coeficients en R, és un subespai vectorial de R2.

(p) El conjunt de les solucions d’un sistema compatible Az = b de 3 equacions i 3 incognites amb
coeficients en R, és un subespai vectorial de R3.

2. Indiqueu si els segiients conjunts de vectors sén linealment independents. Trobeu la relacié de de-
pendeéncia en cas que no ho siguin:

(a) u; = (1,1,1), us = (1,1,0) i ug = (0,0, 1).
(b) U1 = (17 1a 1)5 V2 = (17 1a0) 1v3 = (17070)
(¢) w1 =(3,2,1), wa =(2,3,1) i w3 = (a,2,5) on a és un parametre real.

3. Determineu per a quins valors dels parametres reals es té que:

(a) els vectors (1,0), (a,1) determinen una base de R?.
(b) els vectors (1,0), (a,a?) determinen una base de R2.
(c) els vectors (1,0), (a,b) determinen una base de R?.
(d) els vectors (1,—1,1),(1,0,a?), (a,0,1) determinen una base de R3.
(e) els vectors (1,—1,1), (a 0,b), (1,0, —1) determinen una base de R3.
(f) els vectors (1,

)

a,1),(1,0,0),(2,1,b) determinen una base de R3.
els vectors (a, 1,0), (b,0,1), (c,0,0) determinen una base de R3.

4. Pels segiients subespais vectorials: calculeu la seva dimensié, determineu una base, i completeu aquesta
base a una base de ’espai.

(a) ((1,2),(-1,2),(4,5)) C R%

(b ,(2 3,1),(1,0,0)) C R3.

(c ,(2,3,5),(—1,3,2)) C R3.

(d

(e

(@,

((1,2,3)
((1,2,3)
(@
((

,2)) C R? on a és un parametre real.

@),

(-1
1,1,1), (1 a,1),(1,1,a)) C R? on a és un parametre real.

)
)
)
)
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(f) ((1,1,1),(1,a,1),(1,1,a?)) C R? on a és un parametre real.
(g) {(z,y) € R? tals que z +y = 0} C R?.

(h) {(z,y,2) € R3 tals que z +y = 0} C R3.

(i) {(z,y,2) € R3 tals que z +y + 2z = 0} C R3.

(G) {(z,y,2) eR® talsque z +y =2+ 2 =0} C R3.

(k) {(\,2)\) € R? amb X € R} C R2.

1) {(A+p, A —p) € R? amb A\, u € R} C R
(m) {(A\,2\,)) € R3 amb A € R} C R3.

(m) {(A+ g, A —p,pu) € R amb A\, u € R} C R3.

(0) {(\+ 1,2\, 1) € R3 amb A\, p € R} C R3.

5. Determineu les equacions que defineixen els seglients subespais vectorials:

(a) ((1,2)) CR?

(b) ((1,2),(~1,-2)) C R%

(c) ((1,2),(1,-2)) C R?

(d) {((1,-1,0),(0,0,1)) C R3.

(e) ((1,-1,1),(0,0,1),(-2,2,0)) C R3.

(f) ((1,-1,0)) C R3.

(g) {(0,0,1)) C R?.

6. Siguin Fy, I, dos subespais vectorials de R%2. Demostreu que F; U F, és subespai vectorial de R? si, i
només si, o bé F; C Fy o bé Fr, C F}.

7. Considerem els segiients subespais:

(a) En R%: F = ((1,2))i G = ((2,1)).

(b) En R3: F = ((1,2,1),(3,1,5)) i G = ((1,2,1),(3,1,5), (3, —4,7)).

(c) EnR3: F =((2,1,-1), (8,—5, 1),(1,-4,2)) i G ={(11,-8,2)).

(d) En R3: F =((1,2,-1),(2,-3,2)) i G = {(4,1,3),(-3,1,2)).

(e) En R%: F = {(z,y) € R? tals que z = 2y} i G = {(—2,—1),(0,1)).

(f) En R%: F = {(z,y,2) e R3talsque z + z =y} i G = {(1,1,0), (0,1, 1), (1,0,1)).

(g) EnR%: F = {(z,y) e R?talque r +y =0} i G = {(a+ p, —p) € R%, on o, u € R}.

(h) En R%: F = {(z,y,2) e R® talsque v +y— 2 =0} i G = {(a+ p, B+ p,a + B+ 2u) € R?, on
a, B, 1 € R}

(i) EnR%: F={(z,y) eR?talsquex —y=z+y=0}iG = {(r,y) € R? tals que z = 0}.

() EnR3: F={(z,y,2) eR3talsquer —y—2=0}1G = {(z,y,2) e R3 tals que z — y = 2z = 0}.

En cada cas: Trobeu una base i la dimensié dels subespais vectorials F', G i FFNG. Defineixen F' i G
el mateix subespai? Podem completar una base de F' a una base de G? Podem completar una base de
G a una base de F'?

8. Sigui @ € R un parametre. Considerem els segiients subespais vectorials:

(a) Bn B?: F = {(1,-1),(=3,3)) i Ga = ((a,1), (a2 1))

(b) En R3 F={(1,-1,0),(1,0,—1)) i G, = {(0,0,a® — 4)).

(c) En R*: F={(x,y) e R?talsque z+y =0},i Gy = {(Ma+ (2+a)u, A\ + ) € R? amb \, u € R}.
(d) En R%: F = {(z,y,2) € R? tals que x +y = 22}, i G, = {(z,y,2) € R? tals que = + ay =

x—y—2z=0}
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Per a quins valors del parametre real a es té que F NG, = {0}.
9. Siguin u; = (1,1,1), us = (1,1,0) i ug = (0,0, 1).

(a) Escriviu v = (2,2, —4) com combinacié lineal de u,us i uz. Es tdnica?

(b) Repetiu l'exercici prenent ug = (1,0,0).

10. Demostreu que els vectors vy = (1,1) i vy =

= (—1,1) determinen una base de R%. Determineu les
coordenades dels vectors (1,1), (1,-1), (1,0), (0,1)

i(2,3) en aquesta base.

11. Demostreu que els vectors v; = (1,1,1), va = (=1,1,0) i v3 = (—1,0,0)} determinen una base de R3.
Determineu les coordenades dels vectors (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) i (1,2,3) en aquesta base.

12. Sigui B = {ej, 2, e3} una base de R3. Considerem els vectors u; = ej + ea, us = es +e3, u3 = es, i els
vectors v1 = ey, v = €1 + eg, v3 = €1 + ez + e3. Demostreu que B, = {uj,us,uz} i B, = {v1,v2,v3}
també sén bases de R3. Determineu les coordenades del vector w = ae; + bes + ces en la base B, en
la base B, i en la base B,,.

13. En R3 considerem les bases By = {(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} i By = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}. Sigui
v € R? un vector amb coordenades (x,7, z) en la base By, i amb coordenades (2',%/, ') en la base Bs.
Expresseu z, y i z en funcié de 2/, ¢’ i 2.

14. Demostreu que B = {vy,ve,v3} i B’ = {wy,ws, w3} sén bases de R* on v; = (1,0,0), vo = (1,0,1),
vz =(0,1,1),1i0on w; = vy, we = v1 +v2, w3 = v1 +v2+v3. Trobeu les coordenades en la base canonica
i en la base B’ d'un vector v de R3 que té coordenades (a, b, c) en la base B.

15. Digueu quines de les segiients aplicacions sén lineals:

(a) f:R? = R2 on f(z,y) = (z +y,zy).

(b) f:R? —R2 on f(x,y) = (0,0).

(c) f:R* - R? on f(x, ) (T.x+y).

(d) f:R>—=R2? on f(z,y,2) = (v + 3y, v —y + 2).

(e) f:R? —R3 on f(x, ) (z+y,z—y,x+2y).

(f) f:R3—=R3 on f(x,y,2) = (x+y+3,2—y,2).

g) f:R* = R3 on f(x,y,2) = (z +y,z+2z,2—y+22).
) f (

(

(h R3—>R3,Ol’lfl'y, )_( ,|y|,z)

16. Per a cada una de les segiients aplicacions lineals: digueu si f és injectiva, exhaustiva o bijectiva;
calculeu f~1({0}) i Imf; i determineu l'aplicaci6 inversa f~! en cas que existeixi.

(a) f:R* =R on f(z,y) = (z +y,—y).

(b) f:R? = R3 on f(x,y) = (x —y,2x + 3y, 3z + 2y).
(c) f:R*—=R3 on f(z,y,2) = 3z, —y,22 +y + 2).
(d) f:R>—=R? on f(z,y,2)=(x+y+z,2—y—2).

17. Per a les segiients aplicacions lineals f1 i fs, digueu si I'aplicacié composicié f = fs o fi és injectiva,
exhaustiva o bijectiva.

) fl :RQ HRS) f2 :RS _)]Rgv on fl(xay (x,x+y,x—y), fQ(x,y,Z) = (x—y,x—l—y—i—z,m—z).

) fi:R?2 = R?% f,:R? > R? on fi(z,y) = (2,2 +y), folz,y) = (y,2 — y).

) fl :R? — R37 f2 :R? — R37 on fl(x7y7z) = ($7$+y7$_y)7 fQ(xuy7Z) = (x—y»$+y+2a37_z)

(a
(b
(c
(d

18. Sigui f 'endomorfisme de R? definit per f(z,y) = (z/2 + y,x/4 + y/2). Demostreu que f2? = f.
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19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

Sigui f : R? — R3 'aplicacié lineal definida per f(z,y) = (v —y, —x +y,ax +y) on a és un parametre
real. Calculeu f~1({0}) i Imf segons els valors de a. Determineu, si existeixen, els valors del parametre
a pels que f és un monomorfisme, un epimorfisme i un isomorfisme.

Sigui f 'endomorfisme de R? definit per f(z,y, z) = (3z—3y+4z, 2z+4y—>5z2, 8x+Ty—9z2). Justifiqueu
si 'element (—5,4,8) té o no antiimatge per f. En cas afirmatiu, és inica?.

Sigui f I'endomorfisme de R? definit per f(x,y,2) = (z + az,x + ay,ay + z) on a és un parametre
real. Per a quins valors del parametre a ’endomorfisme f és un isomorfisme? Per a quins valors del
parametre a podem afirmar que tot vector v € R? té antiimatge per f?

Siguin v = (5,4,1), v = (3,—4,1) i w = (1, -2, 3) Quins parells d’aquests vectors sén ortogonals?
Determineu per a quins valors dels parametres els segiients conjunts de vectors sén ortogonals:

En R? els vectors (1,—1) i (a,b).

)i (a,b

En R? els vectors (1,—1) i (a, 1).
)i(Lb
)i (

) (

) (

) En R? els vectors (1,—1) i (1,b).

(d) En R? els vectors (1,—1) i (a,a?).
) En R? els vectors (1,k, —3) i (2,—5,4).
) En R3 els vectors (1,—1,0), (1,0,—1) i (1,a,b).
) (

En R3 els vectors (1,—1,0), (0,a,1) i (0,1,a?).
Considerem els segiients subespais vectorials:
1,—-1)).

x,y) € R? tals que x + 2y = 0}.

En R2%: F = ((
(
(1,-1,1)).
(
(
(

F={
(c) En R3: F = (
P
F={
(f) EnR3: F={

1,—-1,1),(1,0,1)).
x,7y,2) € R® tals que x + y = z}.
x,y) € R? tals que x +y = y + 2 = 0}.

En cada cas determineu la dimensié, una base i les equacions del subespai F*.
Donat u = (3, —12, —4) trobeu la seva norma i un vector unitari en la seva direccid.

Determineu el valor de k per a que ||v]| =29 amb v = (=1, k,2).

Demostreu que als espais euclidians R? i R? es verifiquen les segiients propietats:
(a) Siwvg i vy sén vectors ortogonals, aleshores ||vq + va||? = ||v1]|? + |Jva]|?.
(b) [Jv1 + v2||? = ||v1 — v2|? si i només si vy L vs.

d

(€) 2 < wi,vy >= ||vg + v2||? — |Jv1]|? — ||v2]|? per a tot vy, vs.

)
)
() [Jv1 + v2|? + [Jvr — v2|? = 2[Jv1||? + 2||v2]|? per a tot vy, vs.
(d) 4 < vy1,v9 >= |Jvg +v2||? — |Jvr — v2]|? per a tot vy, vs.

)

Donats u, v € R? linealment independents, determineu el valor del nombre o € R tal que uwiv; = v—au
siguin ortogonals.

Calculeu I'angle entre els vectors w i v on:
(a) U= (172)a U= (27 74)

(b) u=(1,v/3), v = (1,—/3).

(c) v=(1,1,1), u = (v/2,2V3, —V2).
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(d) u=(2,-2,0),v=(301).
30. Trobeu la distancia d(u, v) entre els vectors u i v

(a) u=(1,7), v = (6,-5).
(b) u=(3,-5,4), v=(6,2,—-1).
(¢) u=(53),v=1(2,-5).

31. Donats v = (k,2,1) i v = (2,—1, 3) trobeu un nombre & tal que

(a) d(u,v) =T1.
(b) (v;w) =m/3.

32. Donats els vectors u = (2,—-3,4), v =(3,1,-2) i w = (1,5,3) calculeu u Av, u Aw ivAw.

33. Demostreu que el producte vectorial verifica les seglients propietats:

34. Trobeu un vector unitari ortogonal a u = (1,3,4) i v = (2, —6,5).

35. Es diu que una aplicacié lineal f : R? — R? és ortogonal si conserva el producte escalar (per tant, les
distancies i els angles), és a dir < f(u), f(v) >=< u,v > per tot u,v € R2. Digueu si les segiients
aplicacions sén ortogonals:

(a) flz,y) = (v, +y).

(b) g(x,y) = %(fvﬂ/,x—y)
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