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Suma de variables aleatories

Donades dues variables aleatories X i Y, la funci6 de distribuci6 de probabilitat de
la seva suma, Z = X + Y, es pot obtenir de la manera segiient:

Fz(z) =P(Z<2z)=P((X,Y) € D;), (1)

on
D,={(x,y) eR’: x+y <z}

és el semipla representat a la Figura 1.

Figura 1: regi6 D,

Si XiY sbn variables aleatories continues, amb funcié de densitat de probabi-
litat conjunta fxy(x, y), la probabilitat (1) es pot calcular com:

Fz(z) =P((X,Y) € D) = HD Far(x, v) dxdy

B J_OO dx J_oo Sxy(x,y) dy -

_ J_o; dyJ'_Z;yfxy(X,y) dx

Derivant respecte de z obtenim la funci6 densitat de probabilitat:

r Sxv(x,z—x) dx
fr(z) =Fy(z) =1 ~ .~ 3)
J_ Sxyv(z-y,y)dy

1



Una altra forma d’obtenir les expressions (3) és introduint una variable aleatoria
auxiliar, per exemple T = Y, i fer servir el teorema del canvi de variables. En efecte,
si considerem

Z=X+Y, T=Y,

el sistema d’equacions associat
z=gx,y)=x+y
{ t=hx,y) =y
té solucio unica
X =z-1, y=t
i el seu determinant jacobia val

99 09
ox 0y 1 1
e =| o -6 1]-1
ox 0y
Per tant,
frr(z,t) = fxy (V) | (xep)—zorny = fxv(z —t,1).
Aixi,

fo0) = | favat=| frz-toar,

que és la segona de les expressions (3). Podeu comprovar que la primera d’aques-
tes expressions s’obté si usem T = X com a variable auxiliar.

Una cas particular important de les expressions (3) és quan X i Y sén indepen-
dents. Llavors, fxy(x,y) = fx(x)fr(y) i, per tant,

J Fx(0) fy (2 = x) dx
fr(z)y =1 "7 (4)
| #ez-pr) ay

Les expressions (4) corresponen a la convolucio6 de les funcions fx i fy:

fz(2) = fx(2) x fy(2).

Teorema 1 Si X i Y son variables aleatories continues i independents, i Z = X + Y,
aleshores

j Fx (O fr(z - x) dx
f2(2) = fx(2) * fy(z) =4 "
J_ fx(z-y)fr(y)dy

Exemple: Siguin X i Y variables aleatories gaussianes d’esperanca O i variancia
o2, iindependents. Tenim,

f2(2) = fe(@) 5 fr(2) = |z = nfr(v) dy
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i, per tant,

1 0 )
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Fent, ara, el canvi

% -2y =t,
tenim
1 2 2 1 *© 2 2 1 2 2
2) = o220 J' o-12120%) gp _ =2 0?),
f2(2) 2120 N2mo ) - 2m2o
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que correspon a una densitat de probabilitat gaussiana d’esperanca O i variancia
2072,

Suposem, ara, que X i Y son variables discretes i independents que prenen
valors enters no negatius. Si Z = X + Y tenim

P(Z=n)=P(X+Y=n)=>P(X+Y=n|Y =kP(Y =k)
k=0
=>P(X=n-klY=kP(Y=k)=>PX=n-kP(Y=k), n=012,...
k=0 k=0

on hem tingut en compte que, per ser X i Y independents, es compleix P(X =
n—-klYy =k)=P(X=n-k).

Teorema 2 Si X i Y son variables aleatories discretes, independents, i Z = X + Y,
aleshores

> P(X =n-kP(Y =k)

P(Z=n)=1 K° ., m=0,1,2,...
> P(X =k)P(Y =n—k)
k=0

Aquestes expressions corresponen a la convolucio6 discreta de les funcions de pro-
babilitat de X' i Y.

Exemple: Siguin X i Y variables aleatories de Poisson amb parametres Ay i Ay,
respectivament, i independents. Aleshores,

P(Z=n)=P(X+Y=n)= > P(X=n-kPY =k)
k=0
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Per tant, Z = X +Y segueix també la llei de probabilitat de Poisson, amb parametre

AZ = /\X + Ay.

Un exemple llarg

Donades les variables aleatories X i Y, uniformes en (0, 1) i independents, siguin
S=X+Y, Z =max(X,Y).

Volem determinar les funcions Fs; (s, z), fsz(s,z) i E(S|Z).

La funci6 de densitat conjunta de X i Y és:

1
Sxy (x, ) = fx(x) fr(y) = { 0: éﬁi‘ejl/rileentQ ’

on Q és el quadrat {(x,y) €R?>: 0<x <1,0<y <1}
Calculem, en primer lloc, la funcié de distribucié conjunta Fgz (s, z).

Fs7(s,z) =P(S<s5,Z<2z)=PX+Y <s,max(X,Y) < z). (5)
Per tal de calcular la probabilitat (5) distingim els casos segiients:

1. Siguis <00z <0. Sis <Otenim{X+Y < s} =0isiz < 0 tenim
{max (X,Y) < z} = (. En qualsevol cas,

Fsz(s,z) = P(0) =

2. Siguis > 2,z > 1. Enaquestcas, {X+Y <s} =Qi{max(X,Y) <z} = Q. Per
tant,
ng(S,Z) = P(Q) =1.

3.Casl1<s<2,z>1.Comque z> 1 tenim {max (X,Y) <z} =Q,i
Fs7;(5,2) =P(X+Y =<5,Q)=P(X+Y <5).

Per tant, si Hy = {(x,y) € R?: x +y < s}iDs; = Hyn Q (vegeu la Figura 2),
tenim

Fs7(s,z) =P(X+Y <5s) = J . fxy(x,y) dxdy

_(2-9)?
5

= J dxdy = a(D;) =
Ds
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Figura 2: regi6 Ds, 1 <s <2
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Figura 3: regio D;, 0 < s <1



4. Cas0<s<1,z>1.Com abans,
Fsz(s,z) =P(X +Y <5) = H Sxy(x,y) dxdy = ” dxdy = a(Dy),
Hy Dy

on ara D; = H; N Q és com es mostra a la Figura 3. Per tant,

§2
Fsz(s,z) = IR

5. Sigui s > 2,0 < z < 1. Ara, com que s > 2, tenim{X + Y < s} = Q. Per tant,
Fs7(s,z) =P(Q,max (X,Y) <z) =P(max (X,Y) < z).

Aixi, si Q. = {(x,y) € R?: max(x,y) <z} ={(x,y) ER’:x <z, v<z}i
D, = Q,n Q (vegeu la Figura 4), tenim

Fsz(s,z) =P(max (X,Y) < z) = HQ fxy(x,y) dxdy

= ”'DZ dxdy = a(D,) = z°.

(z,2)

D;

Figura 4: regio D,, 0 <z < 1

6. Cas0<s<2,0<z<1,s>2z Enaquest cas la regio associada a la funcié
maxim, Q, = {(x,y) € R?: max(x,y) < z}, esta continguda en la regio
associada a la funcio suma, Hy = {(x,y) € R*: x+y <s}. SiD,=Q.nQ
tenim (vegeu la Figura 5):

Fs7(s,z) =P(X+Y <s,max(X,Y) <z) =P(max(X,Y) < 2)

= HQZ Sxv(x,y)dxdy = HDZ dxdy = a(D,) = z°.
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Figura 5: regio D,,0<s <2,0<z<1,s > 2z.

7.Cas0<s<2,0<z<1,z<s <2z Siguin, com abans, H; = {(x,y) € R?:
x+vyv<s}iQ,={(x,y) € R?: max(x,y) < z} les regions associades a les
funcions suma i maxim, respectivament.

Fs7(5,z2) =P(X+Y <s,max(X,Y) <z) = ” fxy(x,y) dxdy.
H;nQ:
Pero D;, = Hy; n Q. C Q (Figura 6) i, per tant,

a2
Fsz(s,2) = J' dxdy = a(Ds,) = z° - @
DSZ

INX Ty =S
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Figura 6: regio D;,, 0 < s <2,0<z<1,z<5s<2z.

8. Finalment, sigui 0 < s < 1,0 < z < 1, s < z. Vegeu la Figura 7. Raonant com

en els casos anteriors:
2

Fsz(s,z) = ”D dxdy = a(Dy) = %
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Figura 7: regio D;,0 < s <1,0<z < 1,s < Zz.

La Figura 8 agrupa els diferents casos analitzats i la Figura 9 mostra la grafica
de F (4 (S y Z ) .
La densitat de probabilitat conjunta de S i Z val

Sfsz(s,z) =

azFsz(s,z){ 2, 0<z<1,z<s<2z ©

0s0z 0, altrament
Noteu que la derivada segona de I'’expressio anterior només és diferent de 0 en la
regio corresponent al cas 7, on Fsz(s,z) = z% — (2z — 5)?/2.

La funcio6 de distribucié de Z = max (X, Y) la podem calcular com a distribucio
marginal de Fsz (s, z):

0, z<0
Fz(z)zsliEgFSZ(s,z)z z%, 0<z<l1
1, z=1

Noteu que el limit ja s’assoleix per a s > 2. També podem calcular F7(z) directa-
ment:
Fz(z)=P(Z<z)=Pmax(X,Y)<z)=PX =<z Y =<2

0, z<0
=P(X<z)P(Y<z)=4 2% 0=<z<l1
1, z=1

on hem tingut en compte que els esdeveniments {X < z} i {Y < z} son indepen-
dents.
La densitat de probabilitat de Z és:

2z, O0<z<l1

fz(z) =F,(z) = {

0, altrament



Figura 8: Fsz(s,z)

Figura 9: Fsz(s,z)



Si 0 < z < 1, la funci6 densitat condicionada fs7(s|Z = z) esta definida i val

1
—, zZ2<Ss$<2z
Fan(slz = 2) = L5252 _ | 7 7)

f2(2) 0, altrament

Observeu que la densitat de S condicionada per {Z = z} és uniforme a l'interval
(z,2z). Per tant,

[« 2z

E(S|Z=z):J sfg\z(s|Z=z)ds=J' s£d5=§z.
— z Z 2
Aixd,

E(SIZ)=%Z.

Vegem ara com, fent Us de teorema del canvi de variables, podem obtenir di-
rectament fsz (s, z). El sistema d’equacions associat a

S=X+Y, Z =max (X,Y),
és
s=9gx,y)=x+Yy
z=h(x,y) = max(x,y)

Estudiem com queda transformada la regio Q = {(x,y) e R?: 0 <x < 1,0 <
y < 1} per la transformacio T : R?> — R? definida per les funcions g i h. Noteu
que si (a,b) € Q, a > b, aleshores els punts (a, b) i (b, a), situats simetricament
respecte de la recta bisectriu x = y, tenen la mateixa imatge

T(a,b) =T(b,a) =(a+b,a).

Amb aquesta observaci6 i analitzant com es transforma la frontera de Q, podeu
comprovar que la regio imatge per T de Q és

TQ)=1{(s,z)eR?>:0<z<1, z<5s<2z},

i que cada punt (s,z) € T(Q) és imatge dels dos punts (x1,y1) = (z,s — z2) i
(xX2,y2) = (s — z,z) de Q. Observeu que la regio T(Q) és la corresponent al cas 7
en I’analisi fet anteriorment per a Fsz (s, z).

Aixi, si (s,z) € T(Q),

Sy (x2,y2)
|J(x2,¥2)1

_ S, )
fsz(s,2) = |J(x1, y1)|

(x1,71)=(2,5-2) (x2,2)=(5-2,2)

Per calcular el valor dels jacobians observem el segiient. El punt (x1, y;) = (z,5—2)
pertany a la part de la regiéo Q on x > v,

(xi,y1)eQ ={(x,y) eR*>:0<x<1,0<y <x].
En Q' la transformaci6 T és la definida per les funcions

S=x+Yy
zZ=max(x,y) =Xx
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Per tant |J(x1,v1)| = 1. Analogament, (x2,72) € Q" = {(x,y) € R?:0 < x <
1,x < y < 1},ila transformaci6é T és ara la definida per

S=x+Yy
zZ=max(x,y) =y
amb la qual cosa, també | J(x2,»2)| = 1. Finalment, tenint en compte que fxy (X1, 1) =
Sxy(x2,¥2) = 1, tenim

foz(s,2) =2, 0<z<1,z<s<2z,

d’acord amb el que haviem obtingut a (6).
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