CFIS
Processos Estocastics

20 de desembre de 2013 Examen Temps: 2h

1. Calculeu el valor mitja i 'autocorrelacio del procés estocastic X (t) = cos (t + 2Y) en els dos
casos seglents:

(a) Y és una variable aleatoria uniforme en [0, 7T];

(b) Y és una variable aleatoria discreta que pren els valors 0, 7t/2, i 7 amb la mateixa
probabilitat.

Justifiqueu en cada cas si es tracta o no d’'un procés estacionari en sentit ampli. (3 punts)

Solucio:
(a) Sabem que Y és una variable aleatoria uniforme en [0, 77]. Per tant,

1
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0, altrament

fr(y) =

[ 1 s
mx(t) = E(cos(t +2Y)) = J cos(t +2y)fy(y)dy = p Jo cos(t+2y)dy =0.

Ry(t,t +T) =E(cos(t+2Y)cos(t+T+2Y))

B cos(t)  cos(2t + T +4Y)\ cos(T) cos(2t + T +4Y)\  cos(T)
_E<2+ 2 )_2+E( 2 )‘2’

jaque

E(COS(2t+T+4Y)) _J"" cos (2t + T +4y)

1 T
) 5 fr(y)dy = EJO cos (2t +T+4y)dy =0.

El procés és estacionari en sentit ampli.

(b) En aquest segon cas Y és una variable aleatoria discreta tal que

P(Y=0)=P(Y =1m/2) =P(Y =) =%.

Per tant,

mx(t) = E(cos(t +2Y)) = %COS(t) + %cos (t+71T) + %COS (t + 211)

1 1 1 1
= gcos (t) — gcos (t) + gcos (t) = §COS (t)



Analogament,
Rxy(t,t+T) =E(cos(t+2Y)cos(t+ T +2Y))

= %Cos(t)cos(t+'r)+%Cos(t+rr)cos(t+'r+rr)+%cos(t+27‘r)cos(t+’r+27‘r)
= cos (t)cos (t + T).

El procés no és estacionari.

2. Calculeu el valor mitja i ’autocorrelacio del procés estocastic X(t) = At + B, on A, B son va-
riables aleatories independents d’esperanca 0 i variancia 0. Determineu la millor estimacio
lineal de X (t;) donat X (t»), on t; # t», i calculeu I’error quadratic mitja d’aquesta estimacio.

(3 punts)

Solucio: Calculem primer el valor mitja i 'autocorrelaci6 de X (t). Tenim

mx(t) = E(At + B) = tE(A) + E(B) =0,

Rx(t1,t2) = E(X(t1)X(t2)) = E((At; + B)(At2 + B))
= tltzE(AZ) + (tl + tz)E(AB) + E(BZ) = O'2t1t2 + (tl + tz)E(A)E(B) + 0'2 = G'Z(tltz +1).

L’estimador lineal de X (¢;) donat X (t») és de la forma

—

X(t1) = xX(t2) + B.

Com que myx (t) = 0, les variables aleatories X (t1), X (t») tenen esperanca O i, per tant, = 0.
D’altra banda, pel principi d’ortogonalitat s’ha de complir

E((X(t) - X(0)) X(12)) = 0.

Es a dir,
E((X(t1) — axX(t2)) X(t2)) = Rx(t1,t2) — xRx(t2,t2) = 0.
Per tant,
o= Rx(t1,t;)  o?(tita +1)  tHitr+1
Rx(t2,t2)  02(t3+1) t3+1°
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X(t) = X(t>).
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L’error quadratic mitja val:

€e=E ((X(tl) —X/(E)>2> =E ((X(tl) — /(E)>X(t1)> = Rx(t1,t1) — aRx (t1,12)

Rx(ty,t2)? titr +1)2 t, — t2)?
x (t1,£2) _ g2 (t%+1)—(12‘2 ) =(12 2) 2.
Rx (t2,t2) ts +1 ts +1

= Rx(t1,t1) —




3. Sigui X (t) un procés de Poisson de taxa p. Calculeu les funcions de distribuci6 i de densitat
de probabilitat del temps T transcorregut fins a la quarta transicié. (Recordeu que Fr(t) =
P(T <t).) (2 punts)

Resolucio:

Observeu que I'esdeveniment {T < t} equival a que en (0, t] s’han produit 4 o més transici-
ons del procés de Poisson. Per tant,

Fr(t) =P(T <t) =P(X(t) 24) =1-(P(X(t) =0) +P(X(t) =1) + P(X(t) = 2) + P(X(¥) = 3))

2 3
=1—e‘“t<1+ut+(”2t)+(ué)>, t>0.

La densitat de probabilitat és la derivada de la funci6 de distribucié:
Sfr(t) = Fr(t)

2 3 2 3
= pe Mt <1 + ut + (IJZt) + (Ilé) ) —eHt <u + Ut + let) ) = ue’“ti(ut) t>0.

4. Escolliu una de les qiiestions teoriques segiients:
(a) Processos estacionaris.
(b) Ergodicitat en valor mitja.
(c) Processos gaussians. (2 punts)



