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Resolucié Examen final, 9 juny 2011

1la Donats tres esdeveniments A, B, C, es demana:

(a) Demostreu que es compleixen les igualtats
PANBNC)=P(BNC)—P(B\ANC)=PANC)-P([A\ B]nC).

(b) Si C és independent de A i de B, aleshores, demostreu que C és independent de A\ B si i
només si C' és independent de B\ A. (Sugereéncia: Utilitzeu el resultat del apartat (a)).

1b Una font emet, a intervals regulars de temps, les ‘paraules’ 0, 1, 00, 01, 10 i 11 amb probabilitats
P(0) =0.2, P(1) =0.3,1i P(00) = P(01) = P(10) = 0.1. Siguin A l’esdeveniment “s’ha emes 11, 11
i 11”7 (durant 3 intervals succesius) i B 'esdeveniment “s’ha emes 111111 (durant 3 o més intervals
successius).
(a) Calculeu les probabilitats P(A), P(B), P(AN B), P(A|B) i P(B|A).

(b) Calculeu el nombre mitja de digits 1 que apareixen després d’emetre N paraules. Idem pel
nombre mitja de 0. Interpreteu els resultats.

Resolucio:
la (a) Notem que B\ A= BN A. Aleshores, la primera igualtat s’obté de considerar la particié
BnC=[BnCnNAU[BNCNA] que implica:
P(BNC)=P(BNCNA)+P(BNCNA) =P(ANBNC)+P([B\ A NC).

La segona igualtat s’obté de la mateixa forma intercanviant els papers de A i B.
(b) Suposem que C és independent de A\ B. Aleshores, utilitzant el resultat del apartat (a),

P([B\AInC) = PBNC)-—PANC)+P([A\ B]NnC)
P(C)[P([A\ B]) + P(B) — P(A)]
P(C)[P(BUA) — P(4)] = P(C)P(B \ A)

i, per tant, C' és independent de B\ A. L’altre implicacié es dedueix de la mateixa manera
intercanviant A 1 B.
1b (a) Primer, notem que P(11) =1 — P(0) — P(1) — P(00) — P(01) — P(10) = 0.2.
Amb a =P(11) i b = P(1) tenim:
e P(4) = as.
P(B) =a® + (3)a2b2 + (3)ab* + 0°.
P(ANB)=P(A) (jaque A C B).
P(A|B) = Punp) _ P

Py — Py
e P(BJA) =1.
(b) Siguin X; i Y; les variables aleatories que denoten, respectivament, els nombres de 11 0
que té la paraula i-essima, i = 1,2,..., N, amb mitjanes
E(X;) = 1-P(1)+1-P(01)+1-P(10)+2-P(11)=0.9

E(Y;) = 1-P(0)+1-P(01)+1-P(10)+2-P(00) = 0.6.



Per tant, el nombres mitjans d’1 i de 0 que tenen N paraules sén, respectivament,

N N N N
E <Z Xi> =Y E(X;)=09N, E <Z Yi> = > E(Yi) = 0.6N.
1=0 1=0 1=0 1=0

Notem que 0.9N + 0.6N = 1.5N, on 1.5 =1-0.54+ 2-0.5 és el nombre mitja de digits
d’una paraula.

2 A partir de les variables aleatories X,Y exponencials independents de parametre A es consideren
la seva suma S = X +Y ila seva resta R = X — Y. Es demana calcular:

(a)

(b)

(¢) Les funcions de densitat de les variables aleatories marginals S i R. Sén independents?
)

(d) L’autocovariancia de S, R. Sén incorrelades?

La funcié de densitat de S a partir de fx i fy, i la seva mitjana mg.

La funcié de densitat de la variable aleatoria conjunta (S, R) amb la seva regié de validesa.

Resolucié:

(a) Com X,Y sén independents, la funcié de densitat fs de la seva suma és la convolucié de les
respectives funcions de densitat fx i fy. Per tant,

fs(s) = Ux x50 =[xl =l = [ ety

= )\2/ e M AN g = )\26_”\5/ do = A2se™™*, s> 0,
0 0
amb mitjana mg = E(S) = E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 3.
(b) Com X,Y sén independents, fxy (z,y) = fx(x)fy(y) = A2e=2E+T¥) = \2e=*s_ Llavors,

)\2 —As 1

fsr(s,r) = fxyaix’%)s = 16 N 2)\26*’\5, s>0, |r|<s.

() (i)

ox Oy
(c) Calculem les funcions de densitat de les marginals:

fs(s) = fsr(s,r)dr =---=X2se™*, s>0 (com alapartat (a))

foo fsr(s,r)ds=---= %)\e"\T, r<0 Loy

= = = - " R .

fR(r) { J"T fSR(S,T)dS:"':%)\e)\T, r>0 2)\6 r e \{0}

Com fxv(z,y) # fx(x)fy(y), les variables aleatories X,Y no sén independents.

(d) Calculem la covariancia:

musr = E(SR)—E(S)E(R) = E[(X +Y)(X —Y)] - [E(X + Y][E(X - Y)]
= E(X?) -EY?) -E*X)+E*(Y)=0% — 0} =0,

per tant sén incorrelades.



3 Es consideren els processos X (t), Poisson de parametre (o taxa) A, i

(1 osiX(@®) =1
Y(t)= { 0 altrament.

Calculeu:

(a) El valor de t que maximitza la probabilitat P(X (t) = k).

(b) L’estadistica de 2n ordre de X (¢) i de ler ordre de Y (¢) (és a dir, la funcié de probabilitat
conjunta de (X (¢1), X (t2)) i la funci6é de probabilitat de Y (t)).

(¢) Les funcions de valor mitja, d’autocorrelacié i d’autocovariancia del procés Y (t). Es un procés

estacionari en sentit ampli?

(d) Trobeu la millor estimacié lineal de Y (¢t2) donada Y (t1) quan t2 > ;. Interpreteu el resultat
en els casos Y(t1) =1, ta = t1, ta = 01 ta — o0.

Resolucié:

(a) En primer lloc observeu que la probabilitat P(X (t) = 0) = e~*! pren el seu valor maxim en
t=0.

Per a k > 1 sigui

_ae (A0)*

gu(t) = POX () = k) = e,

t>0

(Considerem ¢ > 0 ja que P(X(0) = k) =0.)

Tenim

I R T T (k — 1) k

Per tant, la derivada s’anulla per a t = k/\, que és el valor de ¢ que maximitza P(X (¢) = k).

J0) — e N ODE AL ! (1)

(b) El procés Y (t) només pren els valors 01 1. La seva funcié de probabilitat de primer ordre val

PY(t)=0)=P(X(t)=0)=e,  PY{t)=1)=1-PY(t)=0)=1—ec.

(c) Tenim

my(t) =EY () =P (t)=1)=1-e".

Calculem ara I'autocorrelacié. Si t; < to tenim
Ry (t1,t2) =E(Y(t1)Y (t2)) =P(Y(t1) = 1,Y (t2) = 1)
=PX(t1) >1,X(t2) >1)=PX(t1) >1)=1-P(X(t1 =0)=1— e M

Per tant, en general,
Ry (t1,tz) =1 — e~ min(tt2)

—Ato o 7A(t1+t2)
€ e y tl S t2
Ky (t1,t2) = Ry (t1,t2) — my (t1)my (t2) = { e oAt g S g

No és tracta d’un procés estacionari (ni tant sols en sentit ampli).

(d) Sigui

Y(tQ) = aY(tl) + b, t2 Z tl.
Platejant les equacions ortogonals tenim

o —

0=E (Y(tQ) - Y(tQ)) =my(t2) —amy(t1) —b= (1 — e_>‘t2) —a(l— e—Atl) b



0=F ((Y(fg) _ 17(@) Y(tl)) = Ry (t1,t2) — aRy (t1,t1) — by (t1)

— (1 o ef)\tl) o a(l o 67/“1) _ b(l o 67/\“).

Per la segona equacié b = 1 — a. Substituint a la primera trobem a = e~ *271) _ Ajixi,

(d)

—

Y(ty) = e M2 (YV(ty) — 1) + 1.

—

Si Y(t1) = 1, aleshores Y (2) = 1. Observeu que, en aquest cas, Y (t2) = 1. Es a dir,

Y (t2) = Y(t2). L’estimador recupera sense error la variable que s’esta estimant.

Si ta — t; tenim Y(t2) — Y (¢1). També, en el limit, I'estimador recupera sense error la
variable que s’esta estimant.

Si ta — 0, aleshores també t; — 0 i tenim Y (¢3) — Y(0) = 0.

—

Finalment, si to — oo, aleshores Y (t2) — 1. (Noteu que Y(¢) ja val 1 a partir de la primera
transici6 del procés de Poisson X (¢).)

t=k/\

QT Mt Dl g <tk < .

Px(t)X (o) (K1, k2) = e =

Py(t)(O) = 6_)‘t, Py(t)(l) =1- 6_/\75.
my (t) =1 — e, Ry (t,ty) = 1 — e~ Amin{tit2}
Ky (t1,t2) = Ry (t1,t2) — my (t1)my (t2).

No és estacionari en mitjana o en autocorrelacié.

Y(ta) = [V (t1) — 1]e~ 2=t 41,



