Enginyeria Superior de Telecomunicacions

Probabilitat i Processos Estocastics

Examen final, 26 juny 2009 Temps: 3h
Notes provisionals: 1 juliol 2009 Data limit per a allegacions: 2 juliol 2009

1. Un dispositiu de comunicacié consta de 8 linies paralleles. Un sistema de verificacié tria 3 de les
linies a 'atzar i les comprova. Si funcionen bé es decideix que el dispositiu no té cap problema,
mentre que si alguna de les linies comprovades esta malament es revisa tot el dispositiu.

(a) Donat que k linies funcionen malament (k = 0,1,...,8), calculeu la probabilitat que el sistema
de verificacié no detecti cap problema (doneu l'expressié general en funcié de k i els valors
numerics pels diferents valors de k).

(b) Una sobrecarrega fa que un nombre aleatori K de linies deixin de funcionar, de manera que
la probabilitat que aquest nombre valgui k£ és la mateixa per a tot 0 < k < 8. Calculeu
la probabilitat que hi hagi alguna linia defectuosa sabent que el sistema de verificacié no ha
detectat cap problema. Compareu-la amb la mateixa probabilitat sense fer la verificacié.

(¢) Considereu ara que la sobrecarrega afecta independentment a cada linia de manera que cadas-
cuna pot quedar avariada amb probabilitat % El sistema segueix funcionant si com a molt té
dues linies avariades. Calculeu la probabilitat que el sistema deixi de funcionar.

(d) Quin és el nombre mitja i la desviacié del nombre de linies avariades en cadascun dels dos
apartats anteriors?

Solucio:

(a) Sigui V l’esdeveniment “el sistema de verificacié no detecta cap problemai K la variable

aleatoria que dona el nombre de linies avariades. Podem triar les tres linies de (2) maneres.
8—k

Si ninguna ha d’estar avariada, tenim ( 3

) maneres de triar-les. Llavors,

8—k B B B
P(VIK =k) = (é)) _ @8 k‘)é?.?.kg(G k)7

de maneraque P(V|K =0) =1, P(V|K =1) =5/8,P(VIK =2) =5/14, P(V|K = 3) = 5/28,
P(V|K =4) = 1/14, P(V|K = 5) = 1/56, i P(V|K = 6) = P(V|K =7) = P(V|K =8) = 0

(b) Per Bayes:

P(V|K = 0)P(K = 0)

PK>1V)=1-P(K=0V) = 1-—
( " | ) S _oP(V|K = k)P(K = k)

5 5
= 1- 9 =~ =0,55...
En canvi, sense verificacié és:
1 8
P(KZl):lfP(K:O):lfg:§:0,88...

(c) Deixar de funcionar equival a K > 3. Llavors, tenint en compte que K és binomial amb n = 8
ip=1(¢g=2),s'obté:
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P(K >3) = ZP(Kk)lZ(Z)p’Cq”’“137 0,53...

k=0 k=0



(d) En el cas (b), tenim:

8 8
ZkP(K:k):éZk:zl,
k=0

mg =
k=0
: i 8 N\
_ 2 _ _ 2 _ _
ox = <Z(k—mK) P(K_k)> _<Z(k—4) 9) =[5 =2.58...
k=0 k=0
En el cas (c), tenim:
mg = np:§:2,66...,
4
oK = \/Wzgzl,?)?)...

2. Sigui X una variable aleatoria exponencial de parametre A. Donat un valor de X = z, la variable
aleatoria Y| X és uniforme a [z, 2 + 1]. Es demana trobar:

(a) La funcié de densitat conjunta de (X,Y"), dibuixant la regié on és no nulla.
(b) Les funcions de densitat i de distribucié de Y i les seves grafiques aproximades.

(c) L’esperanca de Y, directament i calculant préviament E(Y|X). Trobeu el seu comportament
quan A — oo i interpreteu el resultat d’aquest limit.

(d) La covariancia de (X,Y’). Sén X,Y incorrelades?

Solucio: Sabem que X és exponencial, fx(z) = Ae™*, z > 0, amb mitjana E(X) = %, mentre que
Y|X és uniforme a [,z + 1], fy|x(y) =1, * <y <z + 1. Per tant:

(@) fxy(z,y) = fyix()fx(x) = Ae™ ala regi6 del pla: 0 <z <y < 2+ 1 (la franja del primer
quadrant entre les “diagonals”y =z iy = + 1).

(b) En general, sabem que fy (y) = ffooo fxy(x,y)dz. En el nostre cas:

y
[ e = ey e (0<y<1)
fr(y) = fy
/ )\e_/\xdm = _e_kwi—l — e—/\(y—l) _ e—)\y — e—ky(ek _ 1) (y > 1)
y—1
Y 1 Y
y /(1—6_/\y)dy:y+xe_)‘y = ... (0<y<1)
Fr() = [ friwdy = o , 0
0 (e - 1)/ Ae™Mdy = (e —1)(—e )| = (y>1)
0
(¢) Directament:
= ' -y A * -y 1 1
EY)= [ wfirdy= [ y(A-e)dy+(=1) [ yeNdy=- =1+
0 0 1

d) Calculant previament E(Y|X): Com fy|x =1, x <y < x+ 1, tenim que
|

z+1 y? z+1
E(Y|X) = = = il
v = [ u= =g
Per tant:
1 1 1 1

tal com hem obtingut abans.
Quan A — oo, aleshores E(Y) — %, ja que, en aquest cas, P(X # 0) — 0 i les variables

aleatories Y| X i Y tendeixen a una variable uniforme a [0, 1] amb mitjana 3.



(e) Sabem que p11 = E(XY) — E(X)E(Y), on

e’} ') =00 y=z+1 2 1
E(XY) = / / zyfxy (z,y)dedy = / / zyhe Mdady = - - = 2 + N
0 0 =0 y=x

Per tant,
2 n 1 1/1 n 1y 1
=T\ 2) T
Finalment, com p11 # 0, les variables X, Y no sén incorrelades.

3. El nombre N(t) de missatges que arriben a una bustia de correu electronic en (0,t] segueix un
procés de Poisson de taxa p = 4 missatges per minut.

(a) Sialinstant ¢t = 0 no hi ha cap missatge a la biistia, quina és la probabilitat que el primer no
arribi abans de ¢ = 1/2 minut?

(b) Si at =1 minut han arribat dos missatges, quina és la probabilitat que el segon faci més de
1/2 minut que ha arribat.

(¢) Sabent el nombre de missatges que conté la bustia a ¢ = 4 minuts, quina és la millor estimacié
lineal no homogenia en mitjana quadratica que podem fer de:

i. el nombre de missatges que havien arribat durant els dos primers minuts;

ii. el nombre de missatges que contindra la bustia a t = 5 minuts. Iterpreteu aquest resultat
a partir de les propietats del procés de Poisson.

Indicacid: Per a t; <ty la funcié d’autocorrelacié de N(t) és Ry (t1,ta) = put1 + ptits.

Solucié: Tenim

amb p = 4.
(a) Sigui T} el temps d’arribada del primer missatge. Aleshores,
P(T; >1/2) = P(N(1/2) = 0) = e */? = ¢72 ~ 0.135.
(b) Sigui T el temps d’arribada del segon missatge. Aleshores,

P (T, < 1/2|N(1) = 2) P(Ty < 1/2,N(1) = 2)

P(N(1) = 2)

_ P(N(1/2)=2,N(1) =2)
- P(N(1) = 2)
_ P(N(1/2) = 2,N(1) — N(1/2) = 0)
- P(N(1) =2)
_ P(N(/2) =2)P(N(1) = N(1/2) = 0)

P(N(1) =2)
N e

pre=H /2

1
= 7

on s’ha fet servir la homogeneitat i la independeéncia en temps disjunts del procés de Poisson.

(c) (a) Sigui N(2) = aN(4) + 8. Pel principi d’ortogonalitat s"ha de complir:
B(N() - aN() - ) =0

E((N(2) —aN(4) - p)N(4)) =0



Tenint en compte que E (N(t)) =4t i que E (N (t1)N(t2)) = 4t1 + 16t1to, t1 < to, tenim:
16a+ 3 =38
9720 + 164 = 136
i, per tant, « = 1/2i § = 0. Aixi,

—

(b) Sigui ara N(5) = aN(4) + . Tenim,
E(N(5) — aN(4) — 8) =0

E((N(5) —aN(4) - 5)N(4)) =0

Esa dir,
16ac+ 8 =20

2720 + 165 = 336

La solucié del sistema és « = 1 i 3 = 4. Per tant,

—

N(5) = N(4) + 4.

En efecte, I'estimacié del nombre de missatges que contindra la bustia a ¢ = 5 minuts la podem
obtenir sumant a N(4) l'estimacié del nombre de missatges Y que arriben en l'interval (4, 5].
Pero, per les propietats del procés de Poisson, N(4) i Y sén variables aleatories independents.
Per tant, 'estimacié de Y donat N(4) és simplement E(Y) = 4 missatges. Aixi, N(5) =
N(4) + 4.



