ETS d’Enginyeria de Telecomunicacio
Probabilitat i Processos Estocastics
Resolucié Examen Final 19/01/2007

1. Dosservidors S; i Sy donen servei a un usuari. Per S; la duracié del servei és una variable
aleatoria exponencial de parametre u; mentre que per S la duracié del servei és una
variable aleatoria amb densitat de probabilitat:
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Quan l'usuari arriba al sistema, escull el servidor S; o el servidor S amb probabilitats p i
q = 1 — p, respectivament, 0 < p < 1. Sigui T la variable aleatoria corresponent al temps
que 'usuari és al sistema.

(a) Determineu les funcions de distribucié i de densitat de probabilitat de T'.

(b) Si el temps que 'usuari ha estat al sistema ha estat més gran que 1/pu, calculeu la
probabilitat que hagi estat servit per S

(c) Suposeu que n usuaris han rebut servei del sistema de manera independent. Calculeu
la probabilitat que per almenys dos d’ells el temps que han estat al sistema hagi estat
més gran que 1/u.

(d) En aquest apartat preneu p = 11ip = q = 1/2. Per rebre el servei del sistema 1'usuari
ha de pagar la quantitat «. Si el temps T que ha estat al sistema ha pres el valor
T=7,1<7<2, seliretorna la quantitat
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i si T ha pres un valor més gran que 2 se li retorna la quantitat a/2. Aplicant el

teorema de l’esperanca, calculeu el valor mitja de la despesa de 'usuari.

Resolucié:

(a) Sabem que Fp(t) = P(T < 7). Si 7 < 0 aquesta probabilitat val zero. Si 7 > 0,
P(T <7)=P(T <7|S1)p+P(T < 7|S2)q

Quan 0 < 7 < 2/p:

T ,,2 2.2
Fr(n) = (1= pt [ fudu= (1= p+
0
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mentre que si 7 > 2/pu:
Fr(r) =1 —-e¢"p+q



Derivant, obtenim:

0, T <0,
12
fr(t)=1{ pe " p+ 5T 0<7<p/2,
pe ", T > /2.

(b) Aplicant la formula de la probabilitat condicionada,

CP(SIN{T>1/p})  eTlp
P(SIT > 1/n) = P(T>1/u) e 'p+3q/4

(c) Sigui X el nombre d’usuaris per als quals la duraci6 del servei ha estat més gran que
1/p. Aleshores X és una variable aleatoria binomial de parametres ni § =P(X > 1/u) =
e 'p+ 3q/4. Tenim, doncs,

PX>2)=1-P(X=0-PX=1)=1-(1-8)"-nB(1-p)"".

(d) Sigui D la despesa. Aleshores D = g(T') on la funcié g(7) és:

a, 0<T<1,
g(r) = Oz—%(T—l), 1<r<2,
a—%, T>2.
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Donada la densitat conjunta

fxy(z,y) = { 0 altrament

on k és una constant i A és la regié limitada pel triangle de vertexs (0,0), (1,1) i (2,0),
calculeu:

(a) El valor de k i les densitats marginals.

(b) La funci de distribucié i la funcié de densitat de la variable Z = X + Y.

(¢) L’esperana i la variancia de les variables Z = X +Y i U = XY



Resolucié:

(a) Per al calcul de la constant k, cal igualar a 1 la integral doble de la funcié densitat:
1 2=y 1 1 k
1=/ d kryder =2k |- — - ) = .
/0 y/y e (2 3) 3
Per tant, k = 3.

Per calcular les densitats marginals, en primer lloc escrivim la densitat conjunta de
dues maneres possibles:

fxy(z,y) = 3wyl (y)lye—y ()
= 3wy(Ljo,1)(2)Lj0,2)(y) + Li121(%)1j0,2—a)(¥))-
D’aquesta manera,

2—y

2—y
i) = [ ety ide =3yt [ ede =6y~ )10 ()
Y Y

T 2—x 3 3
fx(z) = /0 3yl (z)dy —1—/0 3yl g(w)dy = 59531[071} (x) + 53:(2 — .’1}')21[172] (x).

(b) La funcié6 de distribucié de Z és

0 si 2z <0,
Fz(2)=P(Z<2)=P(X+Y <2z2)= Sfoz/2 Sy Y yrdady si oz €10,2],
1 si oz >2.
Fent calculs:
0 si z2<Z0,
Fz(z) =% % si z€[0,2],
1 si z>2.

La funcié densitat s’obté derivant la de distribucid; és a dir,

Z3

fz(z) = 11[0,2](2)-

(c) Pel que fa a 'esperanca,

2 4 8
E(Z) = —dz = —.
(2)= ) G =3
Mentre que E(Z?) = §, la qual cosa implica 0?(Z) = .

D’altra banda,

2T, 5, 8
E(XY):/0 / ?msyda:dyzl—5
y

Mentre que E(X?Y?) = £ i, per tant, 02(XY) = 122.

3. Siguin X (¢), Y () dos processos de Poisson independents, els dos de parametre (taxa) .



(a) Donat el procés Z(t) = aX (t)+ [, amb «, 5 € R, es demana trobar la seva estadistica
de primer ordre (funcié de densitat o de probabilitat), la funcié valor mitja i la funcié
d’autocorrelacio.

(b) Comproveu que el procés S(t) = X (t) + Y (t) també és de Poisson i calculeu el seu
parametre (taxa) \.

(¢) Calculeu la millor estimaci6 lineal homogenia en mitjana quadratica de X (2), donats
X(1) i X(3). Interpreteu el resultat. Calculeu 'error quadratic mitja de 1’estimacio.

Resolucié:

(a) Com que X(t) és un procés d’estat discret, també ho sera Z(t), amb funci6 de pro-

babilitat:
Pzuy(z) = PlaX(t )+ﬁ =z} =P{X(t) = 7}
_ )\t()‘t) ¢
(=)
sempre que =2 =k € {0,1,2,...,}; ésadir, z € {f,a+ 5,2a+ 3,...}.

Per altre banda, sabem que X (¢ ( ) té mitjana my(t) = At i funcié d’autocorrelacié
RX(tl,tg) = Aqtg + )\min{tl,tg}. Per tant,

e La funcié valor mitja de Z(t) és
mz(t) = E{aX(t) + 0} = aE{aX (t)} + 8 = aXt + (.
e Mentre que la funcié d’autocorrelacié de Z(t) és

Rz(ti,t2) = E{[aX(t1)+ B)laX(t2) + B}
= a?B{X(t1)X (t2)} + aB[E{X (t1)} + E{X (t2)}] + 3?
= aQRx(tl,tQ) + aﬁ[mx(tl) + mX(tQ)] + 52
= o®(Ntyty + Amin{ty, ta}) + afA(ty + t2) + (2.

(b) Per a k=0,1,2,..., la funcié de probabilitat de S(t) val:
k
Psy(k) = P{X(t)+Y(t) =k} = Z P{X(t)=rY({t) =k —r}
k
= Z P{X(t) = k}P{Y(t) = k — x}

Con )\tk K 672)\75 k k . B
— 2 Z (T Z(JW (At)k

k=0

@_m ko (2A)F
on s’ha utilitzat la hipotesi d’independencia entre X (¢) e Y(¢). Per tant, S(¢) és un

procés de Poisson de parametre (taxa) N = 2.
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(c) La millor estimacié lineal homogenia és de la forma X (2) = aX (1) +bX(3). Aplicant
el principi “ERROR L DADES”, obtenim:

E{[X(2) — aX(1) =0X(3)]X(1)} = 0,
E{[X(2) —aX(1) —bX(3)]X (1)} = 0,

d’on resulta el sistema

aRx(l, 1) + bRX(l,?)) = Rx(l, 2),
aRx(1,3) + bRx(3,3) = Rx(2,3)

Es a dir (en forma matricial i dividint les dues eqiiacions per A),
A+1 3x+1)[(a\ [ 2a+1
3N+1 9A+3 b ] \ 6A+2 )’
amb solucions a = b = % Per tant, la millor estimacio és:
1
X(2) = XM +XEB)] = X(1) + 5[X(3) - X(Q)]- 1.

Que és por interpretar com el valor mitjd de punts (transicions) en els intervals [0, 1]
i[0,3] (primera igualtat); o bé com el nombre de punts a [0, 1] més la “taxa real”en el
interval [1, 3], \' := 2[X(3)— X (1)], per la longitud del interval [1,2] (segona igualtat).

En quant a 'error comés, tenim:

e = B{IX(2)- X(2)7} = E{[X(2) - X(2)]X(2)}

= E{[X(2) - %[X(l) + X (3)]]X(2)}
= RX(2’2) - %RX(172) - %RX(372)
= 4)\2 42\ - %(%2 + ) — %(6)\2 +2)) = g



