ETS d’Enginyeria de Telecomunicacio
Probabilitat i Processos Estocastics

3. El nombre d’usuaris X (¢) que arriben a un sistema en (0, ] és un procés
de Poisson de taxa (nombre mitja que arriben per unitat de temps) p. Diem
Y (t) al nombre d’usuaris que arriben durant l'interval (¢,¢+ 7], on T > 0 és un
valor fixat.

(a) Calculeu la funcié valor mitja i la funcié d’autocorrelacié del procés Y ().
Dieu si Y (¢) és o no estacionari en sentit ampli. Que podeu afirmar de les
variables aleatories Y (t 4+ 7) 1 Y (¢) quan |7| > T

(b) Calculeu la millor estimacié lineal en mitjana quadratica de Y (¢t + 7),
7> 0, donat Y (¢). (Distingiu els casos 7 <T i1 >T.)

Resolucié:
(a) Tenim Y(¢) = X (¢t + T) — X (¢). Per tant,

my(t) = E(Y () =EX{@+T)-X (@) = mx(t+T)—mx (t) = p(t+T)—put = pT.
Aixi, my (t) = my és constant. D’altra banda,
Ry (t1,t2) = E(Y/(t1)Y (t2)) = E((X(t1 + T) = X(t2))(X(t2 + T') = X(t2))) =

Rx(t1 +T,ta +T) — Rx(t1 +T,t2) — Rx(t1,t2 + T) + Rx(t1,12),

on Ry (u,v) = pmin (u,v) + p?uv és la funcié d’autocorrelacié d'un procés de
Poisson de taxa p. Podem suposar, sense perdua de generalitat, que t; < to.
Aleshores, si t1 + T < ta:

Ry (ti,to) = p(ty + T) + pP(t1 + T)(t2 + T) — p(ty + T) — pi?(ts + T)ta—

pty — pPty (te + T) + pty + pPtoty = p?T2.
D’altra banda, si t; + 1 > to:

Ry (t1,t2) = p(ts + T) + pi(tr + T)(ta + T) — pty — pi?(tr + T)ta—

pty — pPta(ta + T) + pty + pPtty = p*T? + pT — p(ty — t1).
Per tant,

2T+ (T = 7)), |7l <T
Ry (t,t+7) = Ry(1) =
1T, 7| >T

El procés Y (t) és doncs estacionari en sentit ampli. Noteu, també, quesi |7| > T,
aleshores Ry (1) = m2., és a dir, les variables aleatories Y (¢) i Y (¢t + 7) sén
incorrelades. De fet, per les propietats del procés de Poisson, Y(¢) i Y (¢t + 1)

sén independents.

(b) Tenim ?(t +7) = aY (t) + . Pel principi d’ortogonalitat:

E(y(t+r)—?<t+r)) —E(Y(t+7)—aY(t)—B) =0



E((Y(t+7)=Y(t+7) Y1) = BE(Y(t+7)—aY(t) = /)Y (1) =0
Per tant,
amy + 6 =my
aRy(O) + Bmy = Ry(’r)

Si T < T tenim el sistema

wl 1 a \ wl
pw?T? + T uT B ) \ w?T?+u(T—7)

que té solucid
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és a dir,

Y(t+7)= (1 - %) Y (t) + pr.

Si T > T el sistema és:

wl 1 o\ wl
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que té ara solucio
a=0, B =uT,
és a dir, l'estimador és constant (= my ):

o~

Y(t+71)=puT.



