PROBABILITAT I PROCESSOS ESTOCASTICS ETSETB

Enginyeria de Telecomunicacio Publicacié notes provisionals: 21/6/05
Examen Final — Primavera 05 Limit per a allegacions: 27/6/05
6 de juny de 2005 Publicacié notes definitives: 29/6/05
(Feu els problemes en fulls diferents) Temps: 3h

Dos jugadors, A i B, juguen al joc seglient. Cada un d’ells té una baralla de 52 cartes (4 pals
i 13 ntimeros que, ordenats segons el seu valor, sén: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K, A), de
la qual extreuen una carta a 'atzar. Guanya qui ha extret la carta més alta. Si hi ha empat,
tornen a col.locar la carta i juguen de nou.

(a) Proveu que la probabilitat que guanyi A a la primera extraccié és 6/13. Quina és la
probabilitat que A acabi guanyant el joc?
(b) Calculeu el nombre mitja de vegades que han de jugar fins que un dels jugadors guanya.

(c) Suposeu que en la primera jugada guanya A. Quina és la probabilitat de que hagi obtingut
com a molt un 57

Resolucio:

(a) Siguin C4 i Cp les cartes que obtenen A i B, respectivament. Tenim que

13
P(CA > CB) ZZP(CA > Cp | Cp :j)P(CB :j)7

j=1
i P(Cp = j) = 1/13. A més,
0 sij=1,
12/13 sij =2,
P(CA>CB|CB:j):

2/13  sij =12,
1/13  sij=13.
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Per tant, P(C Cp)=— Lo -7 v
er tant, P(C4 > Cp) B4&13 18 2 13
(b) El nombre de vegades que han de jugar fins no es produeixi un empat es una variable
aleatoria geometrica amb p = 12/13. Per tant, el nombre mig de vegades que hauran de jugar
és 1/p=13/12 = 1.083.

(¢) Volem calcular

P((Ca>Cp)N(Ca <5))

P(CA§5|CA>CB)= P(CA>CB)

Com

P((Ca > Ca) N (Ca<5) = 3 PUCA= )N (Cr <) =3 =~ D) = =

Jj=3 Jj=3

1
resulta que P(C4 <5|Cq > Cp) = i



2.

Una variable aleatoria bidimensional (X,Y") té funcié de densitat de probabilitat:

kel o<z <00, 0<y < |z
Py (@) = { 0, altrament
(a) Calculeu el valor de la constant k.

(b) Determineu les funcions de densitat de probabilitat marginals fx (z) i fy (y) i representeu
de forma aproximada les seves grafiques. Quin tipus de variable aleatoria és Y7 Sén X i
Y independents?

(c) Calculeu la covariancia de X 1 Y. Sén X 1Y incorrelades?

(d) Determineu fx|y (2]Y =y) i calculeu E(Y|X = —1). Comenteu per qué aquesta esperanca
déna un valor a l'interval (0, 1).

Resoluci6:

(a) El valor de k queda determinat per la condicié ffooo fix;o fxv(z,y) dedy = 1. Integrant a la
regi6é on fxy(x,y) és diferent de zero, obtenim:

[e's] [e's) (e%s) —y [e's)
/ / fxy(z,y) dedy = k‘/ e Y (/ e’ dx —|—/ e " dx) dy =
—o0 J —0o0 0 —o00 Y
k/ e Y (2/ e " daz) dy = k;/ 2e % dy =k,
0 Yy 0

(b) Integrant en y per cada z fixat, —0o < z < 00, tenim:

don k=1.

oo ||
x) = z,y) dy = e~ 1! e Vdy=e Il (1 —elol) = elol _ o202l
fx(2) fxy(z,y) dy y
o 0
Analogament, integrant en x per cada y fixat, 0 < y < co:

(o) o0
e’ dx —|—/ e dr= 2/ e Tdr=2e%,
y y

-y

fy(y) = /_Z Ixv(z,y) dx :/

— 00
La variable aleatoria Y és exponencial de parametre 2.

Com que fxy(z,y) # fx(z)fy(y), les variables aleatories X 1 Y no sén independents.
(c) Per la simetria parella de fx(z), E(X) = 0. Aix{:
u1 = E(XY) - E(X)E(Y) = E(XY).

Aplicant el teorema de I’esperanca:

E(XY) = [ [ 2y fxy(z,y) dedy =

) —y 00
/ ye Y (/ xe® dx +/ ze " dm) dy =
0 —0o0 Yy
/ ye Y </ (—z)e™ " dx —|—/ xe ” dx) dy = 0.
0 Yy Yy

Per tant, les variables aleatories X i Y sén incorrelades.

(d) La funcié densitat condicionada fxy (z|Y = y) esta definida per a cada y > 0:

e’ Y 1.
ﬁzieye"c, _Oo<x<_y
e
.ﬁXY($7y)
fxiy @Y =y) = ———== =10, —y<z<

| fy(y) Y Y
—z—y 1
¢ ==eYe™ y<ar<o

2e—2v 2



D’altra banda,

_ fXY(_17y) e_le_y

X — _1 e = = _y7 0 < < 1~
fY|X(y| ) ,fX(_l) e—1 _ -2 e_1 € Y
Per tant,
boe e—2
EY|X=-1)= —— ye Ydy = .
VX == [ ey =

Sigui A una variable aleatoria exponencial de parametre A. Definim el procés estocastic (per a
t>0):
1, 0<t<A,
X(t) = { 0, altrament.

Es demana:

(a) La funcié de distribucié Fix(z;t) (que caracteritza lestadistica de primer ordre del procés).

(b) Les funcions de valor mitja i d’autocorrelacié de X (¢). Es un procés estacionari en sentit
ampli?

(¢) Trobeu la millor estimacié lineal homogenia de X (t3) donada X (¢1), t; > 0. Comenteu qué
passa en cadascun dels casos: (1) t1 < ta, (2) t1 =t21 (3) t1 > ta.

(d) Trobeu l'error quadratic mitja de I'anterior estimacié (pel cas (1)). Raoneu el seu compor-
tament quan to — 0.

Resolucié:

(a) Per a cada t > 0, X(t) és una variable aleatoria de Bernouilli amb funcié de probabilitat

Px(1;t) == P(X(t)=1)=P(A>1t)= /t Ae M5 = [—e M7 = e,
Px(0;t) = P(X(t)=0)=1-P(X(t)=1)=1—e.
Per tant, la funcié de probabilitat és:
0, z <0,
Fx(z;t) =4 1—e™, 0<2<1,
, > 1.
(b) La funcié valor mitja és:
mx(t) = B{X ()} = P(X(t) = 1) = ™ (£ > 0);
mentre que la funcié d’autocorrelacié dona:
Rx(t1,t2) = E{X({t1)X(t2)} =P(X(t1)X(t2) =1)=P(X(t1) =1, X(t2) = 1)
= P(A Z max{tl,tg}) = )\6_/\6d5 = e—/\max{tl,tz} (tl,tQ Z 0)
max{ty,t2}

Per tant, com my (t) no és constant (depen de t) i Rx(¢1,t2) no depen sols de 7 = 1 — to, €l
procés no és estacionari en sentit ampli.

(¢) La millor estimacié lineal homogenia de X (t2) donada X (¢1), t1 > 0, és )?(E) =aX(t), a

—

on « és una constant caracteritzada per la condicié que el “error” X (t2) — X (t2) és ortogonal a
la “dada” X (t1):
E{[X(ﬁg) — OéX(tl)] . X(tl)} =0 = RX(tl,tQ) - aRx(tl,tl) =0
D’on
Rx (t1,t2)

o= —=""2
Rx(t1,t1)

Aleshores, pels diferents casos obtenim:



(1) (h <t2)

e—)xtg —

a="—x = e At2—t1). X (t) = X (t1)e Mt27t),

Noteu que, com era d’esperar, X (t3) — X (t1) quan to — t5.

(2) (t1 = t2) Obviament,

(3) (t1 > t2)
a=1  X(t2) = X(t1).

En aquest cas, estimaci6 és exacta quan X (1) = 1.

(d) En el cas (1) (t1 < t2), error quadratic mitja de Pestimacié és:
— ——2
e = E{[X(t2) - X(t2)]*} = E{X(t2)*} - E{X(t) }
Rx(tg, tg) _ e—2>\(t2—t1)RX (tlatl) — e—Atg _ 6—2)\(t2—t1)e—)\t1
e—>\t2 [1 _ e—)\(tz—tl)]’

—_—

a on s’ha utiltzat el “teorema de Pitagores” (degut a l'ortogonalitat entre X (t2) — X (t2) i X (t2)).
Quan ty — oo, lerror € — 0 ja que X (t2) — 0 és una estimacié exacta (totes les realitzacions
del procés acaben valent zero quan el temps es suficientement gran).



