E.T.S. d’Enginyeria de Telecomunicaci6

Probabilitat 1 Processos Estocastics

Examen Final. 8 de gener de 2001

1. Un commutador té tres entrades i dues sortides. Cada una de les tres entrades pot estar activa o no amb
probabilitats pi ¢ =1—p, 0 < p < 1, respectivament, independentment de l’estat de les altres entrades.
Cada entrada activa escull equiprobablement, també de forma independent de les altres entrades, una de
les dues sortides. Una sortida s’activa si es escollida per almenys una de les entrades actives.

Siguin F i S les variable aleatories que compten, respectivament, el nombre d’entrades i de sortides actives.

(a) Calculeu P(S =k | E =1).

(b)

(c) Calculeu P(E=i|S=1).

(d) Suposeu ara que el commutador té n entrades i m sortides. Calculeu la probabilitat que una sortida
determinada no estigui activa.

Calculeu la funcié de probabilitat de S.

Resolucié:

(a) La probabilitat P(S =k | E = i) només pot ser diferent de 0 si i > k.

(a) Casi=0

P(S=0]E=0)=1.
(b) Casi=1

P(S=0|FE=1)=0,

P(S=1|E=1)=
(c) Casi=2

P(S=0|E=2)=0.
P(S =1| E =2) = P(les dues entrades seleccionen s; o les dues entrades seleccionen s5) =

1 1 1

4+4_2

P(S:2|E:2):17P(S:1|E:2):%.
(d) Casi=3

P(S=0|E=3)=0.
P(S =1 E = 3) = P(les tres entrades seleccionen s; o les tres entrades seleccionen sg) =

1 1 1

8+8_4'

P(S:2|E:3):1—P(S:1|E:3):g



Per tant,

1 1 3
P(S=1)=P(E = 1)+ ;P(E =2)+ {P(E =3) = 3pg” + p"q + 11",
HS:2%:JXE:Q%%%%E:$:§ﬁq+Zﬁ.

P(S=1|E=i)P(E =i
P(E=i|§=1)= ¢ I|’(S_1))( )

P(E=1 3pq®
PE:1 S: = — ,
( | ) P(S=1) 3pg®+3p*q¢+ 1p°

$P(E=2) 3p%q
P(E=2]|8S=1)=2 — = 5 2§2 T3
P(S=1)  3pg®+ 5p%°q+ 1p

iP(E =3) i’
PE=3|S=1)=" "= s 35 13
P(S=1)  3pg® + 5p*q+ 3p

(d) Sigui s una qualsevol de les m sortides:

n

P(s no activa) = ZP(S no activa | E =4)P(E =1) =
=0

S0 (=50 -y

i=0 i=0
n n
-2 = 2)"
m m
També, si e és una qualsevol de les n entrades

P(s no activa) = P(cap entrada activi s) = (P(e no activi s))"

(P(e no esta activa) + P(e esta activa, e no escull s))" = (q +p _> = (
m

2. Siguin (X,Y) una variable aleatoria bidimensional i U := X +Y, V := X — Y.

(a) Proveu que Cov(U, V) = Var(X) — Var(Y).



(b) Donada la funcié
%, sia<xr<bid<y<l1
flz,y) =14 1,

sib<xr<20i0<y<1

0, altrament

digueu per quina o quines de les segilients parelles de valors de a i b pot ser f la densitat de la variable
aleatoria (X,Y): 4) a=—-1,b=1; i) a=1,b=2; iii) a=0, b=2/3.

(c) Suposeu ara que el vector (X,Y) és gaussia amb E(X) = E(Y) =0, Var(X) =0%, Var(Y) =02 i
Cov(X, Y) = 0. Calculeu les funcions de densitat fy(u), fv(v)1i fuv(u,v).

(d) En les mateixes condicions de lapartat (c), demostreu que U i V sén independents si i només si

2 _ 2
Ox =0y-

(e) En les mateixes condicions de l'apartat (c), ordeneu de més petita a més gran les quantitats segilients:
P(|X] <2)iP (U] <2). (Justifiqueu la resposta.)

(f) En les mateixes condicions de 'apartat (c), i si, a més, 0% = 0%, aleshores X i Y sén dues variables
identicament distribuides. Vol dir aixo que aleshores P(V = 0) = 17 (Justifiqueu la resposta.)

Resolucié:
(a) Tenim
Cov(U,V)=E(UV) - EU)E(V) =EX? -Y?) — (E(X) +E(Y))(E(X) - E(Y)) =
(E(X?) — E(Y?)) - (E(X)? = E(Y)?) = Var(X) — Var(Y).

(b) f sera una funci6 de densitat si és sempre positiva i la [[5. f(x,y)dz dy val 1. Com

1 b 2b 2
1’ 3b a
[t mdean= | dy(/ bt ] dx>_2_2b’

la integral val 1 per les parelles i) i 4i); perd amb la parella i), f és negativa per (z, y) € (—1, 0) x
(0, 1). Per tant, la inica parella per la qual f és una densitat és la iii).

(¢) Com que X iY sén conjuntament gaussianes i independents (perque tenen covariancia 0), també U
i V, que s6n combinacions lineals de X i Y, s6n (conjuntament i individualment) gausssianes. Com
EU)=EX)+EY)iE(V)=EX)-E(Y),E(U) =E(V) =0.1, com que Cov(X, Y) =0, Var(U) =
Var(X) + Var(Y) i Var(V) = Var(X) + (—1)? Var(Y). Per tant, Var(U) = Var(V) = 0% + o%. Aix{
doncs,

2 2

1 1 2
= - = ¢
V2my\/o%k + ot V2my\/o% +oi

2 (ai +a§,) )
Per calcular la densitat conjunta, es pot fer servir que (U, V') té distribucié conjuntament gaussiana
i calcular-ne els parametres estadistics, o bé, es pot observar que

()=c (). mo=(i L)

u

RV fu(v)

fu(u)

p . . .. 1/2  1/2 .
Com que G té determinant igual a -2 i inversa (1?2 _1/ /2) , obtenim que
1 u+v u—v 1 Lt ok +a%)722w (3 —oy)
= = = .= 8% 7y X
fov(u; v) 2 Fxy ( 2 72 ) dmox oy c



(d) Com que (U, V) s6n conjuntament gaussianes, seran independents si i només si tenen covariancia
zero 1 aixo equival, per Iapartat (a), a que X 1Y tinguin la mateixa variancia. (També es pot veure
tot comprovant, a partir de ’apartat anterior, que la densitat conjunta és igual al producte de les
marginals si i només si X 1 Y tenen la mateixa variancia.)

(e) A partir dels calculs de 'apartat (c) tenim que:
P(IX| <2) =P(-2 < X <2) = Fy(o,1)(2/0x) = Fn(o,1)(=2/0x) =2 Fn(0,1)(2/0x) — 1

i, analogament,
Com que la funcié de distribucié de la normal és estrictament creixent i ox < /0% + 0%, se’n
deduiex que P(|X]| < 2) > P(|U| < 2).

(f) No, si 0% = 02 = 02, V és gaussiana, amb esperanga 0 i variancia 2 o2; per tant P(V = 0) = 0.

3.  X(t) és un procés estocastic estacionari, amb valor mitja m(t) = 0 i autocorrelacié R(7) = cosT.

(a) Per a cada t fixat, calculeu la millor estimacié lineal no homogenia en mitjana quadratica de X (t)
donats X (0) i X(7/2).

(b) Calculeu l'error quadratic mitja de 'anterior estimacié i demostreu que X (¢) és una oscillacié ale-
atoria.

(¢) Enuncieu dos criteris suficients d’ergodicitat en valor mitja. Determineu si X (¢) és un procés ergodic
en valor mitja per aplicacié d’aquests criteris, o calculant la variancia de la seva mitjana temporal,
en cas que no es verifiquin.

Resolucié:
(a) Com que m(t) =0, estimador pren la forma aX (0) +bX (7/2). Les equacions del principi d’ortogo-

nalitat sén
{ El(aX(0) +bX(r/2))X(0)] = ?[X(t)X(O)}

E[(aX(0) +bX(7/2)) X (7/2)] = E[X ()X (7/2)]

Es a dir
{ aR(0) +bR(n/2) = R(t) N { a = cost
aR(m/2) +bR(0) = R(w/2 — t) b=sint

Per tant el millor estimador de la variable aleatoria X (t) és cost X (0) + sint X (7/2).

(b) L’error quadratic mitja és
€= E[(X(t) - (aX(0) +bX(r/2)))’] = BIX()(X(t) — (aX(0) + bX (m/2)))]

= R(0) —aR(t) —bR(w/2 —t) =1 — costcost — sintsint = 0.

Com l'error és zero, per a t arbitrari X (¢) coincideix exactament amb ’estimador:
X(t) = X(0)cost + X (m/2)sint,

que és una oscillacié aleatoria.



(¢) X (t) no verifica cap dels dos criteris suficients d’ergodicitat ja que no existeixen

oo
/ cos Tdr, lim cosT.

. 7| =00

Com els criteris només sén suficients, amb ells no podem dir res sobre l'ergodicitat de X (¢).
Per determinar si X (t) és ergodic s’ha de calcular 02, la variancia de la mitjana temporal

1 T

= — X .
o7 |, X

mr
Una manera de calcular-ho és:
1 2T 7]
2
= — ——|d

on C(1) = R(1) —m? = cos T és la funcié d’autocovariancia de X (t).

9 1 [ |7] 1 [*r T
0T =55 _QTCOST< —2T>dT:T/O cos7'<1—ﬁ)d7'
1 /. T cosT\|?T 1 —cos2T
= —(Smr(l——)— ) - %
T 2T 2T /|, 2772

Com es veu inmediatament, 0 — 0 per T — oo. Per tant, X (¢) és un procés ergodic.

Un procediment alternatiu és calcular directament

. .
my = i/ (X(0)cost + X (m/2)sint)dt = X(O)SmT
2T J_p T

d’on ) ) )
sin® T sin® T’ sin®T'

U%: 72 7X(0) T T2 R(0) = T2



