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Processos Estocastics 9 de gener de 2009 temps: 2h 30m

1.

Siguin X i Y variables aleatories conjuntament gaussianes, amb valors mitjans
mx = 11imy = -1, variancies (7)2( =1i 0'5 = 4, i coeficient de correlaci6 p,
0 < p < 1. Calculeu la millor estimacié en mitjana quadratica de S = X + Y donada
T = X —Y. Calculeu també I'error d’aquesta estimacio. Interpreteu el resultat quan
p = 1, irelacioneu-lo, en aquest cas, amb I'estimaci6 de Y donada X.

Resolucio: Les variables aleatories S i T també sén conjuntament gaussianes. Per
tant, la millor estimaci6é de S donada T és lineal,

.§ = LH;;T (T —mr) + ms.

or
Calculant els diferents parametres tenim:
ms = myx + my =0,
mr =myx — My = 2,
pist = E(ST) — mgmr = E(X* - Y?) = E(X?) - E(Y?) =
oi+my—(ot+mi)=2-5=-3,
0% =E(T?) —-m% =E(X?* +Y?-2XY) -4=2+5-2E(XY) -4 =
3-2(poxoy +mxymy) =3-22p—-1) =5—4p.

Aixi, \
S=524,T-2
L’error val
€ = E(S=$)* = E((§-5)S) = E($?)~E(SS) = E(X*)+E(Y*)+2E(XY) < :4pE(ST) =
-3 161 - p?)
2+5+212p-1) - 5—4p(_3)_75—4p .

Sip=1,e=0itenimS = S = —3T + 6 amb probabilitat 1. En efecte, si p = 1 es
compleix, amb probabilitat 1, que

Y:?(X—mx)ery=2(X—1)—1=2X—3-
X

Per tant, amb probabilitat 1, S =X +Y =3X-3iT =X -Y = —X + 3. Aixi, amb
probabilitat 1, S =3(3—-T) -3 =-3T + 6.




2. Sigui A una variable aleatoria discreta que pren els valors 0 i 71/2, cadascun d’ells
amb probabilitat 1/2, i sigui Y una variable aleatoria gaussiana d’esperanca O i
variancia o2, independent de A. Definim el procés estocastic

X(t)=Ycos(t+A).

Calculeu la funci6 valor mitja i la funcié d’autocorrelacié del procés X (t). Es X (t)
estacionari en sentit ampli? Que podeu afirmar sobre I’ergodicitat en valor mitja
del procés?

Resolucio: Per a cada t fixat, Y és independent de la variable aleatoria cos (t + A).
Per tant,

mx(t) =E(X(t)) =E(Ycos(t+A)) =E(Y)E(cos(t+A)) =0
D’altra banda,
Rx(t1,t2) = E(X(t1)X(t2)) = E(Y?cos (t; + A) cos (> + A)) =
E(Y?) E(cos (t; + A) cos (t2 + A)) =

o? ((COS ticosty) P(A =0) + cos <t1 + g) coS <t2 + E)P <E)) =

2 2
2 0-2 0.2
- (costycosty +sint; sinty) = 7cos(t1 —t) = 7cos T.
Com que
o?sinT
hEloZTJ Cx (1) dT—l ﬁj —COSTdT— 1100?—0,

X (t) és ergodic en valor mitja.

3. Siguin T; i T, el temps transcorregut fins a la primera i la segona transicio, respec-
tivament, en un procés de Poisson de taxa u.

(a) Determineu P(T; < s, To <t)peraO<t <s.
(b) Determineu P(T; <s,T> >t) pera0 < s < t.

(c) Amb els resultats anteriors determineu la funcio6 de distribuci6 conjunta Fr, 7, (s, t).
Calculeu també la funcioé de densitat conjunta fr,r, (s, t).
(Indicacio: considereu 'esdeveniment {17 <s,T, <t} U {T; <s,T> > t}.)

(d) Fent el canvi X = Ty, Y = T, — T, calculeu la densitat conjunta fxy(x,y).
Deduiu d’aquest resultat que les variables aleatories X i Y son independents.
(Recordeu que, per les propietats del procés de Poisson, X i Y son exponencials
de parametre pu.)

Resolucio: Diem Z(t) al procés de Poisson.



(@) Si0 <t <s,escompleix {T; < s} c {T, < t}. Per tant,

P(Ty <s,To<t)=P(ILb <t)=1-P(Tr >t) =

1-P(Z(t) =0) —P(Z(t) =1) =1 —e M — pute .
(Noteu que {T, > t} és I'esdeveniment “0 6 1 transicié en (0,t]”i que Z(t) és una
variables aleatoria de Poisson de parametre put.)
(b)Si0 < s <t tenim
P(Ty <s,To>t)=P(Z(s)=1,Z(t) =1) =P(Z(s) =1,Z(t) — Z(s) =0) =
P(Z(s) = 1) P(Z(t) — Z(5) = 0) = (e ps) (e H(E79)) = pse ¥,

(Recordeu que Z(s) i Z(t) — Z(s) son variables aleatories de Poisson, la primera de
parametre us i la segona de parametre u(t — s).)
(c) Trivialment Fr,1,(s,t) = O quan s < 0 6 t < 0. D’altra banda, el resultat de
I’apartat (a) correspon a Fr, 1, (s,t) per a0 < t < s. Finalment, com que

P(Ty <s,To>t)+P(T1 <s5,To <t) =P(T1 <5),

tenim
Frr,(s,t) =P(Ty <s,To <t)=1—-e ™ —puse™™, 0<s<t.

Figura 1: Fr,1,(s,t)

Derivant respecte a s i t obtenim:

frn(s,t) =ple ™, 0<s<t.

(d) Les equacions x = s, y = t — s, defineixen una transformaci6 bijectiva de
R? en R?, amb jacobia (en valor absolut) igual a 1, tal que la regi6 imatge de la
regio{(s,t) € R?, 0 < s < t} és {(x,y) € R%, x > 0,y > 0}. Aplicant el teorema
del canvi de variable tenim:

fxy(x,¥) = frn(x,x +y) =p?e *** x>0, >0



Per tant,
Sxy(x,y) = (ue %) (ne ™) = fx(x)fr(y),

i les variables X i Y sén independents.




