ETSETB-FME
Introduccio a les Matematiques de I'Enginyeria

Control. 22 de desembre de 2004 Temps: 2h 30m

1.

(@) Si X iY son variables aleatories independents i Z = min (X,Y), de-
mostreu que

Fz2(2)=1-1-&@2)A-F(2)

(b) Siguin Xy(t) i X5(t) processos de Poisson independents de taxes [ i
Mo, respectivament, i sigui

X (1) = Xy (t) + Xa(1).
Calculeu la funcid densitat de probabilitat i I'esperanca del temps T

transcorregut fins que es produeix la primera transicio de X(t).

(c) Calculeu la funcié de probabilitat de primer ordre del procés X(t).
Sabrieu relacionar aquest resultat amb I'obtingut a I'apartat anterior?

Resolucio:

(a) Per la definicid de funcid de distribucid de probabilitat tenim:
Fz2(z) =P(Z=2)=P(MIin(X,Y)=2z)=1—-P(mMin(X,Y) =>2z) =

1-P(X>2z,Y>2)=1-P(X>2)P(Y >2)=1-(1—-Fx(2)) (1 —Fy(2)),

on hem aplicat P(X > z,Y > z) = P(X = z2)P(Y > z) perser X iY
independents.

(b) Si T; és el temps fins que arriba la primera transicido de X;(t), i =
1,2, i T és el temps fins que es produeix la primera transicid de X(t),
aleshores T = min(T.,T,), amb Ty i T, variables aleatories exponencials,
independents, de parametres ; i Mg, respectivament.

Per tant, pel resultat de I’apartat anterior:

fr () = Fr(t) = fr, (D1 — Fr, (1)) + Fr, (O — Fr, (V) =

L1
0, t<O

(“’1 + uz)e_(”l"'IJZ)t, t>0



Es a dir, T &s exponencial de parametre p; + [ i, per tant,

E(T)= ———
(M M1 + M2

(c) Sigui n = 0 un enter fixat.

L1
P(X(t) =n) =P Xy (1) + Xz(t) = n) = P(X1(t) =K, Xa2(t) = 1) =

k+r=n

 — S . )
P(X1(t) = n—k) P(X2(t) =k) = e_“lt((tf]lt—)k)! e—uzt(“f(t!) _

k=0 k=0

e - ~(u+ (M1 + p2)B)"
- T k (p-lt)n k(l.l.zt)k =e (H1+pH2)t (J_n'Z)

n=0

on P(X1(t) = Kk, Xz(t) = r) = P(X1(t) = n — K)P(X2(t) = K) ja que Xy (t) i
X2 (t) sdn processos estocastics independents.

Noteu que X(t) és, per a cada t, una variable aleatoria de Poisson de
parametre (4 + p2)t. Aixi, el nombre mitja de transicions per unitat de
temps de X(t) val y; + 4o, amb conseqiiéncia amb el fet que el temps fins
a la primera transicido de X (t) és exponencial de parametre p; + [z i, per
tant, E(T) = 1/(1 + H2).

A partir de les variables aleatories A i B conjuntament gaussianes d’espe-
ranca zero, variancies crﬁ i GBZ, respectivament, i coeficient de correlacid
p, es defineix el procés estocastic

X(t) = At +B
(a) Calculeu el valor mitja i la funcid d’autocorrelacié de X(t). Es un
procés estacionari en sentit ampli?

(b) Doneu la funcid de densitat de primer ordre del procés.

(c) Si A'i B son incorrelades, trobeu la millor estimacid lineal en mitja-
na quadratica de X(t) donades X(t;) i X(t2), amb t,t;,t, instants
distints. Comenteu elscasost - t; it - to.

(d) Calculeu I'error quadratic mitja comés amb I'’estimador calculat a I'a-
partat anterior. Interpreteu el resultat que s’obté.



Resolucio:

(a)
myx (t) = E(At +B) =E(A) t +E(B) =0

Rx (t1, t2) = E ((Aty + B)(At; + B)) = E(A®) t1t, +E(AB) (ty +12) +E(B?) =
02 tit + poaos (t; + ) + 0F
No és estacionari.
(b) X (t) &és, per a cada t, una variable aleatoria gaussiana N (0, c?(t)), on
o?(t) = Rx(t,t) = 02 t?> + 2poa0s t + OF.

Per tant,

2

1 _ X
u(xit) = v—1= o AR @ zponsy t+d

211 o2 t2+2poa0s t+ 02

(c) Com que les variables aleatories X(t1), X(t2) i X(t) tenen esperanga
zero, la millor estimacio lineal la donara I’estimador homogeni

X () = aX (ty) + bX(tz).
Les condicions d’ortogonalitat
E((X(t) —aX(t) —bX()X()) =0, i=1,2

donen lloc al sistema lineal (tenint en compte que E(A?) = o2, E(B?) = o7
i E(AB) = 0):

CIT1 C 101 1
ot?+02 oftity +02 a _  oiut+of
oitit, + 0F OAts +0F b —  oitt+o?

que té solucid
t,—t t—t
a= =2 , b= _-—*-
-t tb—t
Per tant,
VRN tr—t t—t
X(t) = X(ty) + X(t2)
t2 - tl t2 - 1:1

que tendeix cap a X(tj) quant - t;, i =1, 2,



(d) L’error [Cdomes val:

Leh G+ oo R R
[FE X@)—-X({) =E X(@t)—X() X(t) =

Rx(t, t) - aRx(t, tl) - bRx(t, tz) =

t,—t t—
2 (0R tty +0§) —
t,— 1t t, —

Aquest resultat implica que:

t
cit?+ 0o — tl (citt,+02)=0
1

X(t) = X(t) amb probabilitat 1

En efecte,
X(t1) = At; +B, X(t) =At, +B
d’on
A= X(tz2) — X(ty B— X (t1) — t X(t2
tb—t; tb—1t
i, per tant,
th—t t—t —
X () = 22— X(t) + ——X(t2) = X(t)
to— 4 -1t

Expligueu el concepte d’ergodicitat en valor mitja.



