ETSETB-FME

Introduccié a les Matematiques de ’Enginyeria

Control. 19 de desembre de 2001 Temps: 1h 30m

1. Calculeu la funcié valor mitja i la funcié d’autocorrelacié de Poscillacié aleatoria
X(t) = cos (Ut + D),
on {2 és una variable aleatoria amb funcié densitat de probabilitat

—(w—wo) >
e , W>wo
fo(w) = { 0, altrament

i ® és una variable aleatoria uniforme en [0, 27], essent Q i ® independents.

Solucio:

Com que €2 i ® so6n variables aleatories independents, la seva funcié de densitat conjunta val:
1 —(w—wo)
P o, wZwp, 0< ¢ <2m

fos(w,9) = fa(w)fe(p) = 27

0, altrament
La funcié valor mitja de X (t) és:

mx () = B(X(t)) = E(cos (Qf + &) = /_ O:o /_ O:O cos (Wt + &) foo (w, &) dwdd =

o0 21
/ e~ (w—wo) (;ﬂ / cos (wt + ¢) dqb) dw =0,
wo 0

1

21
%/0 cos (wt + ¢) do = 0.

ja que, per a t i w fixats,

Pel que fa a la funcié d’autocorrelacié tenim:
Rx(t,t+7)=E(X@)X({t+ 7)) = E(cos (2 + ®))cos (Ut +7) + P)) =

B (cos (Q7) + cos (;2(215 +7)+ 2(1))) -

%E(cos (Qr)) + % E(cos (Q(2t + 7) + 2®)) = = E(cos (27)),

DO |

ja que, com el cas del valor mitja,

1 2w

o cos (w(2t +7) +2¢) dp = 0.

Notem que Rx depen només de 7. Finalment,
1 1 1
Rx(7) = 5 B(cos (7)) = / cos (wr) fo(w) dw —

—0o0

DO |

/ cos (wr) e~ @Tw0) gy =
wo

cos (woT) — 7sin (woT)
2(1+172)

X (t) és un procés estacionari en sentit ampli.




(a) Enuncieu i demostreu dos criteris suficients d’ergodicitat en valor mitja.

(b) Si X(t) és un procés estocastic estacionari en sentit estricte, ho és també X?(¢)? Justifiqueu la
resposta.

(c) Com definirieu el concepte d’ergodicitat en poténcia mitjana. (Recordeu que la poténcia mitjana
és d’un procés estocastic X (t) és E(X?2(t)).)

(d) Formuleu una condicié necessaria i suficient per a que un procés estocastic X (t), estacionari en
sentit estricte, sigui ergodic en potencia mitjana.

Solucid:

(b) X2(t) és també un procés estacionari ja que si les propietats estocastiques de X () no depenen
de l'origen de temps, aleshores tampoc dependran de I'origen de temps les propietats estocastiques de
X2(¢).

(c), (d) Que X () sigui ergodic en poteéncia mitjana significa que E(X?(t)) es pot obtenir processant
en el temps una tunica realitzacié del procés. Tindrem:

E(X(1)) = Rx(0) = lim. % _TTXZ(t) dt.

Sigui Y(t) = X2(t). Noteu que l'esperanca de Y (¢) és la poteéncia mitjana de X (t), i que, d’altra

banda,
1 T, 1 7
lim — X4(t)dt = lim — Y () dt
TLIEOQT/_T ®) TI—I};OQT/_T ®)
és el valor mitja temporal de Y (¢). Aixi doncs, la condici6é necessaria i suficient que busquem sera la

condicié necessaria i suficient per a que Y (t) sigui ergodic en valor mitja:

r 7]

. 1
lim — Cy (1) ( - T> = 0dt,

on

Cy () =B ((X3(t) = Rx(0))(X(t+7) — Rx(0))) = B (X*()X*(t + 7)) — R%(0).

Sigui X (t) un procés estocastic estacionari en sentit ampli amb valor mitja mx = 0. Sigui Y;(¢) la
millor estimacié lineal en mitjana quadratica de X (¢ + T') donats X (¢), X (¢t —T'), X(t — 2T); i sigui
Y5(t) la millor estimacié lineal en mitjana quadratica de X (¢ + 7") donat Gnicament X (¢). Demostreu
que si la funcié d’autocorrelacié del procés és Rx (1) = A el aleshores Y;(t) = Y5(t). Interpreteu
aquest resultat en el cas del senyal telegrafic.

Solucid:
Com que myx = 0, els estimadors lineals en mitjana quadratica seran homogenis:

Yl(t) = (I(]X(t) + alX(t — T) + agX(t — QT),
Yg(t) = a’X(t).

Pel que fa a Yj(t), podem determinar els coeficients ag, aj i ag aplicant, per exemple, el principi
d’ortogonalitat:

X(t+T)=Yi(t) L X(t), X(E+T)—Yi(t) L X(E—T), X({t+T)—-Yi(t) L X(t—2T),



és a dir,
E(X(t+T)—aX(t)—ar X(t—T)— a2 X(t—2T)) X(t)) =0,

E(X(t+T) - aoX(t) — a1 X (t — T) — as X (t — 2T)) X (t — T)) = 0,
B(X(t+T) — agX(t) — a1X(t — T) — as X (t — 2T)) X (t — 2T)) = 0.

Obtenim aix{ el sistemas:

Rx((]) Rx(T) Rx(QT) a Rx(T)
Rx(T) Rx(0) Rx(T) a | =| Rx(@D)
Rx(2T> Rx(T) Rx(O) as Rx(?)T)
Per tant,
1 6—ozT 6—2aT ag e—OéT
—aT 1 —2aT aq _ 6—204T
672aT efozT 1 as 673aT

La solucié del sistema és
ol

ag=¢e¢ “, a1 =0, ax=0.
A partir d’aquesta solucié observem que X (t+71') —agX (t) és ortogonal a X (t). Per tant, el coeficient
a’ de Ya(t) és igual a ag = e~ 7. Aixi,
Yi(t) = Y2 ().



