CFIS
Processos Estocastics

13 de gener de 2012 Examen final Temps: 3h

1. Siguin A i B variables aleatories independents de valor mitja 0 i variancia . Donat el procés
estocastic X (t) = Acos (wt) +Bsin (wt), calculeu-ne I'esperanca i I'autocorrelacio. Calculeu
també la millor estimacio lineal de X (t,) donat X(t;) i I’error de I'’estimacio. Interpreteu els
casos en que aquest error és maxim o minim.

Solucio: L'esperanca i ’'autocorrelacio del procés valen
mx(t) = E(X(t)) = E(A) cos (wt) + E(B) sin(wt) =0
Rx(t1,t2) = E(X(t1)X(t2)) = E((Acos (wty) + Bsin (wty))(Acos (wtp) + Bsin (wtz)))
= 0?(cos (wt;) cos (wtp) + sin (wt;) sin (wtz)) = o2 cos (wT), T =t —t2].
El procés és estacionari en sentit ampli.

Per a qualsevol t, la variable aleatoria X (t) té esperanca 0 i podem prendre X/(E ) = X (t1).
Aplicant el principi d’ortogonalitat tenim

0=E ((X(tz) - /(E)>X(t1)> = Rx(t1,t2) — aRx (t1,t1),

d’on Ryt ts)
X\t1, L2
X =——"—"-=cos(wT).
Rx(t1,t1)
Per tant, -
X(tr) = X(t1) cos (wT).
L’error val

e = E((X(t2) - X(02))") = E((X(2) - X(E2)) X(12))

— Rx(0) — cos (wT)Rx(T) = 02 (1 ~ cos? (wT)) .

2. Sigui A una variable aleatoria uniforme en (0, a). Definim el procés estocastic (per a t > 0):

1, 0=t <A,
X(t) = { 0, altrament.

Calculeu les probabilitats P(X(f) = 1) i P(X(t) = 0) i determineu la funcié valor mitja de
X(t).

Solucio: Fixat t tenim que P(X(t) = 1) = P(A > t). Com que A és uniforme en (0, a), aquesta
probabilitat val

{—1t, O<t<a
P(X(t)=1)=P(A=1t) = a a

0, t>a



Naturalment,
, O<t<a

S

P(X(t)=0)=1-P(X(t)=1) =

[

t>a
L'esperanca de X (t) és
E(X(t))=1-P(X(t)=1)+0-P(X(t) =0) =P(X(t) =1).

. Calculeu el valor mitja my (t) i 'autocorrelacio Ry (t, t + T) del procés estocastic Y (t) = e Xt,
on X és una variable aleatoria exponencial de parametre u. (Feu els calculs prenent ti T
positius).

Solucio: Fent us del teorema de 1’esperanca tenim:

my(t) =E(Y (1) =E (™) = r e ¥t fy(x) dx

— 00

=| e Xue " dx = J e X+t g = K
Jo H H 0 u+t

Analogament,

(o8]

_ _ —Xt,-X(t+1)) _ —x(26+7) _ H
Ry(t,t +T) =E(Y(D)Y(t + 7)) =E (e e ) I_me Sy dx =

. Sigui X (t) un procés de Poisson de taxa u. Calculeu les funcions de distribucio6 i de densitat
de probabilitat del temps T transcorregut fins a la tercera transicio. (Recordeu que Fr(t) =
P(T <t).)

Solucio: Observeu que 'esdeveniment {T < t} equival a que en (0, t] s’han produit 3 o més
transicions del procés de Poisson. Per tant,

Fr(t) =P(T<t)=P(X(t) =23)=1-(P(X() =0) +P(X(f) =1) + P(X(t) = 2))

2
=1—e‘“t<1+ut+(“2t)>, t>0.

La densitat de probabilitat és la derivada de la funci6 de distribucio:

2
fr(t) = F7(t) = pe M (1 + ut + w?) —eHt (u + uzt) = pe Ht

(ut)?

5> t>0.

. Donada la variable aleatoria A uniforme en (—7r,7T), definim el procés estocastic X(t) =
A, t € R. Digueu, justificant les respostes, si és certa o falsa cadascuna de les proposicions
seguents:



(a) El valor mitja estocastic (esperanca) del procés és una variable aleatoria.
(b) El valor mitja temporal en (—T, T) del procés és constant.
(c) El procés no és ergodic en valor mitja.

Solucio:
(a) Tenim que E(X(t)) = E(A) = 0. La proposicio és falsa.
(b) El valor mitja temporal en (—T,T) de X(t) és la variable aleatoria

1 (T 1 (T
My = ﬁjiTX(t)dt - ﬁjiTAdt _ AL

La proposicio és falsa.

(c) La proposicid és certa. Si el procés fos ergodic, la variable aleatoria M hauria de con-
vergir (p.e. en mitjana quadratica) cap a mx = 0 quan T — o. Pero aix0 no és cert ja
que

2
E((Mr —my)?) = E(A?) = % 10,

6. Processos gaussians: definicio i propietats.




