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Variables Aleatóries i Processos E$ocest¡cs.
Problemes

Aquest llibre constitueix un recull de problemes resolts i proposats sobre
probabilitat combinatbria, variables ¿leatóries i processc estocistics. Els pro-
blemes escollits presenten aplicacions de la Teoria de la Probebilitat a l'enginye-
ris i, part¡cula¡ment, a I'Enginyeria de Telecomunicació.

Els ¿utors del text són prof€ssors del Departament de Matemltica Aplicada
i Telemltica de la Universitat Politécnica de Catalunya i tots ells han impar-
tit ensenyements sobre variables aleatb¡ies i processos estocástics a I'Escola
Tlcnica Superior d'Engin¡,ers de Telecomunicació d'aquesta universitat. Els
autors a.greeixen la col'l¿boració dels professors E. Barenys, P. Morillo, J. Villar
i I. Alegre, el treball dels quals ha estat decisiu en el resultat final del llibre.
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Capftol 0. Combinatória

1. Considereu els nombres combinatoris següents:

I/j : Nombre de va¡iacions de m elements presc de r¿ en n.

Cf, : Nombre de combinacio¡x de m elements presos de z en a.
P. : Nombre de p€rmutacions de r¿ elements.

a) Thobeu u¡¿ fórmula que relacioni els tr€s parlmetr€s.

b) Quina relació hi ha entre U; i V:;_l7
c) Proveu la relaci ó q: Ch4+CA-_t,. Dedui'u-ne que d[ : ¡i_l;"+r C{_t* I vegeu
un exemple del significat d'squ€sts igualtat al triangle de TartagÍia.
d) Fent sewir el resultat anterior, calculeu

S(m,n) :
= (l .2.a. ... . (', _ t)) + (2.3.4. ... .7¡) + . .. +
+... +((m -¿+ 1) (m - n + 2). ('n - ", 

+ 3) . .(- - l))
en termes dels nombres combinatoris.

(a) Els tres nombres combinatoris són,

u;: #., q: (T) :?;+m, p" :"r,

de manera que Ui, : Ci^P^.
Aquesta igualtat s'interprete en termes combinatorís obse ant que cada una de
les combinacions de m elements presc de a en ¡ dóna lloc ¡ z¿l variacions lcada
una de les seves possibles ordenacions).

(b) Ambdóe nombres es poden relacionar escrivint,

vn_ rnl _ ml (m- k)l _ vk.vn_k'^ - 6:4 - 6:,.)rrl=4, 
: vm v,n-h

En termes combinatoris, c¡ds una de les yariacions de rn ele¡nents presos de z
en r¿ es pot obtenir triant primer É elements dels m i afegint-hi després n _ f
elements triats entre els ¡n - & restsnts.
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(c) Aritméticament,

c|-,+ e--t, : Gg#i;.AS*il =

_ (m - ¿)(m - l)l +n(m - l)! _ ml_ _ ra'.- ----lrn:;)h-i-- : 1^:6. : "^'
Es pot establir un¡ interpretació combinatória de la igualtst com en els apartatg
anteriors. Quina?
Fent servir it€r&tivurcnt ls igueltst f,nterior tenim en el primer sumand de cada
expressió,

"' \",/ \ n / \z-ll \ ' ./ \z-ll \n-1l
/'n-3\. /--3\. /n-2\. /m-l\= \ " /*\'-r/*["-r/*\"-t)-'=("\./ n \ /n+l\ . (m-2\ /rn - l\= \"/* \'-r/*\"-r/* *['"-r/t \"-r/'

d'on, com q"" () = fi-),
m-n+r ' ,\ m-¡+l

ch: D (;--i)= D q--'o
¡=l *:l

Recordeu que els termes del triangle de Tart¡glia són justament els nombres com-
binstoris. En el triangle, la iguoltst anterior es pot o(pr€sssr segons el diagrarna,

641
l0 l05l
mÉ 6 |

(d) El sumatori S(rzu,n) es pot €scnure com

s(m.n) : (a-1)! +¿! * (zt1)! *...*(--1)l :'l' 2 " ' (m-rl)!

= (n-1) i(;:l)* ("1,)-' .(;--i)]:
: (n-l)t D c*:l:P-_Gí,.

I



Combinató¡ia

2, a) Quants subconjunts té rm conjunt de n elements?

b) Qüna és la mitjcns e¡itm¿tica del nombre d'elements d'aquests subconjunts?
(Recordeu el binomi de Newton, (l + c). : Dto (l)"..)

(a) El nombre de subconjunts de & elements (0 < & < n) és ([), de manera que el
nombre totsl de subconjrmts és

/z\ /¿\ /¿\(.;/. (il +" + 
UJ 

: (1+r)'1"-' :2¿.

Una altra forma d'obtenir el resultat és la següent. Cada subconjunt .9 de A:
{a1, a2,. . ., an} es pot identiñcrr amb una tpla (c 1, t2,., ., a) amb ri : t si
ai € 5 i o¡ :0 si a¡ É.9. Per o<emple, el subconjunt {a1, o2} ve repr€sentst pe¡
la n-pla (1, 1,0, - . . ,0). Hi ha tants subconjunts com n-ples i d'aquestes n'hi ha

(b) Si m és la mitjena aritmética,

o(l)+l(?)+...+¿(1)- 'r,, -
¿/1 r -\¡l_ d2\1 t-tl

T
d2 \- -t tt:l nT-r

2,' 2'



3. Qün és el v¡lor de les sr¡n€s S : Dtr ft(* - lxl) i S' : Dtt *'(i)?

Fent servir el binomi de Ner¡tot,

s : frlr-rtQ) : $o*,r1,_, :
: n(n - lxl +r)"-21,=r : n(n - l)2"-2.

Pel que fa o ,S', es pot escriure

../'n\ . 3, /'\s':De(É-')(;).8*(;)

on el primer surnand és S i el segon, d'acord amb el problema anterior, v¡l n2'-¡, d'on

9:n(n-l)2^-2 a nT-r : n(n ¡ r)2^-2.
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4. a) De quantes md¡er€s diferents es poden as€ure r¡ per€onea an tma tcula circulsr?

b) De qua.ntce maneres diferents ea poden asseure 3n pemones en u¡rs t¡ul¡ en forms
de pollgon de n ctats arnb tr€s seients e cads catat?

(a) Sigui P : 11,2,...,n1 el onjrmt de persones- S¡ (pr,p2,...,p.) és rma per-
mutació dels elements de P, ¡ c¡usc de l¡ ¡imetria circular, les r¡ p€rmutacions

tqr, m,.. ., c); lez,.. .,p., Z)i. .. i b.,¿1,. . .,r,"-r )

corr€sponen ¡ m¿ mateix¡ dist¡ibr¡ció ¡ la t¡ul¡- Per tant, el nonbre de m¡¡rerts
d'¡seeure's és

f = t"-tt'
(b) Amb un rsona¡nent simil¡r cl css anterior, si (pr,pt,...,ps") és una permutació

dels elements de P, l€s n p€¡mutac¡q|s

b-l' n, m, Pt, ?s, Pe, . ", ?¡¡-2, ?3'.- rp¡,n)i
(pt,m,m'. .',m"-2,P3¡-r,¿"'ú p|'p2'ps);

üb.-r, Ps.-tp3", p r, m, p", . . n^-", ps"-r, ps.-s)

representen la mateixe ordenació ¡ le taula, de forma que el nombre de m¡¡reres
diferents és 

& :3(3¡ _ l)!.
1¿-
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5. Quants nombr€s natu¡sls hi ha de quatre xifres? Quant val la sums de tots ells?

Ds nombres nsturals de qu&tre xifres diferents són de la fcm¡

crcrcac|' cl e {1,2,..., 9}, q, 
"¡, "¿ 

€ {0, 1,2,. .., 9}

de ma¡era que hi ha nou eleccions per a clt nou xifres diferents de c1 per a c2r vrit
per e ca i set Per s c4,

tV:9.9.8.7:4536.

(Es pot fer un raonement similer cornenqant a considerar ca?)

Per obtenir-ne la suma, sumem p€r seper&t les columnes d'unitats, desenes, centenes
i milers i considerem quantes vegades apareix cada xifra a cada colum¡a.

De nombres de la form¡ ctc2cai n'hi ha 8.8.7 :448 per ¡ cada i : 1,2,...9 i
9.8.7 : 504 si d : 0. El meteix compte val per a nombres de la forma c¡c2ica i
c1ic2ca, de m&ne¡& que unitets des€nes i centenes sumen

448(1 + 2 +... + 9) : 448. 45 = 20160.

Pel que fa als milers, cada xifra i apareix en primera posició 4536/9: 5O4 vegades, de
maner& que sumen

504(l +2+... + 9) = 504. 45 : 22680.

La suma .9 de tots els nombres és. doncs.

^9: 20160 * 20160. i0 + 201@ . 100 + 22680. lO/.n:24917760.
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6. De quantes maner€s dife¡ents es poden col.locar r¡ boles en rn caixes en els casc
següents;

(')

(b)

(c)

Les boles i les caix6 estan mrmerades; per tsnt €s distingueixen dues distribucions
si tenen boles diferents a c¡ixes diferents.

Com en el cas (a) peró exigint que hi hagi r¡ boles a la caixa l, a2 a la caixa 2
etc. (amb u + ...+ n'?. : n).

Les boles no son distingibles peró les caixes sf i a c¡da caix¡ hi h¡ com a molt
una bola (rn ) n).

Les boles no son distingibles perü les caixes sf (per tant dues distribucions es

distingueixen només pel nombre de boles a cada caixa).

Com en el cas (d) peró n ) rn i a cade caüe hi ha almen¡rs una bola.

Com en el cas (a) peró z ) m i cap caüa pot quedar buida.

Les boles €st&n num€rrd€s peró les ccix€s no són distingibl€s.

(d)

(e)

(0

(e)

(a) Cada distribució es pot identificar de manero biunfvoca amb una n-pla

(cr,c:,...,c,.), c¡ e {1,2,...,m},

on q : A indica que la bola i estd a Ia c&ixs k. Hi ha rn" n-ples d'aquestes (rn
eleccions a cadascr¡na de les z poeicions), de manera que

I
2315316ó

hJbtbJL_lbthJ

Aquest és el nombre de variacions omb rcpetició de rn elements presc de z en
n, Vri, i conte tsmM el nombre de mostres ordenodes amb reposició que a
poden extreure d'una urna amb m boles numerades. Tembé conta el nonbre
d'aplicacions d'un conjunt de n elements en un sltre de Ír elements.
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(b) Subdivim l¡ caixa i en r¿i caixetas,i :1,2,,..,n. Posem una bola a cada una
d'aquestes caixetes i tornem a agrupar les r¡i caixet€s en que s'havia suMividit
la caixa i, i = 1,2, . .. ,m. Aixf obtenim una de les distribucions amb rq boles a
la caix¡ i.

Mi Mbl tel t*l H
LIITL:J L:J Ig EI UrSrs uJ ls

De les ¿! maneres diferents de pcar una bola a cada una de les ceixetes, du€s
que difereixin en I'ordre en qué les boles estan col.locades dins un mateü grup
de caixetes donen lloc a la mateixe distribució. Per tent,

Nr:----+: .

'¡tln2l.. 
na l

Aquest és el nombre de oariacions amb repetició de m elements en les quals
I'elcment i es repeteix n¡ vegade, V¿". '"^ Continuant amb l,analogia entre
maneres d'omplir caixes amb boles i aples, aquest nombre conte tarnM quantes
n-ples (o paraules) que continguin a¡ vegades el sfmbol i, 1 < i < rn, es poden
formar a partir d'un alfabet de ¡n sfmbols {1, 2, . . . , rn}_

(c) Cada distribució es ¡rot associar a una m-pla rrz2 . . . xñ on ci : I si la c¡ixs i
estA. plena i ci :6 ¿¡¿tt*"rlt'. D'acord amb I'spartat snterior,

-, m|/v-:-=
nl(m - n)l -

Aquest és el nombre de combiurcions de ¡n elements presm de n en n.

Aquest nombre conta també el de subconjunts de mida ¿ d'un conjunt de mida
m. TamM conta el nombre de mctres de mida n sense reposició que es poden
treure d'une urna amb ¡n boles i és tambe el coencient de ¿' &

íd) En aquest cas, dues distribucions difereixen pel nombre de b<¡les a cada caixa.
Cade distribució es pot identificar amb una seqüéncia de llargada m * ¡r. - I amb
m - I uns, cada un ¡epresentant una separació entrc caixes, i n zeros, cada un
rep¡esentant una bola (vegeu l' exemple de la ñgura).

(^\
I t.

(l + r)- : (1 +,c). .. (1 + ?) -

-\,-
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f
00011001010001

^, _ ((n-m)+m-t\ _ /"-1\ _ /n-l\¡r¿-t t-t ,-t -t,\ f¿-m ./ \n-n,/ \rn-r./

t%l LJUh-lHL-J

Per tant,

N¿ : ci.+^_t: (-*;- t) : ffi#
Aquest nombre & el de combi¡wcions amb rcpetició de rn elements presos de n
en n, C{^, i cont¿ també el nombre de mct¡es amb repcició (no ordenadee) de
mida a que es poden extreu¡e d'una urna cmb rn boles.

Podeu comprova,r també que correspon al coeficient de c" en el desenrrolupament
de

i que conta tünM de quantes maneres diferenk es pot expressar n com a suma de
m nombres naturals (que poden ser nuls), considerant diferents dues expressions
si difereixen en I'ord¡¿. Per ocemple, 3 €s pot €Jeressa¡ de les quatre maneres
següents com a suma de dos nombres n¡tur¡ls:

0+3 lmo
l+2 0100
2+ I 0010
3+0 mol

(a la segona columna es dóna I'equivaléncia en termes de seqüéncies).

(e) Col.loquem primer una bola a cad¡ c¡ix¡. Estem ¡ra en les condiciors del cas
(d) amb n - m boles, de manera que

(f) Diem,4¡ el conjunt de distribucions que deixen buida la caixa i i .4 el conjunt de
totes les distribucions de z¿ boles diferents en r¡r caixes dife¡ents. Aleshores,

N, : lÁl -lAtuA2 u...u/4-1,

on f,4l : N" : rn". Com que els conjunts At,Az,. ..,A^ no són disjunts, el
cardinal de la seva unió, diguenrli B, s'ha de calcula¡ fent v-rvt.r la fórmtia,

I

,-j=r= : (l + r + z2 + . . .)(l + r + 12 + . . .) . . . (l + z + 12 + . . .),
\L - e)'-



20 Va¡iables Ale¿úón-es i P¡ocessos Estoaistics. P¡oblemes

d'inchsiieschnió

lBl : lAt u.Á2u...u4-l :
= Dl,{,1 - D lArnAil+ t lAiñAir'Akl+...

rsi<rñ l<i<j<m l<i<i<¡<m
.. . + (-1)-1.41 n á2 n ... n /,n1,

on
lÁtl : (rn-1)"
lA;nA¡l: @-2)r
l.Ain Aj ñ Ahl: (tn - 3)"

1/1,n Atn....ñA-l : (m - m)' :0.
Aixl doncs,

rur : (T)(- - ,r - (?)(- - a" + (T)(- - 3). +

+ (-r)--, (_i,)'" * o : !'r-'l--, (;)r n - k)-.

Per tent,

m-t
Nt : tAt - lBt = m^ - t (-1)--' (;)r^ - or.

Nol,a: U¡to ulh¿ solució: seleccionem m boles (de (]) maneres diferents), les
po6em una a cada caixa ( de rn! ma.neres diferents) i omplim després les caixe
amb les (n - m) boles que queden (de a"-- maneres diferents), d'on obtenim,

N/: (;),"!n"--

Qub hi ha d'erroni en aquest argument? (Proveu-ho amb tres boles i dues caixes)

(g) Per a cada distribució podem obtenir m! distribucions dife¡ents amb caixes dis-
tingibles (podem etiqueta.r-les de m! maneres diferents amb rn etiquetes). Perf'ant' 

N": + --4.- fnt ml
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7. a) Quante diagonols té un polfgon regular de n coetats?

b) Qün és el nombre mfnim de v¿rterc que cal prendre com e origen per dibüxa¡
totes les diagonals?

a) Si afegirn els etats, cada parell de vbrto<s del pollgon €st} unit per algun s€gm€nt.
Com que hi ha (i) parells, dels quals n eatan units per cctats, el nombre de diagonols
és

/"\
\2)

n(z - 3)
2

b) Si deixem de prendre com & origen tr€s o més vlrtexs, ccn que almen¡rs doe d'ells
no son veins en el polfgon, deixem de dibuixar almenys r.rna diagonal. Per t¡nt, p€r t¡l
de dibuixa¡ totes les diagonals, cal que prenguem almenys n - 2 vlrto<s com a origen.

No cal prendre'n més ja que si enume¡em consecuti ment els vértexs del polfgon,

el vürtex I'cobreix'¿-3 diagonals

el v¿rtex 2 'cobreix' r¡ - 3 noves diagonals

el v¿rtex 3'cobreix'n -4 noves di¡gonals

el v¿rtex i'cobreix' n - i - I noves diagonals

"l 
.,¿rt"* ,, - Z 'cobreix' I now diagonal

i en tot¡l en cobreixen
t_2, ^\ s-, , ^,. (n-3)+1, ^, n(zr-3)(¿-ó)+ 2_\n-r - r)= (n - ó) + ---T-- (n - ól = Z '

que són totes.

Co:mbinató¡ia

e) Hi ha 52 . l5{ paraules que cornencen ¡mb dues vocals i 15{ . 102 que aceben amb
du€s @nson¡nts. Entre unes i altres contem dues vegades les que comencen cmb du€s
vocals i ecaben en duea consonants, de les quals n'hi ha 52 .152. 102. Per tant,

lY.:52 .ls{ + 154 .102 - 52 . 152 . 102 : 5.765.625.

23
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8. Un alfabe¿ consta de deu consonants i cinc vocals.

a) Quantes paraules diferents de cinc lletres es poden formar?

b) Quantes paraules de sis lletres amb dues vocals es poden formar?

c) Quantes paraules de set lletres amb almenls una vocal es poden formar?

d) Quantes paraules de cinc lletres arnb elmenys dues vocals seguides es poden form¿r?

e) Quentes paraules de sis lletres que comencin amb dues yoc¡ls o bé acabin smb du€s
consonants es Doden formar?

a) L'alfabet té quinze sfmbols de m&nera que el nombre de paraules diferents que e
poden formar amb cinc lletres és

N. : 155'

b) Suposem primer que les vocals han d'ocupar les dues primeres posicions a la paraula.
Fs poden fo-rmar aleshores 52 . lOa paraules. A cada una d'elles es poden distribuir les
vocals de (!) maneres diferents, de manera que

¡u, - ll\srlo. - 3.?so.mo
\'2/

c) El nombre de paraules de set lletres és 15? i el nombre que se'n pot former sense
cap vocal és 107, de man€ra que

N.: 157 - 107.

d) De totes les paroules de cinc lletres d'aquest alfabet, totes les que tenen quatre o
més vocals tenen segur dues vocals seguides. Les que tenen tres vocals tenen dues
vocals seguides, t¡et de les de l¿ form¡

de les quals n'hi he 53102. Les que tenen dues vocals les tenen seguides si no són de
la forma

vccvc
YCCCY

cYcvc
cvccv
ocYcv

de les quals n'hi ha 6.52 103. Finelment, les pareules que tenen una (5.5r . 10a) o
cap (105) vocal no en tenen dues de seguides. Per tant,

N¿:155-s3102-6.52.103-5.51 . 104 - 105 -= 246.825.

24 _-.----V_t"bJps Alg4!¿¡ies i Processos ,estoc¡Lr¿ics

9. A una boesa hi ho une bols numerada amb un 1, dues numerades amb un 2, i aixf fins
I ¿ numerades amb r¡na ¿. Donat & entre 1 i n, quin és el mfnim nombre Nr de boles
que cal prendre per tal d'assegurar que n'hi haurl ,b numerades igual?

El problema es pot plentejar de manera lleugerament diferent: quin és el nombre
mixim de boles que podem extreure sense que n'hi hagi I numerades igusl?.

En aquest css se'n poden treure com a molt ,lc - 1 de cada classe. Bs pot treure l'única
marcada amb un 1, les dues marcades amb un 2 i aixf succrsivament fins a les & - 1

marcades amb & - l. A pertir d'aquf només pdem treure /r - I boles de cada una
de les classes marcades amb un número entre /c i n. Si en treiem una. sola més ia n'hi
hau¡i' A de m¿rc¡des amb el mateix número. Aixl doncs,

N¡, : (1 + 2 + .., + (É - 2) + (k -1)(z - Á + 2)) + I : (e - r;1' - { + r¡ + r.

o;oo'
oool
ooo|o

I

"""""'1"'.'

I

@@OrO O
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10, Considerem un tauler d'escacs ilimit¡t en el qual cada quadre s'identific¡ P€r un punt
de coordenad€s enteres oom a la figura:

a) Quants camins de
firs al (rn, a)?

b) Quants camins de
al (rn, zr.) i, en aquest

llargada mlnima pot s€guir un¡ torre per anar del quadre (0,0)

llargada mlnima pot seguir un alfil per anar del quadre (0,0) ñns
cas, quines condicions han de complir m i n?

a) Cal fer m*n passos dels quals rn són horitzontals i ¿ vertic¡ls (amb més passos el
camf no és de llargada mlnima). Aquesk passos es poden repartir de

(m+lt)

maner€s diferents.

b) Com que el quadre de p¡rtida i el d'a¡übad¡ h¡¡r de ser del m¿teix color, r¡ü + z
ha de ser parell. Suposem qu€ m,?¡ són pmitius (els altres casm són similars). Per
arribar s (rn, n), I'alfil ha de fer passos (1,1) i (-1,1) si m S n o bé passc (f,1) i
(1, -1) si m > n. En el primer cas, fa un total de r¡ passc dels quals zf són del
tipus (-1, l) i, en el segon, fa un totel de m passc dels quals zf són del tipus (1,1).
En qualsevol c&s, tots els camins de lla,rgada mfnima repsrteixen s+.3 d'un tipus en
un totel de max(r¡¡, ¿) i

N,: l"TE "))\ --- ,/
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11. De quantes m&neres €s poden aliniar rn boles blanques i n de negres, m :! r¿ + 1, de
manera que no n'hi hsgi dues de blanques seguides (l€s boles d'un meteix color són
indistingibles)

-o-o-o-123 -o-n n+l

Les zn boles blanques s'han de distribuir I les r¡ + 1 f¡ooicions de la figura (une com r
¡nolt I c&da posició), de manera que

": ("j')
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12. Quantes p€rmutscions de {1,2,...,n} hi ha de menere que cap xifro c<incideid ¡mb
l¡ sevs pcició? Quin ée el lfmit d'aquest nornbre quan n "- o?

Si A" é el cor¡junt de tot€s les permutscions; .r{¡,¡ el de les p€rmutacions en les quals

el sfmbol i estl al seu lloc, i B" el de les perrmrtacions en les que csp xifr¡ estl al seu

lloc,
lB''l : l,{''1 - lÁ",1 u.,{'',2 u .. . u.A","l'

on 
f 
/, | = ¡¡ . Com que els conjunts A.,¡, A.¡ tenen int¿rseccions no buides, el ca'rdinal

de la sev¡ unió s'ha de c¿lcula¡ fent servir el principi d'incluióo<clusió'

lá",r uÁ",2 U... UÁ","1 :
= Dr<,<" lÁ",¡f - Dr3ra¡_<" l,{"¡ nr{"¡l * Er<¡<¡ <4.1A-,;n A-¡ ñ A^¡l+...
... + (-l)"+¡lÁ",r n.A,,z n... n á","1,

on
l4,,rl : (n_ l)l
lA^iñ A",A: lÍ¿-2)l
l.A^,¡ñ L¡ ñ Ar,¡l = (r¡ - 3)!

lr{",, nrl",, n..'.tá',"1 : t

Aixf doncs,

F"r : a!- (T)r-'r'* (l)"-r,- (l),"-o'*
' / n.\1-r1"-r2r +l'")(-rrr! :" +\r¡-I,/. 

\,.,/
_, lr l_ -(-1)"-r-(-1)'\= "' \t-t+...*G:¡I-F "t )-

En particular, quan n -J o, I'o<pressió dins el parlntesi tendeix ¡ e-¡ de msnera que

lVoúo.' Comproveu quo ó,, : lA"l satisfl I'equació

b":(n-rXó"_r+b"-:)

i interpreteuJe combinatñriement.

B^.-!.
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13. El bill¡r americi té dues boles blanques, tr€s de neg¡€s i quatre de vermelles. De
quentes m&ner€s diferents es poden distribui¡ les nou boles en els quatre forats? (Boles
del mateü colo no ee distingeixen.)

Aquest problema és com el de pca¡ boles indistingibl€s en caixes: hi ha (a+z-t¡
maneres d'entrcr lea blanques, (a+l-l) d'entrar les negres i ({+¿-1) d'entr¡r les ver-
melles, de manera que

N _ /5\ /6\ /7\
tzlts/to/:t*



P¡obabiüúat: co¡ceDtes bAsics

Gapftol f . Probabilitat: conceptes bas¡ca

1. Quatre daus, .r{., B, C i D, tenen les cares rotr¡lades ¡mb els nilmera 8egüents:

A
B
C
D

Un dau guan¡a un altre quan té p¡obabilitst més gran de t¡er¡re uns Fmtuació més
alts. Demctreu que .r{ guan¡re B, B guanye C i C guan¡ro D. Es pot affrmrr que á
guanyr D?

0,0,4,4,4,4
3,3,3,3,3,3
2,2,2,2,7,7
r, 1, 1,5,5,5

Per tsnt, A gango B-
elta.)

ñx! B gurwa C.

P(A > B) : P(A: 4) : i.
(á té probebiütat més gran de t¡eu¡e un¡ puntur.ió més

P(B > c) : P(c :2) : t.

P(c > D) = P((C : 2 i D : r) o (C -- 7)) :
: P(c :2 i D : r) + P(c =\ :t j+ ; : á

Per tsnt, C gtnngo D

Finalment,

P(D > A): P((D: r i A: o) o (D:5)) :
: P(D : t í A=o) + P(D: 6) : ; Z- i: t

Ail, tanbé D gruatga A. Lr rclac,í6 gmnga no és trsntitiva.



Va¡iables Aleaúdries i P¡ooessos Estocástrbs. Problemes

2. En un¡ habita¿ió hi h¡ trcs bencs ¡mb dG seients csdsscun d'ells. Entren ducs
persones que s'asseuen a I'atza¡. tobeu la probebilitst qu€ les dues p€rsones s'asseguin
j¡¡nt€s.

El problema no estl corr€ct¡rnent fomulst. Falta precisar quü vol dir "s'¡sseuen a
l'¡tzar". Per exemple, si és el ba,nc el que s'escull a I'atzar, l€s dues pe¡8on€s s'8$euen
juntes si e€cullen el mateix banc. Per tant,

p:rrllr:l
3'

En canvi, si és el s€ient el que s'eacull a I'atzar,

o ta¡nbé,

^ 3.2 3.2 I
': tz: Gs = 5'

6

P: Pfiunls) : lfgunrs ! el lr escull i)P(el lr escull i):
t=t

.9-tr I: ) -.-:_a5 6 5



Probebiütat: conceptes bCsics

3. Una f¡mllia té dc fills.

(a) Quina és le probabilitat que ambdós siguin homes si almen¡n un d'ells ho és?

(b) Quin¡ és la probabilitat que arnMóe siguin homes si el més jove ho és?

L'espai mostral O és:

o = {(o, u), (u, d), (d,a),(d,Q}

(a) Sieui ¡: {(r:,a)} ¡ l: {(u,u),(u,d),(d,u)}. Aixf, la probabilitat que amMó6
siguin homes si almenys rm ho és vcl:

P( atl\: P@nB) - 
P(A\ 

- 
r/4 

- 
|

P(B) P(B) 3/4 3'

(b) Sigui ,{ : {(u,u)} ¡ l' : {(u,u),(o,d)}. Per tant, l¡ probsbilitat que amMós
siguin homes si el rnés jorre ho és val:
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4. D'uns baralla espanyola amb 40 csrtes se n'escullen 5.

(e) Calculeu la probabilitat que entre les 5 csrtes €s@llides hi hagi almen¡s 2 asc.
(b) Es mira uns d'aqu€st€s cart€s i r€sults ser un as. tobeu la probsbilitst que €n

les 4 cartes restants hi hagi almenys un ¡ltre as.

(c) Calculeu la probabilitat que 3 c&rtes mctrin un mateix número 
'¿1 

i l€s dues
cart€s resta¡ts mctrin núme¡6 n2 i r¿3, amb r¿1, 7¿2 i a3 distints.

Sigui N el nombre d'asoe.

(a)
P(N > 2): P\N:2) + P(N:3) + P(N -4):
_ (;)('.') , (l) (T) . (1) ff) 4s3e6
= -er * -eÍ. * -e)- : -:- - o.o6e.

T¡¡nM

p(N > 2) - r - ,P(N :0) - p(N - 1) - I - ,t# i"#
(b) Es pot considerar que s'escullen 4 ca¡tes d'una baralla de 39 c&rtes amb 3 sso6 i

es vol calcular la probabilitat que hi hagi almenys I es. Aixf, si N'és el nombre
d'asos:

13.l 136\
P(N' > 1) : | - P(N', :o) : I - le¿Jj¿ !0.28.

\4,/
Obs€rveu que la qüestió plentejede a I'apartat (b) no cr resol calculant P(N )
2lN > 1). Aquests últim& és la probabilitat que hi hagi almen¡rs 2 asos, en les 5
cartes escollides, sabent que entre ell€s hi ha almenys I as- En efecte,

P(N>2iN>l) P(N >2)r \t\ a tll\

valor diferent de I'anterior P(N/ > l).
(c) Cada pal té 10 ntlmeros. Aixf,

o les 3 cartes amb nrirnero n¡ repetit es poden escollir de 10.(!) formes (4 pals
i 10 números);

. les 2 ca¡tes rests.nts &mb números ru2 i r¿s diferents i diferents de n1 es poden
seleccionar de 42.(l) forme (9 númerm i 4 pals).
Per tant,

P_10(!){G)_0035



P ¡ obabilitat: co¡ceptes básics

5. En un €stsnt €a dispcen de forma ale¡tbri¡ ¿ volums V1,V2,. . . ,Vn. Calculeu la
probabilitat que els volums V1,V2,. . . ,Vo, p I n,

(a) quedin ordenats correlativament (sense t¿nir en oompt€ I'ordre cfclic);

(b) quedin ordenats conelativsnent (tenint en compte I'ordre cfclic);

(c) quedin ordenats (és a dir, V1 abans que V2, V2 abans que V3, ek).

Els n volums es poden disposar de 7rl msner€s distintes (nombre de casc possibles).

(a) El volum Y1 pot ocupar z-(p-1) poeicions. Els n-p volums restants Voal,Voar,
. . . , V, poden ordensrse de (z - p)! formes. Per t¡rit, el nombre d'o¡denacions
en les quals Vt,Vz,.. .,V" quedan ordenats correlativ&ment 6 (n-p+l)(n-p)l
(nombre de casos favorables). Aif,

,_(n-p+r&-ñt.
frl

(b) Si es considera I'ordre clclic, Y1 pot ocupar qualsevol posició. Aixf,

o_n(n-p)'! _("-p\l'= "l 
:("Jx

(c) Els p volums es poden disposar (de manera que I/1 quedi abans que V2, V2 tbuns
que Y3, etc) de (i) formes (seleccionem p posicions). Per tant,

^ (:)(" -p)l z"4m(n -p)! I
'- "l 

: 
"l 

:pl

D'una ¿ltra manera: la col.loca¡ió dels n-p volums Vo..1,Vo12,...,V" és indi-
ferent i de les p! ordenacions de V1,V2,..., % nomls una és la conecta.

33
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6. Un cub format per Z cubs unitaris blancs (3 x 3 x 3) es pinta exte¡iorment de negre de
manera que les cares d'un mateú color reoulten indistingibles. Calculeu la probabilitat
que, al reordenar sleatüriament el cub6 unitsris per form¿r el cub gran, tot€s l€s car€s
d'aquest siguin negres.

Podem distingir els cubs rmita.ris següents:

¡ I cub amb 0 csre6 de color negre (centre)

o 6 cubs amb I ca¡a de color negre (cares)

o 12 cubs amb 2 ca¡es de color negre (arestes)

o 8 cubs amb 3 cares de color negre (vertexs)

Podem suposar que el cub gran €s toma a compondre col.locant en prim€r lloc el cub
unitsri central, en segon lloc els 6 cubs centrals de cada cara, a continuació els 12 cubs
centrals de cada ar€sta i nndment els I cubs de cada vertex (per qub?).

Per tant, la probabilit¡t de reorden&r conectarnent el cub gran és:

'lllttr'l
P:ñ 7"r(;f á(;),, *(;fryr.83ro-e

\g .\6,,v_ g__.- g_:
lr 2a 31 4t



7. Es tenen tres bo€s€s (A, B i C) cont€nint cadescuna d'ellas uns bola blenca i una
negr¡. S'extreu una bola de l¡ boesa A i s'introdueix a la bc¿ B; després s'extreu
una bola de l¡ be¿ B i s'introdueix ¡ la be¡ C- Finalment. s,extreu r¡n¡ bole de la
bcsa C. Calcr¡lar la probabilitat que aquesta riltima bole sigui blanca.

Sigui d¿ l'esdeveniment "extreu¡e una bol¡ blanca de la bcs¡ C". Sigui X¡; I'esde-
v€niment "i boles blanques i j boles negres en le boess Xn (X:C ó B, i,j :1,2).
Pel Teorema de la Probabilit¡t total:

p (c ) : p (c blc 
^) 

p (cz) + p (c ¡lc e) p (c D)

on P(C6IC¡): ? i P(cblcd: ¿.
Perd,

P(c2t) : P(c2tlB2)P(B2t) + P(c2tlBD)P(BD) :23p(B2t) + itlrrrr,
(vegeu I'arbre de la figura) i, anllogarnent,

P(c, :Ip¿,i+Zp@,,)
Finalment, P(Bzt): + i P(Bd: +
Rcsumint:

Peü=3(3 j*j jr*i,i i.? I,=i
Observeu que l'expressió sriterior s'obté directsment de I'arbre de la figura, r€cor¡ent
les branques marcades.

b

b
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8. A I'atzar, €s t¡scen n prmts en el pla cartcsil. C¡lcula¡ les probebilitats p(n), n:
2,3,4, que hi h¡gi n punb en S¡adrsnts distints.

o n = 2. La probabilitet que els 2 punts estigUin en quadrants diferents és:

o n:3. En ¡du€at c¡s:

¡ ¿:4. Fin¡lment:

p@:#:f =:

P(3):5:!#:*

PQt=+:#=*



P r obúütat : curceptes bCsics

9. Vint termin¡ls ?r, ?¡, ..., Tzo treballen en temps comp¡¡tit amb un ordinador. En un
moment donat hi ha deu terminals actius. Quina ós la probab¡lit8t que €stiguin cctius
els terminals T1, Tz, T$ i Tzo. (Supcem que cada terminal té Ie mateixa probabilitat
de treballar arnb I'ordinador. )

El sistema té 220 estats equiprobables (cada terminal ?'i pot o no eatar actiu). L'espai
rnctr¡l O cor¡sta de 220 eedevmiments elementds amb probabilitat ¡h cada un d'ells.
Designant per B, I'esdeveniment "n k¡minsls actius":

l2qP(8"): ffi
Si A designa l'esde\€niment uT1,72, Tp i T2e actius' es té:

P(A]B$): "g(ffi"
Perü

P(AnB,o): 
2(fJ

i, per tant,

I t-6)

P(AlBrc): iff - 0.043

Nota:
O: {ür: (lr,ú¡,...,1rg,1¡o); A: I óO}, lfll :lo

Els elements de á ñ Bro són tot€s les seqüénci€s r¿ formades per d€u rms i deu zerc
srnb ¿t : ¿2 : tp : tzo: l. Pe¡ tantr el nombre d'elements de ,{ n Il19 és (f).
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10. L'esquema represents els csrrers d'una ciutat on supocem que tot€s les cruilles es-
tan situades en punts de coordenades enteres. Sortint de (0,0), una persons €fectua
un recorregut de manera que, en cada crullla (c,y), decideix ¡na¡ a (¿ * 1,V) amb
probabilitat p o a (r,g*l) amb probsbilitsL q: | -p. Calculeu:

(a) La probabilitat que el caml seguit passi per un punt (rn,n) donat.
(b) Els valors de p i q que fan mixima aquesta probabilitat. Quin lulor té, en aqu€st

ca.s, el quocient p/g?

(a) El trajecte s€guit passa pel punt de coordensdes (rn, n) si, dels m * rl primers
trarns, m són horizontals i n són verticals. Si ,4 denota aquest esdeveniment
( "recórrer m tra.rns horizontals i n verticals en qualsevol ordre" ) es té;

PÁ\= (^ | ")r-o'\ n ,/'
ja que (-j") és el nombre de recor¡eguts des de (0,0) a (m,n) i p-g. és la
prob¿bilitat que en succeeixi un de determinat.

(o,o) p

r Si (m,n) : (0,0), llavom P(A): I per a tot p e [O, l].
o Si (zn, n) : (m,O) tmb m I 0, llavors P(,4) : p^ i P(A) : I només si p : 1.

o Si (rn,n) = (0,n) amb n 10, llavors P(A): c^ i P(A):1 només si g = 1.

c Cas generol: nl$in/0.
El valor p* que meximitz& la funció /(p) : p-(1 -p)n verifica:

Í'(p'\ : ^(p') 
- t(t - p')' - (p')-"(1 - p')'-r : o

Per tant,

i

(b)

¡n*n'

p'm
q'n



P¡obabilitat: anceptes bLaie

11. Un¡ moneda emb P(cera):p i P(creu) : q,p+q: l, es llengo n vegede. Calculeu
la probabilitat de que sutin, almenys, duea c¡ree o dues ¿reus seguidea.

Un resultat qr de I'experirnent ¡le¡tori és de I¡ forme u : (@r,u2,. . . ,r.r.) ernb r.r¡ = ¿

(cara) o ar¡ : r (creu). Designent A I'esdeveniment 'almen¡rs dues cares o du€s creua
seguided':

o a parell:

P(A) : I - P(A) = | - P {(c, a, c, r,..., c, n), (x, c, a, c,..., a, c)} : | - 2@d^/2

o n irnparell:

P(á) : 1 - P'7) :1 - P{(c, c, c, . . . ,x,c),(x,c,a, . . . ,c,a)} :

: I -p!+qa+ -pBq"P =r-Urd!+Ur+d:t-tedo+.
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12. Ala xarxa de commutació de la figura, cade interruptor funciona independentment
dels altres i est¿ tsncst amb probabilitat p.

(a) Ttobeu la probabilitat que un een¡ral que entrs sigui rebut I ls sortide.

(b) Si el senyal es rep, quina és ls pmb&bilitct que .E estigui obert?

$-
Sigui .9l'esdeveniment 'teb¡e senyal a la sortids" i X I'esdeveniment einterruptor X
tancat" (X : A, B,C, D, E).

(')
P(s) : P(slE)P(E) + P(slE)P(E).

D'altra banda,

P(slD): P((,{uq n (au D)): P(AuC)P(Bu D) (independénci a) .

Perd,

P(Auc) : P(A) + P(c) - P(A.t c): P(A) + P(c) - P(A)P(C) :2p - p2

i, anilogament, P(BU D):2p - f.
Per tant,

P(SIE): (2P-P2)2:4P2 - 4P3 + Pt.

Si .g és tencst,

.e(slE) : ,e((,4 n B) u (cn r)) : I - ptQlElú@ nfll =

: I - p(7ñ a)nlzñDl) : | - p(-I ñB)p(eñD).

Peró



(b)

P(TñE): l - P(án B) : I - P(Á)P(a) : L - P2.

Anflogament, P(C-ID) =l -p2.
En conseqüCncia,

P(slE): | - (r - p2)2 :2p2 -pa.

P(S): Qp2 - 4ps +p1)p+ (2p' - p')(t -p):2p2 +2pe -5c'+zpu.

ñ,._,d P(EnS) P(slE)P(E)r(rrtrr: -7il--:= ---?F -
Per tsnt,

P(Els)=###
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13. L¡ fase ffn¡l d'un cilcul llarg exigeix I'addició de tr€s enters ot, 02, 03. Suposeu que: s)
els cllculs de or,o2,l as són estoclsticstnent independents; b) en el cirlcul de cada c;,
existeix una mateixs probabilitat p que sigui conecte i Ia probabilitat de cometre un
error igual a *l és la mateixa que la de cometre'l igual a -1; c) no pot cometre's error
mésgranque fl omés petit que -1. Calculeu la probabilitat que la suma o1*o2*o3
sigui correcte.

Sigui éi I'error comés en el ci¡lcul de ai, i: L,2,3.

P(e,:g¡ :p, P(e¿: +1): P(e¡: -l): +

:,'"ff:"il'"ffffi1r:'rlÍ'*i * L'error e és 0 si c¿ds 
" 

t'-o' o un dels e¡ és 0 i

P(e:0) =p(6t :€2 :€s =0)+P(er =0,et: 1,e3 : -1)"r
*P(e1 - g,r, = -1,e¡ = l) +P(cr : 1,e2: Q,6. : -f )+P(er : -1, é2 :0, é3 : l)+

-lP(e1 :1,r": -1,es :0) -t P(e1 : -1,€2 : 1,€3 :0): p3 ¡ Arll lrp )2



Prcbabilitat: concepúes bfuics

14. (a) Dos jugadors, A i B, jugen alternativament amb probabilitat de guanyar o i B
resp€ctivament en cada jugada. El joc s'interomp quan un dels dc aconsegueü
ls sevs p¡iriera üctória. Suposant que A és el primer de jugar, estabüu una relació
entre o i B perqué el joc sigui eqütetiu, és r dir que P(Susnyr,4) : P(guanyiB).
Si a : 1/2, quin és el valor de B?

(b) Una moneda amb P(caro) : p i P(creu):q és lla,ngada ¡lternetivsment pels
jugadors anteriors fins que á guanye (treu cera) o B gurnya (treu creu). Calculeu
p i q imposant 1€3 m¡teix€s condicions que en l'spartst ¡nterior.

P(guanyr A): P(A guan)¡s en ls la tirsda o I guanya en l¡ 3c tir¡d¡ o

A guanya en la 5o tir¿d¡ o .. I : if1,l guanye en la tirada 2& 1 1) :

: oi (r -a)(1 -fla+(r-o)21t-p)2a+. :Itt -a)E(a-p]lha:

l-(t-oXl-É)
Anirlogament,

P(gu.¡,y, B):DP@ gusnys en la tirada2h):!{f -")*{r - Oo-'B:
E=l t:O

(1 - o)0: r-([o)iT:71
Per tant, el joc és equitatiu si:

¡¡: (I _ a)p.

Per exemple, si o: 112, É ha de ser l. En aquest cas el joc equival al decarai
creu. El jugador z4 llanga una moneda 'hormsl'. Gua.nya si surt cara i perd si

surt creu.

(b) D'acord amb I'apartat anterior, p i q han de satisfer:

p: (1 -p)c,
i com quep+g:1 es té q2 + q - t:0, d'on s'obté el v&lor

-r + \/5
2

3-vB

(')

i, per tant,
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15, tobeu la probabilitat que, en una reunió de n persones, almen¡rs dues celebrin el seu

aniversari el mateix di¡ de I'any.

Si p" és la probabilit8t que en una reunió de n person€s totes elles compleixin an¡rs en
dies distints, es té:

365-(¿-l) 365-nf I 365-n*2
?" : ---86-Pn-' : 365 --¡66:-P,-2:

:...: (36-'+ l)(365-n't 2) . . .364
-- 365"-T-Pr' a S 365'

Perd p1 : 1 i, per tant,

_ (365 - r¡ + 1)(365 - n + 2) ...364 .365 Vias
''i: B65i : 

36s¿'

L'expressió de p, tanM s'obté aplicant la definició clirssica de probabilitat.

Ail, la probabilitat p que, en una reunió de n persones, almenys dues d'elles celebrin
el seu aniversari el mateix dia de l'¡nv és:

uP--p=t_p":,_dü
Per exemple, si ¿ = 20 aquesta probabilitat és 0.41.



P rcbabil itat : co¡ceptes b¿sics

16. (a) Demostreu que, si els esdevenimenk .¿{ i B són independents, llavors els esdeveni-
ments

i. 7, B s¿n independents.

ii. á, B són independents.

(b) Demoetreu que, si els esdeveniments A¡, A: i ,4,s són independents, llarcrs

i. ,41 és independent de A2ñAs.
ii. .¡{r és independent de AtUAs.

(a) Siguin Á i B esdeveniments independents, és a dir P(/ n B) : P(A)P(B).

t.

P(Á ñB) : P(AOB) : | - P (Au B) - I - P(,4) - P(B) + P (A ñ B) :
: | - p(A) - p(B) + P(A)P(B) : (1 - P(Á))(l - P(B)) : P6)P(E)

ii. Com que A -- (A^B)u (An B) i (,4 nE) n (l n B) :0, es té:

P(A1B): P(A) - P(An B): P(A) - P(A)P(B):
: P(A)(t - P(B)): P(üP(E).

tb)

I P(Ar n Az) : P(AL)P(A2)

At,AziAtindependents_lFli,i,i:i=iÍi:llrÍi:l
I r1,+, n t2 n tú : P(At)P(Az)P(Ai

P(1rn(A2n As)): P(h n,42 n á3) :
: P(A)P(A)P(A}): P(A|)P(A2n| 4)'

ii.
P(Atñ(A2 u.,{3)): P((4lnA2) u (,41 n A3)):

- P(4n Az) + P(Á1 n,43) - P((A1n Az) n (r4r n,'{s)) :
: P(A|)P(A) + P(At)P(Ai - P( ñ Atñ Ai :

: P(At)P(At) + P(,4r)P(rt) - P(A1)P(Ar)P(A{:
: P(At)P6z) + P(h) - P(A2)P(,{g)):

: P(A:)(P(A) + P(,43) - P(A2 ñ h)) : P(A|)P(42 u h).

Així,

i.
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f 7. Donats els €sdevenimenk At,Az i B amb P(B) f 0, demctreu:

(e) P(,{r) : P(AIB)P(BI + P(,{rlB-)P(E).

(b) P(Ál ualB)=l; P(.,{1 nBlB)=P(/rlB).
(c) P(¡{r uá:lB) = P(AtlB) + P(A'IB) - P(A,ñA2lB).

(¡) ár : (,{r n 8) u (-4r nB) i (ár n B) n (,4r nE) : 0. Air,

P(A): P(hñ B) + P(ár nE): P(&:B)P(B) + P(AiE)P(B).

(b) B c ár U B. Pe¡ t8nt,

P(Atu BIB)- P((á'!g) n B) : {9 : t'P(B) P(B)

TamM,

p(A,nBtB): P(('{fI4)nB) :"}iif' : p(AttB).

(c) Siguin Ct : At ñ B i C2 : ¡, ¡ B. Per tent,

Clu C2 : (At u A2) n B í C1 ñ C2 : (At 
^ 

A2) n B.

A més,

P(CLv C2\: P(Ct) + P(Ct) - P(QnC2)-

Dividint per P(B):

P( ú A2lB) : P(AtlB) + P(A2|B) - P(At t't A2lB).



P¡obabifi taú; conceptes besics

18. Siguin á i B dos esdev€niments, P(B) + 0. R¡oneu si l€s implicacions següents són

certes o falses:

(a),4 nB : 0 + A i B independents.

(b) ánB : 0 ===+ P(]{lB) > P(.,{).

(c) AcB+P(AIB)>P(A).
(d) P(AIB) > P(A) e P(BIá) > P(B).

A i B independents lc) É(;;;';,?tñ'fr, ptsl +r I- z{nBésdistintde0'AiB'

(f) P(ÁlB) + P(,418) : 1.

( 4,

(b)

(c)

(d)

FaIs. Añ B : 0 signiñca que els esdeveniments A i B ún mutus¡nent excloents,
és a dir, si succeeú .¡{ no succeeix B i üceversa.

FaIs. Si An B :0:

P(AiB):lw:ffi:'
Cert. Sí AC B, llavors An B: Ai:-

"J4ñt) : P(A) , pr ttP(AIB\ = '- P(B) P(B) _ _ '

Cert Sí P(AIB) > P(A):

P(A|B\P(B\, P(4)1.!B) 
= efD, P(A) +0.r\Dvt)= - PG- - P(A) -. \-,'

Si P(,4) : 0, P(Blr4) no és definit.
Recfprocment, si P(BIA) > P(B) es té P(AIB) > P(A).

Cer7. StA i B són independents, P(.4) + O,P(A) + li P(B) 11, llavors
P(Act B) : P(A)P(B) és distint de 0, de P(/) i de P(B). Per tant, Añ B 6
distint de 0, de A i de B.

Fals.

P(AIB) + P6tB\ = 
P(!.28\ + P(A!'E) 

.P(B) P(BI

L'expressió anterior no és, en general, igual a 1. Per exemple, si P(B): l/2'

P(AoB) . P(A1B)
- P@l t-aEJ-

(")

(f)

P((An B)u (AñB))
It

:2P(A).
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19. Siguin A, B i C esdevenimenLs d'un espai de probabilitat tals que 0 < P(A),P(B),
P(C) < 1.

(a) Demostreu

p(AlB) : p(AlB n c)p(clB) + p(AlB ñ7)p(elB)

(b) Demostreu que si P(,418) : P(AIB\ ll¿vors A i B són independents.

(c) Doneu un exemple en el qual I'espai mostral O consti de qustre esdeveniments
elementals equiprobebles, i, e més de l¡ condició donad¡ a l'epertst snterior,
tamM es verifiqui P(- IB) = P(B|A\.

P(AIB ñc)P(clB) + P(48 ñe)P@lB):
P(AñBñc)P(cnB), P(An B nc) P(C ñ B)

--V(Br,e -V(ú 1 p@7ñ) p@) :

_ P(An B ñc) + P(.4ñ B ne\ _ P(Añ B) : p( atB\P(B) P(B)

(b) Fent servir la condició de I'enunciat:

p(ÁnB) : p(AlB)p(B): ,p(AlE)(1 -p(E)) :
: p(AlB) - p(AlB)p(B): p(AlB) - p(AñE)

Aixf,
P(A) = P(Añ B) + P(AñE) _ P(AIE): P(AIB),

i, per t¿nt, .á i B son independents, ja que

P(A)P(B): P(A|B)P(B) -- P(A¡ B)

(c) Si fl : {0, 1, 2, 3} i els quatre esdeveniments elementals son equiprobables, tent .4
com B han de teni¡ dm elements i la seva inters€cció un. Efectivsment, prenent
per exemple ,4 : {0, U i B : {0,2}, €s satisfan lcs condicions.

(a)
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20. Un c¡nal de comunicació fa eervir do€ slmbols d'entrada {o, b} i dos slrnbols de sortida
{0, l}. se sep que P(o) : 0.6, P(ó) = 0.a, P(olo) : 0.2 i P(01ü) = 0.7. Un cop
rebut un dels sfmbols 0 o I es decideix quin sfmbol s'h¿ transmls d'acord rrnb la regla
següent:

P(olo) > P(ó10), decidir a
P(alo) < P(ó10), decidir ü

(De forma a,nlloga si ea rep I )

Calculeu la probobilitat d'er¡o P(€).

P(ol0) : P(olo)P(o) : 0.3
P(0lo)P(o) + P(01ü)P(ó)

EI denominador de I'orpressió anterior és P(0).
Per tsnt,

P(blo):1-P(clo):0.7
Aixl, si es rep el slrnbol 0 es decideix que s'he
enviat el sfmbol ü.

D'eltra banda,

P(1lo)P(o)P(cll):

(El denominador és, ara, P(1).)

P(l lo)P(o) + P(llá)P(ó)
: 0.8

P(óll):1-P(oll):0.2
Per tent, quan es rep 1 es decideix que s'he tr¡nsm¿s o.

Aixf,

P(e) = p1,¡"¡p1") + P(€lb)P(ü) : P(olo)P(@) + P(l1ó)P(ü) :0.%

La probabilitat d'enor t¿mbé es pot obtenir oondicionent pels sfmbols de sortida:

P(e) : r1.¡s¡p1s) + P(e ll)P(l): P(olo)P(0) + P(óll)P(l) :0.24
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21. Donat I'esquema de la figura

i sabent que les probabilitats d'enviar 0 i 1 son iguals, calculeu le probabilitat de rebre
0 i la de reb¡e l Calculeu ls probabilitst d'error.

Sigui ft I'esdeveniment "rebre i", i:0, 1. De l'esquema:

P(Ro\ - P(4 ó z2): P(zt) + P(22)1

(els esdeveniments "rebre zt" i 'tebre 22" són mútuament excloents).

D'altra banda,

P(21): P(z1lo)P(o) + P(zrll)P(l) - (0.4X0.5) + (0.1)(0.5) - 0.2..',

P(22): p1¿r1s¡p(o) + P(zzl1)P(1) : (0.4)(0.5) + (0.1)(0.5) - 0.25

Aiú,

P(rü) = 0.5

i, enilogament,

P(Rr ) : 0.5

La probabilitat d'error P(e) es:

P(r) : P(rl0)r.,(o) + P(€11)P(1).



Probbüt¿t: ¿Dncspüea b¿sict 5l

Per4

P(clo) = P(nrp) = P(a 6 zlo): P(rslo) + P(z¡10),

je que "rebre z3' i 'rebre z¡t eón esdeveni¡n€ob mútu¡nent qcloents.

Ait,

P(e l0) : 0.1 + 0.1 : 0.2

Per l¡ ¡isret¡i¡ de ltesquerna:

P(ell) = 0.2,

¡, per ts¡¡t,

P(c) = P(é10) :0.2
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22. D'una caixa amb n boles blanques i rn de negres se n'extreu uns s I'atzar i, sense
mirar-ls, s'int¡odueix en una bo6se que ja tenia €xactament r¡n¡ bola bl¡nce. També
a I'atzar, es treu una bol¡ de la bcs¿ i resulta ser blanca. tobeu ls probabilitst que
la bola extreta de la caixa fos bl¡nc¡.

Sigui 82 l'esdeveniment "treure
de la bossa una bola blanca" i
sigui .B1 I'esdeveniment "treure
de la caixa una bola blanca" .

P( R, n R^\
P(BtlB2):-';;:,"',

rló2 )

De l'esquema:

P(&ñ82): ln+fn
I

nlrn+__n+n 2n+ n le. extrecc¡ó 2e. exte@ió
P(Bz)

Aixf,

--l!-P(BJB2)--:i'T- --'l----1- + l--jll- 2n1mn+m 2 t+ñ

Una altra fo¡ma de resold¡e el problema és la següent:

Siguin ür, ó2,..., ón i nyn2,...,n^ les rr+ m boles de la caixa, i sigui ü la bola blanca
de la bossa. Un resultat de l'experiment aleatori es pot designar mitjanqant un parell
(a, p) on a designa la bola ext¡eta de la caixa i p la bola extreta de la bossa.

Per tant, l'espai mctral és:

a: {(ür, ó1), (bt,b), (b2,b2\, (b2,b), . , (ó", ó"), (b., ó),

(n.1, z1 ), (n¡, ü), . - ., (n^, n^), (n-, b)I,

L'esdeveniment By ñ 82 6:

B1ñ 82 : {(ür, ór), (á1, ó), (h, ór), (ür, ó),.. . , (ó", ü"), (b., ó)}

Anlrlogament,

a2 : {(Dr, bl), (ór, b),(h,bz), (ór, D), . . ., (ó", ó") ,(b.,b),(nt,b),..., (n_, ¿)}



Probabiliú¿tr conceptes bdsics

Pe¡ t¡¡t,

P(&nB2):# =#^,
P(8,):# =m,

p(Bth): 
#n+^.
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23. Una urna conté tres boles blanques i tres de negres. F) seleccionen a I'atzar dues
boles i, sense mirar-les, s'introdueixen en una altra urna on ja hi h¿ una bola blanca.
D'aquesta s€gona uma s'extreu una bola a I'atzar i resulta ser blanca. Quina és la
probabilitat que en la primera elecció s'hagin tret dues boles blanques.

Sigui R l'esdeveniment "treurc ura bola
hlanca de la segona urna" i sigui B'
1'<sdr:venrn¡ent "treu¡e dues bolt¡s blan-
qrres en la primera elecció" .

PiB' ct B\t'\D tD): --va4)

De I'es<¡uema,

f,¡8' n B) - PIBIU')P(n')

P(B)=t:*?t***l'l]:?5 3'10 l0' 35 3

Per tant,

3
P(B',lB) = n.

Nof¿; Els cálculs ante¡iors corresponen a haver aplicat el Teo¡ema de Bayes, ja que
P(B) s'ha calculat com

P(Bl2 blanque cn la la. elecció)P(2 blanques en la la. elecció) *
P(Bll blanca i 1 negra en la la. elerció)P(1 blanca i I negra en la

la. elecció) 1P(Bl2 negres en la 1a. elecció)P(2 negres en la la. elecció).

ll
DC
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24. Es tenen dues monedes, una normal i I'altra de dues cares. Se'n pren una, amb
probebilit&t 3/4 la normal i 1/4 la de dues cares. Es llanqa n vegades la moneda que

s'hs pres i apareixen ¿ c¡res. T[obeu la probabilitat que es prengués la moneda de

dues cares. Que succeeü quan a és molt gran?

Sigui á la moneda norm¡l:

P(cara) =p¡: j if1"r",r¡ =q^-;.
D'altra banda, sigui B la moneds de dues csres:

P(cara) =P¡ : I i P(creu) = qB : O.

L'experiment aleotori consisteix a escollir una de les monedes (amb probabilitat 3/4 la
A i amb probabilit ú l/4Ia B) i llangar-la z vegades. Sigui X I'esdeveniment "escollir
la moneda B" i sigui I I'esdeveniment "aporeixen ¿ cares". S'ha de trobar P(X|Y).
Aolica¡rt el Teorema de Baves:

P(xlY): P(Ylx)P(x)
P (Y 

I 
x ) P (x ) + P (Y lx ) P (7 )

Observeu que lim"-- P(XIY) : f .

iVof¿ f: Usant el llenguatge de la t€oris de conjunts, l'€spai rnostral Q consta dels
2'+l elements o¡: (A;a1,a2,..., c,,), amb ad : c (c&ra) ó a¡ : ¡ (creu), i
I'element us : (81c,c,. . .,c). L'agsignació de probabilitats és la següent:

o Cada esdeveniment elemental ar¡ té probabilitat p(ri : 1*.
. L'€sdeveniment elemental @s té probabilitat P(ws) : l.

L'edeveniment "escollir la moneda B" ¿s X = {t¿s}; i I'esdeveniment "apareixen n
c¡res" és f : {(A;c,c,...,c),ur¡}. Per tant, P(X): i i P(y): ffr + }, a'""'

- i--i--;-7'it;5- 1 t \2t 1
T+3

2n +3'

com &oans.

Nota 2: Per a ¿ : 1 el problema equival a tenir tres monedes normals i un¡ de dues

cares. N'escollim a l'atzar una de les quatre. Es llanga i surt cara. La probabilitat
br¡scada és:

! casos fevorabl€s 2

P(xrv):'+#:'#=

! casos possibles
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25. Tenim dues monedes: la moneda á normal, amb P(cara) : P(creu), i la moncda B
amb P(cara) : 3P(creu). Per idendifica¡les es pren cada una d'elles i es llanqa 4z
vegades. El resultat és 2n cares i 2rr creus per a una d'elles i 3n ceres i ¿ creu.s per
a I'altra. A la vista d'aquest resultat es decideix, naturalment, que la moneda B és

squcta r¡ltims. Calculeu la probabilitat d'equivocar-se. Qué succeeix quan n és molt
gran?

Per a la moneda -4, P(cara) - P(creu) : ]. Per a la moneda B, P(cara) : t i
P(creu) = {-
Sigui X I'esdeveniment "la le. moneda és B i la 2a. és ,4". Sigui Y I'esdeveniment "2r¿
cares i 2n creus per a la la i 3¿ cares i r¡. creus per ¡ la 2a.". Aül P(enor) : P\X|Y).
Pel Teorerna de Bayes:

P(error): P(Ylx)P(x)
P (Y lx \ P (x ) + P (Y lX) P (X\

P(Y tx) : (il) rir'", ;r- 111) 
rlr-r jr",

(idependéncia entre les monedes) i

P (Y tx ) : (i;) Qr" Qr" (ll) r i r" t ; r
Tambe, P(X) : P(X) : +.
Aixl,

P(error) :

:oftt:#'
Observeu que lim.-- P(enor) : 0.

r3lr"¡ ! lz"ll: )-(* ),"(;)'" + (i)-( :)d( ti"



26. Un jugador A llanga repetidament dos daus fins que la suma de punts obtinguts en

une tirada és 7, ca.s en qué guanla, o firs que aqu€ata suma és 8, c&s en qué perd.

Ttobeu la probsbilit&t que Á guanyi:

(a) expressant aquesta probabilitat com ¡ suma d'una certa s¿rie;

(b) mitjangant un r&onament d'altre tipus que condueixi a un cAlcul més senzill.

(a) Sigui N¡ el nombre de punts obtinguts amb el dau i (i: 1,2) i sigui N: Nr+N¡.

P(N¡: ¡,¡¡r: n) : P(lfr : m)P(N, : 
") 

: *
Per tant,

P(7): P(N: 7): I P(Nl : rn,1v2: ¿) -
ñ+1=7

Anllogament,

Pl8)=PlN:8): t P(N¡:¡¿,1Yr=") - t :::'' ¿- 
-^ro 

óo
mlt¡ d m+¡=5

Així,

pG,8): P(N +7i Nl8) : r-P(N: 7ó ¡ú:8) : 1-(P(7)+P(8)) = #,
d'on,

P( A guanya) - P (7) + P (1,8) P (7) + (P F,$)'z P g) + . . . : r1z¡ I1PG, 8)f :

16=-(,,r_i75: rr.
(Noteu que

P(A guar¡ya) = P(á guany¡ en la 14. tirade o A guanya en la 2a tirada o ...)

(b) .,4 guanya si treu 7 i perd si treu 8. Els altres resultats no cal considerar-lc (no

influeixen ja que si es dóna algun d'aquest caso6 €s torns a tirar). Llavors,

\- I :6./¿ 36 36

Es a dir, d'11 casos (sobre 36) en qué surt 7 o 8' 6 casos comesponen ¡ N: 7.
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27. Es tenen sis umes amb dotze boles cadascuna (blanques i negres). Una urna té vuit
boles blanques; dues, sis boles blanqu€s, i tres, qu&tre boles blanques. A I'atzar, s'escull
primer una urna i a continuació s'extreuen d'ella tres boles. D'equestes, dues resulten
ser blanques i una negra. Quina és la probabilitat que I'urna escollida contingués sis
boles blanques i sis de negres?

tlPr¡s
d'u¡na

nomDre
d'umes

nombre de
boles blanques

nombre de
boles negres

I 8 /l

B 2 6 6

E

Sigui X l'esdeveniment "escollir una urn& del tipus X" , X : .Á, B, d, i sigui Y
I'esdeveniment "extreure dues boles blanques i una bola negre",

Aplicant el Teorema de Bayes:

P(BIY): P(YlB)P(B)
P (Y lA) P (A) + P (Y lB) P (B) + P (Y lc )P (c)

109



Prcbabilitat: ooncepües bdsica

28. Una moneda amb P(cara) : p es Ilanga a vegades. TYobeu la probabititat, p,., que el
nombre de ca¡ee obtingudes sigui parell.

(a) Directoment.

(b) Mitjonqant una fórmula rocursiva que relacioni p. omb p,,-1.

(a) Sigui X,, el nornbre de cares obtingudee en els a llangaments de l¡ moneda.

i. n pa,rell:

P(X" parell) : P(X, : 0 o Xn = | 6 oX':¿):
: (;)n. (;)n'"-,. . (;)"",

onq--L-p.
Perü, pels desenvoluparn€nts de (C + p)" i de (q - p)":

l:)¿ * ft\o,¿'-" +... * l"'\,- :
\u./ - \2 )' \7¡./'

- 
(q + P) + (q - P) - 

| + (t - zp)a
22

n imparell:

P(X" parell) : P(X" : O o X. :2 o ... o X" : ¡- t) :
/n\ - /¿\ " ^ /¿\: (;/r" + \'r)c't"-' +.'.+ (,"_ )n"-'c:
- (q + p) + (q - p)^ _ I + (l -2p)"

2 
-: 

2 '

com en el c&s enterior. Aixf, per a tot n, p¿ - r+(r:2el 
.

p^ : P(X" pa¡ell) : P(caralX"-1 imparell)P(X"-¡ imparell)*

*P(creul X.- 1 parell)P(X.- 1 parell).

Perb,

P(ca,ralX"-r imparell) : P(ca¡a) : p;

P(X"-1 imparell): I -P(X"-r pa,rell): l-p"-ti
P(creulX.-1 parell) : P(c¡¿¡) : 1 - p'

(b)

Aixf,

P(X"-1 parell) : ¡6-1.
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p* = p(l - p*t) + (l -p)p.-r : p + (L - 2p)p.-t.

A més ps = l' Per tsl¡t,

p^ = p + (r _ b)p"_t : p ¡ (r _ 2p)@ + (r _ zp)p^_ü =
: p+(l-2p)p+(l - b)"p^-t: . .. :
: ?(1 +(l -2p)+(r-2d2 +...+ (1 -2p)"-¡)+(l -2p)"n:
: ?##+(r-2p)¿ -1-(r:2P) +¡-zp)":

| + (l - 2p)"
@+0).

(Si p: I, el nombre de co¡es X" = 0 per a tot ¿ i, pe¡ tent, pn : l.)



P¡obabilitat: conceptes hisics

29. Una persona estalvia per compra¡ un ¡utomübil que val N pessetes. Dispca de k
(0 < /r < N) pessetes i tracta d'aconseguir les que li fslten mitjsngsnt el joc següent
¡mb el seu banquer. & llanga repetidament rms müleda. Si surt carq el banqum Ii
p¡gs rma pesseta, peró, si surt creu, ell page al brnquer una peeseta. El joc continue
firs que la persona s'arruina o guanya prou p€r @mprar I'sutombbil. Celculeu la
probabiJ itat de que s'amrini.

Sigui /r I'esdeveniment ua¡n¡inar-se rlispcant inicidment de /c pessetes".

Sigui B I'esdeveniment "surt c¿r¡ en la primera tiredd'. Aixf,

P(Ai): P(A*IB)P(B) + P(AklE)P@).

Peró,

P(AklB) : P('{¡+r)'

P(A*|B): P(Ak4'

Pe¡ tant, ú pt: P(A*), es té la següent equació recurrent:

In*: 1(nr+r *P*-r)' 0 < lc < N

¡mb les "condicions de contomn:

¡t :1 i Pr:0.
Per ¡esoldre aquesta eqüació observem que:

ph+r - pk : pk -pt _r, 0 < Jt < N,

d'on, si d¡ = pk - pt -ri

d*:d*¿:"':ú:d,

i, per tant,

P*:kdrPo:kd+1,0<[<N.
A més a més, com que px : t, es té d = -*.
Per t¡nt,

P*:P(Ar):1-*' 0<&<N.
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30. Dc jugadors o i É juguen repetidament amb probabilitat de guanyer un punt p i
c: I -p respectivament, 0 < p < l. Calculeu la probabilitat que té cada jugador de
guenyar el joc si:

(a) guanya el joc qui primer aconse¡¡reix un avantatge de dos punts sobre I'adversari;

(b) guanya el joc qü primer &consegreix guanyar dc punts consecutius.

(o) Deignem per:

ao: o guanya els d6 prime¡s punts.
cD: o guanya el primer punt i B el segon.
óo: B guanya el primer punt i c el segon.
bb: B guanya els do6 primers punts.

Aixf,

P(n) : p2 , P(ab) : P(bo) : pq, P(ñ) : q2 .

Si A ós I'esdeveniment "a guanye el joc":

P(A): P(Aloa)P(aa) + P(Alab)P(c,b) + P(Alba)P(ba) + P(Albb)P(bb).

Perd,

P(Alaa) : 1, P(á¡óó) : 0.

A més a més,

P(Alab) : P(Alba) : P(A),

j¿ que, hsvent guanyat cadascun dels jugadors un punt, els jugadors estan
patats i és com si el joc tornés & comeng&r. Per tant,

P(A):P'z +7PqP(A)'

d'on

P(A) = P2 P2
= | -rPc:7+4'

La probabilitat P(B) que B guanyi el joc és:

P(B):r-P(A):--t-.
P' + (l'

rYora: Si p : c: +, P(A) : P(B) : +.
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(b) Sisui

o: o guanya el primer punt.
á: P guanya el primer punt.

P(a): p, P(b) = e.

Els esdeveniments oa, oh, ba i l¡ü es defineixe¡r com en l'sPs¡tst snterior.

Per t&nt,

P(A): P(Ala)P(o) + P(álb)P(ü) : P(Alo)p + P(Alb)q. (l)

Peró,

P(Ala) : P(Alao, a)P(aala) + P(Alab, a)P(abla) 
'

on

P(Alaa, a) : P(Aloo) :1, P(Alob'o) : P(Alah) = P(Aló)'

P(aalo) : P' P(abla) : q.

i, per tant,

P(Ala):p+P(Alb)q. (2)

Anllogament,

P(Alb) : P(Alba, ó)P(balt) + P(Albb, b)P(bólü),

on

P(Alb,b): P(Alóa) : P(,{la), P(Alüó,ü) : P(Alüó) :0'
P(balb) : P' P(Ñlb) : q

i, ail,

P('41ü) : P(Alo)p' (3)

Resolent les equacions (2) i (3) s'obté:

P(Ala) = =l-' P(tl¡): ¿-r -pq t -pq
Finalment, subetitünt en (l):

P(A\=eJ '-P2 -P2(l+q)'t--ñ+qr-w: r-pc
La pmbabilitat que guanyi el jcc el jugsdor p ós:

63
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n2(t +-\P(B):r -P(,{): ffi
Nota: Si p: c: i, P(A) : P(B) : +.
Noúor Una sltra forma de resoldre aquest apartat del problema és la següent:

El casos en qué guanya o, amb les seves respectives probabilitots, són:

ott p2

úoo Psq
obal'oo f. C'z

baa p2q
bohao psq2
bobaboa paf

Sigui.,4.,o: "guanya o i el primer punt I'ha guanyat a", i sigui A,ó: "guanya o i
el primer punt I'hB guanyst p'.

P(A)=F(A'4)+P(A'b):
:0] +p3q-tpaq2 + ...) + (p2q + p3s2 +p4f +...):

2 I 2 t p2(l + q)
=p-1-fp-q.' l-pq "l-rq l-pq
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

Problemes proposats

S'esc¡rll a I'atza¡ una corda d'un cercle. Quine és la probabilitat que la seva longitud
sigui més gran que la del radi?

Es ll¡ncen N daus, on N pren els valors 1, 2, 3, . . . amb P(N : i) : 2-¡, i la suma dels
punk obtinguts és S. Calculeu ls probsbilitat que:

(a) N : 2 condicionat ¡ .9 : 4 i el primer dau treu l.
(b) S:4 condicionat a/V és parell.

En una mi de bridge €s reparteixen cinquanto-du€6 cartes (tretze cartes de cada
un dels quatre colls) entre quatre jugadors. Sigui -l{ l'esdeveniment que, en una mü
donada, cada jugador rebi un as. tobeu la probabilitat que .A succeixi almen¡rs una
vegada en set mans.

L'entrada d'un teatre vsl 5O0 pessetes i, al comengar e vendre les entrades, la taquillera
no té canvi. La meitat dels 2z espectadors paguen amb una moneda de 500 p€ss€t€s,

i l'altra meitat amb un bitllet de mil.

(a) Calculeu la probabilitat que a la taquillera no li falti mai canvi.

(b) Quina seria aquesta probebilitat si, al comenga,r la venda d'entrades, la taquillera
tingués m S ¿ monedes de 5m ptes.

Es llancen sis monedes de una pesseta i una de cinc pesset€6. Sabent que &lmeny tres
monedes su¡ten csra, trobeu la probabilitat que Ia moneda de cinc pessetes surti creu.

A un¡ urna hi h¡ set boles bl¡nques i tres de negres. T[es jugadors ext¡euen per torn
una bola cada un, miren el color de l¿ bola i la tomen a I'urna. Gua,nya el joc el primer
jugador que treu per primera vegada una bola negra. Tbobeu la probabilitat P(,4) que
guanyi el joc el jugador que comenqa a jugar,

(a) directament, sumant uns certa s¿rie;

(b) a partir d'una equació que relacioni P(A) amb ella mateixs, justificent-ne I'obten-
ció.

Un jugador tira dm dar¡s i observa la suma dels dc nombres que apareixen. Si aquests
suma és 7 o 11, el jugador guenys immediatam€nt. Si la suma és 2,3 o 12, el jugador
perd immediatament. En altre cas, els dos daus es lla¡lcen (a la vegada) successivament
fins que s'obtingui una suma igual a 7 o ñrs que s'obtingui altre cop la suma obtinguda
en el primer llangament. Si la sum¡ 7 s'obté Bbans que la del primer lldrg&ment, el
jugador perd i, en c&s contr&ri, gua.nya. Calculeu la probabilitat de que el jugador
guanyr.

En un lot de deu ¡rticles, I són defectuosc. Per fer un¡ inspecció se seleccionen ¡
I'atz¡r tres a¡ticles. Si la probabilitat que exactament dos dels erticles seleccionats
siguin defectuoeos és 0.3, trobeu l.

37.

38.



66 ya¡iables Alea¿dries i P¡ocessos Esúoc3s¿ics. p¡oblemes

39. Hi hB I caües, cada una de les quals conté n boles iguals numerades de 1 a a de
m&ner& que cada un¡ té la mat¿ixs prob&bilitat de ser escollida. S'escull r¡na bol¡ de
cada caixa. Calculeu la probabilitat que el número més gran que s'ha ext¡et sigui m.

40. Es tenen dues urnes U i V. L\rna U conté dues boles blanques i una bola negra.
L'urna Y csnté una bola bla¡¡c¿ i dues boles negr€s. S'extreuen a I'atzar dues boles
de cada urna i s'introdueixen dins d'une bcsa. Tot seguit i també a I'atzar s'extreuen
dues boles d'aquesta bossa (serrse ¡epo6ició). Quina és la probabilitat que embdues
siguin negr€s?

41. Es tenen z urnes, cadascuna ¡rnb o boles blanques i p boles negres. Es fa passar
una bola de la primera urna a la segona, després, r¡ne de la segons & la terctra, etc.
Finalment, s'extreu una bola de l'úLltima urna. C¡lcu.leu la probabilitat que aquesta
bola sigui blanca.

42. A í B juguen llsng&nt elternstivament dc daus ñns que la suma dels do6 resultats
mostr&ts pels d¿us val 7. Calcular la probebilitat que perdi qui comenga el joc.

43, L¿ sortida S d'un circuit lógic correspon a la funció booleana S : A. B +e (. i +
denoten, respectivünent, les funcions ldgiques cnl i or. Les entrades ,l4, B i C són
independents i prenen els valo¡s 0 i I amb igual probabilitat. Si e la sortida s'observ¡
el valor lógic 1, calculeu ls probabilitat que.Á: l.

44. Considereu el mateú canal de comunicoció que en el problema 20, perd amb p(o) : Q.!
i P(b) : 0.2.

(a) T[obeu la probabilitat d'enor quan Ia regla de decisió és:

rebut i (i:0, r) f "i tf!|"] > tl1!91 es dccideix o
' I si P(;lo) < P(iló) es dccideix ó

(receptor ML o de mdrimo. verscmbütnga\.

(b) Tlobeu ls probabilitat d'error quon la regla de decisió és la mateixa que en el
problema 20, és a dir:

rebut d (i:0, 1) f "i ll"ll > llll1l es decideix ¿
' I si P(oli) < P(bli) es decideix ó

(receptor M PP o de mdxina probahilitat a postenori).

Quina regla de decisió és la millor?

Una moneda amb P(cara) = p i P(creu) : q es llanQa reiteradament. Thobeu la
probabilitat que surtin r (2 l) care.s seguides aba¡rs que surtin s (¿ l) creus seguides.

Dc jugadors, ,4 i B, llancen alternativament dm daus. .,1 guanya si treu, entre els dc
daus, 10 punls abans que B n'obtingui 8. En ca.s contrari guany& B. Supo€ant que
comenqa a tirar A, calculeu Ia probabilit¿t P(A) que guang _4,

(a) directament sumant una ccr¿a s¿rie;

45.

46.



47.

P¡obabiüú¿t: ooncepúes túsics

(b) relacionant el valor de P(á) srnb ell mat¿ix mitjsng¡nt el teorem¡ de la proba-
bilit¿t tot¡l.

Es tenen dc jocs de ¡ c¡rtes. Un d'ells s'eatén i I'altre, després de bsrrej¡r l€ csrt€s,
s'6tén drrnurrt del primer. C¡lculeu la probabilitat p,, que no hi hagi cap coincidüncie.

Quatrc ciutsts €st¡n situad€a en els vért€xs d'un quadrat. Un trsnsportists realitzs
üatg€s entre elles. Des de cada ciut¡t üatja a Ia següent (sentit horari) amb prob-
ebilitat p i ¿ l¿ anterior (sentit antüoreri) amb probabilitat q : I - p. Tiobeu lc
probobilit¡t que el primer rctorn s l¡ ciutst de sortids es faci per la ciutet opcsds s
la primera que es vs visita¡ (després de la de aortida).
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Respostes

31. P¡oblema m¡l definit que pot tenir infinites solucions (vegeu el probleme anllog en
I'exemple 1-1 del libre de A. Papoulis).

'| la
32. (a) i=: ¡: 0.85' lbg

433(b) 
6elt ry 0.06

33,0.5418

34. (a);h
l-

(b)
0,

ss. ff r<o.sr

36. P(A): ffi: o.nut

ffi:o.aor
t:4ól:9.
mh -(m-l)E

nk

ll
;;'

at
---'--:-=.d+p
5

1t'

0.6

(a) P(e):0.22
(b) PG) : 0.2. En aquest cas el receptor sempre decideix que s'ha enviat el sfmbol

a.

El receptor MPP és bpt¡m.

:'-#, ,n<n
m:n

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

ne. ffi =o.rm
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4t.p^:+-+. .+(-r)"*
Curicament, lim,,--p" : s-t.

4g, Pl +,q4 
.I - 2ps





Va¡iables aleató¡ies u¡idimensionals

Gapítol 2. Variables aleatóries un¡d¡mens¡onals

1. Un transmissor envia els missatges m-r = -1, rno : O, mt : I ¡¡nb la m¡teixa
probabilitat. A causa del soroll, al transmetre rni ea reb u : ru + n, on n és el r¡alor
d'una v.a. N gausiana norm&litz&ds (N(0, 1)). El receptor decideix que s'ha enviat el
missatge més proper a c, és a dir, min{l a- m¡ L i : -1,0, l}. Calculeu la probabilitat
d'enor en termes de l¿ funció erf .

Exemple: Si es rep 0.8 es decideix que s'ha enviot rn1.

Diem E:{ hi ha hagut error en la interpretació del missatge }. Observem que és flcil
c¡lcular

p(E 
I m-): p(N > ]l : t - r"rll - r - (; + -r(I)) : f, - - ,rf,i

Similarment,

p(E 
I mt): p(r/ < -]t : nr-]l : L, + *1-!l : | - *rrlt

p(E l ^o): 
pq N l> jl : "f" = |l n o1" t -il : | - zer1(;)
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Per ¡ calcular la probebilitat d'enor amb aquesta informació podem fer servir ls
Fórmula de la Probsbilitst totel.

P(E) : P(E I m-)P(m't) + P(E I mo)P(rno) + P(E I rn1)P(rn1) :
tl: :(2 - 4erfl:)) = 0.4114.3' "2"



V¿¡bbles aleató¡ies unidimeosionals

2. L¡ v.a. X té per funció densitat

( x+l si c e (-1,01
fx@):\ -r+1 Bir€(0,U

t 0 si c e (-o,-lln(l,o)
Es defineix l¡ v.e. Y = g(X), on g és la ñ-mció

( t si ce (l/2,o)
e('): { 0 rnieeL/2,r/21

t -l "i 
ze(-a,-r/21

Tlobeu la firnció de p¡obabilitat i de distribució de Y.

La v.a. Y és discretr i prln els valors {-f,0, f} arnb probabilitats

¡-rlt Í-rl2p(y: -r):P(x <-rl2): I Íx@)e": I @+r)dr:r/8J-ú J-r

De manera similar,

¡l
P(Y : 1) : P(x > Ll2): I ea + l)de: I/8

J l/2

Finalment.
P(v : o) : | - (P(v : -r) + P(Y : L)) : 3/4.

La funció de distribució de Y és

( 0 siye(-e,-1)
o..,",, _ ) l/8 siye [-1,0)'¡rv/- ) Z/8 siye [0, 1)

( 1 siye [l,o)
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3. Sigui X un¡ nri¡ble Blestüria contlnuB arnb dist¡ibució uniforme I I'intervll (0,l).
Tbobeu tee ñ¡ncion¡ de densitst de pmbabilitrt de lea ve¡i8bles ¡leatüries y : 9(X) i
Z = t(x) on s(c) : sc! i h(r) : (o - rl2)2 .

La funció y
nlanera que

= g(a): ad es b¡ective i l¡ ¡ev¿ invers¡ óa r:9-t1r¡ : {j12, de

fv(il:Íx(c-'(v))t(g-')'(r,)l =t fu i."(o'.t) .

[ 0 dtramsnt

Per a cada valor pcitiu de z la equació z : (c-|)2 té lee dues solucions a1 : i+fi :
hlr!) i q: , - ,/r: lr;r(z), de menera que

¡u1z¡: ¡*1n¡tp¡¡¡1rr;1¡,12)l+ fx(ht'(,))l(¡,t'),(o)' = { ;# il#XJ^,
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4. Ilobeu r¡na ñrnció €stúctanent creixent que transformi r¡na r¿riable ¡leetdri¡ uniforme
¡ (0, f) en una variable aleatória exponenci¡l de Pa¡lmetre ).

Sigui X la v¡¡i¡ble de¡t,dri¡ que té distribució rmifo¡me a (0,l) i I la frmció que es

br¡sca tal que Y = 9(X) tingui uns dist¡ibució exponencial de parlmetre ). Com que

9 ha de ser bijectiva, si ñ : 9-1,

r lh'(y)l si l¡(s) e (0, 1) _ / )c-rv si y > oIvfu): lx(h(v))lr,'(e)l =10 sltrsrnenr -10 suramenr

Com que g ha de ser estrict;ent ceix€nt, tenim l¡'tt,lt : ¡r'fcl : ¡¿-rv, s ¡ 0, o
s¡gui

h(s)=l-¿-xv
on * és una cp¡rstant d'integració. D'altra banda, g ha de transformar I'intervel (0, 1)

en (0, o), de m¡ner¿ s'h¡ de satisfer ñ(0) : O i limr-- ,¿(g) : l. Ambdues condicions
es satisfan amb k : I de manera que lo funció buscada és

s(r): h-t(a): -l{P ,' € (0,1).

La funció 9(c).
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5, A rma bca hi ha dues monedes de 100 pessetes, quetre de 50 i quatre de 25-

(a) Theiem tr€s moned€s a I'atzar. Quin¡ éa la probabilitat de treure 150 p€sset€s?

(b) Repetim I'uperiment snterio¡ qustre vegedes (retorne¡t cade vegada les monedes
a la bossa). Quina és la probabilitat d'hsver tret 150 p€sset€s t¡es vegsdes?

(a) Hi ha deu monedes, de rnanera que cad¡ extracció de tres monedes té probabilitat
zh. Per obtenir 150 p€ssetes cal treure o bé tres monedes de E0 ( (l) possibilitats),(i)
o bé un¿ de 1ü) i dues de 25 ((?)(l) pcsibilitats). Aixf doncs,

p(treure r5o pess"t*¡ : (i l,fl(l) : 3(';) 15

(b) Si X conta el nombre de vegades que s'obtenen 150 pessetes en quatre €xt¡&cciona,
X segueix rmt llei Bín(4,2/15). La probabilit¡t de treure l5o pesset€s tr€s
vegades és

P(x 3): /4\ 1¿\' rs - ¿ro

\3/ \ l5l 15 154
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6. thobeu I'csperrnga i la varilncia de lea v¡¡i¡bles ale¿tóriee

r) X - BenoúIli(p)
b) Y - Bin(n,p)

c) Z - Poieaon(\)

Qf -6¿o ¡o¡.

(a) Tenim P(x: 1) =p i P(x:0) =r -P(x = l) : I -p: q, d'on

E(x) :0P(x =0)+rP(X= r):p.
E(xz) :02P(x:0) + rzP(x : r) = p.
Vat(X) : E(xt¡ - (E(x))2 : p - p2 = pÍ - ñ = pq.

(b) Ara

P(x : k): (i)o-o*-o 
= 

* 
= ",

de manera que

Etn=ie(;)p-c*-

Per t¡l d'obtenir une expressió eenzilla d'aquest sumatori es pot fer el següent.
De

(¿+c)*=ffi)'*'"-*' 
"r:a \E )

obtenim, derivsnt ¡especte de r,

n(a + c)'-r = f o1'")rt-to"-*
Éó \r,/

(r).

Pc¿nt c : p i a : g a aquesta derrera expreasió i multiplicant per p obtenim

E(Y)=nP(q¡P)n-t:nP.

D'altra band¡.

E(Y,):i.k,(:)o*0"-*.
;í' \fr./

Multiplicant I'e:<pressió (1) per c i deriv¿nt uns oltra vegado obtenim

n(a+c) -2((n-1)c+(c+c)):f*'(")r*-to'-* (2).
l-¡ \r,/
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Multiplicsnt aquesta expressió per c i pcant c : g i r : p tenim

E(Y2):np((n- r)p ¡r): (np)z + npq

de manera que,
Vor(Y) = E(Y?) - E2(Y): npq.

Obscnació: Hi h¡ rms m¡ners forga méa simple d'obt¿nir aquest r€sult¿t ¡nt¿r-
pretent una va¡ieble aleatüria binomirl cam ¡ gr¡mo de v¡riebles de Bernouilli.
Aquests interpretació es veur| més end¡vBnt.

(c) Per a una voriable Lleatbria de Poisson tenim

P(z : k): ¿-l+,É :0, 1,2 ",'k\

de manera que

nlzr: \-¡"-¡t: "-rr\- 
lt-t 

= Ir2o [! - 'lí (e - l)!

D'altra banda,

EQ\ : 
Eo'"-^f 

:"-^.r!tffi:
: "-,^ ftt* - l),,1*-,t,, * t ,,^-],,.| :Lfi' ',(É-1)! Éí(É-r)rj

:-^^1.^rffi*a] =^r^*,r

d'on
Var(Z): EQ2) - E2Q): 

^.
(d) Finalment, per a una nriable aleatória geométrica,

P(T : k) : pqk-r , k: l, 2, 3, . . . , q : 1 - p,

i aleshores

Eg):Dkpc|-' : pI ¡e*-'.
¡>1 r>1

Aquest sumetori es pot po6ar de form¿ senzilla fent el següent. De

I - \--*1-"- r?ro'

derivant respecte de c,

^-\ =)-k"*-'
t>r
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d'on,paantc:q=1-p,

D'altra banda,

p(x)=pTLt-q¡":).

l_ IE1.x2)=Et?d-' :r l!t*+ r)rl-, - !*l-r ¡ .¡x L¡> *>r J

El primer d'aquests de eurnatoris € pot c¡lculr¡ a psrtir d€

É:t"'*'
derivant dues vegades respecte de c i pcant r = g,

2

¡:Et*+t¡*¿-'r>o

mentre que el segon dels surnatoris ,ia s'h¡ c¿lculat abans, d'on

E(x\=PtÉ-i]

D'¡qú,
ol

vor(x) = E62) - E2(n = v - ;) - n 
: i



80 Va¡iables /Jeatóries i P¡ows Estoclsúics. P¡oblemes

7. Un sistem¡ de tra¡smissió emet els dfgits -1,0 i 1. Qusn cs transÍpt el sfmbol i' es

¡ep el lmbol j d'acord arnb les probabilitsts oer€ssed€s en el disg¡sm¡ següent

i es diu que s'ha produit une distorsió (i - i)2. Quin és el valor mitjl de l¿ disto¡sió?

De I'esquema deduim que i - j pren els valors -1,0 i I amb prob¡bilitats

I
P(i- j :1) : D pt¡-i:lld=e)P(d:&):P(i-j:lli=0)P(i:0) :

lc:-l

= PLi :-lli=o)P(i:0): +:.' lo3

De manera similar,

i aleshores,

P(i- j:-1): +

P(i - j : 0) : I - (P(i - j : -r) + P(i - j : l)) :

I
Ef(i - il'l: f Ér1i -i : e) : *É=-l

2E

30

Ail doncs,



Va¡iables ale¿úd¡ies unidimensionals

8. Sigui X la va¡iable aleatüria que conta el nqnbre de vegadea que cal tirar rm dau
perqué surti el 5 o el 6. Quina és la ñrnció de probabilitat de X? Fent serür la
desigualtat de T*ebyshev, determineu el nombre de tirades pel qual sbbté u¡r 5 o un
6 emb probabilitet (a) 0,95 i (b) 0,99.

fo clar que X segueix una llei geomltrica de parlmetrep: P(surt lm 5 o un 6) : 1/3
(supcem que tot€s les c¡¡es t¿nen probabilitat l/6 de aparlixer). Aixlf doncs,

P(x : k): til--'*

D'acord ¡mb el problema 5 d'aquest capftol, el valor mitjl de X és E(X) : j : a

Per resold¡e la segona questió observem que P(surti un 5 o r¡n 6 en /c tirades) > c és
equivalent el fet que P(X > &) < 1 - c. D'¡cord amb la desigualtat de Tlebishev,

P|x-31 >")sry
on, segons el problema 6,Vor(X): C/t:6. Aixl doncs, per t6fa2 ! l-c,ése
dir, per a c > (6/l - c)U2, tenirn P(X - 3l >c) < I -c.
Perac:0.95,tenimc>11 i P(lX - 3l > 1l): P(X > r4) < 0,05, de manera que
en 14 tirades la probabilitat de treure un 5 o un 6 és més gran o igual que 0,95. De
forma similar, en 28 tirades la probabilitat de treu¡€ un 5 o un 6 és més gran o igual
que 0, 99.

8l
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9. Tenim dues bosses amb deu monedes c¡da una. A la primera hi ha dues monedes
falses i a la segona quatre.

a) S'escullen t¡€s monedes a I'atza¡ d¿ la primera bcsa. Quina és I'esperanga i la
v¡rilncia de la va¡iable ¡le¡tbria X que conta el nombre de monedes falses que surten?

b) S'escull una de les bcses a I'atzer i se'n treu r.rnc moneda. Després es tr€uen dues
monedes de I'eltra boasa. Qüna és la probabilitat d'haver tret almen¡rs rma moneda
autlntica?

c) S'escull una bossa a I'stzar. €s treuen tres moned€s ¡ l'¡tzar i r"sulten no 
"". f"lse.

Quina és la probabilitat que procedeixin de la primera bca?

(a) Tots els grups de tres monedes tenen la mateixa probabilitat 7fu de ser extretes.

ffi na (!) possibilitats de treure tres monedes auténtiques, d"t il*"." O.r"

P(x=o)-g=+
\¡,,

De manera semblant,

D'aquf,

¡/E\ /2\ , /E\ ¡/2\ I
P(x - r): +++¿ = I P6: '\ - \r'/\2'l - r

(sl ro "-lT) -tt

E(x) : r(7 /r5) + 2(L/15) : 3/5
E(x') : t2(z/rs) +22(t/r5) :11/15

vor(x) : D(x2) - E2(x\ :28/75

.,{ : {ha sortit almen¡rs una moneda auténtica}
(b) si

i
l, : {la primera moneda s'extreu de la bossa i},

aleshores
P(A): P(AIB|)P(Br) + P(AIB2)P(82)

on
P(Bt) : P(82) = 1/2

i

P(AlBt) :1 - P(.4"18,) -' - ffi : 
r*?r9

P(AIB,) | - P(A"¡B2): t -##iI- #\z/\ r,l
de manera que la probabilitat buscada és

P (A) : 22r 1225 - 0.e82



Va¡I¡bIe¡ ¡Iatdrjs¡ uidhca¡ional¡

(c) SiSui B¡ = {a'ho eollit la bar i} i C = { 16 treg monodc rón aut}nüquee}.
D'¡ccd a¡nb l¡ ñn¡¡¡la de Boyrq

P(Bilc):

d'on

p(B) = p(82, -- r/2, p(ctB) =8 : * i p@tB) =S : *

P(Brlq:#.
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10. Sigui X un¡ va¡iable ¡le¡tbria de Poisson arnb v¡lc mitjl ) i f : g(X), n

g("):{i i?J*;l***u
Quine és la funció de probabilir"t ¿" y i la seva eapera'nga?

La vaú¡ble oleatiria Y pren només v¡lore €nters o nuls. Per e k enter,

- \2r
P(Y : t) : P(x :2k) : c-^:-

(zÉ)!

n¡entre que 
/ \

P(y=o) =P(x :ou I U x:2fr - r l) :\¡>o /

- "-^ * ¡"-^ffi : e-)(l +sinh¡),
¡>0

de manera que

,, _, )2¡ )c-¡ i3 )2t-l )"-¡ . - .EV):Dhpv: fr) = Er¿-¡fu: 
_r_Er;rn:3!_s¡nh¡.



V¿¡i¡bles alea!ó¡jes u¡idimensjo¡als

11. Es tiren deu deus equilibrats- Quin éa el nombre mitj¡ de ce¡€s qu€ apareixen?

Sigui tV la variable aleatbria que conta el nqnb¡e de ce¡ee diferrnts que opareixen als
der¡ d¡r¡s i X., 1< i ( 6 tm¡ vari¡ble elea,tórir que nl l si al ti¡ar els d¿u d¡us su¡t
elmenln unn c¡r¡ i i v¡l 0 en c8s cont¡¡ri (X¡ és la variable ¡le¡türi¡ dnddodom del
zucc{s ñ¿ nrtit h, am d). &tL cl&r eue lV: X1 * Xz*... +& i que cada una de
les X¡ és una variable ¡le¡tbria de Bernouilli emb probabilitat d%xit

p: P(Xt:1): I -P(Xr:0) = r - (5/6)to

de mancra que ,lV té pcr eaperanga

85

E(N) : E(xi + E(x¡) +... + E(x^) : 6p : 6ft - (!)' o) = u.or.
\ \"/ /
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12. Cent boles €s distribueixen ¡le¡tdri¡,ment e¡¡ nc¡nt¡ csix€s. Quin és el nombrc mitj¡
de caixcs buid€s?

Sigui X¡ la r¡a¡i¡ble ¡le¡tb¡i¡ indicadq¡ del sucoés .tl¡ : {la caixa i €st} bu¡da }, és

" 
e, {X, = t} : ,4 i {Xr : o} : ái. Sictú X l¡ vrri¡ble slest¿ri¡ que cont¡ el

no¡¡üre de c¡ixee buidee. Al€shor€s.

X:Xt1'Xt*...Xn

on cada X¡ éa una v¡¡i¡ble ale¡türio de Be¡nouiüi de perlmetre p : P(X. : l) :
(89/90)1@. Aixf, raonant corn en el problemr anterior:

/ ro\ lmE(x): e0 (6J =2e.4



13. Una font bin|¡ia ernet de manera equiprobeble i independentrnent un bloc de tres
dfgits (0 o l) cedr segon. De cadc bloc s'enü¡ ¡ un c¿¡ral de t¡¿r¡ínissió un O si ¡l
bloc hi ha més zerc que uns i un I en cas contra¡i. El c¡nsl transmet el dÍgit amb
uns probsbilitat d'error p (vegeu el diagroma)

i el receptor re@nstrueix ls terna repetint tr€s vegsd€s el dfgit que s'ha rebut. euin
és el nombre mitjl de bits erronis per bloc? Qüna hauria de ser la probabilitat p per
tal que aquest valor mitjl no fc més gran que l?

Sig'ui N la variable aleatdria que conta el nombre de bits erronis per bloc. Obeervem
que només si hi ha enor de trsnsmissió, la verigble aleatória N pren lrlors 2 o 3 i, si
no n'hi ha, pren els valors 0 o l. Axl donce,

P(N:0) : P((xp2as) e {000, lll} nno hi hB error de trarxmissió) :
: (2/$(r -p)

P(,V: l) : P((2p24) ( {000, 111} n no hi ha error de transmissió) :
: (0/a) (r _p)

P(N : 2) : P((apzzt) É {000, I I l} n hi ha enor de transmissió) :
: (6/8)p

P(1V:3) : P((apzzs) € {00o, 111}nhi h¿ error de transmissió):
: (2/8)p

El valor mitjl és

E(N) : 1(6/8X1 - il + 2(6/8)p + 3(2/8)p : t¡a ¡ p¡2¡0.

Per tal que aquest valor mitjb no sigui més gran que I cal doncs que la probatrilitat
d'error del canal satisfaci p ( 1/6.
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I 4. Sigui X unr rnriable aleatória eirü cepersng¡ mx i vrrilncia o| . Quina és I'expressió

de I'eeper¡ngs i varilnci¡ &Y : aX +b €n t€rmc de les de X? Ea poden trobar
v¡lors ¿ i ü de manero que E(Y) =oiVar(Y): I (nri¡ble dectü¡ia nonnlitú) 7

Tenim

i
E(Y) = E(aX + b) : cE(X) *á : ¿mx + á

var(Y) : Ef(Y - E(!))21:E[(oX+ó- ("mx + ü))21 : E(az(X --x)2):
= "2 

El(x - *x\21 : o2éx.

En porticular, si ó : -¿rnx i o -- | I o x, ée a dir, si V = x z! -, aleshor€s Eff ) : 0 i
Var(Y):1.



Va¡i¿hleg al¿ató¡ies u¡idimensioaals

15. Sigui X una veri¡ble ¡le¿tóúa contlnua tal que la eeva funció d€ densitst de probabiütat
té un eix de aimetri¡ s lB rects t, : fr. Si X té esperanga, quin ée el ssu v¡lor?

Que le frmció densitst de X tingui rm eix de ¡imetri¡ ¡ l¡ ret¡ g = É vol dir que

,x(k + t) : Íx(k - c)Vc e R-

Fent el canü d€ vari¡blee u: x - k.

t@ ¡&E(X) = I zÍx(o)dt = / (/É + v)/x(fr + u)dü =
J-o J-o

¡ú l@: hl ty(k+t)du+ I uix(h +!)d!.
J-a t-a

La primera d'aqu€8t€s integrals és la de l¡ frurció densitst sobre tota la recta i val I,
mentre que la eegone és l¡ d'un¡ ñrnció imparell en rm int¿rv¿l aimltric (convergent
ja que X té esperenge) i és per tsnt nul.l8. Aixf doncs, tal i com reeulte intuitivoment
raonable, E(X) : k.
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16. Tbol¡eu el valor mitjir i l¡ varilncia de les r¡¡ri¿bles eleatbries

t) x - U(a,b).

b) r - Erp(.\).
c) Z - N(m,o2).

d) T - Ras(a).

(a) La funció densit¡t d'una variable aleatbria uniforme a I'interval (c,ü) té un eix
de sirnetri¡ s ls rects y: f . D'acord amb el problerna 16 d'aquest capftol,

E(n:+
D'altra banda,

/ o-ló\3.l'
\'--l-l i":

var(x\ - l- a - " !ru)' f*{,1* = l.' o -t:}r'j-;a" -
II: 

¿-"-5

(b) La funció densitat de Y és

r"r,r_ii' ",ilñ:.,

de manera que

E(Y\ : [* s*-^u dY,
JO

var(Y) : [* u'1"-^o au.
Jo -

Per calcular equestes integ¡als resulte útil el canvi ¿: )g, ja que

lo* 
v"t"-^,av: jn l"- uu"o":

on f (¿ + 1) : ¿! és la funció gamma. Aixl,

E(r)=* iE(Y\:*,

var(Y): i.

^'+1 
'

de manera que



Va¡iables deató¡ies unidimensionsls

(c) Considerern prime¡ rma llriable ¡le¡tbri¡ norm¡l no¡m¡litzed¡ iV - 1V(0, f ). Lr
¡ev¿ ñmció de deneitat és

f,(z\= Le-+
t/2t

que és una funció parell, de manera que E(Z) : O.

D'attra banda, fent el c¿nü t : ñ,

var(z\ : L [* z2c-+ü: 2 f*;.-4¿o:t/h J-- J2r Jo
2 t* ¡n"_u¿u:3,ll) : *.ll) :,.: 

G Jo ,/r' \2) - ,ft \¿,t

Finalment, si 21 : q2 ¡ ^, aleshores 21 té una distribució normal N(m,o2) de
manera que, d'acord amb el problema 14 d'aquest capftol,

E(Z):¡iVar(Z):o2.

Obsennció: Al problerna 46 d'aqust capftol es suggereix un altre procediment
per calcular els mom€nts d'una vari¡ble ¡lestbri¡ normal.

(d) La ñrnció densit¡t d'una variable ¿leatbria Rayleigh de parlmetre a és

'",a):{'i'" * 8i¿>o
[ 0 sltr¡ment

Per c¿lcula¡ les integrals que donen els momenk de T resulta rltil el cenvi u : ¡*
ja que

[* r"ufra: .n+r1@i [* r,"-l/zc-..au- o"+rr¡¡-r¡1"11¡,r, > rJo Jo

D'aqd,

tel
E(T : t t--7.-!;,ü: "r'Zrt*l 

: "*.f*l = tr
ro u- z ,/2 z =a!t'

D'altra banda,

D'on

E(r,\ : 
Io- 

* 3.-* a : o"zr1f,¡ : z."

v ar(T) : Eg\ - E2g) : n 
r" c.'.
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17. La veriable ¡leatória X segueix una llei normal N(m,o2) Sabent que m :5d i qu€

P(X<6)=0.8413,

(a) quan valen I'esperanga i le va¡ilnc¡¡ de X?

(b) Quina ée l¡ tunció de dist¡ibució de Y : 3 - X2 i la seva eepera,nga?

Itúiació: erf( I ):0.3413

(a) Com que X segueix una llei normal,

P(x <6) = P(; . u;-):o.u* 
-r(+):0.8413,

d'on erl( !=:- ¡ :0.3413 i, d'acord amb I'indic¡ció, 

=!! 
= 1. Fent servir a¡a le

relrció m = 5o tenim o : I i m : 5.

(b) Tenim

Fvfu) : P(Y Sv) : PQ- X2 <ú : P(x2 >3-y) :
: r-P(xz < 3-y) = r- Pe\84 < x < tfi:f,¡:
: | - (r'x(/5=) - rx(-y'5=)) :: r - -¡1,/s - y - s¡ :
: qÍe\ñ4_q.

L'esperanga de Y es pot calculer direct¿ment fent,

E(Y) : 813 - 1¡z) : 3 -'E(x1'
Com que r:vor(X): E(x2) - Ú(X):.8(X2) - 25, tenim

E(Y): -23.



Va¡iabla ale¡,tó¡ies u¡ idimen s¡b¡aJs

18. Sigui á un pmt ñx a una circumfe¡éncia de rodi r i / una variable ale¡türia amb dis-
tribució r¡niforme a (-r,a'). Calcr¡leu le ñmció distribució i l'esperanga de lr varieble
aleetória IZ que dóna l& dist¡ncia de A a B a la figwa.

La relació entre Y i / ve donada per

Y : l2r sin(ó/z)l

de manera que Y pren v¡lors I I'interval (0,2r). Per ¡ y € (0,2r),

Fv(ü : P(Y Sü: P(l2rsin(g/2)l<s): P(lsín(ó/\ | < #) :
: Pr-f-< sinf, < fi) : P(zaroi,,(- fil s o szarcsin(f,)) :
: r¿(2 ercsn(fi)) - Fó(28¡csin(-#)) :
: ja*""rafi1.

Aixl doncs,

r'ut = { ! "'""i"("4¡ í á i'' tl
t 1 y>2''

L¿ funció densit&t de Y es pot calcular, o bé derivant Fy(y),

( ---L--------,,- ue@,2r)Ív@\:\ rry4-l{¡z ""
[ 0 sltrament

o bé directament de l¿ funció densitat de { de la manere següent. Donat que la funció

v: l2r sin(ó/z)l
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té dues solucions per I cad& g € (O,2r), fi: Z¿rcsin(di) i óz :2a¡csin(-#),

Íy(v) : l"ufult,2arcsin(#))+ l¡ftnlt,zarain1f,¡¡ 
:

: '#Fuf "iY' 10'z'¡

De manera se¡nblant, I'eeperanqe de Y ca pot calcular de duea manetes, o bé I partir
de l¿ frmció derxitat de Y que hem obtingut,

nv¡:1,"";-)-,u,r_wdr:+l;er,fl"::+

o bé düects¡nent de la funció densitst de ó fent servir el t¿orema de I'esperanga,

E(Y) = f uro3¡)aó= l',v,"i,totzltlao:: ? l"'"'"1'¡'\oó:+



Ya¡iahles ¡le¡úónles unidimensioas¡s

19. Sigui X rm¡ r¡¡ri¡ble ale¡türia ¡mb fr¡nció d€nsitst

¡-e,r=l2c ce(o'l)'¡r-r-10 dtrsr¡€r¡t

Daermineu E(rff)
e) A partir de la ñmció densitst deY : \ñ.
b) F'ent ervi¡ el T€o¡ems de I'esperanga.

(a) Per a cade r € (0, 1), I'equació y = rfi té una rlnica eolució per o g, de manero
que

Ívtu):tzctÍx(f,= { á" iffil,
D'on

e(Y: f atu(o¡do: I'
(b) Directament, a partir del teorema de I'eaperanga,

q,dy=f,.

E(Y) : E(\/-x) : f r,r.aw = t"' az,a" : !



leató¡ies i P¡ocessos Esúocásúlbs. Problemes

20. El percentil 90 d'rma vari¡ble aleetü¡i¿ X éa el vrlor cas pel qual F¡ (rla¡) : P(X S
cm) = 0.90. De forma similar, el percentil 50 és el velor c5¡ que 88ti8f¡ P(X S:cso) :
0.ó0 i s'snomena rnedüno. Qüns són equ€sts dc v¡lors Pe¡ a una variable ¡le¡tdria
enponencial de valor mitjl l0?

Diem c¿ al percentil corresponent aP(X S o¡) : k10-2,0 < & < 10. Aleshores,

l"' naw : l* \e-bd,. : -"-^"li' = l -e-¡'r : ft10-2

de manera que
ln(l - tr0-2)tt : ------------------,

Com que +: E(X): 10, tenim l: l0-1. D'aquJ,

ueo : -l0ln(O.r) - 23.0585

cso : -loln(o-5) - 6.93147

ffof¿.' Observeu que la mediana no coincideix amb el valor mitjü. Els doe valors
coincideixen en ca.nvi per a un¡ variable ¡le¿türia norm¡l o, més generalment, quan la
funció densitat té un eix de simetús.



Va¡iables aleaüó¡ies unidimenslbnals

21. Le probabilit&t que r¡n component electrbnic que no ha
8 I'interv¡l (t,t + ¿fr) e lo-2&. Si he est¡t firncionant
p¡obabilit8t que frrncioni almen¡rs firu e ú : 40?

f¡llat fins ¡ l'inst¡nt ú falli
flns a f : fl), quina és la

Sigui ? la vari¡ble aleatória que indica I'instant en qu¿ el compone¡¡t f¡lls. El sentit
precf8 d€ I'enuncist és que

;g,e:l#¿:ro-2,¿>0.
Aqu€st ll¡[it se I'snornent rró de fallda ondicionú, B(t), i en genmal ée una funció
del temps. Aquf, É(¿) : 10-2 és constant. Posant

dbn

i aleahores,

p(t <r <t + Atlr > t¡ : 'J#+9: Fr(', f3l).--F"(',) ¿ > 0

€s pot €r(pr€sss¡ el lfrnit ¡nterio¡ en term€s de F"(r),

;i% u'&E+(,:&Q : #b : 1o-2, > o

F'r(t) = 1-c-)ú't>0
fr?) : l¿-¡tú>o

on ) : l0-2, és ¡ dir, T segueix rmr llei sponenci¡l de valor mitji lü). En porticula.r,

P(r>4olr>30) = ##=
1 - f"(40) c-0 4

f - P"(3O) c-o'3
: ¿-o'r - t -F"(lo) -0,90.

Obeerveu que P(f >401T > 30):pJ1 >40-30). Aixó és el que es vol indicar quan
ee diu que la variable aleatória exponencial no té memóris.

h(r-Fr(¿))=10-2t,ú>0
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22. lles ordinadors, c¿da rm amb una raó de fallada condicionadt B() : ), funcie
nen independentment per pr€ster un servei determinat, de m¡ner¡ que aquest només
s'interromp si hen f&llst dc ordinadors. Tlobeu la fr¡nció densit¡t i I'esperanga de la
variable ¡leatüria ? que dóna el tempe de funcion¡ment del sisteme

Diguem X¡, i : 1,2,3 e l€6 v&riabl€s ale¡türies que donen el tempe de servei dels
ordinadors 1,2 i 3 r€spectivam€nt. De ma¡re¡e semblant e com s'ha fet al problema
anterior, es dedueix que cada una de les va¡iables ¡le&tóries X¡ segueix una llei expo-
nencial de valor mitjL 1/). Aleshores,

Fr(t) : P (T < t) : P((xr < r)n(& < ú)u (xr < r)n(x3 < t)u (x2 < r)n(x3 < r))

Si diem -A¡r. : {(Xr < r) n (Xj < r)}, tenim

FrQ) : P(At2) + P(Ai + P(An) - P(AMñ 4i - P(Apñ A2s) -
P(l]¡ln A'8) + P(/¡2 n z{¡3 n A23)

on, essent independent el ñrncionament dels ordinadors,

P(Ati) : P((xr <ú)n(xj<¿)):P(]l <t)P(xj < t) : (l - e-rt¡z

i

P(Ae n Alsn A2s): P(Ann A:tr): p(Ap n Azs): p(AEt:| Azs): (l - c-1,)3.

Ai:d doncs.

&(¿) = 3(t -.-^.)2 -2(l - ¿-¡t)3 - (1 - c-)ú)2(l + c-rr), ¿ >0

.fr(r) : 6)e-2¡'(t - e-r'¡, l>o

Eff\ = I n*-zl¡¡ - "-rr¡¿ - -1Jo 6¡,
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23. La respcta d'r¡na céllula fotoellctrica a la freqübncia de la radiació incident ve donsda

Per

Íz

i(,,): { r+ff' '.,>o
[ 0 altrsnent.

amb r.r¡ ) 0. La freqüéncia de radi&ció que a¡rib¿ ¡ l¡ oll.luls és une ve¡isble ele¡türia

contfnua O tipus Rayleigh, i.e. /e(ar) : \e-4, u 20.

(a) Determineu la funció distribució de probebilitat de l¡ respGta I : /(r¡) de l¡
cél'lula.

(b) Si 1< 2/5, quina és la probabilitat que la freqúéncie O sigui inferior a fr.,6?
(c) Si O és a¡a uniforme en (0,2<..,s), trobeu el valor mitjl de f comprovant que és

independent de arg.

(a) Observem que la funció i(r) : n6r és positiva per a 4, > 0, creix fins e

cr:.r0 ()n i(w¡):1¡2, decreix ¡ (r.r¡,o) i té lfmit 0 Per I ¡¡r "'+ oo.

Aixf,

lr rL sii>r/2
Fr(i) :f P(,*eF. i) si0<i<l/2

t 0 sid<o

Sidiem h1(i) : wo!=ffi- i h2(i):uoltffi', tenim, per f-0<i<ll2:

n
P(; %; < i) : P(o < 

'¡r(i)) 
+ P(o > t"(i)):

: Fn(rrr(¡)) + 1- Fn(l¿z(d)),

essent Fe(r.r) : [--* ¡nr|d. Aixf, 8i r.r > 0, F¡¡(4,) : Ií .¿r";#" : t - "-*"
(b) Observem que {I < ?} : {O > }r.re} u {fl > 2o6}, de manera que

| 2 P(A <l/2oo) _P@ < ,uolr < ;) : FGo:latüjo;2,0)) :
Po(*ro) | - e-L= EiT"") + i:Fft,ot : i:;:T + "-.
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(")
f@ tV¿o -9_ I

E(r) : 
J__i(,¿Va@) 

tu : Jo,. 1_-gF6 
a, :

tl2 r r:;J"T*vd¿=irn5



24.

25.

26.

Va¡iables aleaúó¡ies unidimensionals l0l

Problemes proposats

Una moneda amb probabilitat de cara p : l/3 es ti¡a repetidsrnent fins que han sortit
dues cares. Diem Y a la variable aleatória que conta el nombre de vegades que es tira
la moneda. Quina és la funció de probsbilit¡t de y?

Considereu proves repetides de Bernouilli amb probabilitat d'üxit p. Sigui Y la vaúable
eleatbria que conto l& qusntitst de prov€s que cd fer fins que s'obtmen r üxits. Quina
és la funció de prob&bilitat de Y?

D'un lot de deu peces n'hi ha tres de defectuces. Prenem una mctra aleatbri¡ de sis
peces i diem X a la variable aleatüria que conta el nombre de peces defectuoses e la
mostro. Quina és la funció de probabilitst de X?

27. A una urna hi hs b boles blanque i u de vermelles, N: ó*u. Tleiem sense repooició
r¿ boles de la urna (zr < N) i diem X ¡ la wriatrle aleatbria que conta el nombre de
boles blanques que treiem.

(a) Quin és el recorregut de X?
(b) Quina és la funció de probabilitat de X?
(c) Calculeu lim7y-- P(X : /r) si lim¡¿-- ó/N : p i lim¡r-- u//V : q. Interpreteu

el resultet.

S'agafen dc xips d'un lot de quinze en el qual n'hi ha cinc que són defectuosos. Tfobeu
l& probabilit¿t que se n'hagi pres almen¡rs un de defectuós.

Sigui X una variable aleatüria discrets amb funció de probabilitet P(X : k) = a/28,
/c 2 1. Determineu la const&nt a i la probabilitat que X sigui parell.

Els autobr¡sm d'una llnia arriben s uns parsd& cade deu minuts, el primer a la una
i el darrer a les dues. Una persona anib¡ s la parada entre les 0h 30m i les 2h a un
instant ¿ que segueix uno llei uniforme. Calculeu la prob&bilitat que hagi d'espersr
men¡rs de cinc minuts fins que a,rribi un autobrls.

El nombre de vegades que un ordinador demena accés a la membria en un intervsl
(fr,fz) segueix una llei de Poisson de par¡metre 

^= 
p(t2-tr), on ¡, és una constont

positiva. Sigui ? la variable aleatbria que dóna I'instant ¿ (& partir d'un origen de
temps) en el qual s'han re¿litzat /r acc€ssc a la memória. Quina és la funció de
distribució de T

(a) quan k: l.
(b) quan /c > 1.

Sigui X una variable alestbr¡s que pren valors a I'intervsl [1,2] i que sstisfe l'equació

fx@\Fx@): ll2, t e (1,2) Tfobeu la tunció de densitst i de distribució de proba-
bilitat de X. C¡lculeu P(X <312).

Sigui X una vari¿ble sleatdri¡ ¡mb funció de distribució de probabilitet F¡ estricta-
ment creixent. T}obeu, en funció dlaqu€sts, les funcions de distribució i de densit¡t
de les variabl€s Y : Fx(X) i Z: -lnFx(X).

28.

29.

30.

31.

32.

33.
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3f. Sigui X un¡ v¡ri¡ble ¡leetiri¡ emb funció de¡¡sit&t

l¿-¡(r-l) , > I
0 cS Ir"(") = {

35.

36.

37.

38.

i sigui 9 Ir ñmció
( o r<o

c@):l b o1x12
t 6 z>2

llobeu la funció de distribució de probabilitat ae f : C(X) i dibuixei¡-ne la grüficr.

Si X segueix una llei de Cauchy amb perlmetre c, determineu l¡ funció de de¡xitat i de
distribució de prob¡bilitat de Y: g(X)ide Z -- tr(X) on g(c) : l/s i h(a): l*c'.
Sigui X una variable aleatória contfnua ¡mb funció de derxitat de probabilitat l¡(c) :
oe-1"1. Determineu el valor de c i P(lXl+ lX - 3l < 3).

Sigui X una variable aleatdri¡ de Poisson amb perirmetre ¡. Sigui Y : g(X) on
9(r) : (-1)1"1, c > I ([c] denota la part entera de o). Determineu la funció de
densitat i de distribució de probsbilit¡t de y.

L'estudi de les distribucions de funcions de variables ale&tóries es pot interpretar com
I'andlisi de la sortide d'un dispmitiu que realitze la funció quan a I'entrada hi ha un
senj¡Bl aleatori:

X- g(x.l --- Y=g(x)

39.

40.

41.

Determineu la funció de distribució de probabilitat de y en term€s de la de X quan

(a) el dispositiu és un rectificador d'ona completa (g(r) : lcl).
(b) el dispositiu és un quantificador (S(r) : t"J)

Una uma té set boles numerades de l'1 ¿l 7. Tleiem 4 boles a I'atzar i diem X a la
variable aleatüria que dóna el nríLrnero més gran que ha sortit. Doneu l¡ funció de
prob&bilitat de X i la sev& esperanqa.

E6 tiren simultiniament un dau equilibrat i una moneda, aqu€st& smb P(cara) - p,
0 < p < 1. La puntuació del dau es multiplics per 1-p si surt c&ra ¡ la moneda i
pe¡ p si surt creu. Sigui X l¡ rariable aleatbria que dóna el resultet del joc. Doneu la
funció de probabilitat de X i la seva esperanga.

B tiren dc darx 90O vegades. Sigui X la va¡i¿ble ale&tdri& que conta el nombre de
vegades que s'obté la mateixa puntua.ció als dos daus. Doneu la funció de probabilitat
de X i E(X).

Tenim un segment diüdit en 50 trcsos iguals i shi situen 25 punts a I'atzar (és a
dir, amb distribució uniforme). Sigui X la va¡i¡ble aleatbria que conta el nombre de
troÉs6 sense c&p punt. Quin és el v¡lor mitjir de X?

42.
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¡lÍ!. Le dema¡rde X d'un determinat producte segueix una llei exponencial de valor mitjl l.
Si se'n ven una qua¡titat r, es produ€ix un guany 2c, mentre que ls quantit8t z sobrant
en un estoc produeix uns p¿rdua de 32. Det¿rmineu l& quentitst c de provei'ment del
product¿ per tal que I'esperanga del guany sigui rnl:<irne.

¡14. Determineu els moments m¡ d'una v¡riable aleatóri¿ X que segueix una llei normal
N(0,o2) en term€s del par¡metre o.

I¡diació: Dieu f : t/2o2 i feu servir el resultat 8egüent: Si n(t) : ti* l@,t)dc,
aleshores h'(t) -- I:- & l@, t)dr sota oertes condicions sobre t que sqd es s8t¡sfsn.

¡t5, La variable aleatbri¡ X pren valors -1,0, I amb probabilitats p, p i 1 - 2p respectiva-
rnent. Quina és la seva v¡ris,ncia?

¡16. La va¡iable aleatdria X segueix una llei uniforme a I'intervel (O,3). Doneu l,esperanga
de Y: e(X), on

I r r€ [0, 1l

s(x): \ 2-z n € (1,21

[ 0 a.ltr¡ment

La va¡iable aleatüria X pren només els valors -1 i I ¡mb prob¡bilitats p i p2 respec-
tiv&ment. Calculeu la va¡iA.ncia de Z = X2 - X .

Fent servir la desigualtat de Txebyshev, proveu que Vor(X) : a si i només si X prén
un valor const¡nt emb probab¡litat l.

Un sisteme de transmissió envia slmbols {0, l} un a un de forma independent. Cada
slmbol es transmet per dc canals iguals i independents. Per a cada canal,

P( rebre 0l s'enüa 0) : P( rebre lls'enüa l):p
I

P( rebre 0l s'envia 1) : P( rebre ll s'envie 0) : | - p: q

on 0 < p < l. Si les sortides dels doe cenals o¡ncideixen, el receptor accepta el slmbol
i en crs contrsri el fs retrensmetre. Si X és la variable aleetdria que conte el nomb¡e
de slmbols erronis quan el receptor ha scceptat n sfmbols, i R és la variable alestdria
que conta el nombre de tronsmissions que han calgut per rebre aquests n sfmbols,

(a) Pe¡- a quins v&lors de p el valor mitjl de X és inferior a frn i el de R és inferior
e i$z?

(b) Quina és la funció de probabilitat de X i la de R?

47.

¡f8.

49.
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Respostes

24. P(Y: ¡) : (e - 1Xl),(3)*-,.

25. Si X,-r és r¡na variable aleatbria Bia(n - 1,p),

P(Y : n) : P(x*-t : r * t). p: (l _ l)n"-'
Aqu€sta distribució s'a¡lomene de Pascal. La va¡i¡ble aleatória que conta el nombre
de fracassc fins que surten r éxits té une distribució que s'a¡romena Binomial negativa
i la seva funció de probabilitat e calcule de forma similar.

26. P(Y : r) : rrrc)Gl*), o < ¡ < 3.

/5\/ " \
27, P(X -É) : l¡4*-.tl, max(0,2-v) <,b < min(b,n).

Obsenació : Aquesta distribució s'anomeno hipetgeométria

28. Si X conta €l nombre de xipe defectucos, P(X > 1) : I - P(X :0) : +

29. o: i í p(xpareu): Dr21 t,1x - 2k).= á

30. Si X denota l'instant en qué arriba el viatjer i T el temp6 d'esper¿¡,

P(T.::5) --P(55<X<60) +P(65 <X <7O) +...+P(115<X<120)-

31. Si Xú dóna el nombre d'accessos a I'interval (0,t),

7

18

(r)

(b)

t-1 ."
FrQ) - P(T <t): P(X, > *): t - rx,(¡) = t - Ei"-'

T segueix una llei exponenciel de valor mitji ¡r.

T té u¡ra funció de d€nsit&t tr(¿) : 6$rtr-te-rt (distribució Gamrna 1(¡r, A)).
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32.

F*("):{oto i2)=,
( I a>2

P(x <3/2):r/\/,

33. Y segueü una llei rmiforme U(O,l) i Z rm¡ llei exponencial Ecp(l).

34.
( o Y<2

py(u) = ,l | _;_^*r_,, 
,^lrr:t

I I v>6

35. Y segueix un¡ llei de Cauchy de parlmetre j, mentre que

f 2 arctan F nparell,z>lFz(z) : 1
I |+f arctanS n senar

36. q:r/2i P(lxl +lx-31 <3) :P(0<x<3): (r-¿-rt.

37. P(y : -l) : e-¡sinh) i P(f : 1) : e-¡cch).

3g. la) Fytu) =[ r*@) -Fx(-v) y¿o
I O altrament

(b) Fv(v): rx(lcl + l).

39. P(x : r) : P(x -- 2) : P(x: 3) : 0, P(x : 4) : *, rr*: s) : #+,
rt) _ 13) 

\'{'' \a''

P(x:6) : x, P(x =7)\r,t 
_(])

E(x) : 6,4

Obserua,ció: En general, si hi ha N boles numerades d' I a N i se'n treuen n, P(X :
/i-l\

i) : ttii', n S i <.tv i E(x) : #T(x+ l).\./
10. P(x : kp) = c/6 i P(x : kq) : p/6, 1 < k < 6, q : 1 - p.

E(x) : D6r4 kpc / 6 + \6r=, kw / a : zpq

41. X segueix una llei Bin(900, l/6) i E(X) : 150.

42. E(Y):50(é8)rs.
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¡13. S¡ G mesura el guany ccreeponent s uns provisió q G : gc(X), dr

o":{T-',G-d o'1"'t"

Aleshores E(G) : -S"-" + g -lt qu€ pretr r¡n valor mlxim per ¡ 
" = ln(t).

,. f t .s-.... (É - l)ot k parelltt'mr:[ o t imparell

¡15. E(x) = L - V, var(X) : p(r - ep).

16. E(v): *.
47. E(z)=zp,vor(4=af.

-a49. a) | <p(31.
b) X = Bin(n, q2) i P(R = k) : (i_)t"f -tlr - a)¡-'¡, k I n, on a & | - 2pq.
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Capítol 3. Variables aleatór¡es n-d¡mens¡onals

1. Les reriables alestdries X i Y són independents. ¿Quina és la probabilitat de la unió
dels esdeveniments

ár: {1 <X <2,-a <Y<*}
A2:{-*<X<-, 1<f <rc}

si X i Y són variables aleatóries uniformes a {0, 3l?

Tenim
P(Atu A2) : P(At) + P(A2) - P(4n A2),

on, essent X i Y independents,

P(Ar) :P(1 <x <2)p(-o < y <-) : 
lr" f.OW f

I
5fv@)dy =

Finalment,

9

De forma similar, P(,42) :P(-oocXcm)P(l<f<-) :3.

P(AtnA2):P(l <x<2)P(1 <".*l :i.3
Aixl doncs,

P(AL' A2): i.? -3:i
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Una altr¡ manera de resoldre el problema és la següent. Com que hi ha independéncia,

( ! -.,. 10,31
rxv(¡,y) = rxb)Ív(u): i dl ;ñ;:",

L'esdeveniment Á1 U á2 correspon aleshor€s a la regió R amb ratll¡t doble a la figura
snterior, i

lt r 7P(Alu A2) - ll_txv@,v)dady:i(AreadeR) :n.
JJn v



Variables ale¿úd¡ies ¿-dr'mensionals , 109

2. Un sistema de transmissió tr¡nsm€t smb igusl probabilitat un dels doe missetg€s

-t : (*, i) i -, : (-i,-i). A causa del soroll, al transmetr€ mi és rep Q1, z2) :
rni * (n1, n2), on (21, n2) és el v¡lor qu€ pren ls va¡i¡ble a.le¡tbria (Nr, Nz), on Nr i
Nr só¡r r¡niformes a (-1, 1) i independents entre elles. Quan es rep (zt,z2), el rec€ptor
decideix el missatge que s'ha enüat segdrs un¡ de les dues regles de decisió següents:

obé

' I (+' +), si4+22>odt\zt,z2): t i:+i _+1, altr-sment

r! .!r
)2"2 " t'
\ 2t 2tt

aiz¡,z2>O
si 21, z2 10

d2(4, z2) =

Quina és la probabilitet d'error de cada una d'aquest€s regles de decisió?

Diem P(e) a le probabilitat d'error i P(rn;) a la probabilitet de tr&nsmetre el missatge
mi. En els dc caso6 tenim

P(e) : P(elml)P(m1) + P(elm2\P(m2).

Fent s€rvir la regla d1, tenim el diagrama següent:

f rn, amb probabilitat I
| -i "ml 

probabilitat { ' altrament

P(elrn1): P('t* ztS 0l-r): P(i +lvt +f;+ Nzs o):P(Nr +N, S -l)
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Com que Nr i N: sén independents,

Í x,N,(n1, n2) : f N,(nt) Í N,(nt): { á; l*híl-t' 
t)

i, aleshor€s,

fll
P(Nr + N, 3 -l): J.Í*,r"(n1,n)dn1dn2: i( órea ae e) : ,

on R és la regió ratllada e la figura,

Per sirnetria' 
P(elm2) : p(6lat¡

d'on la probabilitat d'error amb la primera regla és

P(.): *.
Fent servir la segone regl¡, tenim

P(e lrnl) = P(zy <0,22< olmr) + f,e|r.0,z2>01m1)+ P(21>0,22< 01-r)).

Aid,

P(21 <0,22< 0lrn1) = C1f,+rt <o,!r+rr< 0) = P(r¿r . -i,.". -ir: *f

P(21 10,22> 0lr,lr) =P(; +rrr .0,; +r¿2 >0): P(¿r < -!r,r"r-i,: *1
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i. semblantment.

Per simetria,

de manera que

P(21 > O, z2< Ol-r) : *

P(e lm2) = P(e lm1)

Pc):;(* + $r+ |rfi+*1r: I
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3. Un sistema de comr¡nicació trürsmet un d€ls quatre miÉs¡tges m1 : (L,l), m2:
(-1, 1), rn3 : (-1, -1) o rna : (1, -1). El receptor rep el missatge (21,22) : pt ¡
(r1,n2), on m¡ és el miesatge tra¡rsm¿s i (¡r,¿r) és el r¡alor que pren la vari¡ble
sle¡tbria (Nr, N¡), on Nr i N: són gaussianea normalitzades independents. El receptor
decideix que s'ha envist el missstge m¡ ei (21, z2) estl al qu¡d¡¡nt i (vegeu la figure).

Quina és la probabilitat d'error en termes de t : fi li "-l] a"Z

Diem P(e) a la probabilitat d'enor i P(m¡) : l/4 ala probabilitat que es tr&nsmeti
el missatge rn¡. Tenim,

r1o¡ = f r¡.¡-, )p(m,): p(alar¡
i:1

ja que , per la simetris. del problema,

D'altra banda,

P(eln1) :

on he¡n fet se¡vir

P(elrn¡): P(elm¡)' | < i,j 54.

P(l +Nl <0ó 1+N, <0):
P(Nr < -1) + P(N, < -1) - P(N, < -1, ¡f, < -1) :
2r - P(ú < -r)P(,v, < -r):2r -12,

p(Ni< -r): f 
-'Ín,{n,)on,: 

Ilhtr"t¿.,: I, L.-t¡a,:r
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4. Siguin X i Y dues variables ale¡tb¡i6. Quinca de les sfir¡nacions següents són cert€s
i perqué?

(a) F¡y(-oo, -oo) : Fxv(c, -e) :0.
(b) F¡y(o,o): F¡y(c, o) = l.
(c) Si X i Y són inco¡relades, aleahores g(X) i ñ(y) ho són pera funciurs / i 9
quslssevol.

(d) Si X'i Y són inconelades no geraianea, s.leshores l¡ v¡rilncia de la suma és la
suma de vririlncies.

(e) lo¡l : loyl+ X +Y,X - Y incorreledee.

F¡y(-o, -o): P(X < -o,Y -< -o) : P(0) :0
I

F¡y(c, -oo) : P(X < z,Y 3-o) : P({X < c} n0) : 0

de manera que I'afirm¡ció (a) és cente.

(b)

F¡y(oo,o) : P(X <o,Y I o) : P(O) : 1

i
F¡Y(a'a) = P(X < qY < a) -- P(X < a¡

on aquesta darrera probabilitet no vul I en general (falsa).

(c) De E(xY) : E(I)E(Y) no cs dedueix en general que E(g(X)t¡(y)):: E(s(x))E(nVD.
La part (c) és per tant falsa.

(d) si r(xY) : E(x)E(y),

Vor(X +Y): E[(x + Y)2] - E2(x +Y) :
: 8(-x2) + 2E(xY) + E(Y") - E" (x) - 2E(x)E(y) - E2(y) :
:Var(X)-tVar(Y).

de manera que I'afirmació (d) és certa.

(e) De lo¡l : loyl tenim o2x: ozv i, aleshores, E(X2) - E(Y"): E2(X) - E2(Y)
o sigui

Ef(x +v)(x -Y)l= E(x +Y)E(x -Y),
de manera que (X + y) i (X - Y) són incorrelades i I'efirmació (e) és certa.

ll3

(a)
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5. (Problema de I'agulla de Buffon)

Una agulla de llargad¡ 2¿ ca deixe cau¡e ¡lertiriernent sóre una superf,cie plana que
té dibuixadea llnies pardodoúlelea seprradea uns dist¡ncis 2b, (b > c). Quin¡ és la
probebilitat que I'agulle trepitgi dguna de les lfni€s?

Diem X ¡ l¡ v¡riable aleatbrie que dóna lc distlncis del centre de I'agulle ¡ le lfnia
més prbxima i é a la que dóne I'engle que forma I'agulla respecte a una perpendicular
¡ les llnies (vegeu la figure).

La variable aleatüria X segueix uns llei uniforme a 10, ó] i O segueix una llei uniforme
a [0, a']. A més, X i !D són independents. Per tant, si I: { l'Bgull& intersecta slguns
lfnia ),

P(1) :P(laccol>n= [[ fia6(r, g)dz<fi>,
J J R,IJR,

on R¡ i R2 són les regions indicades a la figura segúent:

Ixo@,ó): f x@)f-@:I+,



Va¡bbloa aletó¡i¿s ¡dime¡sioo¿¡s

d'on

Plo:2+ II*,**:+l:'" *!l-n *:3tl'' *w=u
Obscnnció: El rcsult¡t p¡oporciona un mltode perr trobor vrlcs aprorimsts del nonF
bre a. Prenem rma agüa de llargada 1 i paem les lfnie aepo,redes per una dietlnci¡
2. Si repetin z vegades I'o<periü:rcia i cont¿m el nombre de vegodes, n', que lbgulle
trepitje elguna llnis, stehor€s $ prendrl un vrlor aprüimst ¡ P(4 : -t.



116 V¡¡iables AJestó¡i¿s i P¡o¿€ggos Esüoc¿eúics. P¡oblemes

6. Sigui (X,n rma varicble ¡lest¡ria amb fr¡nció de den¡it¡t conjunta

txY(t,ct= { il ,Í,íHÍ.

Tlobeu l¡ funció de densitat mergin¡l lx(c).

Dt¡cord amb la figura,
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I
art<-

Ix@l:

¡.++
| ".av=u+r/2, -*<"so

" -.-4,
¡-¿+*
| ." ¿o=-u+{\
u.-1,

0,

o<"< *
a>$

Lo ñmció .fx (c).
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7. L¡ vide mitjans d'un8 bombeta és de dc meeo6. L,instant X en qué es fon ve donat
per rma variable elestóri¡ oeonencial. El di¿ I de cada rnes es c¿nüen les dues
bombetes d'un llum (encara que no estiguin fces). Tlobeu
(e) Probabilitat de trob¡r les dues bombete fces el dia I del mes següent.

(b) Probabilitat que I'esdevenirnent snterior no passi cap vegada en un any.

(c) Quina diferlncia hi hau¡ia en els casoe (a) i (b) ai només €s c¿nvien les bombetes
que esten fos€s?

Nota: considereu tots els m€sc de l¡ m¡t¿ix¡ du¡ació.

(a) La variable aleatbria X té per funció densit&t

on .tr s'obté de

d'on \: 1/2.
Diem B¡ : {la bombeta i s'ha foe ¡ba¡rs d'un mes }. Aleshores,

p(Bt): p(xs l): + [' "-l'a, : | -e-l-0.3e3, i:1,2.
¿ Jo

Com que B1 i ,B2 són €adeveniments independenk,

P(B | ñ 82) : P(B)p('2) : p = 0.155.

(b) La probabilitat de no queda.r-s€ a les fcques en un perfode de 12 mesc és

(t -p)rz - 0.133.

(c) Si només es canüen les bomt¡etes foees, Ia probabilitat que es fongui una bombeta
en un mes si no estalB fma el dia 1 és

P(X <klx >[-1) : P(á-1<X<&)-"ix;l:lt-:
ilLe-r,do .-* _.-l
TTF¡I"¿": --;:F-:

= 1-e-r:P(X<1);
de m¡nera que la solució és l¿ mateixo que amb el p¡ocediment anterior (la
igualtat en equesta d&rrers expressió és el que vol dir que la w¡iable alestdri&
exponencial no té memória).

fx(x) = Ae*^", x>o

z: E(x): ll >,u*a,:\,
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8. sisui ü(ú) la tunció esglaó unitat, u(ú): { i: li3 . ProveuquesiXil. són du€s

variables ole¡tü¡i€s que satisfan,

E lv(X - o)v(Y - ó)l : E[u(x - o)] r[uff -a)]'
per a qualssevols o,ó € R, aleshores X i Y són independents.

Tenim

de manera que

í?Í ' "('-u):i
I,
0,"("-"):{¿;

r>b
z 1b '

Z : z(X,Y) és per tant una va¡iable aleatória discrete arnb E(Z)
D'rqul,

EIu(X - a)u(Y - b)] : E(z) :
: P(X >o'Y >b): l-P({x<a}u{x <ó}) :
: 1-[P(x<a)+P(Y <D)-P(x s,r<ó)] :
: 1 - Fy(o)- Fy(ó)+F¡y(o,ó),

mentre que

E lt(X - c)l : P(x> o):l-Fx(c)
Elu(x -b)l : P(x > ó):1-rx(ó).

-Dtv-1\-r\u-t).
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Per turt, la igualtat de dalt implica

1 - F¡(c) - &(ü) + Fyy(o,b) :
: (1 - F¡(o))(l - rv(ü)) : I - Fx(") - Fv(ü) + Fx (o)¡'v(ü) vo, ó e R,

iXiYsónindepmdents.
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9. Si X i Y són variables ale¡tdries independents i exponencials de parlmetre .\ *- l,
quina és la probabilitat de {)l > 1} si min(X, Y) < 1?

p(x ) rlmin(x,y) < r) = 
P(x=i 1'Tll!{'r) Í t).

P(min(X, Y) ! l)

P(min(X, Y) < l) P({x<l}u{y<l}):
P(X < r) + P(Y < r) - P(X < l,y s 1) :
rx(1) + Fy(l) - &v(1, 1) I ry1r¡12 - px(l))

D'altra banda,

P(X > I,min(X,I¡) < t) : p(y < 1)-P(X < 1,y < l):
: Fv(l) - Fxv(l,l) I r*(rxr - Fx(t))

A les igualtafs 
(9 

es fa servir que X i Y tenen l¿ mateix¡ dis¿ribució i són independents.

Per t¡nt,

P(x 2 llmin(x, Y¡ < 1¡: rx(1X2 - rx(l)) c-t I
¡ffi= -;l=r+c-=027'
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10. Tenim nna succeasió de va¡iebles ¡le¿tbries de Bemouilli ---,X;-1,X¡X¿¡r,...que
sstisfen

P(n+t :olxr-r : 0,& : 0) : 4P(X+t : llx,-r : 0,& : 0);

i t¡mbé les rela¿ions següents (abreujant la notació)

P(0101) : P(1101), P(0110) : P(r110), 4P(0111) : P(r111)

Sabent que le probabilitat P(Xi4: a,X,: B) nornés dep¿n de o i B perb no de i,
quina és la probabilitat P(00) que opareguin dc zerc seguits.

Per a cada parell c, B e {0, l} tenim

P(rlail+P(01a0):t,

d'on

P(0100) :4P(1100) + P(0loo) : j, pf rlool : 1s', '' ',. 5

P(0101): P(1101) + P(0101) = P(ll0l) = ;
P(0110) = P(1110) =) P(0110) : P(1110) : ;

. I --.. 44P(0111): P(llll) + P(olu) : ;, P(Ull): 
s.

Fent servir la fórmu!¡ de le prob&bilit¿t tot8l,

P(oo) : P(0100)P(00) + P(0110)P(10) = 0, E,P(oo) + 0,5p(10) (1)

P(01) : P(l100)P(0o) + P(l110)P(10) : 0,2P(0o) + 0, 5P(10) (2)

P(10) = P(0101)P(01) + P(0111)P(11) : 0,5P(01) + 0,2P(11) (3)

P(ll) : P(ll0l)P(01) + P(llll)P(ll) : 0,5P(01) + 0,8P(u) (4)

D'aquestes quatre €quacions n'hi ha només tres de lineelment independents que jun-
tament arnb

P(00) + P(or) + P(10) + P(11) : 1

formen un sistem¡ line¿l del qual s'obté

P(10)=P(01):+

P(oo)= P(rl) = lr1'o¡: f .214



En aqucat problerna podem rcpreaentar grlffcamort lee probabilitats

P(1laP) = s, c,P,7 e {0, 1}

em I'eaquema

de manera que el problema es pot expressar grA,ffcament emb el diagrama

Aquest s'anomena diogmma rk hv;ru,iciotu; cada node conespon a un cslcf i les pro
babilitats de pas d'un estst a un alt¡e s'anomenen pmbbilittts dc úrzaricdó. Aquesta
terminologia prové de la teoria de les codcnes de Markou que estudia seqüéncies d'estats
ale&toris en els quals la probabilitat de cada estat depén de l'¡nterior. Amb I'ajuda
del diagrama es poden int€rpreter les equacions ant¿rio¡s €n termes de la condició
d'equilibri

flux entrant al node oB: nux sortint del node ap.

D'aquf es dedueix també que cada unc de l€s equecions (1)(2X3) i (4) s'obté sumant
les altres tres, de manera que n'hi ha una de redund¡nt.
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11. Es tira repetidament una moneda amb probebilitat de cara p. Diem X" ¡ la vsriable
aleatbria que conta el nombre de tirades fins que surt c¡re Per n -ésima vegada. Quina
és I'esperanga de X"?

Diem Y¡ al nombre de tir¡des entre la (& - l)-!sim¡ c¡ra i l¡ t-ésima core. Aleshores,

Xt:Yt

I
X":Yt*.Yz+,..+Y-;

de manera que

E(x"): E(YL) + E(Y2) + ... + E(Y").

Tenim X1 : yl i, 8 rnés, les variables ale¡tbries Y¡, k : 1,2,. . . tenen la mat¡ixe
distribució geométrica de pari.metre p. Aixl,

E(Yh): E(Y)= E(xr) : 1,
p

i, per tant,

E6)=?.
p



Va¡i¡b.les deató¡ies ¿-dimensionals

12. Ee tiren l0 daus. Quin és el nombre mitjl de cares difer€nk que surten?

N:/r*Ir*...fI0,

Diem I¡ a la v¡riable indicadora de I'esdeveniment {en l0 tirades la ca¡¡ /c ha sortit
almenys una vegado),

Per la simetri¡ del dau, totes les v¡ri¡bles 1¡, 1 < I < 6, tenen la mateix¡ distribució

/-\ 10 z-r lo
P(r-:o): (;) i PUL:t):t-(;)

' 
"(r*):r-l:)'0.\ o,/

El nombre de ca¡es diferents que epareixen és aleshores

i, per tant,

E(N): E(ri + E(r,) +... + E(¡6) :68(r,) : r (r - (:)") = r.*
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13. Sigü X un¡ v¡ri¡ble aleatóúc ¡mb firnció densit¡t
rl

Í*@)=l 7' ">rt 0, ¡<1.
Per a cada valor c que pren la variable ale¡tóri¡ X ee onsider¡ la vari¡ble alestório
Y ¡mb distribució uniforme a I'interv¡l [0,a]. Quines són les funcions de distribució i
de densitat de Y?

D'acord amb I'enu¡ciat del problema, per o cada c:

Inx(vlr):{;' t <Y<e
[ 0, ¡ltrament

fx(¡)

Fent servir el teorema de la probabilitat total per el css cantinu,

Jxv(,,y) : Ívtx(cl")!x@) = t *' r € R1

l. O, xeR2

Finalment

I
f (ütl
Ylx -

iv@J : lnx@lo)Íx@)dx:

*¿": i,
*d": i,,

o

J1

E

{i

l
y <0

oSsSl

y>1
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Pcl que fe o la fuDdó d€ d¡st¡ibudó de f,

fo' tt <o

Ívli¿u=f Jílá.:Í, osr,<r

t i+Jl#4,=r-fr, r,>r.

p,tu)= 
I"_
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14. Siguin X1 i X2 variabtes ¡leatbriee de Bemouilli independents i tals que P(X.:0):
P(X¡ : 1¡,¡: 1,2. Sieuin Yr i Yr dues gltres v¡¡iables de Bemouilli independents del
parell anterior i definim 21 : Xr O Yr i 22: Xr gyr, on O denota lB sumg mbdul 2.

Proveu que Zr L Zz s6n duts vsriables ale¡tories de Bernouilli independents igudment
distribuides mb P(Z; : l) : l/2.

Les v¿¡i¡bles 21 i 22 nonés prenen els vnlors 0 i l, de m¿ner¡ que són variables de
Bemouilli. Tenim

Ps,(o) : P(Zt:o): P(({xr:0}n{v1 :0})u ({xr : 1} n {vl :1})):
- P(Xt:o)P(vr :0) + P(Xr : l)P(vr : r) :

ll- ;(P(Y: o) + P(vr) : r): ,
Per tant, P2,(l) :1-Pz,(o): 1/2. De form¡ similsr s'obté t&mbó Pz.(O): P2"(L):
r/2.
Per veure que Z¡ i 22 ún independents calculem la funció de probabilitat conjunta de
les dues variables,

Pz,z,(o, F) : P(Xt(f.Y=a,Xz@Y2: B):
: ii"",o', v,(i,i,i@ a,i e B) :

'=o 
j:o

tl
: IDP*,*, (i' j)h',Y,(' @ a' j @ 0 :

i=0 i:o
1::- 1: iL-Lry'n(iec'jeÉ):i:

: pz,(q)pz"(0).

Obseruació: Noteu que el r€sultat no dep¿n del velor de P(Yi:0).
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15. Siguin X, Y vsri¿bles ale¡tóries de Poieson indepelrdente de parürnetrea )" i \ respoo-
tivament. Quina és la fu¡¡ció de probabilitat de X +Y?

Tbnim

PzG) : P(x + Y : k) : D Pxy(ñ, e - á) : \ ey6'lntp - 6 = Px(fr) * &(e).
¡=0 ,r=0

Subgtituint ¡l sumatori els vslors de ls probobil¡tst per a variables aleatóries de Pois-
$tr'

l rá \¡-h
Pz(k): fc-r'?1 "-r,tív -

"*"- h! - (¡ _ r¡)!

: 4#2É(i)*r*:
: 

"-tr.+r,¡ 
(), t.)v)t.

Per ta¡¡t, dol:,cs, Z : X *Y segueü una llei de Pcússdl de parlmetre ) = I, a \.
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15. Siguin X i Y nria,bles aleatóries indepe¡¡dents que aegueixen lleis exponencials de
par&netrcs @ ¡ ó respectiv¡ment. Conside¡em la v¡rioble ele¿türia

,_lx-Y, x>Y"-Io, x<Y
Quina és la fi¡nció de distribució de Z?

L¿ funció de dist¡ibució de Z és

F"a) = {oi1* _" < "), 
,,;t 

,

on,peraz)0,

p(x -y s") : r-p(x-y>2.):r- [[ Í*"@,oa"ay:
J JR2

= t- 
J JR fx(z)fv@)dxds =

b

"+b'

D'on

Observeu que ,F2

: r - l,* ".-"' (1"'-' t"-'"av) a':

10, zc0rzt,)= \ l_!ff, ,>0
té uno discontinuit&t de salt a z = 0 de manera que

P(Z : o) : Fz(o+) - Filo-) : #.
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D'¡cord amb l¡ indic¿¿ió, diem

10,6'¡: s1r1,x) = 6[-*r¡ '7,uaurl|¡,
on prenem la determinació nsual de I'arctangent.

X,

si
(P,O): e(x1,xr),

€s tractsr¡ de buscar ls densitat msrginal

Ir@): ["- Ír*b,ildó.
JO

La densitat conjunta de P i é es pot obtenir de la de X1 i X2 fent

f p+(p, é) : Íx,x.(g-t (p, ó))U(g-'(p, C))1,

on s-l(p,ó): Qw$,psing): (ay,a2) i el seu jacobiir e Jb-l(p,ü): p, m€ntre
qu€

131

17. Siguin Xt í Xz dues va¡iables eleetóries gatrssianes independents de mitjana 0 i
v¡¡ilncia o2. Quino ée ta funció de den¡it¡t ae P : y'fi ¡$7
Irúiació: feu Eervir coorden¡des pola¡s.

lx,x,(arsz) : f x,(a1)f 1a,@2) =
I -l lcr)2 1 -! ( ?a\2: :¿ Z\or:¿ z\ot :

t/2¡o {2no
| 'Y?+'l:^_e¿.t-|-¿7to.



t32 Va¡i¿bJes Aleatd¡lles i P¡ocessos E^súods¿ics. P¡oblem¡r-

de manera que

., o -L /¿\'
Ipo\P,ó)= *Lc 2\ot , p>O,0<$<2r.

z1tar.

D'"qrf,

12í Itr 1 t to¡2
fp(p) : Jo fc+b,üaó: J" n .-u\,) pdp-

: +"-iG)'' p¿o'
d:2

i f p(p) : 0 si p < 0. Aquesta funció densitat rep el nom de R4leigh de perlmetre o.
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18. Si X i Y són v¡¡iablee ¡leatbúes gar:seianea incqrelodee de valor mitjl 0 i va¡iLncia
a2, proveu que lea variablos P : {WY i A = a¡ct¡n t són independents.

T¡l i com s'ha fet al problema anteric,

ip+b,ü : pÍxv(pcró, psin /) : pl¡ (pcc dfv(pa¡nil:

mentrc que

| | 02 6t ó+ct.í¡z ó | | Ic\2: e¡-n*r-tT : p¡io"e-?\;, Bi p>0,0 <ó<2r

D'altra banda, d'acord t¡mbé amb el problerna anterior,

f.@:1"-i(*)" , p2o.

ruot: l* *ap,ó)dp={ l"- ua+:*,otr.rn,
de manere que lp o(p, ü : fe(p)I+(/) i les dues variables aleatbries són independents.
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19. Siguin Xr i & dues v¡riables cle¡tdri€s independents. Proveu que, aleshores, Y1 :
f {Xt) iYz : fz6z), on Ít i Íz són dues funcions cqrtfnu€s, són també independents.

Com que la o-Ilgebra de Borel que es considera a R2 és la generoda pels subconjunts
de le forma f1 x f2, on fr i /r són interv¡ls oberk de l¿ recta real, n'hi ha prou amb
veure oue

P(Yr e IrY2 e I2): P(Y|e I)P(Yt e Iz),

per a qualssevol intervals f1, 12.

Com que X¡ i X2 són independents,

P(Y e It,Yz e 12) : P(xr € i-t(Ir),x2 e I;tgü) --
: P(Xt € /ir(rr))P(x2 e f;L QrD : P(Yt e I}P(Y2 e I2).

on /i-¡(Ii): {z 6 R: /¡(z) e 4}.
De fet n'hi ha prou que les funcions /¿ siguin mesurables perquü el resultat sigui cert.
En el cas que fr i f: siguin bijectives i diferenciables i les variables eleatüries X1 i X2
siguin conthues, podeu provar també I'emmciat esc¡ivint (Y1, Y2) : (,fr(Xr), t¿(Xz)),
d'on

Ív,v"(ct,yz) : lx,x,(ot¡z)

la",(lit"l ¡rtt",l )l

#ffiffi:Ív,tut)!vJw).



20. Co¡¡¡idcreu lc n¡i¡ble¡ ¡lc¡to¡ie. co¡rtlnues Xb Xz, Xs indcpor¡donts. Provcu quc
Xr t X¡ i .Xs ¡ó¡¡ indcpcnde¡¡t¡.

DicNn y¡: Xt + X2, Yz = Xt i ys = X!. E t¡ct! dc wr¡¡e er¡c Yr i Y¡ ¡ón
indc,p€ndents. Si

g(r1,x2,4) = (zt * tz,xz,zs),

(Y1,Y2,Y1) : s(X ¡, X2, Xz),

d'on

Ív,v"v"(vt,w,cs) : ix,x,x,(gt--,-,-, 
l* ( i

: fx,(vt - sz) Í x"(vz) i x"(ys) .

D'aquf podem obtenir la funció densitat conjunta de Y1 i Y3,

f@
ÍY,v,(u,ss) - I Ív,Y"v"(w,w,ys) duz :

J -c6
- .f- -: Ix'fus) J-_f x'(v, -yz)Íx"(uz),lu:.fr"(¡n) [.fx,(yr) + lx"(v)l:

- Ív"(us)Íx,+x,(vt) : fv,(ys) ly,(ut)

i t)
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21. Siguin Xr i Xz dues rariableg aleatórie€ gaussian€s independents i normalitzades.
Proveu que Yt : Xt I Xz i Y2 = Xt - Xz són independents.

piem g(c1,22) : (rr+Í2,r1-c2). Aleshores,

(y,yz): c(X1-Xt).

El wlor absolut del jacobid de 9-r és

de manera que

lr(s-,(y,,u:))t :l*, (i//? :lir)l: t,,

, \2 . ,2r -+ l+) I -+(+lJú"A- Jñrt'
: tv,@t)lv"(w).

Un¿ manera més senzilla de veure el r€sultat &proñtant propietats de les variables
sleatbries gaussia¡es és la següent. Pel fet de ser X1 i X2 variables aleatbries gaussianes
independents, Yr i Y¿ t¡mbe són gaussianes. A més, E(yi) -- 0 i V ar(Y;) = 2. Per
t&nt, per veure que són independents n'hi ha prou amb veu¡e que són incorrelade, és
a dir,

Cw(Y1,Y2) : E(YtVz) - E(\)E(Y2): EI6' + Xz)(Xt - Xz)l
: E(x?) - E(xi) =0.



Va¡i¿b,l¿s ale8úó¡ies n-djmensionals nT

22. Sigui Xr i & dues v¡riebles aleatbriea independente ¡¡nb distribució uniforme a [0, l].
Quinea són les ñmcion8 de distribució i de densitet de lea vcri¡bl€8 Yt - Xt I Xz i
Yz: Xt - Xz? Són independents?

Tenim
0,

!I2l

1 - {.2-ytl''2

I,

9r <0

0(y1 <1

| <yt <2

2 <!,

o, vr <o

ytt o<cl <1

2 -u, | <yt <2

o, .2 <yt

0,.

s+d,

t _ (l-ml?

l,

Y2<-l

-1 <c, <o

o<gr<l

I (yr

Fv.(uz): P(& - xz <u) =

Fv,(y):P(Xt.t.-r:{

",,-,: 

{
D'alt¡a band¿.

t \t7r ,



fr{y, )
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mentre que

,r,rrr: 

{

0' 9z(-1

I +92, -1 <gz<0

1*yz, o<vz3L

O, l(92

Finalment, la distribució conjunta de Yt i Yz 6

fv,v"(gr vz)

que no coincideix amb /a(91)/yr(g2), de manera que Yr i Y: no són independents.

r.,*"raf ,\:lztlaa(
í i, (v,,yúen
t 0, altrsment

r/2 r/2 )
-r/2 )
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23. Considereu les va¡iables aleatóries X1 i X: ¿¡nb funcié de densitat corjunta

f x, x, (o 1, a 2) = fn.- 
t,,? - Jt t - + 

"?l .

Definim les vrrioblea Y1 = aXt1_ Xz iY2:1¡t. Deter¡nineu el v¡la de a per tsl que
Y1 i Y2 siguin indepeÍrdents.

Diern (9r1, 92) : g(ztlr.z) : (oc1¡ 4,x1) de mancna que g-r(yl, yr) - (U2,gt - aCz) i

tr(c-,(y¡,u,))t= l- ( I _'" )l:'
Aleshores,

Ínv,(u,n) : fx,x"(tz,yt - at): 
á.-Ui-f,nOr-orz)+(v¡-a¡¡)¡) -

: 
fi"-<"? 

-Vt*toruw+Q+./r¿+ o'rvll

Ai:d doncs, f1 i Y2 nomée poden ser independmts si Ji +U: O, és a dh, c = --1,
en el qual cas €s ctxnprova flcilment que Ívrv"(U,W) = !vr(y)Ívr(y,¿).
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2tl. Siguin X - N(0, o" ) i Y - N(0, o, ) duea veriablee elertüries gaussi¿nee independents.
Fe¡¡t ¡eryir el tefiema de oonvolució, proneu que Z : X * Y és une va¡iable ale¡tória
ganrsiona N(0, o) , on o2 : o! + of,.

A partir d'aquest resultat proveu que si X - N(y!:")-i Y - N(mo,o) eón inde.

pendents, aleshores Z : X +Y - N(m, + m", rf o! + o!).

L
L

l ,2

"-ilrrh-"í!;) ( " \*:' \*;;1*-
"-\-' ¿u :

Fent eervir el t¿o¡em¡ de oonvolw¡ú, ei Z : X +Y,

fz(z) : J1¡(z)+ fy(z) = ll*r-U - t)fye)ü :

: =__, t* "-+l('#)"*(á)']r.ZlfOror J _ú

Per tal de ca¡culsr aqu€sta integral completem quadrats ¡ I'o(ponent,

/z-t\z / t \2t-t:
\ o" ,/ \ol,/

_ (to)2 - Xzol + eo)2
(o,ot)2

I
Jhr

I
{2tr

que orrespon ¡ l¡ funció de densitst d'una vsriable aleatbri¡ norm¡l de vslor mitj¡! 0
i varilncia o2.

En general, si X i Y tenen mitjan€s m, i mJ respectivament, les vsúsbl€s

t -z ¡2 - t -z:.2
\to - z?) - z¿ l?) +(zov)z

(o"oy)2

:(t o -,!.\'*(!\"\ r,ry oox ,l \o /

que p€rmet escriure la integrel de l¡ forma

| | | .\2
IZ\z) = --=-e 2\ot

\,1Zllo: -L"-+e)'¡/2¡o
1 | lz\2: -+-e-, \7)

{2¡o

X': X -m"
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i
Yt=Y-\

eó,u gaueirnes indepeodentc .mb mitj¡Dr tcso, i , d'acord amb el que ocebcm de veure,

Z' = X'|Yt

ós ü¡ v¡¡ioble s¡€ot¡ria gansaimc N(O, ,f úlTq) . Ai:d donca, 2 : Z' * (tn- + n\)
de manera que

t -t l'-(-'+-')\2
Izk) : tz,(z - (m, + mr)) : h"-o \--l

que con€spon ¡ una v¿rieble eleatório geussiana de mi[ieno rn = m, + íur i verilncia
o2 =Q,+of,.
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/ Y\
25. Sigü f 'r.) ) ,-r variable aleatória g¡r¡ssisna z-dimonsional amb matriu de mitjanes\¡./

I -' ) t matriu de cova¡iü.n "i- 
( o2 uT ). pror,"u que,{ oondicioned¡ a y és\ r"!, / \ tll o;l

r¡¡a va¡isble sleatd¡ie gauEsi¡ns de mitjana mxly : m, + p?(y - mr) i desüació

tipus a.¡6¡y : o"t/T:p, on p denota el coeficient de conelació.

Tenirn

amb

d'on

fxv@lv):W

-tt'ry"@'Y¡lxv(r,c):

u(r,s):l(+)'
2n y/-l-/o,oo'

-"(T)(T).(?)'],
, -l /u--,\2

Ív@):,6¿e 2\ 
" J

Íav*ta) : Gh"-i 
(r#"t'''r- (+)') :

, -t ( "-^" - ,--' ,\'
¿ ' \".,,/r-'' d,\/Íea'/ _

{2r1,/l - fo"

que correspon a una variable aleatória gaussians de mitjans m" + p7@ - *u)
desviació tipus o¡¡y = o,\Í4.



26, Dues persones s'han cit¡t ent¡e les 10 i les ll del matf. A¡riben ¡ l¿ cit¡ de¿tóriament
i independent un¡ de I'altr¡. Quine és la mitjana del temp6 d'€spera del primer que
arribe,

e) trobant la fi.rnció de densitat de l¡ v¡ri¡ble aleetüria que dóna el tempe d'espera.

b) fent servi¡ el teorema de I'esperang.a.

Diem X i Y e les v¡¡i¡bles ¡le¿tó¡ies que donen el t€mp6 d'a¡ribad¡ de cada per-
son¡. D'acord amb I'emrnciat, X iY ún independents i r¡niformement distribuides ¿
I'interval [10, 111 (sense p]rdua de generalitat supcs¡em que I'interval és [0, U). Aixf
doncs,

fxv@,y): { I l,Í,fi'*Í'
El temps d'espera de la persona que eniba p mer o lB cits és

T:lx -Yl.
a) Calcularem prirner l& fi¡nció de distribució de ?.

d'on

I

Fr(t) : P(lx - rl St) : P(-t < x -Y < t) :
( o, ¿<0

: { r-2l¡-tt2 -x_f, o<r<t ,

t 1, ú>l

,-,,r-l2(t-¿), o<r<l
rr \.,, - I 0, ¡ltrrment

¡rlrl
B(r) = Jo 

th.(t)ü : 2 
to 

t(t - q e : ;.

b) Directament fent servir el teorema de I'esperanga:



lU J¿¡i¡üles ÁIcaúd¡ies i Ptooess E úoc¡stics. P¡oblenes

E(T) : E(lx - vl) = L lio -"tfxv@,v) d¿& =

l,' l"' w - oto* : z I l,<, - ot a,a :
, l"' * l'a -ulau: l"' t a" =!



Va¡iables aleaúó¡ies a-dimen¡io¡als

27. Dues persones 8hñl citst entre les 0 h i lcs 2 h i ¡¡riben ¡l¡citaen inst¡nts ¡le¡tcis
X i Y independents i que segueixen rma llei r¡nb ñmció densit¡t

ÍxG) : ÍYG) : {'; -r, I : : : ;
(i lx(¿) : /y(t) :0 si I I lo,2l).

Si la primera que arriba espera durant una hcq quina és la probabilitat que es trobin?

145

La probabilitat que es trobin és

P(lx -YlS 1): P(-r < x -Y s\: [ [ t¡y(x,s) d,,ds,
J JR

on P és I'I¡e¡ r¡tllada e le ñgura

f xv@,üdody:t-(")t"(r) = 

{

a(2 - v),
(2 - c)a,
(2-a)(2-y),
0,

',s€ [0,r)

'€[0,]),y€[1,2]
'€[1,2],s€[0,])x,u e Ir,2l
¿ltrament
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Ail doncs,

lf ¡.P(x-Yl<t) : ll fxv@,üdzdy=r- ll fxv@,üdrdu :
J Jn J J RruR2

: L-2 [l i*r@,ú¿-tc:r-2 f' p-,¡a" f-'uou:t^tr" J,=t Jv=o

= t- ['fz-'X'-t)':dc:*.Jr 12



Yatlahles ateetó¡¡€s ¡dimensio¡ars

28. Siguin Xt. . . X. rn¡icbl€s aleatiriea independants iguslm€r¡t distribuid€s ernb ñmc¡ó
deDsitr¡t /x i funció distribució Fx. Defi¡úm

fi:¡nax{X1,...,X"}

I

.fz:min{Xr,...,X"}.

(a) Determineu /¡ i Jy, en termea de n,!¡ i F¡,
(b) Determineu E(Y1) si n : 2 i X1, X2 són cponencids de por'lmetre l.
(c) Determineu E(f2) si les X¡'s segueixen u¡ra llei €xponencid de parlmetre l.

(a) Determinem primer la funció distribució de I.1,

Fr,(y) : P(\ <ú:P(ma:c{Xr,...,X"} Sy):
= P(Xt < u,..., x. < u) -- P(Xt < r/) ... . P(X" < v) : (Fx(s))"i

d'on

fv,fu) : Fí^(y) :',(Fx(r,))"-1tx(r,).

Per al mfnim tenim

Pv,(c) : P(h 3a):P(min{X¡,..-,x"} <t) =
: P({Xr < v} u... u {X" < v}) : I - P(Xt > y,...,X" > y) :
= 1 -(P(Xl >y))": r -(r-Fx(r,))";

d'on

iv"(u): -n(r - Fx(ú)^-'GÍx(e)) : ¡fx(yxl - Fx(rf))"-r.

(b) Si les Xj segueixen una llei exponencial,

Íy,(s):zqx(c)f " 
( 2n - e-\vl^e-¡v' v>oxtvl:[0, u<0,

de manera que

¡@E(\) : 2l a(l - c-^tt)^e-^r dy :
JO

117

: 2 I* ck-^" ¿y - lo ve\'-tl\)v av :
^1 I 3

- '\ 
^:ñ'
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(c) tuq

lv,(v) : n\e-\t 1¿-¡1)''-l - ¿¡e-'t¡¡¡ 
'y > 0

i /y,(v) :0 si y I 0, de manera que yr 8¿gueix uns llei exponencial de parlm€tre
nli

I
E(Y2l::'.

NA



Va¡iabls ale¿,tó¡ies zJimensionals

29. Siguin X i f dues v¡¡i¡blea ale¡türiea independents ¡mb distribució exponencial de
rnitjana l/). Es defineix L¡ : max{X, Y} i y : min{X, f}.
(a) Proveu que U té la m¡teix¡ diEtribució que X * if.
(b) Tlobeu ls mitjana i la v¡rilncia de X fent mvir l'¡p¡¡tat ¡nt¿rior.

(c) T[obeu lea ñrncio¡rs de densitat i distribució d€ (4 y).

(d) Determineu si U i V útr independents.

(a) D'acord amb el problema ürt€rio¡,

fLt(u) -- 2P¡(u)lt( (r,) : 2(1 - c-¡"¡)e-r', u > 0.

D'altra banda, ai S : X + Z on Z : +Y, ls ñ¡nció deruitat de,9 és, per a c > 0,

149

(b)

3:^'

r ,I{r-s)l

.fs(") = !yQ)t!2(z)= [* ¡*1t¡¡r1"-r¡a.:
J_a

: z* 
lo" 

e-x'e-2\('-t) & : 2^, .-"^" 
Io' 

,^' dt :
: 2le-^,(l - e-^" ),

mentre que si s < 0, /s(s) : a.

Fent serür I'apa¡tat snterior,

E(u): E6 +;\: E(x)+intvt: i + 
z¡1

var(u) : var(x +;n : vo4X) t lv ",1v¡: + . :+ : #
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(c) Tenim
Fuv(u,v) : P(max{X' Y} < u, min{X, Y} < o).

fu cla,r que per a u l0 ó a <O, Fuv(u,o) :0. Suposem doncs que u,u > 0.
Siulu,aleahores

Fuv(u,v): F¡y(u, u) = Fx(r,)Fv(¿) : (l - e-rr¡:.

D'¡ltra b¡nd¿, si r¡ > u,

Fuv(u,1)) : f¡v(u, t) + Fxr.(¿, o) - Fxr.(u, u) :
: 2Px(r.)& (u) - F*1"¡ :
: 2(l - e-¡"Xl - "-^,) - (1 - e-r"¡r.

F,stb cl¿r que aempre es B&tisfl U > V, pr tsnt U i y no són independenk.
Podeu comprovar que efectilament l¡ fi¡nció densit¡t conjunta no és el producte
de funcions densitat (la de [/ estl c¿lculada en aquest problema i la de V a
I'apartat (c) del problema anterior).

(d)
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30. Es eituen dest¡riament i independent n punts a I'intennl (0, 1). Siguin X i Y lea nri-
ables aleatóriee que donen le di¡tlnciee de 0 al primer i ¡l darr€r punt respectiv¡ment.

Tlobeu,

(a) La ñmció de distübució ooqiunta F¡y.
(b) La ñrnció de densitat coqiunta /¡y.
(c) La mitjanr de ls dist¡ncia entre punts e:rtrems Z =Y - X.
(d) La ñmció distribució i densitat de Z.

Diem Ul, . . ., L¡" a les v¿¡i¡blca aleatbriea que donen 18 pcició dels ? punts. D'a¿ord
emb I'emmci&t, aquestes variables són ¡ndep€nd€nts i uniformement distribuides a
I'interval (0,l).

(e) Podem escriure

Fxv(s,c) = P(X <s,Y <y):P(X < zlY < s)P(Y <s).

Si dividim el pla en les cinc regions de la ffgura,

"1.i. Ro.-il
".R¡'.,'.!rl
,'.',.'
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les probabilitats P(X 3 slY S i i P(Y < y) es poden cslcular fCcil¡r¡ent ¡ cade
¡eSró-

. Cls¡am€nt, a R¡ : {(r, y) : c < 0, y < 0},

F1¡y(t,g) : a.

r AR1 = {(c,g) :0 < r < f,y 2 f} tenirn

P(Y <s)=L;

P(x < alY <c):l-P(x>¡):l-P( 0 tA >')): r - (r -,).,
r<r<¿

de rnanera que a R1

Fxy(a,c): r - (l -c)".
A Rn : {@,!) : c ) 1,y ) l} clarament,

FYY(I,Y) = 1-

A R3 = {(a,s) :0 < c I y < l}, tenim

p(y <s): p( n {u, e (o,y¡1¡ : r"
r<i<D

i

P(X <alY Ss) : 1-P(X>zly <y):
: I -P( f-l tu,. (",r))l 0 {ut € (o,r,l}):

1<i<¿ l_<iS¡

: r-lq-'t"
\ t' /'

de manera que

| /,,--\'lFxv@,y): lt- (" :- | ly^=y"-@-").L \ v,/l
Finalment, a ft : {(r,g) : a > g,O<y < 1}, tenim

P(Y s!): P( n {u; Sy}): a";
1<i<'¡

I

P(X<alY<y):P(

de mrneta que

U tu'. (0,'lll O {¿¡¡ e (o,vl}): r,
r<i<n 1<i<¡

Fyy(r,s) : yr .
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Dr resum,
( o, (t,úetu
I l-(1 -z)ñ, (c,y)eP1

F¡y(c,y): { r, @,y)eR2
I u"-@-ü' (z'v)eRs
I v"' (z,tt\ e &,

(b) De I'expressió cnterior de Fxv(a,C),

(")

E(z) : E(Y -x): [[ O - ¿¡*v(,,u) d"¿! =
J JR,

: n(¡- I ['¿u ["fu-r)n-'d-r:1n-\ [' s"as=Jo Jo Jo
n-l
n* I

(d) Fent servir la fórmula de la probabiiitat total en el cas continu podem escriure

F2Q) : p1v - 1¡ < 4 = [ P(Y - x 3 zlv = s')¡'1t¡¿s.

D'acord smb el problema 28 (a), la densitat de Y : ma:r{Ur, . . . , U"} és

I "Fu,(y))"-' Ív,(!,) : n!,"-r, o<s<Irrtv): I o, altr¡nrent

D'altra banda, si 0 a z < l,

P(Y-x<zlY:'y¡
: P( l€s ¡ltres n - I v¡ri¡bles U¡ prenen valors a [r, - z,9l) :

( I, o<u3z
=¿ / \n-l

l' lil ' z<u<1

Aid,pera0<z<1,
¡l / -\ 't-lF2(z) : I "u"-'¿y+ I (l) ny"-tdy :

Jo J' \Y,/
= zn + nzn-r (l - z) : (l - n)zn ¡ nz"-t .

de manera que

, /_ -.\ _ |zFxy@,g) _ I n(n - lxr-z)"-2, (¡,r,) e RsIxYlt,g): -- aray = I O, ¡ltraÍ¡ent

O, z 1O
(l - t)zn *nzn-r, o<z<L
l, z>l

F"A):{
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d'on

l^
ÍzQ) = FzQ): t l?, - "lr-' *n(n - r)2"-2, :tÍl',ii

Fe pot recalcular rra la mitjure de la dirt¡ncii cr¡tre prmts ext¡eÍts

l@ tl ¡lE(Z) : I zl2Q)dz:n(r-") / z.dz+(n-r) | nz"-t dz =J-a Jo Jo
n-l
r¡+l

Observeu que aqueats mitjsn¡ cor¡€pon a le dist¡ncia entre punts extrerns quan
aquests estcn repa¡tits uiformement dins I'interval. Per xernple,

Observeu fin¡lment que aquest problema es pot consider8¡ uns generalització del
problemr 27 pel cas que la cita ¿fecti a n p€Eon€s i ea cunpti el temps entre ls
prim€r¡ ¡ la danera que arriben. Podeu oomp¡orrr&r I'd¡ctitud del r€sultat a la
vida ouotidian¡.

xY
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31. Un dispcitiu rep dc eenyals els voltatges dels quala són va¡i¡blea aleatüriea X1 i X2
iadependents i id¿ntic¡¡¡rnt distdbuid€s anü ñ¡nció de densitat

( "i._*, ,>oty,@):t1"@):tx("):t ür ¿<o

La sortida del dispositiu dóna un senyal amb voltatge Y : ma:<{X¡ , X, } . Si l¡ pot¿ncis
mitjana de c¡de un dels senyals d'entrada és de 5 mW, quina éa la potlncie mitjana
de la sortids?

La potlncia de c¿d¿ un dels senyols d'entrada 6 n: X?, i : 1,2. L¿ sev¡ fr¡nció
den.sitat és

'(l--r-fp,(d : tn@) : ip@) : firt*tOt= t rT"-*' ; ::,
és a dir, cada P¡ segueix una llei exponencial de parlmetre ): O}¡. Per tant,

E(P,):+:2a2:5,

d'on a2 : 5/2. Ls pot¿ncia a la sorti¿t J
W :Y2 : (ma:c{X1,X2})2: max{pr, p2}.

D'acord amb I'apartst (c) del problema 29 d'aquest capftol,

E(w): E(m*{P1,Pil = *:3a2 :7.5,

de m¡nera que la poténcia mitjan8 de sortid& és de 7.5 mW.

Observeu que aquest¡ mitjena es pot obtenir t¡mM directament fent s€rvir el Teorema
de I'esperanga.

E(w) : E(max{Pr, P:}) : [- [* ^*t*r, pzI f p,n@t,m) dnrln:
JO JO
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: I l¿'naln'n)an,+"+ t lnmh@)in(n)btb 
:

= z I lr,crfr,@iÍn(n) 
ttprNn =

: r(1"- n,#"-# e, !: #r* *) :
= l"- o,j"-f* ¿o,- f ,ri"-l* apr='t't =z.s

Obrcnr,cü: I ec-ú ilr: c--(* +").
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32. L¡ v¡ri¡ble aleatñri¡ X té per ñ-urció d€nsitat

Íx@):

per a un cert rnlor de &.

2É+¡1, ce (-U2,r/2)
ft + ld,' e (-3l2"rl4ulr/".3/2)
t,'eerl2,-314up12,6/2)'0, r € (-a,-6l2lnlsl2,o)

Deñnim Y = 9(X) on 9 ée l¡ tra¡¡sfo¡ma¡ió

e('):t'+;1.

Determineu El6 - Y)21 (comll ü gtonlitzaciQ.

Obeervem primer que per tal que l¡ aigui unr ñmció densitat cal que

I*_t-o¡*=(2r+ *)+2(*+ fit*rfi:*+ | = r,

de mancna que * : |.



fbnt aervir el taoemo de I'eperanp,

Elll. -Y)'l
-lr: E[l.x -scr.Dtl= l__@-e@D2ÍxlJ,)¿a:

r-Sl2¡¡-ll2t¡ll2
= | -r' a * rl" fi t + t- 

""' ("+ rf(e + +) d, + I_u""'rrr *fi I * *
¡Sn ¡ ¡Al2 I

* lu" @ - lf(,t + 
T6) 

d' + 
Jl!/ , 

(z - 42 ftax 
:

I
t2
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33. Siguin Xt . . . , X" vari¡bles aleatüúes independents i id¿nticsrnent dist¡ibui:des ¡mb
mitjane E(Xr) : m, | 1i < ni va¡ilnci¡l¡ar(X;):6t,1< i <n. Diern

Xl +...+Xo
^=_____;_

¡ (xt -m)2 + '.. + (x" -tñ)2
"

Det€rmineu la mitjana de 7.

Com que les X¡'s són idbnticament dietribui'des,

E(Tt = E [(xr -ñ)'+ " + (x" - 'n-)'l -Lnl
_ E[(xr -ñ)'l +.:.+.o[(x" -rñ')2] : EI(xr _m)rl:
: E(x?)-28(xfi)+E(ñ2).

El Primer sumwrd és 
E(xl) : s2 ¡ 

^z '

Per determin&r el darrer sumand, diem Y : Xt -t ...-l X-. Aleshores, E(Y) : n¡v i,
donat que les X¡'s són independents, Vor(Y) : no2, d'on

wr
E(ñ2) : sKIn = irr', : )Vor(y) + (E(4)') : * * ^".

Fin8lm€nt,

E(xtñ\: E(x?) + E(xúü +... + E(xú.) 
-o2+,n2+(n-r)m2 :4+^r-

f¿ tl, n

D'aquf doncs,

EF): 02 +^, -z(t + n\ +o: + n2 :n =l ot.
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3f. Les wrio,bl€s Xt Xz,Yt,Yz s&r independents. Lea vs¡ia,bl€s X¡,X2 estan uniforme-
rrrcnt distribuides a (0,f) i f1,Y2 ho €8ts¡r s (0,22r). Deffnim

Sl:XrcYr*X¡cY¡
St: Xr gin4 *X2sinY2.

Quines són les mitjanes i nrilncies de Sr i ,92? Quine és la covarilncia de 51 i 52?

Fent servir la independéncia i que Xl, X2 cst¿¡ igu¡lment distribuides, sixl com tembé
ho eata¡ Yr,Yz,

E(Sl) : E(XrocYt* XtwYt) = zE(XiE(ce\)

on 
E(xr)::, i: r,2.

z

f2, I
E(cosll): / ccy * drr:0

Jo 
'7r

I

E(sinr,¡): 
1""- 

*u j'ao=o.

Per tsnt,
E(sr) : E(S'?) :0'

D'altra banda,

var(s) : E(s?)-(E(&))r:
: : E(X? w2 \* 2XrX: ccYr cosYt + X4 ccx¡2 Y) :
-- 2E(x?)E(cc2\),

on¡lr

E(x?): 
J" 

J* =;
i

E("*'y,) = ['" "n' u 
I 

du -Jo ¿7r

t¡2tr: ;J" (r+c62v)dv:;'

Aixf doncs,

Y"'(s,)=2;i::.



Vaú¿bla al¿¿tória n-dimewionals l6t

De fuma similar, fent 8€rvir que

t€nim

Finalment,

Cn(51, 32) :
: E(srS¿) -E(S1)E(,$2): E[(Xr caYr +&cY2XXrsinyl +&siny2)l =
: E(Xl cayr sin Yt) + E(XÁzsfr sinYr) +

+E(X¡Xr cc Yz sin \) + E(Xl w$sin I|2 ) :
: 2E(x?)E(c6Yr sin Yl )

E(ccYlsinrl) :* I,*
de manera que

*a"nvu:I 
lo

sin2ydg: Q,

Co{l(Sr, S2) :0.
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35. Les vaúables ale¡tóúes X i Y t¿nen ñmció densitat conjunts

t.-..t- .,\ _ I W, o<gSr<l
J'.¡ \*,¡r, - I 0, sltr8¡n€[¡t

Celculeu .D(Y'lX).

E(Yltx) : llv' fn*tuta au,

on l¡ funció densitot condicionada /y¡¡ és

l4xÁld:W,x:f1¡@)lo

Fer¡t servi¡ el teorema de I'esperangg

i la densitat de X és

¡*6¡ = l- n,@,s)dy = {o¡; r*ou : no, ; Í 13:ii

dbn, perace [0, 1],

¡"'*trtt): 
{

0,
EaU 29

@:;"'
v é [o,"1

r, € 10, tl

Finalment,

E(Y1tx): 
1"" /?Jl",a: t', re to,rt.



Varbbles ale¿td¡ies ¿-dimensionals

36, Dongda la variable aleatória bidimensional (X1 , X2 ) es defineixen Y1 :g1(X1)iY2:
sz(Xz), on

s{r): E(l2ll1: s)

a@) : E(xrlxl: ,).
b<presseu E(\) i E(Y2) en termes dels moments de l¡ v¡ri¡ble (XrX).

Fent servir el teroema de I'esperanga,

E(Yt) : E(ct(xt)) = f sr@)Íx,@¡a,: f n6t1x1=z)fa,(a)da :
: Il-lL*"r*'('l')d"] Íx'(o)dr :

tú t6: I I ulyr2¡"(t,u) dzdu: nlat;Xtxz : E(X).
J -úJ -ó

De forma similar s'obté
E(Y2) : ms2rsa, y" : E(Xq).

Aquest r€sultst, es pot generalitzar en el sentit que el teorema de I'esperanqa es pot
formular tamM per a espe¡¿nces condicionades: si / és una funció mesurrble,

EIE(ó6)|X : c)l: Efóüü1.

163
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37. Siguin X i Y dues va¡iables aleatdries i definim les va¡isbl€s Z : E(YIX) i T :
Var(YlX). Proveu que

v o¡(Y) : v ar(E(ylx) ) + E(var(vlx)).

Ds dos termes de l¡ dret¡ de l¡ igualtst són

E(vor(ylx)) : E{EMr - E(vlx))'?1} : E{Ev2lx) - E2(Ylx)l :
: E(Y2)-E@2Vlx)),

on, d'acord amb el problema onterior, hem fet servir que E(E(y2lX)) : E(Y2).

D'altrs banda,

var(E(Ylx)) : E{IE(Ylx)- E(E(rlx))'?} :
: E{E2V\X) - zE(Ylx)E(Y) + E2(Y)} :
: E@'zVlx)) - E"(Y),

on hem fet servir que E(E(YIX)E(Y)): E(Y)E(E(YIXD: eV).
Sumant, doncs, aquestes dues expr€ssions tenim

v or (E (Y lx )) + E (v o{Y lx )) : E (Y2 ) - E2 (Y ) : V or(Y).
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Problemes proposats

38. En una memüria de disc, el capqal de letura-ecriptura €a nx)u en lfnia recte segons

un r¡di. Les sue€ssives pcicions que od¡ps €stan a distlnci¡ X¡ del centre del disc,
on Xi, i : 1,2,. . . són v¡risbles aleat¡ri€ ¡nd€per¡dents ¡¡nb distribució r¡niforme a
(0,R), on R és el radi del disc. Diem D ¡ l¡ vaúable aleatória que dónc la distlncia
que recorre el capgal entre dues pcicions cons€cutives. Determineu la funció densitat
de D i la seva mitjana.

39. Les vaúables ale¡tdries X i Y tenen fr¡nció densitst om¡mts

fxv(a,ú: { 
z"-a*"t 

h'l-Í,'y. 
*

Determineu les seves funcions de d€nsitst ma¡gin¡l i la seva cov¡rilncia. Són indepe
dents?

¡10. Tirem repetidament una moneda amb P(coro):p fins que

(a) surten dues cares seguides.

(b) surten o bé dues cares seguides o bé dues creus seguides.

D€termineu el nombre mitj¡ de tirades en cada un dels casos fent servir la fórmula

E(x): );E(xlA¡)P(A¡),

on A1, . . . , An formen una pr"ti"i¿ ¿" I op.i mostrel. R€p€tiu €l ciücul del segon
apa¡tat fent servir ar¿ la fórmul¡ de I'esperanga.

Qün és el nombre mitji de tirades en el problema snterior si l¿ moneda es tira fins
que surten a ca,res seguides?

Le distlmcia que ha reconegut la roda d'un cotxe fins que purxa és una variable
aleatória exponencial de mitjana l0ü) Krn. Supcant que les quatre rodes d'un cotxe
punxen independentment i que es dispose d'una roda de recanvi, quin és el valor mitjl
de quildmetres que pot recórrer abans no es quedi aturat per roda punxada?

Siguin Xr, . . . , X" variables aleatbries igualment distribuides i incorrelades amb r¡¿rii¡n-
cia o2- Quina és la variincia de Y : (Xt + .. . + X^)/n?

S'escull un punt aleatóriament (arnb distribució uniforme) a la regió

R -- {(r,s)e R2 : 0 ( t S 3, 0 < y < 3, lc -yl < 2}.

Quina és la probabilitat que la - gl < I si ¡ > 2?

45. Una monedo amb probabilitat de cara P(cata): p es tira N vegades, on N és una
variable aleatüria de Poisson de perlmetre ). Proveu que els nombres X de cares i
Y de creus que surten en els N llangarnents són v¿ri¿bles ale¿tóries independents. Es
oot dir el m&teix si N és un nombre ñx?

41.

42-

43.

4.



¡15. Les vsriables sle¡tóries XrXz, ..,X^ rón independents i tenen ñmció densitat /¡,'
fx", . . ., fx^ ¡€spoctivsment. Definim les v¡ri¡bles sle&tbri€s

Yt = Xt, Yz = Xt1. X* ..., Y. : Xt+Xt + "'+X"'

Quin¡ és t¡ fr¡nció densltst conjwrta de (Y1,Y2,. . . ,Y¡)?

47. Pe¡ o la preetació d'r¡n cert Eervei' rur sietema dispca de n eervidors ,51, ,92, ...' 8"'
qu€ treballen en paral lel i de maner¡ indep€ndent. Cada ¡ervidor S¡ té un t¿lnp6 de

servei 4 que é3 un¡ va¡iable oleatória oponencial de parLmetre \, I < i < n.

(c) Si I'usuari selcciona el servidor.g¡ arnb probabilitat p¡, I < i S n, !i!1pi : I'
qün és el temp6 mitjl de du¡ació del s€rvei.

(b) Supceu n: 2 i que dc usuaris, U1,U2, volen ser atesc pel sistema' Cada un
d'ells selecciona el *rvidor .9¡ arnb probabilitat pi, i : 1,2. Si els dc r¡suaris

seleccionen el mateix servidor, U2 s'ha d'esperar que es completi el s¿rvei a I'uua¡i
Ur. Quin és el temps mitjl que pasea fins que e6 comPleten els dc serveis?



Va¡i¡bla¡ ¿l¿¡úón'e rvdirrmsi'o.zlg I6iI

Respostes

3&

,"(¿,--{i(1-t)' h#f
E@)=+.

39. X ée expone¡¡ci¡l de parlnrtre ) : 2 i ly(y) : 2¿t - 2e-b, tt > O i n¡l-l¡ si y S 0,
No aón independemts.

cou(x,Y) = l.
tl{o' (') ; + V FG an= c: tl2')
)t-m

(b) r_fi (5sEnp=q=r/2.)

41.

ir r'1 " I
kV = 

At P" - t) 
4 Al qu¡¡r 

'¡ -+ Ó

¡0i1. 5ü) Km.

43. ot /n.

4.3/6.
¡16. c(sr, . . ., rh) : Í{si Íz(w - yr) . . .. ..f"(y' - y"-r).

17. t)
E(r)=i+.

T=ta
b)

ns¡:ff+ze1r,rf,+f,-#,.#
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Capftol 4. Funció caracterfst¡ca

1. Es té una moneda amb probabilitat de cara p, 0 < p < l. Sigui X la vrriable ¡le¿tóri¡
que co¡respon cl nombre de vegades que s'ha de llangar la moneda per obtenir caro.
C¡lculeu la seva fr.rnció ce¡acterfstica i la sern eoperange.

La v¡ri¿bfe ele¿türir X pren els valors 1,2,...,¿,... amb probabilitats P(X : n):
{-rp, /q: I -?. Per t¡nt,

Aixf,

My(o): Eg'xr:le"'o^-to - Prl<ee'f :
rr=l : ¡=l

P Cé':ir:@:@

Eq) : I Mke) : : 
44ffi#3a!1*":

= tr=@;Fl._o= (:fr: ¡'
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2. Siguin Xt XziXs u¡i¡bles ale¡tbries unifo¡mea cn (-1, l) i independents. C¡lculeu
la ñ:nció caracterlstica de X : D]!, & * N és una v¡ri¡ble ¡leatbria independent
de Xs X2, Xs, i tal que P(N : t) : P(N : Z) - P(¡V : S) : 

s1.

Es té P(N: ¡) : +, ¡ : 1,2,3.

D'altra banda,

3

Fx@) : P(x s,) : DP(x < clN: k)P(.tv: &):

:P(Xr <clN : l)P(N : l)+P(Xr t X2 < xlN :2)P(N:2)+
tP(Xt -t Xz + Xs < rlN : 3)P(N : 3) :

: P(X1 < a)P(N : r)iP(xftXt < r)P(N :2)+P(XrrXz-rXs < a)P(N:3) =
I: 
i(Px, (r) + F1a,a4(x) + F1a,¡x,+x"(o));

on s'ha aplicat que IV és independent de Xr,Xr i Xg.

Derivant resoecte ¡ c:

1,.Ix@): ijx,(") I fx,+x,@) t fx,+x,1¡"(c)).

Aixf,

I
Mx(u) : ;(My,(w) + Ms,¡y,(u) * M¡,+x¡+x"(¡¡)) =ó --

= |{uxt4 + u2x@l + M3x@|),

ja que les v¡ri¿bles Xt, Xrl X"són independents i idbntic¿ment distribuid€s, €ssent
la seva funció carecterfstica:

Mx@): l:¿ "i*:Y
FinaJment,

I , sin r,.r sinz a, sin3 r.r .)utx\.t):5t !, *;t+if ).
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3. (.)

(b)

Tlobeu la ñmció cs¡scterlstic¿ d'tm¡ r¡¡¡iable eleatórir gaussiana norm¡litzad¡
N(0,1).

Sabent que la ñrnció ca¡¡ctelstic¡ de l¿ v¡¡i¡ble ale¡tü¡ia X és M¡(r.r), calcuteu
le frmció caract¿rfstic¡ de Y : aX i ü, c, ó e R. Pa¡ticutaritzeu el resultat per s
X : rY(0,l), Y = oX I m. Quina éa la ñrnció de densit¡t d'aquesta I¡?

(a) Sigui X = N(0,l). La ñmció de densitat l¡ és:

fx{d:4=.-ls
Aixf,

u*o: Iié "fx(z)&: ft ll*o'*'*,' ¿,:.-1t."

W Il_t*-"" *:.r-'h f "-\"-i-r a,.

i aquesta rlltima integral val l.
Per demctrar-ho rigu¡osoment es pot cursiderar

+ f ¿-*G-i-t'¿,= L [.-*."¿,.{2Í J-ú J2r Jr
ess€nt I el contorn €n el pla complex indicat s, le figura (a).

Per calcul¡r ¡qu€ste integ¡sl de contorn, sigui C el contorn tancot mctrat a la
figura (b):

En efecte,

t ¡-R't
,/ñ tRo:L[.

t/2n J c
-l/ dz :

"-1"' d"+
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Perü,

Qlemoctreu-ho),
Aixf,

+L [ 
"-1," 

d"+ L f "-lc-i-t' ¿r* L [ ;tr ¿,.
{2tr Jt 1/hrJ-n t/2r Jr,

wn [ "-l] a,: ¡m [ .-1,'a,:0,nr@Jrr R-@J,r'

G f .-ta-l"r a,: J_ f "-t", a,:t.
Noteu que ¡qu€st Fsultat tamH s'obté fent el canvi t -- r - jut en la integral

* Il*"-+a-t')'dz i operant formalment.

(b) SisuiY:aX+b.

My (u) : E (é-Y ) : E(¿u(ax +b\ ) : ¿@b Ektudx ) : ¿.b M x (rt).

Si X és gaussiana normalitzad¡ i Y : oX +nl

Mv(w) : ¿-^ Mx(oQ) : eium-,"2-'z .

Aquesta ñrnció c¿racterfstics co¡Tespon a un¡ v¡riable eleatüria gaussiana amb
esperange zn i varid.ncia o2. En efecte, si f = 9(X) : cX + m:

f"@):W ¡¡¡6 ¡:9i3,
lt

frb\=!-L.' *"' amb ":!-^o \ll2T o

Per tsnt:

I _ll4_4\2
t},\!): -t-c 2\ d 'v zlto
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4. (a) Calculeu els moments d'ord¡e 1,2,3,4 de l¡ v¡ri¡ble aleetlria N(0, l).
(b) Usant l¡ ¡elació entre N(0, l) i N(m,a) eetudiada en el problema 3, tmbeu el

valor mitjü i la vs¡i¡ncia de 1V(m,o).

(a) Si X : 1v(0, 1):

173

¿rfflror: f c+#ilI = (-r)¿r .3.... (2n - rl,k=2n
( 0 , altrament.

nk#: iMY,e,: { I 
t ""(2n- t, 

:ln:,ff",,.
En psrticular:

rntiX : O, lrt,Z;X : L, mS;X : 0, m¡X : 3.

(b) Si Y : oX+m ¡mb X : N(0, l):

mv : E(Y) : E(oX + m) : aE(X) i m: m;

o2, : eqY - ,n )2) : E(ox)2) : o2 E(x2) : o2.

Per tant,

D'altra banda,

Mv(w) :ff ,,vr'fltol'-'

Aixf,



r
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5. Sigui X w¡a va¡icble eleatirie grussiane nam¡litzed¿.

(a) Ttobeu l¡ funció de derxit¡t de Y = X2.

(b) La funció caracterlstica de Xz e 0 -2iu)-i. quina és lr fimció caracterlstica
de Z : x?+ &+...+ X|, on Xr, &, '.., X" gón tot¿s va¡isbl€s aleatbries
gar¡ssisn€s norm¡litz ades i independents?

(&) Sigui g > 0. La funció de distribució de Y ée:

&@): P(Y =!;i,li,j,].:,lf^t = 
x <,rú:

Sis<0,Fy(!,):0.
Deri\€nt resp€cte de g i tenint en @mpte que /¡ és una funció parella:

*@ : { tfu(fxQil + txe'/il : LtP' u' I
t 0, sr<O

Aixf,

¡r,¡ : { -pfi"-t'-" : 7};¡.-r", a > o

t o' Y<o

(b) Si Xr,X2,...,X, són independents, tombé ho són X?,X|,...,X3. Per t&nt,

M2(u): (r - 2jo)-*(l -zjw)-l ...(L -2i.)-, : Q -zju)-t
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6. S i N són dues v¿riabl€E aleatbries gaussianes N(ms,os) i N(0, o,y) respectirament.
Es defineix Z : S*N. Thobeu ls ñ¡nció c¡r¡cterfstic¿ de l¡ funció de derisitat conjunts
de 5 i Z eupcsnt,S i N independents-

M2s(a1,o) : E(¿@'zn'2sl): E(cr("'t (s+iv)+'"s)) :
: E(ct(-t+'+'rs+t"'tr) ) : Ms¡* (-r + uz,rr). (l)

Tenint en compte que S i N són independents:

M2s(w1,w2) : Ms(ut * w)M¡¡(w¡) : y'(ut*z)ns-la"s@t+'t)" e-l'?"k .

També, fent servir notació matricial, sigui tr: I lt ). tt"uoo, l'equació (l) es pot
\ r"2 

'/
escrlure @m:

M2sQ4,w2) : Msx@r A),

. /l 1\
on ^: \ , o,/
Per tant,

Mzs(.,,,¿z)=:*(i á)(r)-r"'(l ¿)(* "l)(l ¿).,

Ail, Z i S són conjuntament g&rssianes amb m¿triu de v¡lors mitjans i de covarilncies:

-:(;;)''*: ('':;r :1)
respectiv&ment.
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7. Donades les vari¡bles ¡leatbries gaussienes independents X¡ : N(rn¡,o1) i )Q :
N(mz,ot);

(a) fent servir la fimció c¿ractefstics., c¡lculeu l¡ frrnció de densitat de Z : Xt1- Xz.

(b) Tlobeu la ft¡nció c¿ractelstics de l¿ ñ¡ncié de densitat conjunta de (Xt,X:).
Quin tipus de variable aleatdria éa aquesta?

(¡)

(b)

M2(w) : M¡,(w)M¡,(a) : ¿i*r-l'2"1 ¿'mt-l-'al -
: d-Qa+n)-ru'@?+ol).

Per tant, Z és gaussiana emb valor miljd m2 : ml +rn2 i vari|nci a o2r: ol+ol.
Aixf,

r I '-(mr+'n:)ÍzQ): ---+e-'-o¡i|-{2T\/oí + oá

M x, x, (u r uz) : M y, (w ) M ¡¡"(t2) : ét @t q -, o?dl ei*nz - | aioi -

_ 
"^.,.ü(I;)_1r.,,*r( 

1? 
"? X A )

Per tant, (X1,X2) és una variable eleetdria bidimensional gaussiane &mb mstriu
/-,\ /o? O\de valors mitjans ( _j ,) 

i -rr.iu de cove¡i¡,nciec 
\"i Je )
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8. Siguin Xr, & dues variables ¡le¡tóries geussianes rnrb nlc mitj¡ 0 i met¡iu de o
/ t ¿\

varilncies I i i |. Es deñneixen dues novea vari¡blea ¡leatbries yl, Yz, mitjang¡nt
\2

les frmcions:

gr = .81+ G2

Y2:aEl-22'

Tbobeu l¡ funció csrsct€rfstica de (Yt,Yr), tobeu l¡ funció de densitat marginal de
Y1.

L¿ ñ¡nció caractelstica conjrmta de X1, X2 és:

Mx(ut,uz) : E(¿ur x) : f"'tmx-lur xY-,

on,:('').x:fI')., /o\'-' /l *\
\,,4/ \^2/ 

nx:\o/t"x:\i í/'
D'altra banda, siV = ( ! ), U *d0 

"r"acte¡fstics 
conjunta de Y1, Y2 és:

\ 12 ./'

Mv(q,''¿) : E(A'|Y)'

Perb, Y= lX *rrt¿,=(l I \
\ , -1 J Per tsnt',

Mv(,¿tuz): B1"i't tx! : Mx(,¿r A): ¿!'r A^x-l'r tK¡Atu - futmv-latKvu.

Abd, \, Y2 són conjuntement gausianes amb vector de valors mitjans i m¡triu de
covarilncies

rmY : AmY, Kv: AKxAT

respectivament,

Per tant,

/o\-r:\o/,
. /t r \/r *\/r I \ /3 0\¡(":(,i j',/(i i/li_-,/:(ó i,)

Aixf,

Mv(u1,u2): ¿-l(3'i+-t) : ¿-*z'? "-l'i 
: M¡@¡)Mv"(w2);
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és o dir, les rt¡¡i¡bles ¡leatbriea Yr i Y¡ eón ind€pcnd€nts.

Finrlruent, l¿ ftmció de de¡¡sitrt mo¡gin¡l de yl és:

fr,@l:ffi.-**.
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9. Lee va¡i¡bles ale¡tbriea Tt Tt, .. ., 4" eón independents i €stan id¿nticsnent dis-
tribuides emb fr¡nció de densit¡t:

/,(ú):{i:_,,, I:B ,

¡mb,\>0. Calculeu I¿ ñmció de densit¡t &T =\1Tz*...*T-.

La funció c¡racterfstica de cada ?'i és:

¡@ ¡.
M7@): I e-,¡rg¡a= ¡ ¿u.^e-^. ü:

J-ú Jo \-j,¿
Per tant, la funció c¡ract¿rhtic¡ de 7 és:

M7@): (Mr@)) : t=r'r. -JU
Invertint l¿ transformació:

ha): * l:"-to'Mr@)úu: f -*'5ftg^ =

= *ri, Il"-'' ,j¡a"
Per calcul¡r 8qu€sta últims integral, onsidereu la següent integral de cont rn en
placomplexisiguil>O:

[ .-tu l- 
¿".lr e-1)

on I es el contorn mGtrst a la ñgura (a).



Ai)d,

I,-*'!"_^¡^*=-z"n*<ffi']l:-*if ¡(-iú)'-1¿-¡ú

D'¿lt¡¡ bonda:

1,r", 6S * = ¡"..-r, r$ a, + l"^.r, 6$ b.

Perd

Afud,

n^[
R..E JcR

.a"¿\¡,b=o.

he) : *,4, L,,'ft^=
= |t!r r"ifr,-ru"-'"-* : *-"ffi

Anllogament, s¡ ¿ < 0 cd consid€n¡ el conttrn de lo ñgura (b). h oqu€st cas s'obté,
nstu¡alm€mt, frQ) :0,
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10. Un carnf aleatori simétric bidimension¡l és r¡na s€qüéncia de punts {(X", Y") : a > 0}
definida de la forma següent:

Si (X", y") : (c,g), llavors (X"+r,Y"+r) és, amb igual probabilitat, un dels qustre
punts (a * I, y), (" - 1, y), (", y + r), (r,u - \. Supcant (Xo, yo) : (0, 0),

(a) probeu que E(Xi + I?) : n;
(b) trobeu la funció c¡¡acterfgtica de (X",Y").

(e) Les variables ale¡türies X,, i I,¡ €8tsn igualment distribuiides. Per t¡nt,

E(x|+Y:): E(xh + E(v:):28(xh.
D'altra banda,

X'¡ : X(r) 1¡(2) 1...1¡("),
on la variable a.leatürie X(r) pren el valor -1, 0 o I d'acord amb el moüm€nt
horitzontal que s'hagi prodult en el pas i-üsim, i : l, 2, . . . , n. Per tant,

,.. L., I Ip(x(,, : -t) = ;; p(x(', = 0): i; p(x(., : r) : ;.
El vator mitjir de X(i) és, per a tot i:

E6(\: ! rr1¡ro : fr) :0.
¡--1.0,1

Per tant,

E(x-):0.
També, si ¿,i : L,2,...,n amb i I j:

E(X6 xu)¡ : E(x(r))E(x0)) : o,

on s'ha considerat que els moviments horitzontals corr€sponents a psssos distints
són independents.
D'altra banda, per a tot i:

Finalment,

i

E((x{;)¡z¡ : I 12 4x(,}: ft): ;
tc=-I,0,1

- ,..^ t¿E(x:): nE((Xttt)¡) = -,

L

E(x|+Yl) --n.
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(b) Notem que

(x", r") = f1x{ir, rrrr¡,

on l¡ varieble aleatbrie Y(i) corr€spd¡ sl movi¡ri€nt vertical en el pas d-ésim. Les
vcricbl€s alestdri€s bidimension¡ls (X(¡),y(.)) eón indeper¡dents i idbntic¡ment
distribuides, €ssent la sev¡ ft¡nció c¡¡¿cterGtice:

M yoy<,>(l,r,,',t) : ¿11('rx(')+"'zr(¡))¡ -
: D ei@t,r+",z¡) p(X( ) : m,y(d) : n),

(-'')es

on .s : {(-1,0), (1,0), (0, -1), (0, 1)}.
Aixf,

M ¡1,¡ y.,¡ Q,4, w2) : iG- 
i-, + ¿.'

Finalment,

+ e-i@z + ¿,',): |{"*r, + cGq,2).

My^y^(w1,w2)= f {"*r, + cos4r2)¡.
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11. (o) Tiobeu la funció c¿racterGtic¡ d'tma va¡iable ale¡tó¡ie X de Poisson onb pe¿metre
,\.

(b) Tlobeu la funció de probsbilitst de l¡ v¡rie,ble ¡le¡tdri¡ Z : X +Y on X i Y
¡ón variables ¡le¡türies de Pcússq¡ ¡mb p¡rlmet¡ea l¡ i )y reapoctivsment i
indeDendents.

(a) La ñrnció de prob¡bilitat de X és:

p(x : r) :"-^*, *:0,1,2,....'kl

Per tent,

M¡(u) : Eki-x ) :ñ"r-or1x : rl : i;*,-^f; :
¡=0 &=0

:,-^ É,^Íi,- : e-^ e^¿'- : er(r--r).
t=0

(b)
M2(w) : My(w)My(u): c¡x(c'"-1) crv(¿¡'-r) : c(¡¡+^vX'--1).

Aixf, Z ttmbl- és una vari¿ble aleatória de Poisson amb parlmetre 
^x 

+ ¡r. Per
tant,

P(x : [) : 
"-(r*+rr¡ 

(]x t.]v)t, [:0, 1,2,....
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12. El nombre N d'usuaris que arriben a un sist€mc du¡s¡rt un cert perlode és una variable
¡leatb¡ia de Pcússon amb parlmetre l. Sigui p, 0 < p < I, le probabilitat de que un
usuari que arribi sl sistema rebi servei. Determin€u lc ñrnció de probabilitat de la
v¡riable aleat¡rie X que conta el nornbre d'usuaris que reben servei.

Sigui X¡ la variable ¡le¡tória indic¡t¡iu de I'ea&venime¡rt {,'íésim r¡susri que arriba
al sistema rep servei'. Aixf, pe¡ o tot i, X¡ és una v¡¡ieble eleat¿ria de Bemoülli ¡mb
funció ca¡acterfstic¡

M¡,(w) : E(é'x,¡ : p¿' + ci q = l - p.

D'altra banda,

X:Xt*Xz*...aXlv,
on N és va¡i¿ble ¡le¿tdria de Poisson amb funció de probebilitst

P(N: n) : "-^I, n = 0, 1,2,...,

essent l€s veriables X¡ i N independents.

Tot seguit, c¡lcr¡lern la hrnció c¿ract¿rfstica de X ondicionant per N:

M2¡(w) : E(et'x) : E(E(et-x lN)) :
: f ¡¡¿-x¡¡y: z)p(N: n) :Zr-\-

n:o
g_....,

= \ Ogi-tx'+x'¡+ +x")lN)P(N:'¿) =
tr=0

= \1 Eler-(xr+x,+...+x"))p(N : ,¿) :Zr-\-
¿=O

= y E(¿-x,)E@iuxz¡... E(¿.x")p(N:n) :1--\-
n=0

/\t-,id: iror-+c)""-¡{ : ¡"-^0ltl11_tJJl -Z¿v-¡=o rl! 7--o nl

: ¿-\ 
"\(Pet-¡q¡ 

: c¡r(¿'"-t)

on s'ha utilitzat el fet que N és independent de X1, Xz, . . ., X- i que aqu€st€s v&riebl€s
són també independents i tenen la mateix¡ funció cara.terfstica.

Es a dir, X es una variable aleatdria de Poisson ¡mb ps¡Irnetre )p. Aixf, el nombre
d'usuaris ateoe segueix la llei de probabilitat
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P(x : n): "-t(?i", n :0, r,2,....



186 Variables Aleató¡ies i P¡oce$os Estoc¿stics. Ptoble¡¿.es

Problemes proposats

13, (a) Determineu le ñ¡nció c¿ract¿rlstico d'una va¡i¡ble aleatüri¡ ? exponenciel emb
parlmetre .\.

(b) Demostreu que
.5!.-2.'M2¡et)=TT

és ñ¡nció ce¡ecterfstica i cslculeu E(X) i Var(X).

14. D'un¡ urn¡ amb dues boles blanques i tr€6 negres 8'o(t¡euen dues boles. Sigui X la
rnriable aleatória que represents el nombre de boles blanques o<tretes.

(a) Determineu l¡ ñrnció c¡¡acterlstica de X, M¡ (r.r).

(b) Usant la funció c¿racterfstica, trobeu I'esperanqa i l¿ vaülncia de X.
(c) D'una altra uma id¿ntica a I'cnteúor s'extreuen iguelment dues boles. Tlobeu la

funció coracterfstic¿ de la v¡riable ¡le¡türi¿ Y que representa el nombre de boles
blanqu€s extret€s ent¡e l€s du€s extr¡¡cions.

'15, Si rV és une variable aleatória discreta que pren valors ente¡s no negatius, es defineix
lz lr:vr' funció gcnercdom G y(z) : E("N).

(a) Demostreu que G¡ és ben definid¡ a la regió del ple complex {z e C : lzl < 1}.
(b) Ttobeu la funció generadora d'rm¿ v¡ri¡ble aleatdria geométrica N amb P(N :

n) : pq^-r, n : L,2,...,0 <p < 1, q : t - p.

(c) SiguinN,X¡X2,...,X-,...variables¡le¿tóriesindependents,a¡nbXr,&,.-.,
X., . . . contfnues i id¿nticament distribuird$, i N rrriable aleatdria discreta que
pren els valors n : 1,2,.... Expresseu la fr¡nció car¡ct€rfstica és(ru) de.9:
EI-, X" a partir de G¡ i de la funció caracterlstice de les variablcs X..

(d) llobeu la funció de densitrt de .9 si X. és exponencial amb parü,metre ) i N és
geom¿trica definida com a (b).

16. Siguin X i Y variables aleatbries contfnues i Z: aX +bY amb o,ó € R constants.

(a) Demctreu que si es coneix l¡ funció de densitat /¿ per o tot a i b, llavors la
funció de densit8t conjunta txy queds determinads unfvocament.

(b) Demostreu que si per ¡ tot o i ü la variable ¡leatória Z és gaussiana, llavors les
variables sleatbri€s X i Y són conjuntsment gaussianes.

1 7. Siguin yr i y2 veriabl€s aleatbries conjuntament g&ussi¡nes smb partrn€tres E(yl ) : f ,

E(Y2): -1, Var(Y1) - 4,Var(Y2):1i p: |. Sigui lV, independent de (Y1,Y2),
també gaussiana amb E(N) :0 i Yor(N) : 2. Si X : Yt -Yz + N, demctreu que
(X,ú) és un¿ va¡iable ale¡toria bidirnerisional gaussiana i calculeu el valor dels seus
D&rdmetres.
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Respostes

13. .0(x) : 2; v or(X) : 5.

14. (ü Mx(u): t(3+6cr.+JL).
(b) E(x) : a/s; ok:e/2s.
(c) Mv@): ]ml- (3 + 6cr- + e"2.)2.

15. (b) : Pz
t-qz

(c) Os(r.r) : G¡(O¡(o,)).

(d) --¡¿- P_JU
S és exponencial amb parlmetre lp.

17. E(X): Z, Var(X):5, t¡rr;xy,:3.
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Capltol 5. Estimació de varlables aleatór¡es

1. Les va¡iabl€s aleotóries X i Y tenen l¿ fu¡lció de densit¿t

l@,y) :{z+Y ai.O<c< I i0<Y < I
( 0 dt¡arnent

Es vol estimar y mitjongcnt la funció line¡l oX + t. Calculeu c i ó perquü I'error
quadrltic mitjl sigui mlnim i trobeu equest error

Tenim ? : aX lb i, per tal que I'error quadrltic rnitjl sigui mfnim, s'ha de verific¡¡
que (Y - ?)-tt i (Y -t)Lt. Per rsnt:

E{(Y -t)xl : 0 : E{[r-(ox +ó)lx] : E{xYl - oElx2} - óE{x}
E{(Y -i')r} : o: E{Y - ax +b} = Blv¡ - og{x} -b

Calculem ¡¡a els coeficients d'rquest sistema d'equacior¡s. En primer lloc,

!x('): I @+y)ds:¡¡ l/2, per0<r< I
Jo

Per trnt :

¡lE{x} : Jo,@+r/2)Lr:7/r2: E{Y}

E{x2l : [' 
"1r 

+ t/z)¿x: sltz: Ely2]
Jo
¡r ¡lE{xYl = 

Jo Jo 
w@+ietu=r/3

Are, resolem el sistema d'equacions:

1 5 7,
I : n"+ Eo

# : l"*u
i obtenim o: -l/ll i b :7 /ll.
Finalment I'error serd.:

E : El(Y -tl : nlY"l - "E{xY} - bE{Yl : 5/66.
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2. Donades l€s vo¡i¡blea ¡le¿tiries X i Y amb ñmció densitst @njtmta

Íxv(a,i: {3 :i,oJf.;r. 
t

C¡lculeu

(a) Lr corba de regressió de X sobre Y
(b) La llnia de regressió de X sobre Y

(a) Hem de calcrnar E{X/Y}. Ara

E{xlY :!t: tl*,Írr="1¿a: f "ffia"

lv (Y)

n
f

A partir de l¡ fr¡nció densit¡t conjunta /xv tenim

Í"@) : lo f*"a: 
lo" 

uo =,,

E{x/Y : sl : l" '!a, : s¡z

air .i,: D{x/Y}:Y/2
(b) Com que E(X/Y) és line¿I, ll¡r¡ors le recte de regressiú ésY/2.

per 0 < gr < l.
Per tont,

txY(x)
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3. Sigui (X, y) un¡ v¡rioble ¡le¡tb¡i¡ bidimer¡sional unifo¡me¡nent dictribuid¡ en el rccir¡
te d€ lr ñgur¡.

Es deman¡:

(a) Tiobeu l¡ millc egtimació üneal de Y donada X.
(b) Tfobeu l¿ millor cstimació de Y donad¡ X.
(c) L'error quodrltic mitj| en ¡mbdóe c¡sc.

x

(a) Tenim EIY -t\ : EtV -t\Xl : 0. Doret que f : oX + ü obtenim el
sistema

Í E{Y} : aD{x} + b

I E{xr} : aglx2l +bglx}
del qual determina¡em els v¡lors de a i ó.

Elxl

ETX"}

E{xY}

ewl: lo xz(r-4tu:I

E{Yz} : 
lo' "'z{r- "l& 

: *

| | wf *"@,úa,aa: 
lo' 

,a' lo'-"
zu¿y = i

Substitünt els valors ant€riors s'obté ¿: -i i ü = á.
Llavors, la millor estimació line8l deY 6t : -*X + *
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. (b): Hem de c¡lcul* E(YlXl. ,; : I

f+-¡r-n2-l-oEIY|X : cl = J__ vfvx-.Q),ru = to y¡b;¿tu= ;
que dóna la mateixa estimació de I'apertat urtcric.

(c) L'etrc quadrltic &:

Et(Y -t)21= Elv -:|¿Yl = El'/¿l - oE{xYl -bEI]|4t = +
en ¿mbdós casc.
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a. I€ v¡¡isbles ¡le¡tóriee X i )f tcnen om e ñ¡nc¡ó densitst conjunts

Í x v (o' v) : !nt- | {n' -l-*'"' I

C¡lcr¡leu la millor estimació de Y dmad¡ X.

Elylx =4: I+- aÍrr*=.tu)aa: l*- yffiút
La f¡mció de densitat marginal de X éa:

fx(x) : Ill *.tr"--"+zv")du: j"-t1 fl* "-t"-*a -
: *"rr Ll.-"',t =ffia+

Ara. ls densitat condicionada és:

: 
ft.-l<1-o"+2"') = L.-@- '

| ____¡__ (¿_ "*" *L\
fxy(r,ü: =----:---€ 

z(r-")\'i 'x'v 'i)
¿ToxoyV L - p'

ono¡:1/2,ov:lip:j.
Finalment, I'estimació de Y ós tineal i E{f/X} : EÍX : +

Íyx:,br) :

i I'esperange:

E{Yt x : a} : I_l "#-'-qr ¿u : i
ja que es tr¡cta d'uno distribució N(;, i).
Finalment, I'estimació de Y e? : E{Y/Xl: +.
Un altre métode és utilitz¡r el fet que X i Y són conjuntament norm¿ls. Ll¡vors:

;;e-tt(" 
-2"r+2v')

-T;tF-2\/i-



5. Les vsriabl€s alest¡ries S (eenyal) i N (roroll) eón independents i grussianes N(m5, o!)
i N(0, ofu) r€ápectivenent. Sigui Z - S + N.

(a) Justiñque perquü l¡ millor estirn¡ció cn mitjena quadritic¡ de S don¡d¡ Z h¡ de

eer lineal.

(b) Calculeu aquesta estimació.

(c) Celculeu I'ermr qusdrltic m¡tjl nrfnim.

(a) Donat que.9 i N són gaussianea i independents, són conjuntsm€nt normals. Arnb
el c¡nvi lineal Z : S +N i .9 : S, S i Z t¡¡nbé ho són i per aixó l¡ millor
€stimació €s lineal 3: e6¡Z¡: aZ tb,

(b) La millor estimació s'obté quan I'error ,S - 3 és ortogonal ¿ 1i s Z. Per ta¡rt:

E{s} : oElZl + b: oB{,s} + oE{N} + ü

E{SZ} : oE{22} +bD{z} : "e{52} + 2oE{.sN} + @E{N'z} +
+ óE{.s}+áEUv} : E{sP} +E{sN}

Considerant que E{,SN} : 0 s'obté el sisterl¡ d'equa¿ions;

ms : arns+b
o2s r m2s : o(o2" + n2") + u2n +bnts

(c)

que té com a solucio¡¡s:

-2 -2
b : ms ,r"..N ,,

o? + o'N o-S + o'N

essentf'estimació.9 :,o" n z * no'* n ^*.o's + o'N ú's + oñ -

L'error quadrltic de I'estim¡ció anterior és:

E{(s - Os} : E{s2} - aEIs z} - bB{s} : (r - @)E{,s2} - bE{s} : j-,-7



Estimpr,ió de ra¡iables aleaüó¡ies

6. Comproveu que éa pcible obtenir la 'nillor estimoció line¡l de Y dored¡ X mitjangant
I'equema de le figure.

Quin v¡lor h¡ de tenir l¡?

Tbnim I'estimació t : oX +b, ú o: p# ib: mv - amx.

ry'

195

6y
PG

Subetituint ü s'obté Í - mv : a(X - ^x), & s dir, est¡tnor Y : Y -my per a
Y :t - ^v don¡t X" : X - mx. (on E{X.} = E{%} :0.)
hr la ffgura es veu que Í - -y = h(X - n¡). Llcvora h: a: p&.
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7. Sigui S rma va¡isble ¡le¡tbri¡ de rnlor mitjl 0 i desüació tfpice os. Siguin Nr i N¡
¡¡a¡iables aleatiries de vslo¡ mitj¡ 0 i d€sviació tlpica o1 i ar regPectiva¡nent. A més S,
Nr i N: estan incorrelades. Determineu a1 i c2 per tal que S sigui la millor eatimació
lineal en mitjana qu¡drltic¿ de 5, rixf com ternbé I'error de I'egtimoció.

Hem d'estim¡r S coneixent Xr:,9+Nl i X2: S+Nr. Per tant, tenim S:
otXt i azXz amb error ortogonel e Xr i X:.

E{(s-
E{(s-

:0 =+
:0+

3)x')
3)xt

E{SXI : qrBQ{?} + "za{.xtxz}
ElSX2l -- alBlXÁ2j + a2D{Xil,

Sebent que M, Nr i S són incorrel¡des:

E{x?} : E{(s + N1),} : E{sz} +20lsNr} + E{Ni} : 
"2" 

+ ol
Elxl\ : E{(s+ Nr),}: E{,s'1} + 2E{.sNr} + E{Nl} : o2s + ol

E{xú21 : E{(s + NrXs + Nr)} : E{s'} + E{sNr} + E{sNr} + E{Nr1ü} :
-4

Elsx} : E{s(s+N1)} : E{s'}+E{s1vl} :d3
E{s&} : E{s(s+Nr)} =E{s,}+E{sNr}:o3

"1@2t+ol)+"2o2"
o1o's + o2(o2s +o?)

"?:4:

que ens porta ¿l sistem¡:



¡mb olr¡dos:

o'\ = 7ñ{#w
- = r"t##t."Bl

Ltenor cornls és:

E{(s - gs} = E{91 - ¿tq{sxtl - n,zfl{sxzl : ffiWrÉr-d
En el c¡s p8¡ticula¡ eu€ o1 a ot3os tenim c1 = a= * i i = f(Xr+&) =

J
S+ |(wr + Nr). L'ermr éa f .



8, Siguin Yr i Y: vari¡blee ale¿tóriee gaussianea de v¡lors mitjens l' -1 i vBri¡nci€s 4' 1

r€spectivsment. El coeficient de conel¡ció ésll2. N é6 uns altra varisble ¡leat¡ri¡
gurssiana independent de (Yr, Y¡), de v¡lor mitjl 0 i vatilncia 2. Si8¡i X = Yr-Yr*N.
& demana l¿ millor eetimació de Y1 don¡d¡ X, i I'enor qu¡drltic mitjl de I'estimació.

Donst que yl, Y2 i N són conjuntament gar¡ssio¡€s també ho s&¡ X i yl. Per ta¡t, le

millor estinsció & line¡I, és a dir, Yr : aX +b qt a : p* : 
+ 

i b : myt - am x.

ok", : cov (X, Y1) : cov (yr, fi) - cor'(Y2, Y1) + cov (.iV, yr) :
ol - pp2:3
ver (X) : vsr (yr - fr) - rar (N) : va¡ (yr) + var (Yz) -
2cov (Yr, Yr) t v¡r (N) : 01+ oe -2pp2 ¡ o2* : g"'* :

Per tant, a:$ iA:ma -omx: l-t2:-|. Ot rcuutt* ñn¡l és fr : 3X - *.
L'e¡¡or comés és:

E{(vl -v1)r1} : cov (Yl - Yl, Y¡) : v¡r (Yr) - cov fft, ft¡ :
^ 3 ll

of - ccov(X,Y¡) = 4 -;3: ;
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9. Es vol estimsr l¡ va¡i¡ble sle¡tlria Y mitjongant I'expreesió ao+arXao2X2. ¿Qünee
oquacions hau¡¡n de sstisfer els oeñcier¡ts pel td que I'ermr quadrltic mitjl sigui
mlnim? Quin és el valor d'aquegt error? (Supceu que tots el8 morn€nta que €g

nec€ssitcn exist€ixen i es coneixen.)

Per minimitzsr I'error qusd¡Itic hem d'impca,r que y - f sigui ortogpnal e l, X i a
X2. & a dir,

E{Y -.s+arx+a2x2l:O
EI(Y-oo+oÁ+ú)X2)Xl=o

E{(y - ao + atX + @rX2)X2} :0

que desenvolupant dóns el sistema d\uacions:

EIY] : oo+aú{Xl+oú{X2}
ElYx], : aoBlxl +afilx2)+¿¡E{x3}

E{Yx2} : aoD{x2l+afi{xsl, +azD{xal

o matricialment

(',,*, E!trl, '"!tr?!\ (; ) 
: (iÍi'tJ, )\ E{xr} E{x3l Elxl} /

Ara, I'enor quedrltic és

E{(Y -t)Yl : ElY2'! - bEIYI + alBlxY} + a2g{x2Yl
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10. L€B va¡iül€s ale¡tóries (X,y) són @qiutamer¡t geuesianee omb m¡triu de v¡lo¡s
m¡tjeDs

i m¡triu de conriünciee

(;i)
(",1:';¡)

C¡lculeu l¿ millor estimació de lf dan¡d¡ X.

La millor estimació de Y és lined: f : cX + ü. Impaant l'ortogonslitet deY -t i
I i X tcnim el sistema:

E{Yl : oE{x} +b
E{xYl : ag{x2!+bg{xl

¡mb eolucidrs.

Ll¡vcs

ElxYl - ElxlE{Yl Ft":-ffiffi:4
h _ E{Y}Elx2}-E{xlEl.xY} __ ptt_
" : ----lxT=(E;glf- :mY - 4mx

t:4tx -ms)+mv



Estim*ió de va¡iables aleatb¡ies nl

11. Sigui (X, f) una v¡¡iable ¡le¡türir bidimensionsl a¡nb funció densitst c€r\irmt8

fxv@,s): {*to-t-vl o-< x <2,2 <c <4
t u rlt¡.¡nent

C¡lculeu:

(a) Le millor oatimsció de X don¡d¡ Y.
(b) E{E{Y/X}}.

(a) La millor estirnació s'obté amb la exprcssió * : ng¡V¡. Celculem primer
E{xlY : s}

Tenim

Elx/Y : st : I)l "r","-"r,)¿": I** "+#D.b

r"@) : l* i""@,s)d' : lo' I$ -, - ilu : 5 

iY

E{xlY:u}: I"',E#d,:#á
x: n6¡v¡:

E{EtYlxfi : EtYt : lll ur"raav: I' ,?*: *

pert2<g<4.
A¡a

Finalment
14-3u
l5 - 3!,

(b)



12. Sigui (X, Y) rms variable aleatóri¡ bidimensio¡ral ¡mb firnció densit¡t o - z - g en el
recinte de la figurr (c conatant) i ze¡o 6ra. & derna¡¡:

(o) Calculeu i dibuixeu l¡ funció de demsitat marginal de X.
(b) Le millc eatimació de Y donod¡ X.
(c) La millor estimació lineal de Y don¡d¡ X.

(¡)

{;oc-'l'

*at: lll n,@,ütu: Io @-z-y)to:f,{"-,),
per a 0 < z < o i /¡(c) : a dtr&ment-
Donat que tx és una funció de densitat t€nim

Llovors

r= l*- n{.\: 1," ir-o" =t + o: {a

Íxb)= 0<r< Vd
alt¡anent

fx(x)



&d,fuaú de tc¡rtables ¡faaúó¡ic x8

(b) h prümer lbc:

'+6 f* aÍxrb,t)da
E{Ylx:rl : J__úvx-,

lo !@-"-olü -o-'
-r(a- x)2 it

Per t.nt, l¡ nillo eatim¡citl é¡

? = n1v¡x¡:-*".rf
(c) h nillor estimuió de y donrd¡ X ja és lincel.



m4 Va¡rb,bles AJe¿tó¡ies i P¡o¿€ssos Esúoc¿sÚjcs. P¡obleme

Problemes proposaüs

Sigui (X,y) rm¡ va¡isble ¡leetüri¡ bidimension¡l uniforme en 0 3z <2,O < y S r/2'
Ilobeu la millor estim¡ció, en mitjana quadrltican de Y donada X.

Siguin N i X dueg v¡ti¡bles ¡le¡tbries incureladea de valor mitj! 0 i v¡¡ilncia 9 i 16

resp€ctivament. Calculeu la rnillor estima¡ió de X (en mitjane quadrltica) mitjanqant
I'xpressió c(X + N).

Sigui ? h millor eÁtimarió de Y donads X. Mctreu que, igual que amb la millor
estimació linesl, I'error á¡¿ :Y -Y 6 orlwto¡ral r quelsevol hmció no lineal de les
dadca g(X). En particula.r, mGtreu que EIV -t)21 : EtY2| - E{t']|.

13.

14.

15.



futimació de w¡iables aleató¡ia frs

Respostes

13. i:+
't1. *:f;1x+w¡
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Capltol 6. Processos estocast|co

1. Sigui y unc va¡i¡ble ale¡tiria rmifo¡me¡nerrt didrih¡id¡ en (0,r). Definim el procde
€stoc¡stic

xr¿)={l ;í,#,,
lbobcu el vrlc mitjü d'rqt¡€d proc¿". É ot"¿on".i en scntit ernpli?

E{x(r)} : ! irlxp¡: i}: P{x(r): 1}: ,P{-v <t syl:
t*O,l

: P{r'r sYt--[o'rt!i..' I r .

| [ *uta':i [,*:'-|$, l,r<'

Com que cl rnlor mitjt depln de ú, d ptocéa no ér cdlcionrri en súit t¡npli.
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2. Sigui E un¡ v¡rioble aleatiria uniformernent distribuiida en (0,T). Calculeu el valor
mitjl i I'autocorelació del prooés X(¿) = &(ú)ü(t - E) a¡rü

P,h\:I I o.stsrrtw-[0 a¡tr¡rn€nt

i r¡(f) la ñrnció eeglaó.

Pe¡ trobar el valor mitjl, apliquem el Teorema de I'Eeperanqa:

mx(t) : Etx(t)\= l* naVO-e)tB@)de

( o, ,^ep,t1: 
t +l' ot-e)¿,-:* 1"'*:|' "1o'4

on I'h¡ rBet que:
I c <t
O e)t

Pel que fa a I'autocorrelació,

R¡¡(t1,t) : E{X(tiX(tz)l: E{Pr(t)Pr(t2)r(t1 - e)u(r2 - e)} :

"(r-r: {

t¡T: 
+ J, 

pr(t)rlr(t2)r(q - e)u(t2- c)dc :
( 0 1'ld\qrlótr/I0,rl

: I 1"" #:'+, ,,,r€ [0,q,', < ¿2

| 1"" + =l' t"t"€ lo'4''t > 
'2

r,(t1_e)w(t2_"): { :[:; _:l i:21:,

Ja que
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3. Sigui X(t) un procés de Poissdt de porlmetre ). Lea sev€s tr¡nsicionE es 'marquenn
arnb probabilitat p indeper¡der¡tmont une d'dt¡ee. C¡lcr¡leu la probabilitet que en
(0,ú) no hi hagi trsnsicims mr¡crd€s.

Sigui á el succés "en (0,ú) no hi ha tra¡8icidrs m.rcrd6'. Llevorr,

P(A) : i P(x. = k)P(Al xt : k)

m {& : &} = {X(l) : t} denota el succé. 'ern (0,f) e'hm podui't exr.tament
tr¡ruicion¡" i, p€r tr¡t, al *r u prooóe de P<ieo,

P(& :,t) : "-^'#,¡ = 0, 1,2,...

Per altro banda,

P(A/Xt: k): P(l¿ tr¡nsició no m¡rcada! 2¿ tr¡ns¡ció no msrc¡d¡,...,
lc tr¡nsició no marcade) = (f - p)[

Subetituint e'obté:

p(Á) = á"-^'#,t -o¡* = "-^,! 
(x(l-:p))* :

: ¿-¡t¿¡t(¡-?) - c-¡,P
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¡1. Dqr¡t un prooés de Poiescr X(f) de p¡rlmetre ), €s conEtn¡eix€n els proc€ssc Xr(ú)
i X2(ú) assignant cadl trsnsició de X(ú), independentment, a X1(ú) o &(¿) ¡mb
prrobabilitat pl i p2 r€sp€ctivdr¡ent. Cdculeu lc funció de pnobobiütat de X1(i).

suposant p1 *n: L, podem representer ls situsció mitjsngEnt I'eequema següent:

x (t)

(t)

Denotant amb {Xr(¿): ¡t} el succés'en (0,ú) s'han assignat & tra¡¡sicio¡rs e X¡(i)',
tenim:

Px,t,r(fr) : P{x,(¿) : r¡ : i rlxp; : n}P{xr(¿) : k / x (t) : nl

per e ft:0, 1,2,...,2, perd P{Xt(t) : k/X(t): n} éa la probabilitat que, har¡ent-se
produit n transicions, s'assignin & a X1(t), que és la binomial (i)elei-o Llavors, ens
queda:

p{x,(t) =*t : É-"S(frt"a-.:
: "_*(I[ *i1x¡*ffi

Es a dir, X1(f) és un procés de Poisson de parlmetre p¡)-
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5, Sigui 4 l'ürst¡nt en qué es produeix I'enlsima trsnsició d'un procés de Poisson. Cal-
culeu l¡ seve fi¡nció de distribució i la de de¡xit¡t.

l-.l
-¡

-{
I

I

I

I

¡

I

Fr^(¿) P(\ <t) = P{x(¿) > ¡} :

É""-,#:"-"É#,/ a llr)¡ÍnQ) = *rr"(t):-)"-¡') l#+"t4-El

pert >0

-r, S )*H*-t
L H:

_"-,,i^;it'+r',f ffi:
r"-t'ffi,Pert>o

Nota: Si n : 1, qued¡ /rr(t) : ¡"-'rt, ¿ > 0, és a dir, ?¡ ée une va¡iable eleetiri¡
oryonencial de parlmetre ), igual que el temp6 ent¡e du€s trüÉiciona consecutives.
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6, Siguin Xt i Xt da proceasc de Poisson independents de parlmetres )1 / 12 respec-
tim¡n€nt. Comidereu el prooéa Xt * Xz. Sigui ?r el t€mp6 fins ¡ L¡ sev¡ primers
tr¿nsició. C¡lculeu l¡ frrnció de densitet de fi

Sigui S(ú) : X1(¿) 'f Xz(t) i ¡;, i : 1,2, el tempe fins a la primera transició del procés
X¡(f ). Grtfic¡ment:

I t_l_
rJ-t I

FHII I

X {t) , X2(t) Independents + 7r , 12 Indep€ndents

t-ttttl
ttttt-l
lttH I

ttntl
rIJrr I

rn(t) : P(Tt < t) : P{min(rr, rz) < t} :
P(r1 <t ó 12 <t)=l - P(r1>t,'r2>-t):
| - P(t1 >- t)P(t2 2 r) : I - [1 - ¡i,(t)[l - E"(¿) :
I _c-¡r,e-¡¡i: I _e-(¡r+r2)¿

lt' I

Tr - min(1,,1.)
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jaque,perai:1,2

¡1.(r) = P(q !t) = P{x¡(t) > l}:
: r -J'{x¡(¿) =0} : 1 -"-rrrbllf : t -¿-}rr

(Vegeu el problemr 6.5 per r n: l). Finrlmt,

fnú|l = fir'a!'¡= (^t + l2)¿-(¡¡+¡r)t

F¡ ¡ t > 0, & ¡ dir, Tr á nn¡ vrri¡,ble ¡,b¡td¡ c[pdcodd dG par¡¡netre ¡r +tr.
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7. Sigui X(r) rm procés de Poisson de psrkr¡etre ¡, i ? el tempe trenacorregut entre r¡na
trsrrsició i la que fa dues després d'ella (vegeu la fgu¡e). C¿lculeu le fr¡nció densit¡t
i el valor mitjl de ?. Interpreteu el valor obtingut per al valor mitj¡ I p8rtir del
aignificat de ).

C¡lculem en primer lloc la funció de distribució. Per eixü, fixem l'origen de temps al
produir-se la transició que p¡enem oom ¡ refertnci¡.

^F."(¿) : P(T <t): P{x(ü) >2} =l-P{x(r) s t}:
= l-P{X(t):0}-P{x(r)= 1}: !-¿-I-e-x}t,t ¿0

Llavors,

d^...
Ir(t) : fitrp¡ : )e-)' - )c-¡ú + )2¿e-¡t - .\2¿c-¡¿, ¿ > 0

ir@oo

Eg) = 
^2 lo f e-^' : 

^2:- 
: I

(integrant per parts dc cope).

En un procés de Poisson, 
^ 

¡epr€senta el nombre mitjl de transicions p€r unitat de
t¿mps; per t¡nt, l/^ és el temps mitjl entre dues transicions consecutir¡€s. Aixl, en el
nostre cas, E(f): i+i: i



f-

Processos estoc¿süics

8. Sigui ,\ el nomb¡e mitjl de partfcules em€s€a per una substAncis radioactivs en 1

s. Denotem amb Nr i tV2 el nombrc de ps¡tlcul€B €rn€a€a en els intervals (O,fl) i
(T1 -76,71 -Ta +Tt), (0 < fa < ?r) reapectivement. Supcant que el procés
d'emissió éá de Poisson, calcu.leu E(iV¡ N2) en els casc eegüents:

(¡) 
"z 

>fa
(b) Tr <Ia

215

0 f-ro I 1*1-ro

l.- Nl-+-¡t-f--N:-l
l- Nr_+¡

l+N2

(a) Per realitzar el cNcul, és necess¡ri corxiders¡ intervsls que no es solapin, ja que
aüü implicari que els resp€ctir¡s nombres de p8¡tfcules emea€s en ells són inde-
pendents. Aid:

E(NrNr) : El(Nl + jva XNi + ra)) : E(Ní¡vz) + ¿(¡vaNi) + E(NÁ) :
: E(NilE(N) + E(Na)E(Ni) + E(/vA) :
: \TlXTt + )Tt^T; + 

^T^ 
+ 

^2TZ 
:

: AlTlTt + ¡2TaA + ¡Ta : \2TzTt + \Tt

on s'ha usat la notació f! : 7l - T^, i : I,2, i el fet que si N2 és el nom-
bre de partfcules em€s€s en un -interrtl de durad¡ af , E(NT): )" i E(NA) :
vAR (Nr) + E(N")2 : \T r \21!

(b) Denotant fi, : lf, - Td, i : 1, 2, tenim ara:

0 T,- To f +I- To Tl

F N',*-|\|-l-N,.-l t
l*- Nr- |
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9. El prooés estacionsri en sentit arnpli X(ú) és ncmal de wlor mitjl 0 i ñmció de densit¡t
capect¡el S(qr) : --l-. Calculeu la probrbilitat qu€, per un, dd¡st, X(l) prengui' 4+tt'
vslo¡s entre 0.5 i 1. Dq¡eu el r€sultst mitjrngant Ia funció erl(c) definida per:

ar",t:4 f .-va

Dcut que X(ú) é6 €stsc¡dr¡¡i en eentit arnpli (el eerr normd t¡mbé é8 €stacions¡i en
sentit estricte), le ñmció de cova¡ilnci¡ només depln ile r = h - tz :

C(tt,tt) = C(r) : R(r) - m2 : R(¡)

ja que m = 0. Per calcular C(ú,ú) : C(0) = n(0) r¡¡em l¿ fórmuls

at: j ll-e"s(u)d't
per tsnt

I /- ú¿ L f* +du I ,¡r.t€ In\u): 
27r J-6 4T;2 = ñ t-- | íW: 2' "M(t)lo = ¡

Llavas, a¡q1¡ : \/d@ : l/2 i, per ant,

P{0.5 < X(¿) < l} = P{oxr¿l < X(r) < 2ox<r¡} = erf(2) - erf(l)

(Recordeu que, per o cada f, X(ú) ée una variable aleatüria gaussiana.)



218 Vs¡iahle€ ÁJest¿¡ies i P¡o<xssos Esüoc¡s¿ics. P¡oblemes

10. El procéa ¿stscidrri X(t,u) b nrmal de velo mitjl I i de ñ¡nció de ova¡ilncia
¿-21'1. C¡lculeu l¡ frmció de de¡uit¡t de l¡ v¡ri¡blc ¡le¡tü¡i¡ I : É X(\r)e .

Si el procéa X(ü), gaussil, ¡nssa e trevée d'u ñltrc line¡l ¡mb respcta impulsioal
h(t),

s'obté el procés f(ú), també gaussil,

r(t) : ¡1¿¡ * ¡1r, : t'_,xk)a,

(vegeu el 6.13). Per t¡¡¡t, I(1) : ¡] X1"¡*: f éa una variaue ¡le¡tóri¿
gar¡ssis¡rs i p€¡ caracteritz¡r-la n'hi h¡ prou amb c¿lcula¡ ol seu yalor mitjl m¡ i la
seva vo¡ilnci¡ o?.

mt : E(I): lo'n{xAl¡*= lo'a:r
o? = EQl)-Eg)2:Eg2)-r

EU\ = n 
{1,' 

xo;a, l,' t1r"¡*,\: 
lo' Io' 

,r*ntx(t2)}&ik2

Per c¿lcnlar aqu€sts int€$al fem el c¡nvi r : \ - tt, amb aixb:

tr Ír ¡r
J" J" ' l_,

i E{X(¿r)X(¿r)} : R(r) : C(r) + m2 - e-ztrt + r.

h(t)
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tl-tt I
t¡t¡t+dt

dS-(l- t)dt

I
t¡

l- t+

IJavo'rs,

EU2I :

Pcr trnt, o?: l(l

;[' {r + "-'la ¡ 1r - lrl)d" -- 2 
fot 

o+ ¿-2t't Xr - lrl)dr =

z 
to'0 -l,Da, +z 

lot 
.-wt$ -lrl)dr:

r+zQ+lt=|+l
+ ¿-2), i
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11. Sigui X(ú) un prooés cstoclstic anü espectre de potlncia

Mostreu que X(n?)i Xbt) (ambnimentersdiferentsi?: l/2F) són ortogonds.

Hem de veure que E{X0¡|T)X(Í/T)} = n¡[(n - n)\ = 0, n I m. C¡lculem la
ñmció d'autocorrelació.

Rx(¿) : Fl{sx(t)}: !"rra"-n* -r#f_r:
, sin(2r¡'T): *--Fí-

Lhvcs,

ei Í+ m-

R¡[(a - m)?'l = r"'f?#i-;fitrt = &si#:++. = 0
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12. C¡lcr¡leu I'espectre de potlncia delE processc:

(") Y(t) : x(t - o) + x(t + o)

(b) z(t): x(t) - x(t -T)
sabent que el procés estacimari X(¿) té per espect¡e Sx(/).

(a)

Rv(t + r,t) : E{Y(t + t)Y(t)l =: Ellx(t+r -o)+X(t+r+c)llx(t -")+x(t+")l) :
: 2Rx(r) r Rx? -2o) + Rx(t + 2o)

ja que (t 1 r - o) - (t - o) : (t + r + a) - (¿ + o) : r, (t + ¡ - a) - (t * o) : 7 - 2o
i (t + r + o) - (t - a) : r + 2a. Aixf, recordsnt l€s propietsts de la trsnsform¡da
de Fourier:

sy $) : zsx (/) + sx (t) k -t2' nd + ¿2* t24l :
: 2sx(,f)[r + cos 4r Íal : ASx(Í) crrtz 2r f s

Un altre métode: Interpreta.r Y(ú) com la sortida d'un fflt¡e ¡mb respcta impul-
sional ñ(ú) : 6(t + a) + ó(r - c) i entrada X(f). Lr funció de trsnsfer¿ncis és:
HU) : r{h(t)l : ¿-i2tt2a + e12,'t2a :2w(2trf d).

Per tant,
sy(/) : l¡l(t)l'1sx $) : sx(f)ca2(2"Í")

(b) En aquest ca.s, Z(t) és la sortids d'un filtre amb h(t) : 6(t) - 6(t - T). Per tant,
H(Í): | - e-i2it? i queds:

Sz$) : Sx(fllr - e-i*lz12 -
s21(f)(r - ¿-i2'ft)[ - eiz'r¡ -
Sa$)(2 - ¿-i2"fi - ei2r¡T) :
LS1U)Q - rnl,llrft):4Sxf)sin2 zrfT

Noteu que, en ambdós casos, la funció de trsrrsferbncia es pot obtenir directament,
observant la sortid¡ quan la entrada 6 ej2rtt. Aixf, per exemple, en el primer cas:

X(t): ¿2"¡t

Y (t) : X(t - a) + X(t + a): ei2n t(-o') + ¿2n t(t+d\ -
: ¿2nr.k-i2nro + ei2,ra): X(t)H(f)



f3. Dan¡t el procée estacionari X(r,ar) d'eepectre S¡f). Calculeu I'espcctre de

lt.Y(t,u): i J,_rx(,',)a"

h(t)

1

El prooés Y(ú) ée la sortid¡ d'un filtre ¡mb rcpata irnpulsicral

&r efecte:

E(n--rth(t\t: l,' |"-","*: I

Y(t):x(t)+h(t): l* *n on-.ra,: l'_,x{ia,

bt{r-t)+(i- t)

La funció de tra¡uferlncia ée

e-t?'r' lT : "-tl..r+i/nr 
fT

-j2"Í lo - 
7t l'I

q-t

l/r lr.-..-il

Llavcs,

sv(t) : sx(rl¡r(t)l' : sx(t) (#)': sx(.f)sind.f"



lf. L'esquema rcpresenta un filtre discret ¡¡rb 'memhri¡ inñnita' (és a dir' cad¡ v¡lor de

l¡ sortid¡ depln de tote els l¡8lor€ ¡trteúorr de I'entrsd&) emb lol < l. Sebent que

Rx(n) : Éá(z), ft consturt, trobeu I'elpc{re de pot}ocia dc f(n)'

(a) Calculant primer Ry(rr)

(b) Aplicant la fórmula que rel¡cion¡ les d€nsitsts esp€ct¡¡ls de X(n) i y(¡t).

(c) Particularitzeu el reault¡t quan Ry(O) :1 i R:.Q) : l/2.

(a) Segons I'eaquems Y(n) = xkt) + oY (n - l), éa o dir:

Y (n) : x 1"¡ ¡ "v(t¡ - 1) = x(n) + ax (n - r) + azY (n - 2) :
: ... : x(¿) + aX(r¿ - l) + azx(n - 2) t ..' + a^Y(n - m),

p€¡totm>0.
Com que lcl < 1, i supaant Y(n) acotade' tenim lim-*e o-Y(n - m) : a. p6¡

tant.

Y(n) =ia" x(n - v)

La funció d'autocor¡elació és (a > 0),

av(') E{Y(m)Y(m-n)}: E{[x(m) +cY(m - l)]Y(m-n)]:
EIX(n)Y(m - n)) + cRy(r¡ - 1)

E{X(m)Y(n-n)}: E{x(rn)D a"X(m-n- v)l =
y=o

:lo" E{x(n)X(n - n - v)} :la" R1¡(n + v) : 0
v=O Y:0



Per t8nt,

ofl:

Ry(n) : s¿"1r. - t) = azBy(n - Z): ... : ¿.Rv(o)

Ry(o) = E{Yz(n)l = ElÍx(n)+"v(n-r)l'} =
= E{xz(n)l + 2aD{x(n)y(n - r)} + ¿2E{y2(r¡ - r)} :
= Rx(O) + a2Rv(O) -*+o2nr(0)

je que, segons hem vist, E{X(rn)f(rn - n)} = 0. Aiilanr Ry(O),

?r(0):, fr,
t-l¡'

Sub€tituint squ€st vslor a la fórmula obtinguda i comider¡nt que Ry(n) és una
frmció parello, ens quedo ffnalment:

nv{,.): joor"r
Llavors,

co

s"(/): i Rv(n)e-tz'r* ::" i o,^,.-,r*r^,

I ot r"-tz,nr :ftentr)" +t+l1ae-tz*/:¡¡" =t¡--€ ¡-1
aei2*fT , aE-l\r fT

= 7;¿6_1_ 71;:¡;V:
, 2acs?rlT - 2o2 | - a2' 1+o¿ -2awh¡fT L1.ú-2ace2rlT

Per tant,

sy(n: ---F-j"" - --'' 1+a2 -2acahrJT
(b) Per aplicar la fórmul¡ Sy(J) : Sxff)ll1(/)12, necessitem c¡lcul¡r la funció de

trsnsfer¿ncis H(l) : f {h(n)}
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Compsrant aqueato ocpresaió unb la c¡lculad¡ ¡bens, veiem que;

,¡(n) : f g" '> o
'-I0 n<0

Per tent.

H(fi:Dh(n)c-tt*tnr :llo-n n¡" : T=;ir,4-
Per altra banda,

sx6) = f{Rxl¡¿)} = &f{¡(¿)} : *
En definitiva.

sYu): sxu)H(f)HU)' : (l-ac-it*n)Q-@t2*tr)
*: l=@i+F¡w:

&= ÉTÑñF
(c) Els wlos de R¡(0) i R¡(1) determinen les oor¡stsnts c i lc. En efect€, ps¡tic-

ularitz¿nt la fórmr¡Ia obtinguda per Ry(n) per al cas n : 1, Py(l) : cRy(0),
d'on

Rv(t) I":ñ:t
H nla de ls s'obté ¡ p¡rtir de :

rBv(0):. &,r:: tr:l;
t-4. r-i

Per t¿nt t : 3/4. Substituint rqu€sts vdors, rcsldta:

".-rrr: ----j!i-1 + i - cG 2rtT 5 - 4w2tfT
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15. Siguin á i B dues variables ¡le¡tiriee inorrel¡des de valor mitjl zero
A partir d'etlee ea corutn¡eix el p¡océa X(ú) : ¡{ cat¿ol + B sinust (us

G) É X(t) eatecion¡ri en sentit empli?

(b) És X(t) ergüdic en vBlor mitj¡?
(c) i¡ X(t) ergüdic en autocorrel¡ció?

: o- COE¿'OT

ja que E(áB) : E(A) E (B) : 0 i co6 @ cG B + sin asin B : co6(o - B)
és estacion¡ri en sentit ampli.

X(f) és ergódic en velor mitjL si el seu valor mitjh (mostral), rn¡
coincideix ¡¡nb el seu valo¡ mitjl temporal, r{zl-

x$)e: (A cts uo! * B sin U,ot)A :

i r¡a¡ilncia a2.
constant).

(a) X(t) és estaciona¡i en sentit smpli si el seu vslor mitjl éa constent i la sevs
autoconelgció nomé6 depén de r : i¡ - ú¡.

ny(t): ¿1y1¡¡¡: ElAce,"ot + B sin arsf ) = E(A) caust + E(B) sinr.,sú

RxQ + r,t) = E{x(t + r)x(t)} =
E{ [,/{ ca r.¡(r + r) + Bsin(,o(¿ + ,)l[r{ cc ¡rsú f B sin o,oü]} :
E(A2) w u¡(t ¡ r) ca u¡t ! E(AB)ICG o0 (t + 7) sin @0r+
+ sin oro(t + r) cG ahtl + E(82 ) sin qro (t 1 r) sin aret =
o2 [cc a¡ (ü + r) cc arot + sin k o (ú + T) sin oat] :

(b)

Aixl, X(ú)

(constant )

,.LIT
¡rj*-frJ-,

,.tfr,\2r J_,
:,tfg#* sin,.,srllr+rim $ 

1 
-"c,orl!r :

,. ásinarsú ,. -Bcauot= llm ----------- + um 

-:v:mY

.4có uot ú-ó t¿ot

Per tant, X(t) és ergbdic en valor mitjl.
(c) X(ú) és ergüdic en autoorrel¡ció si ls sev¿ sutoco¡relació, E¡ (r), coincideix amb

l¡ seva autocorrelació temporel, R(r).

tfTR(r) = .lim -:- , X(t + r)X(t)& :.-@ ¿t J _T

1tT: ,Wo J _rIn 
c6 ¡,ro(l + 7) + B sin @o(, + r)lL{ 006 ürof *Bsino¡lld:

= .nq{* fr 112 oltolt + r¡ ccr.rsi + 82sinars(f +r)sinu¡ildt]:t-ú'zf J _,1"
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Fcr.¡or+cr.t(2Ú+ r)ld +

lcqr - ccr.rs(2ü + r)ld :
H#L
]*#l:

= f,rÁ'+n\*qr/tu¡(r)
o a'han uaat lca igudt.ts sgüGota

¡¡f
lgfr J-r*!^Q'o(t +t)!iD.¡'b, +!int.t(Ú +7)c(.,otld =

= ABII3g;} 
L¡inoo(2¿ 

+ r)dl = o

caccB = ]{*{a - f) + ct.+ O)}

dacsinp : !{an{o -p) + tn(o + É)}
t¡T

]Efr l-r*'o(zt +')d=o

h rcauq X(ú) no éa crgüdic ec¡ ¡t¡t¡melació.
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16. A parti¡ d\m procés de Poisson, X(¿), de par¡¡net¡e .\, es deffneix el procéa

Y(t\ : I I ai x(ú) éa *nervr-\ 0 d X(t) és pE¡ell

(Noteu que, ai Zg)eel "sen¡,al telegrMc rleetori', llavcs Y(r) = "(N*'.) Tlobeu la
millor estimació de Y(ú2) donada Y(t), t2 > \. Quins velon pr¿n aquesta €stimació
quen I'insta¡t ú¡ és molt proper a ú1 o ¡nolt lluny¡ I tt?

Y(tr) i Y(tü són vsri¡bles alestóri€s discret€s que prenen els valors 0 o l. Siguin
Y1: Y(t1) iY2 =y1rr¡. Llavors, la millc estimació de Y2 donada Y¡ serl:

t2 : E(],2lyit = | uzp(yt : s2l\ : yi
tr=o,l

Cal distingir dos casc:

Si g'1 :a¡Y2 P(Y2 : rlYr = 0) : P{x(¿r) - X(ú1)senar} :
P{x(t2) - x(t) : l} + P{x(rr) -x(¿r) : 3} +... :

= e-¡(r,-¿¡){)(r, - ¿,¡ 
",- 

.(¿f!1:-1ü 1 ...¡ :

Si y1 :1 "-r(rr-a) "¡¡r 
¡1¿, - ¿r¡

P(Y2: rlyr: l) : P{x(tr) - x(rr)pa¡ell} ::Y2 :

: e-)(¿'-tr) co€h 
^(t2 

- ,1)

Els velors d'aquest€s €stimsciot¡s són €ls esp€rats quan f, és molt proper o molt llunyü.
de Tl. En efecte,

*:{lll:l]

: e-)(¿¡-¿,){1 + l¡(¿;t[ * (¡(¿r 
_: tr))a * . . .1 _

Y(f 1) si 12 ---+ 11

i siúr"-@
:{átt -"

|[t+e
-2^(¿, -.r )l I
-2rc¡-,,)i J 

+Y1
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17. Det¿rmineu la @nstar¡t c perqub el rnyel 3(¿) 
"tg"¡ 

l¡ millor estim¡ció line¡l en
mitjsn¡ quad¡¡t¡cs de ^9(ú). Tlobeu tlmbé I'er¡o¡ d'aquete €stimeció. Supceu que

els processm S(r) i N(t) aón inconeLrte, t¡¡re¡¡ rnlc mitil ze¡o i lea evc¿ Pot¿nci€8
mitjanea són 15 mW i 5 mW rcapec{iva'ment.

Aplicent el principi d'ortogonalitat :

E{ts(¿)-S(ú)lx(¿)} = ¿{ts(¿)-ox(r)lx(r)}:
: E{s(ú)x(ú)} - aUlx2(t)}:o

Els(t)x(t)l : E{s(úxs(r)+N(¿)}}:E{s'1(¿)}: 15

ja que, el tenir incorrelació, E{S(r)N(t)} : E{S(r)}E{X(r)} : 0.

AIs, E{X,(ú)} : E{fs(r) + N(r)],} = E{lI'(ú)} + E{rY'(¿)} : l5 + 5 : 20, per rant,
ens quedr l'equació 

r5 - 20o = o

d'on a:3/4. Pel que fa e I'enor quadrltic mitjl de l'estim¡.ió,

e : E{[s(r) - s(r)l'] = E{[s(¿) -.9(¿)st¿l] =
: E{s,(¿)} - D{ox(¿)s(¿)} : (r - a)D{.f (¿)} :
: lt-!)tt 15

\ 4,i ':7

(en mW, ja que represente la pot¿nci¡ mitjsns del "senyal diferlncia" o "error" ).
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18. Calculeu l'estimadc lineet üotim de

r: [' xp,,'1a
JO

T > 0 en fimció.dp X(0) i X(f) eabcnt que X(t,w) e rm procéa estrcions¡i amb
autocorrel¡ció ¿-ltl.

L'estima¿ió serl de l¿ form¿ .f : cX(O) + üX(f), sr¡b constants o i ó que calcularem
splicant el principi d'atogonelitet:

. (l ¡r 'l Ir-rrx(o) + E{ | I x(t\ü_ax(o)-bxQ)lx(0)} :0
[LJo ) )

r - itx(n - n{l [' x1t)ü - ax(o)-]x(r)l xel] =otlro i )

d'on:

t; Elx(t)x(qle - aglx2(o)| -bq{x(r)x(0)} =

¡{ ap -r¡at - on(o) - óp(?) : ¡{ "-,a - a - be-r :
l-e-T -a-be-T:0

i

¡{ ng 1t¡x 1t¡¡a - cE{x(o)x(")} - bE {x' e)l =

t{ np -r'¡a - oR(") - üp(0) : lf c-Q-.r& - rc-r -b =
!_c_r _ rc_T _b:O

P€r t¡nt,
l-e-" = a+óe-? 'l

t_e-r = *-T+b I
D'¿qul

. | - e-Ta: b: TT;=r-
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19. Don¡t I'eaquema

onE{w(z)}:oiPw(n) = 36(r¡), c¡lculeu ñ(0) ¡ r¡(1) per tal que f(¿+ l) *gui tc
millor estirr¡ció lineal en rnitjanr quadrttica de X(r * l). Ttobeu lerrc quadrltic
mitjL.

Segons I'esquema, X (n) -- w (n) + lx(n - r) i *(n + l) = h(o)X(n) + h(l)X(n - l).
L€s const¡nts ,¡(0) i ,¡(l) han de scr tals que (princip¡ dbrtogpnslitit):

Ellx(n+ l) -.*(n+ l)lx(¡)) :0
E{lx(n + l) - -f (n + l)lx(n - l)} : o

éa e dir,

E lX (n + t)x(¿)) -,¡(o)E{x'1(n)} - tr(t)E{x(n - l)x(n)}
Elx(n + l)x(n - l)) - lr(0)E{x(n)x(n - t)} - ñ(t)E{x'(rr - t)}

d'on.
t¡(o)Rx(0) +,¡(l)Rx(t) : Rx(1) \
,¡(o)Fx(l) + r¡(t)Rx(o) = RxQ) J

Rx(o) : E{x2(n)}: E{Iw(n) + }x1" - r¡'2¡ :

= Elw2b)l + E{w(n)x(n - r)} + iE{x'(¿ - 1)} :
: Rw(o)+ fn*10¡ 

:s+ 
|n*10¡

ja que E{}l(r¡)X(¿ - l)} : 0 (vegeu problerna 6.14). Pc¡ t8nt,

:0
:0



Rx(o) : ¡
¡x(r) : E{x(n + l)x(a)} = E{[rv(¡+ r) + ]x1"¡¡x1"¡¡ = f,a*p,¡ = z

Rx(2) : E{x(n+2)x(n)} = ElÍw(n+2\ +!x(n+ r¡tx(n)} = }n*1r¡ = t

Ait,

4h(0)+ 2r¡(t) - "\ ,

%(o)+4(r) I í ] *t'10¡=i' t'ttl:o
L'enc quadrlüc mitjl com)¡ ¡et|:

e : E{fx(n + l) - *(n + t)lx(a + r)} = ¿11¡1," * t) - ;x(n)lx(n+ l)} =
: Rx(o) - !n*tr) = s

I[mbé:
e = s{[x(¡+ l) - i*t"ll'] = E{tl(n+ l)} : Rw(o) : g
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Problemes proposats

2(L Siguin Xl(ú) i X¡(¿) da prow dc Pdm indcpadonts de pe¡lmet¡e¿ lr i l: rts-
p€cú¡vtment. C@ide¡a¡ el p¡oo6s Y(t): Xt+ Xz. Crlcr¡le¡¡ l¡ fu¡ció de P¡obsbilitst
i el ¡eu v¡lc m¡tj}. Quin¡ d¡s* dt pDocá &?

21. Dcrat el prooés rc¡l est¡cions¡i X(ú), d8tún yt(¿) = ooX(r) i¿rX(¿ -T)+aX (t -2T)
i yr(t) : ó!X(ú) les estirr¡ciotrs line¡l¡ er¡ mitjene quedrMca de l¡ r¡riüle ale¡tóri¡
X(t + T), T > 0, danodea lea v¡¡i¡blc ¡le¡tiriea X(t), X(t - n, XQ - yI) i X(t)
r€spectir¡¡Íl€nt. Dernctreu que ai P¡(r) = Ae-olrl 

' 
UsvüE fi(t): yr(ú)

22. Sigui Y un¡ va¡i¡ble ¡le¡türia r¡niformo a (0,c). A pertir d'ella ea defineix el procéa:

xp)={:' [u
Celculeu el valor mitjl de X(i).

0<t<v
¡ltr¡ment

t
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Respostes

20. Y(t) és rm procés de Poisson amb parlmet¡e I = l¡ +l¡. (Yegeu el problerna 3.13)

E{x(t)t:{ ;(.-*) o='="
[ 0 t(lo,al
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