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Variables Aleatories i Processos Estocastics.
Problemes

Aquest llibre constitueix un recull de problemes resolts i proposats sobre
probabilitat combinatoria, variables aleatories i processos estocastics. Els pro-
blemes escollits presenten aplicacions de la Teoria de la Probabilitat a I’enginye-
ria i, particularment, a I’Enginyeria de Telecomunicacié.

Els autors del text sén professors del Departament de Matematica Aplicada
i Telematica de la Universitat Politecnica de Catalunya i tots ells han impar-
tit ensenyaments sobre variables aleatories i processos estocastics a ’Escola
Tecnica Superior d’Enginyers de Telecomunicacié d’aquesta universitat. Els
autors agraeixen la collaboracié dels professors E. Barenys, P. Morillo, J. Villar
i I. Alegre, el treball dels quals ha estat decisiu en el resultat final del llibre.
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Combinatdria 11

Capitol 0. Combinatoria

1. Considereu els nombres combinatoris segiients :

Vi : Nombre de variacions de m elements presos de n en n.

C7. : Nombre de combinacions de m elements presos de n en n.

P, : Nombre de permutacions de n elements.
a) Trobeu una férmula que relacioni els tres parametres.
b) Quina relaci6 hi ha entre V2 i V2~% 7
c) Proveu la relacié C7, = Cy,_; +Cp.” . Deduiu-ne que C7, = Y7 *! Cr~L i vegeu
un exemple del significat d’aquesta igualtat al triangle de Tartaglia.
d) Fent servir el resultat anterior, calculeu

S(m,n) =

=(1:2:300. - (0= 1) +(2-3-4-...on)+ ...+
...+ ((m-n+1)- (m-—n+2) - (m-n+3)-....(m—1))

en termes dels nombres combinatoris.

(a) Els tres nombres combinatoris sén,

VR =iy Oh= (D)= i Pan

de manera que V; = CI P,.
Aquesta igualtat s’interpreta en termes combinatoris observant que cada una de

les combinacions de m elements presos de n en n déna lloc a n! variacions (cada
una de les seves possibles ordenacions).

(b) Ambdés nombres es poden relacionar escrivint,

" m! m!  (m—k)!

Sl oy Rl ey e R R 2

En termes combinatoris, cada una de les variacions de m elements presos de n
en n es pot obtenir triant primer k elements dels m i afegint-hi després n — k
elements triats entre els m — k restants.
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(c) Aritmeticament,
(m—1)! (m—1)!

1+ G (m-n—1Dn! ' (m-n)(n-1)
(m—n)m—-1)4+n(m-1)! m! B
(m —n)in! ~ (m—n)n!

Es pot establir una interpretacié combinatoria de la igualtat com en els apartats
anteriors. Quina?
Fent servir iterativament la igualtat anterior tenim en el primer sumand de cada

expressio,
A L vy e
GG (o) = -
() # a2y +(223) -+ (22)+ (35)
d'on, com que (7) = (37)),

m-n+1 o ol m-—n+1
a-y (M) Y o

k=1 k=1

Co

Il
P ol
3 3
N’
Il
TN
3
2
—_
SN’
+
o
3 3
b
e
S’
Il

Recordeu que els termes del triangle de Tartaglia sén justament els nombres com-
binatoris. En el triangle, la igualtat anterior es pot expressar segons el diagrama,

1 6W920 15 6 1

(d) El sumatori S(m,n) es pot escriure com

. nl  (n+1)! (m —1)!
n—1 n m-—1
- e[ () ()
m—n+l

I

(n—1) Y Chl=PauCh.
k=1




Combinatoria

2. a) Quants subconjunts té un conjunt de n elements?
b) Quina és la mitjana aritmética del nombre d’elements d’aquests subconjunts?
(Recordeu el binomi de Newton, (1+ z)" =3 ¢_, (})z*.)

(a) El nombre de subconjunts de k elements (0 < k < n) és (}), de manera que el
nombre total de subconjunts és

)+ () v () = avar =

Una altra forma d’obtenir el resultat és la segiient. Cada subconjunt S de A =
{ai1,a9,...,a,} es pot identificar amb una n-pla (z;,z3,...,2z,) amb z; = 1 si
a; € Siz;=0sia ¢8. Per exemple, el subconjunt {a;,as} ve representat per
la n-pla (1,1,0,...,0). Hi ha tants subconjunts com n-ples i d’aquestes n’hi ha
2%,

(b) Si m és la mitjana aritmética,

0G) +1(D)+..-+n() _
21’1
;ud;(l -I-.’L')"L::l _ non—1 n

o on 2
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3. Quin és el valor de les sumes S = Y p_,k(k—1)(}) i 8" =3}, K (7)?

Fent servir el binomi de Newton,
2

- n d ”
S = ;k(k—l)(k) = ——(l+2)

= n(n-1)1+ a:)""glzzl =n(n—1)2"

=1
-2

Pel que fa a S', es pot escriure

S = E":k(k — 1)(’:)

k=2

+§k(:)

on el primer sumand és S i el segon, d’acord amb el problema anterior, val n2""! d'on

S =n(n-12""24n2" ! =nn+1)2""2
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4. a) De quantes maneres diferents es poden asseure n persones en una taula circular?

b) De quantes maneres diferents es poden asseure 3n persones en una taula en forma
de polfgon de n costats amb tres seients a cada costat?

(a) Sigui P = {1,2,...,n} el conjunt de persones. Si (p1,p2,...,Pn) és una per-
mutacié dels elements de P, a causa de la simetria circular, les n permutacions

(@ P2 sPn)i (P2, PP )i i (Prs Py - - PRm1)

corresponen a una mateixa distribucié a la taula. Per tant, el nombre de maneres
d’asseure’s és

P,
=i AN
- (n—1)!
(b) Amb un raonament similar al cas anterior, si (p1,p2,...,P3s) é una permutacié

dels elements de P, les n permutacions

(p1,P2,P3, P4,P5,P6, - - -, P3n—2, P3n—1P3n);
(P4:P5;P6r -++1P32—-2,P3n—1P3n, Per’z:PS);

(pﬁn—ﬂﬁp:in—lp?m: P1,P2,P3;-- -P3n—5;P3n—4,P3n—3)

representen la mateixa ordenacié a la taula, de forma que el nombre de maneres
diferents és
Ps,

—2 = 3(3n - 1)L
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5. Quants nombres naturals hi ha de quatre xifres? Quant val la suma de tots ells?

Els nombres naturals de quatre xifres diferents sén de la forma

ciczeacs, €1 € {1,2,...,9}, e, ¢3,¢4 € {0,1,2,...,9}

de manera que hi ha nou eleccions per a ¢;, nou xifres diferents de ¢; per a ¢y, vuit
per a c3 i set per a cq4,

N=9-9-8.7=4536.
(Es pot fer un raonament similar comengant a considerar c47?)

Per obtenir-ne la suma, sumem per separat les columnes d’unitats, desenes, centenes
i milers i considerem quantes vegades apareix cada xifra a cada columna.

De nombres de la forma cjezesi n’hi ha 8- 8.7 = 448 per a cada 1 = 1,2,...9 i
G-8.7 = 504 si 1 = 0. El mateix compte val per a nombres de la forma e;cqics i
cjicges, de manera que unitats desenes i centenes sumen

448(1 + 24 ...+ 9) = 448 - 45 = 20160.

Pel que fa als milers, cada xifra i apareix en primera posici6 4536/9 = 504 vegades, de
manera que sumen

504(1+ 2+ ...+ 9) = 504 - 45 = 22680.
La suma S de tots els nombres és, doncs,

§ = 20160 + 20160 - 10 + 20160 - 100 + 22680 - 1000 = 24917760.
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6. De quantes maneres diferents es poden col-locar n boles en m caixes en els casos
seglients:

(a) Lesbolesi les caixes estan numerades; per tant es distingueixen dues distribucions
si tenen boles diferents a caixes diferents.

(b) Com en el cas (a) perd exigint que hi hagi n; boles a la caixa 1, ny a la caixa 2
etc. (ambny + ...+ ny, =n).

(c) Les boles no son distingibles perd les caixes sf i a cada caixa hi ha com a molt
una bola (m > n).

(d) Les boles no son distingibles perd les caixes sf (per tant dues distribucions es
distingueixen només pel nombre de boles a cada caixa).

(e) Com en el cas (d) perd n > m i a cada caixa hi ha almenys una bola.
(f) Com en el cas (a) perd n > m i cap caixa pot quedar buida.

(g) Les boles estan numerades pero les caixes no sén distingibles.

(a) Cada distribucié es pot identificar de manera biunivoca amb una n-pla
(CI:C21 : ..,Cn), G € {1121 . ..,m},

on ¢ = k indica que la bola i esta a la caixa k. Hi ha m™ n-ples d’aquestes (m
eleccions a cadascuna de les n posicions), de manera que

N, =m™.

oallolbdl |
#

23153166

olloo

5 6

Aquest és el nombre de variacions amb repeticié de m elements presos de n en
n, Vg, i conta també el nombre de mostres ordenades amb reposicié que es
poden extreure d’una urna amb m boles numerades. També conta el nombre
d’aplicacions d’un conjunt de n elements en un altre de m elements.
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(b) Subdivim la caixa i en n; caixetes,i = 1,2,...,m. Posem una bola a cada una
d’aquestes caixetes i tornem a agrupar les n; caixetes en que s’havia subdividit
la caixa 1, 1 = 1,2,...,m. Aix{ obtenim una de les distribucions amb n; boles a
la caixa 1.

(c)

(d)

Sl lod | o |k ool a]

3163 o I | L O

De les n! maneres diferents de posar una bola a cada una de les caixetes, dues
que difereixin en l'ordre en queé les boles estan col-locades dins un mateix grup
de caixetes donen lloc a la mateixa distribucié. Per tant,

P . —
n !ﬂ.g! . e n.m!

Aquest és el nombre de variacions amb repeticié de m elements en les quals
I'element i es repeteix n; vegades, V""" Continuant amb l'analogia entre
maneres d’omplir caixes amb boles i n-ples, aquest nombre conta també quantes
n-ples (o paraules) que continguin n; vegades el sfmbol i,1 < i < m, es poden
formar a partir d’un alfabet de m sfmbols {1,2,...,m}.

Cada distribucié es pot associar a una m-pla z1z5...x,, on =; = 1 si la caixa i
esta plena i z; = 0 altrament. D’acord amb ’apartat anterior,

o= sz = (o)

Aquest és el nombre de combinacions de m elements presos de n en n.

Aquest nombre conta també el de subconjunts de mida n d’un conjunt de mida
m. També conta el nombre de mostres de mida n sense reposicié que es poden
treure d'una urna amb m boles i és també el coeficient de z™ a

(1+x)m=£1+1)...(1+11.

m

En aquest cas, dues distribucions difereixen pel nombre de boles a cada caixa.
Cada distribucié es pot identificar amb una seqiiéncia de llargada m+ n — 1 amb
m — 1 uns, cada un representant una separacio entre caixes, i n zeros, cada un
representant una bola (vegeu |’ exemple de la figura).
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(e)

2l Jbollo Jtdll |
:

00011001010001

Per tant,

n (m—1)n! °

m+n-—1 (m+n-1)!
Nd;c:t+n—l=( )=.___,__
Aquest nombre és el de combinacions amb repeticiéd de m elements presos de n
en n, Cg}., i conta també el nombre de mostres amb reposicié (no ordenades) de
mida n que es poden extreure d’'una urna amb m boles.

Podeu comprovar també que correspon al coeficient de z™ en el desenvolupament
de

—(I_I)m =‘(1+I+I2+"')(l+2+I2+"')-'-(1+I+I2+---)J’

m

i que conta també de quantes maneres diferents es pot expressar n com a suma de
m nombres naturals (que poden ser nuls), considerant diferents dues expressions
si difereixen en 'ordre. Per exemple, 3 es pot expressar de les quatre maneres
segiients com a suma de dos nombres naturals:

0+3 1000
1+2 0100
2+1 0010
3+0 0001

(a la segona columna es déna |’equivaléncia en termes de seqiiéncies).

Col-loquem primer una bola a cada caixa. Estem ara en les condicions del cas
(d) amb n — m boles, de manera que

((n-—m)-{-m——l) (n—l) (n—l)

Nﬂ - = = 2

n—m n-—m m-—1

Diem A; el conjunt de distribucions que deixen buida la caixa i i A el conjunt de
totes les distribucions de n boles diferents en m caixes diferents. Aleshores,

Nf=|A|—|A1UA2U...UAm],

on |A| = N, = m™. Com que els conjunts A;, Ay, ..., A, no sén disjunts, el
cardinal de la seva uni6, diguem-li B, s’ha de calcular fent servir la férmula
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d’inclusis-exclusio

[B] = |[AiUA2U...UAL|=
= 3 1A= Y A4+ D JANA N A+
1<i<m 1<i<j<m 1<i<j<k<m

et (FD)™AL N AN ... N A,

on

[Ai] = (m —1)"

|4: N Ay = (m —2)"

]A;ﬂAjﬂAkl =(m—3)“

|A1N A20 ... N Am| = (m — m)" = 0.
Aix{ dones,

IB| = (T)(m— )" - (’;‘)(m—z)u (’;’)(m-a)u
m—1
...+(—1)"‘-2(m"1 1)1"+0= kgl(_n*-l(':)(m—k)".

Per tant,

m—1
Ny =|Al=|Bl=m" = Y (D7) (m— k).
/ > -0(7)

Nota: Una altra solucid: seleccionem m boles (de () maneres diferents), les
posem una a cada caixa ( de m! maneres diferents) i omplim després les caixes
amb les (n — m) boles que queden (de n™~™ maneres diferents), d'on obtenim,

Ny = (:;)m!n“_’".

Que hi ha d’erroni en aquest argument? (Proveu-ho amb tres boles i dues caixes)

Per a cada distribucié podem obtenir m! distribucions diferents amb caixes dis-
tingibles (podem etiquetar-les de m! maneres diferents amb m etiquetes). Per
tant,

N m"

Ng:m!:m!'



Combinatoria 21

7. a) Quantes diagonals té un polfgon regular de n costats?

b) Quin és el nombre mfnim de vértexs que cal prendre com a origen per dibuixar
totes les diagonals?

a) Si afegim els costats, cada parell de vértexs del polfgon esta unit per algun segment.
Com que hi ha (7) parells, dels quals n estan units per costats, el nombre de diagonals

és
()=

b) Si deixemn de prendre com a origen tres o més vertexs, com que almenys dos d’ells
no son veins en el poligon, deixem de dibuixar almenys una diagonal. Per tant, per tal
de dibuixar totes les diagonals, cal que prenguem almenys n — 2 vértexs com a origen.

No cal prendre'n més ja que si enumerem consecutivament els vértexs del poligon,
el vértex 1 'cobreix’ n — 3 diagonals
el vértex 2 'cobreix’ n — 3 noves diagonals

el vertex 3 'cobreix’ n — 4 noves diagonals

el vértex 1 'cobreix’ n — i — 1 noves diagonals

el vértex n — 2 'cobreix’ 1 nova diagonal

i en total en cobreixen

n—2
{n—3)+§(n_z‘-—1):(n_3)+("_—%)ii(n_3): n(nz—s)“’

que son totes.

Combinatoria 23

e) Hi ha 52 - 15 paraules que comencen amb dues vocals i 15 - 102 que acaben amb
dues consonants. Entre unes i altres contem dues vegades les que comencen amb dues
vocals i acaben en dues consonants, de les quals n’hi ha 5? - 152 - 102. Per tant,

N.=5%.15* +154.10%? — 52 . 152 . 10% = 5.765.625.
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8.

Un alfabet consta de deu consonants i cinc vocals.

a) Quantes paraules diferents de cinc lletres es poden formar?

b) Quantes paraules de sis lletres amb dues vocals es poden formar?

c¢) Quantes paraules de set lletres amb almenys una vocal es poden formar?

d) Quantes paraules de cinc lletres amb almenys dues vocals seguides es poden formar?

e) Quantes paraules de sis lletres que comencin amb dues vocals o bé acabin amb dues
consonants es poden formar?

a) L'alfabet té quinze sfmbols de manera que el nombre de paraules diferents que es
poden formar amb cinc lletres és
N, =155,

b} Suposem primer que les vocals han d’ocupar les dues primeres posicions a la paraula.
Es poden formar aleshores 52 - 10* paraules. A cada una d’elles es poden distribuir les
vocals de (g) maneres diferents, de manera que

6
N, = (2) 5210* = 3.750.000

c) El nombre de paraules de set lletres és 157 i el nombre que se’n pot formar sense
cap vocal és 107, de manera que

N, =15"-10".

d) De totes les paraules de cinc lletres d’aquest alfabet, totes les que tenen quatre o
més vocals tenen segur dues vocals seguides. Les que tenen tres vocals tenen dues
vocals seguides, tret de les de la forma

vevey,

de les quals n'hi ha 5°102. Les que tenen dues vocals les tenen seguides si no sén de
la forma

vCcvee
veeve
veeeyv
CVCVYC
cveev
CCVCeV

de les quals n’hi ha 6 - 57 - 10°. Finalment, les paraules que tenen una (5-5' . 10%) o
cap (10%) vocal no en tenen dues de seguides. Per tant,

Ng=15% —5%10% - 6-52.10° — 5.5! - 10* — 10° = 246.875.

—
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9. A una bossa hi ha una bola numerada amb un 1, dues numerades amb un 2, i aix{ fins
a n numerades amb una n. Donat k entre 1 i n, quin és el minim nombre Nj de boles

que cal prendre per tal d’assegurar que n’hi haura k numerades igual?

El problema es pot plantejar de manera lleugerament diferent: quin és el nombre

maxim de boles que podem extreure sense que n’hi hagi & numerades igual?.

En aquest cas se'n poden treure com a molt k — 1 de cada classe. Es pot treure 'inica
marcada amb un 1, les dues marcades amb un 2 i aix{ succesivament fins a les k — 1
marcades amb k — 1. A partir d’aquf només podem treure k — 1 boles de cada una
de les classes marcades amb un niimero entre k i n. Si en treiem una sola més ja n’hi

haura k de marcades amb el mateix mimero. Aix{ doncs,

Nk=(1+2+...+(k—2)+(k—1)(n—k+2))+1=(k—1)(n—§+1)+1<
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10. Considerem un tauler d’escacs ilimitat en el qual cada quadre s’identifica per un punt

de coordenades enteres com a la figura:

a) Quants camins de llargada minima pot seguir una torre per anar del quadre (0,0)
fins al (m,n)?

b) Quants camins de llargada minima pot seguir un alfil per anar del quadre (0,0) fins
al (m,n) i, en aquest cas, quines condicions han de complir m i n?

a) Cal fer m + n passos dels quals m sén horitzontals i n verticals (amb més passos el
camf no és de llargada minima). Aquests passos es poden repartir de

N, = (m+n)
n

b) Com que el quadre de partida i el d’arribada han de ser del mateix color, m + n
ha de ser parell. Suposem que m,n sén positius (els altres casos s6n similars). Per
arribar a (m,n), l'alfil ha de fer passos (1,1) i (—1,1) si m < n o bé passos (1,1) i
(1,—1) si m > n. En el primer cas, fa un total de n passos dels quals ™" s6n del
tipus (—1, 1) i, en el segon, fa un total de m passos dels quals 4= sén del tipus (1, 1).
En qualsevol cas, tots els camins de llargada minima reparteixen 1‘21”2 d'un tipus en

un total de max(m,n) i
(max(m,n))
Ny = .

maneres diferents.

m+4n
2
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11. De quantes maneres es poden aliniar m boles blanques i n de negres, m < n + 1, de
manera que no n’hi hagi dues de blanques seguides (les boles d'un mateix color sén
indistingibles)

Les m boles blanques s’han de distribuir a les n + 1 posicions de la figura (una com a
molt a cada posici6), de manera que

()
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12. Quantes permutacions de {1,2,...,n} hi ha de manera que cap xifra coincideixi amb
la seva posicié? Quin és el lfmit d’aquest nombre quan n — oo?

Si A, és el conjunt de totes les permutacions; A, ; el de les permutacions en les quals
el simbol i esta al seu lloc, i By, el de les permutacions en les que cap xifra esta al seu
lloc,

|Bn| = |An| = |An,1 U AngU...UApna.l,

on |A,| = n!. Com que els conjunts A, ;, A, ; tenen interseccions no buides, el cardinal
de la seva unié s’ha de calcular fent servir el principi d’inclusié-exclusi6,

IAﬂrl U An,Z L s UAﬂ,,.[ =

=3 1<icn [Anil = Ticicicn [Ani N Anjl + icicickan Ani N An i N Anil + ...
ot (—l)"+1|An'1 nAn'g Nn...N A“'nl,

on
gl =l 30
IAn,t' n Aﬂ'j, = (ﬂ - 2)'
|AniN Ay i N Ap x| = (n—3)!
iAﬂ,l n An,? P Aﬂ'ﬂl =]
Aixfi doncs,

| Bal

n! — (T)(n— 1)+ (;)(n-z)s - (:)(n—3)‘.+...

o+ (nf 1)(~1)ﬂ-12! 3 (2)(~1)“1! =

1 1 (=11 (="

En particular, quan n — oo, l'expressié dins el paréntesi tendeix a e~ ! de manera que

n!
B, —» —.
e

Nota: Comproveu que b, = |By| satisfa I’equacié
by = (n - 1)(bn—1 +- bn-?)

i interpreteu-la combinatoriament.
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13. El billar america té dues boles blanques, tres de negres i quatre de vermelles. De
quantes maneres diferents es poden distribuir les nou boles en els quatre forats? (Boles
del mateix color no es distingeixen.)

Aquest problema és com el de posar boles indistingibles en caixes: hi ha (*'277)

maneres d’entrar les blanques, (“*37') d’entrar les negres i (*+47") d’entrar les ver-

melles, de manera que
5\ [6\ (7
N= = :
(2)(&)(§) = e
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Capitol 1. Probabilitat: conceptes basics

1. Quatre daus, A, B, C'i D, tenen les cares rotulades amb els niimeros segiients:

A: 0, 0, 4, 4, 4, 4
B: 3, 3 3 3 3 3
s 2 3, 2 2 7 %
D: 1,1, 1, 5 5 5

¥ ¥

-
-

Un dau guanya un altre quan té probabilitat més gran de treure una puntuacié més
alta. Demostreu que A guanya B, B guanya C i C guanya D. Es pot afirmar que A
guanya D?

HA>m=PM=Q:%

Per tant, A guanya B. (A té probabilitat més gran de treure una puntuacié més
alta.)

HB>®:P@=ﬁ:%

Aixi, B guanya C.

PC>D)=P((C=2iD=1)o(C=T7))=
=P(C:2iD=1)+P(C=7)=%-
Per tant, C guanya D
Finalment,

P(D>A)=P((D=1i A=0)0(D=5))=

:P(Dz11‘A:0)+p(D=5):_§_§+%=%_

Aix{, també D guanya A. La relacié guanya no és transitiva.
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2. En una habitacié hi ha tres bancs amb dos seients cadascun d’ells. Entren dues
persones que s'asseuen & l’atzar. Trobeu la probabilitat que les dues persones s’asseguin
juntes.

El problema no estia correctament formulat. Falta precisar que vol dir “s’asseuen a
P’atzar”. Per exemple, si és el banc el que s’escull a I’atzar, les dues persones s’asseuen
juntes si escullen el mateix banc. Per tant,

1 1
P=3(3)"=73.

En canvi, si és el seient el que s’escull a I’atzar,

w
V]
o
o

P=

3
Il
4
|
et

o també,

6
P = P(junts) = ZP(junts lel Ir escull i)P(el 1r escull i) =

i=1

1
=

| -
| -

=2,

i=1
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3. Una famflia té dos fills.

(a) Quina és la probabilitat que ambdés siguin homes si almenys un d’ells ho és?
(b) Quina és la probabilitat que ambdds siguin homes si el més jove ho és?

L’espai mostral €} és:
Q= {(‘U,‘U), (‘U, d)a (ds U), (ds d)}

(a) Sigui A = {(v,v)} i B = {(v,v),(v,d),(d,v)}. Aix{, la probabilitat que ambdéds
siguin homes si almenys un ho és val:
_P(ANB) _P(A) 1/4 1

PAIB)==pBy = P(B) 34" 3

(b) Sigui A = {(v,v)} i B’ = {(v,v),(v,d)}. Per tant, la probabilitat que ambdds
siguin homes si el més jove ho és val:
P(ANB) P(A) 1/4 1

PAIB)Y = =5y ~FB) 2/~ 2
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4. D’una baralla espanyola amb 40 cartes se n’escullen 5.

(a) Calculeu la probabilitat que entre les 5 cartes escollides hi hagi almenys 2 asos.

(b) Es mira una d’aquestes cartes i resulta ser un as. Trobeu la probabilitat que en
les 4 cartes restants hi hagi almenys un altre as.

(¢) Calculeu la probabilitat que 3 cartes mostrin un mateix nimero n; i les dues
cartes restants mostrin nimeros ng i ng, amb n;, ny i na distints.

Sigui N el nombre d’asos.

(a)
’ P(N>2)=P(N=2)+P(N=3)+P(N=4)= |
4 36 4 36 4 36
També

4y (36 4\ (36
P(N22)=1-P(N=0)-P(N=1)=1- (0)4{(,5) - (1)4(2“).
(5) (%)
(b) Es pot considerar que s’escullen 4 cartes d’'una baralla de 39 cartes amb 3 asos i

es vol calcular la probabilitat que hi hagi almenys 1 as. Aixf, si N’ és el nombre
d’asos:

POV 2 1) = 1- PV = 0) = 1 - L) .28
- I ) B

Observeu que la qliestié plantejada a I’apartat (b) no es resol calculant P(N >
2|N > 1). Aquesta iiltima és la probabilitat que hi hagi almenys 2 asos, en les 5
cartes escollides, sabent que entre elles hi ha almenys 1 as. En efecte,

P(N>2iN2>1) P(N2>2)
P(N>1) — P(Nx=1)
OO O W s
(D) (3)+ Q) () + G G)+ @ /() 21006 7
valor diferent de 'anterior P(N' > 1).
(c) Cada pal té 10 mimeros. Aixf,

P(N>2IN>1)=

e les 3 cartes amb nimero n; repetit es poden escollir de 10.(;) formes (4 pals
i 10 niimeros);

e les 2 cartes restants amb nimeros ny i ng diferents i diferents de n; es poden
seleccionar de 42.(3) formes (9 nimeros i 4 pals).
Per tant,

b 103220

%)

= 0.035
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5. En un estant es disposen de forma aleatdria n volums Vi, V;,...,V,. Calculeu la
probabilitat que els volums V3, V,,...,V;, p<n,
(a) quedin ordenats correlativament (sense tenir en compte l'ordre ciclic);
(b) quedin ordenats correlativament (tenint en compte 1’ordre ciclic);

(¢) quedin ordenats (és a dir, V; abans que V3, V3 abans que V3, etc).

Els n volums es poden disposar de n! maneres distintes (nombre de casos possibles).

(a) El volum V pot ocupar n—(p—1) posicions. Els n—p volums restants V1, Vp42,
..., V, poden ordenarse de (n — p)! formes. Per tant, el nombre d’ordenacions
en les quals V1, Vo, .. ., V,, quedan ordenats correlativament és (n —p+ 1)(n —p)!
(nombre de casos favorables). Aixi,

p_{n—pt+tl)(n—p)

n!

(b) Si es considera l'ordre ciclic, V; pot ocupar qualsevol posicié. Aixf,

_an—p)l _ (n=p)
P= nl (n=10

(c) Els p volums es poden disposar (de manera que V; quedi abans que V;, V; abans
que V3, etc) de (7) formes (seleccionem p posicions). Per tant,

p_ Gin-p)t =P 1
n! nl p!

D'una altra manera: la col-locacié dels n — p volums V.1, Vpyg,...,V;, és indi-
ferent i de les p! ordenacions de Vi, V3,...,V; només una és la correcta.
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6. Un cub format per 27 cubs unitaris blancs (3 x 3 x 3) es pinta exteriorment de negre de
manera que les cares d’un mateix color resulten indistingibles. Calculeu la probabilitat
que, al reordenar aleatoriament el cubs unitaris per formar el cub gran, totes les cares
d’aquest siguin negres.

Podem distingir els cubs unitaris segiients:

e 1 cub amb 0 cares de color negre (centre)
e 6 cubs amb 1 cara de color negre (cares)
e 12 cubs amb 2 cares de color negre (arestes)

e 8 cubs amb 3 cares de color negre (vertexs)

Podem suposar que el cub gran es torna a compondre col-locant en primer lloc el cub
unitari central, en segon lloc els 6 cubs centrals de cada cara, a continuacié els 12 cubs
centrals de cada aresta i finalment els 8 cubs de cada vertex (per que?).

Per tant, la probabilitat de reordenar correctament el cub gran és:

1 le 1 1ye 1 14 .
§ (266)(6) (fg)(m) (g)(s) ~ 1.83 10
—v—-’z \_;,__z L R
1r n ’ po

1
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7. Es tenen tres bosses (A, B i C) contenint cadascuna d’ellas una bola blanca i una
negra. S’extreu una bola de la bossa A i s’introdueix a la bossa B; després s’extreu
una bola de la bossa B i s’introdueix a la bossa C. Finalment, s’extreu una bola de la
bossa C. Calcular la probabilitat que aquesta tltima bola sigui blanca.

Sigui Cj ’esdeveniment “extreure una bola blanca de la bossa C”. Sigui X;; D'esde-
veniment “i boles blanques i j boles negres en la bossa X” (X=C 6 B, 1,5 =1, 2).

Pel Teorema de la Probabilitat total:

P(Cs) = P(Cy|C31)P(Cay) + P(Cp|Cy2) P(Ch3)
on P(Cy|Cy) = £ i P(Cy|C1a) = 3.
Pero,

P(Cn) = P(Cp|Bay)P(Bay) + P(Cn|Bia)P(Biz) = 2P(Byy) + SP(Ba),

(vegeu 'arbre de la figura) i, anilogament,

P(Cia) = 3P(Bar) + 5 P(B)

Finalment, P(By;) = 3 i P(Byy) =
Resumint:

221 11 1,11 21, 1
+

332%3°2973G 2439 "3
Observeu que I’expressié anterior s’obté directament de 1’arbre de la figura, recorrent
les branques marcades.

P(Cy) =
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8. A D’atzar, es tracen n punts en el pla cartesia. Calcular les probabilitats p(n), n =
2,3,4, que hi hagi n punts en quadrants distints.

e n = 2. La probabilitat que els 2 punts estiguin en quadrants diferents és:

Vi 4.3 3
2 :—-—4—:——-:—
PA=7=T6 1

e n = 3. En aquest cas:
Ve 4-3:2 3
LL e = =
PB3) =3 64 8

e nn = 4. Finalment:

Py 4! 3
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9. Vint terminals T}, Ty, ..., Ty treballen en temps compartit amb un ordinador. En un
moment donat hi ha deu terminals actius. Quina és la probabilitat que estiguin actius
els terminals Ty, Ts, T1o i Top. (Suposem que cada terminal té la mateixa probabilitat
de treballar amb ’ordinador.)

El sistema té 22° estats equiprobables (cada terminal T; pot o no estar actiu). L’espai
mostral {2 consta de 2?° esdeveniments elementals amb probabilitat 55 cada un d’ells.
Designant per B, I’esdeveniment “n terminals actius”:

(%)

P(B,) = 920

Si A designa l'esdeveniment “Ty, T, Tig i T9g actius” es té:

P(AN Byg)
P(A|By) = ————m—
B = =pE0)
Pero
_®
P(A n BIO) = 3%
i, per tant,
16)
P(A|B1o) = 545~ ~ 0.043
10)
Nota:

Q= {w = (t1,t2,...,t19,t20); ti=16 0}, 'ﬂl = 220

Els elements de A N Byo sén totes les seqiiéncies w formades per deu uns i deu zeros
amb t; =ty = t9 = tyo = 1. Per tant, el nombre d’elements de AN By és ().
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10. L'esquema representa els carrers d’'una ciutat on suposem que totes les cruilles es-

tan situades en punts de coordenades enteres. Sortint de (0,0), una persona efectua
un recorregut de manera que, en cada cruilla (z,y), decideix anar a (z + 1,y) amb
probabilitat p o a (z,y + 1) amb probabilitat ¢ = 1 — p. Calculeu:

(a) La probabilitat que el camf seguit passi per un punt {(m,n) donat.

(b) Els valors de p i ¢ que fan maxima aquesta probabilitat. Quin valor té, en aquest
cas, el quocient p/q?

(a) El trajecte seguit passa pel punt de coordenades (m,n) si, dels m + n primers
trams, m sén horizontals i n sén verticals. Si A denota aquest esdeveniment
(“recérrer m trams horizontals i n verticals en qualsevol ordre”) es té:

Py = ("o

n

ja que (™!™) és el nombre de recorreguts des de (0,0) a (m,n) i p™q" és la
probabilitat que en succeeixi un de determinat.

q

00) P
(b) Si (m,n) = (0,0), llavors P(A) = 1 per a tot p € [0, 1].
Si (m,n) = (m,0) amb m # 0, llavors P(A) =p™ i P(A) = 1 noméssip = 1.
Si (m,n) = (0,n) amb n # 0, llavors P(A) = ¢" i P(A) =1 només si ¢ = 1.
Cas general: m#0in#0.
El valor p* que maximitza la funcié f(p) = p™(1 — p)* verifica:

f'e*") =m@E )™ (1 -p*)" — (p*)"n(1 = p* )" =0

Per tant,
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11. Una moneda amb P(cara) = p i P(creu) = q, p+q = 1, es llanca n vegades. Calculeu
la probabilitat de que surtin, almenys, dues cares o dues creus seguides.

Un resultat w de ’experiment aleatori és de la forma w = (w;,ws,...,ws) amb w; = ¢
(cara) o w; = z (creu). Designant A ’esdeveniment “almenys dues cares o dues creus
seguides”:

e n parell:

P(A) =1—P(A)=1—P{(c,zi0,2;. .., 6;2), (s 6,256, o552, 6)} =1 — 2(pq)™/?
e n imparell:
P(A)=1-P(A)=1-P{(e,z,c,...,z,¢),(z,¢,%,...,6,7)} =

n+1 n—1 n—1 n+41 n—1 n=1
—1-p*F¢"T _p‘rq—?- =1-(pg)* T (p+q)=1-(pg)*T.
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\
12. A la xarxa de commutacié de la figura, cada interruptor funciona independentment ‘
dels altres i estad tancat amb probabilitat p. ‘

|

(a) Trobeu la probabilitat que un senyal que entra sigui rebut a la sortida.
(b) Si el senyal es rep, quina és la probabilitat que E estigui obert?

L S

C D

Sigui S I'esdeveniment “rebre senyal a la sortida” i X ’esdeveniment “interruptor X
tancat” (X = A, B,C,D,E).

(a)
P(8) = P(S|E)P(E) + P(S|E)P(E).

D’altra banda,

P(S|E)=P((AuC)Nn(BUD))=P(AUC)P(BU D) (independéncia).

Pero,

P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC) = P(A) + P(C) — P(A)P(C) = 2p — p*

i, analogament, P(BU D) = 2p — p?.
Per tant,

P(S|E) = (2p - p*)* = 4p* — 4p* + p*.

Si F és tancat,

P(S|E)= P{(ANB)U(CND))=1-P((ANB)U(CND)) =
—1-P((ANB)N({CN D) =1-PARNBPTCND).

Perd
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P(ANB)=1-P(ANB)=1-P(A)P(B)=1-p

Analogament, P(CN D) =1 — p%.
En conseqiiéncia,

P(SIE)=1-(1-p*)? =2p* —p".
Aixf,
P(S) = (4p* — 4p° + p*)p + (207 — p*)(1 — p) = 2p® + 2p° — 5p* + 2p°.

(b)

— o PENS) _ P(S[E)P(E)

PEIS) =—pm ==~ P
Per tant, \
P(EIS) = 22 P e ‘

2% + 2p° — 5p + 295 |
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13. La fase final d'un calcul llarg exigeix 1’addicié de tres enters a;, ag, az. Suposeu que: a)

els calculs de ay, az,i ag sén estocasticament independents; b) en el calcul de cada a;,
existeix una mateixa probabilitat p que sigui correcte i la probabilitat de cometre un
error igual a +1 és la mateixa que la de cometre’l igual a —1; ¢) no pot cometre’s error
més gran que +1 o més petit que —1. Calculeu la probabilitat que la suma a; +aq+as
sigui correcta.

Sigui ¢; l'error comeés en el calcul de a;, 1 =1, 2, 3.

P(f,‘:O):p, P(c“:i"l):P(f,:—l):l%p

Sigui € 'error comés en ay + a; + a3. L'error € és 0 si cada ¢; és 0, oun dels ¢; és 0 i
els altres dos es compensen. Aix{:

P(E:(}):P(fl :62263:0)+P(61 =0,€2= 1,63=—1)+
+P(e; =0,69=—1,e3=1)+P(e; = 1,69 = 0,63 = —1)+Pleg=-1,6g =0,e5 = 1)+

1-—
+P(e1 = 1,62 = —1,e3 = 0) + P(eg = 1,63 = 1,63 = 0) = p° + 6p( 21’)2'
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14. (a) Dos jugadors, A i B, jugen alternativament amb probabilitat de guanyar « i g
respectivament en cada jugada. El joc s’interromp quan un dels dos aconsegueix
la seva primera victoria. Suposant que A és el primer de jugar, establiu una relacié
entre a i 3 perque el joc sigui equitatiu, és a dir que P(guanyid) = P(guanyiB).
Si a = 1/2, quin és el valor de 7

(b) Una moneda amb P(cara) = p i P(creu)=q és llangada alternativament pels
jugadors anteriors fins que A guanya (treu cara) o B guanya (treu creu). Calculeu
p i ¢ imposant les mateixes condicions que en l’apartat anterior.

(a)
P(guanyi A) = P(A guanya en la la tirada o A guanya en la 3a tirada o
e o]
A guanya en la 5a tiradao ...) = ZP(A guanya en la tirada 2k + 1) =
k=0
oo
=a+(1-a)(l-Bla+(1-a’(1-B)a+...=Y (1-a)f(a-pPFa=
k=0
- 84
1-(1-a)(1-58)
Analogament,

P(guanyi B) = ZP(B guanya en la tirada 2k) = Z(l —a)*(1 - Bk 18 =
k=0

k=1
_ (1-a)B
b=k =)l —8)
Per tant, el joc és equitatiu si:
a=(1-a)j.

Per exemple, si a = 1/2, 8 ha de ser 1. En aquest cas el joc equival al de cara i
creu. El jugador A llan¢a una moneda “normal”. Guanya si surt cara i perd si
surt creu.

(b) D’acord amb ’apartat anterior, p i ¢ han de satisfer:

p=(1-plg,
icomquep+qg=1estéq’+qg—1=0,don s'obté el valor
_—1++5
=—a
i, per tant,
3-v5
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15. Trobeu la probabilitat que, en una reunié de n persones, almenys dues celebrin el seu

aniversari el mateix dia de l’any.

Si py, és la probabilitat que en una reuni6é de n persones totes elles compleixin anys en
dies distints, es té:

365-(n—1)  365-n+1 365-n+2
Pn = 365 1T T 365 T
(365 —n+1)(365—n+2)...364

3651 1, n < 365.

Pero p; = 1 i, per tant,

(365 —-n+1)(365 —n+2)...364-365 Vig
365n T 365

Pr—

L’expressié de p, tanbé s’obté aplicant la definicié classica de probabilitat.

Aixi, la probabilitat p que, en una reunié de n persones, almenys dues d’elles celebrin
el seu aniversari el mateix dia de I’any és:

Vies
365m

p::]—p":]_—

Per exemple, si n = 20 aquesta probabilitat és 0.41.
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16. (a) Demostreu que, si els esdeveniments A i B sén independents, llavors els esdeveni-
ments

i. A, B s6n independents.
ii. A, B s6n independents.
(b) Demostreu que, si els esdeveniments A;, A2 i A3 sén independents, llavors
i. Ay és independent de A; N Aj.
ii. A; és independent de Ag U Aj.

(a) Siguin A i B esdeveniments independents, és a dir P(AN B) = P(A)P(B).
I.
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A)—P(B)+ P(ANB) =
=1— P(A) - P(B)+ P(A)P(B) = (1 — P(A))(1 — P(B)) = P(A)P(B).
ii. Comque A=(ANB)U(ANB)i(ANB)N(ANB) =0, es té

P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) =
— P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B).

P(A; N A2) = P(A1)P(A,)
P(A; N A3) = P(A1)P(As)
P(Ag n Ag) — P(A2)P(A3)
P(A; N AN A3) = P(A1)P(A2)P(As)

Ay, Ay 1 A3 independents —>

Aixi,

P(A;N(Ay N A3)) = P(AiNAyNAs) =
= P(A1)P(A3)P(A3) = P(A)P(A2 N Ag).

P(A; N (AU A3)) = P((A1 N A2) U (A1 N Ag)) =
= P(A; N Ay) + P(A1 N A3) — P((A1 N Az) N (A1 N Ag)) =
= P(A;)P(A2) + P(A;)P(A3) — P(A1 N Ay N A3) =
= P(A1)P(A3) + P(A1)P(A3) — P(A1)P(A2)P(As) =
= P(A;)(P(A2) + P(As) — P(A2)P(As)) =
= P(A1)(P(Ag) + P(As) — P(A2 N A3)) = P(A;1)P(A2U As).
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17. Donats els esdeveniments A;, A; i B amb P(B) # 0, demostreu:

(a) P(A:1) = P(A:|B)P(B)+ P(A:|B)P(B).
(b) P(A;UB|B)=1; P(A;n B|B)= P(4,|B).
(c) P(A1U Aq|B) = P(A|B) + P(A3|B) — P(A; N Ag|B).

(a) A =(A1NB)U(A;NB)i (4 nB)n(A;NB)=0. Aixf,
P(A,) = P(A1 N B) + P(A; N B) = P(A|B)P(B) + P(A,|B)P(B).
(b) B C A; U B. Per tant,

_ P((A;UB)NB) _P(B) _

P(A,UB|B) = e = 55y =V

També,

P((AinB)nB) P(AiNB)
P(B) ~ P(B)

(¢) Siguin C; = A; N B i C; = AN B. Per tant,

P(A;NB|B) = = P(A,|B).

ClUCQZ(A1UA2)ﬂBiClﬂCQZ(AlﬂAQ)ﬂB.
A més,

P(C1U Cy) = P(C1) + P(C3) — P(C1 N Cy).
Dividint per P(B):

P(A1 U AQlB} = P(Ale) + P(AQ‘B) - P(AI ﬂAng)
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18. Siguin A i B dos esdeveniments, P(B) # 0. Raoneu si les implicacions segiients s6n
certes o falses:

(a) ANB =0 = Ai B independents.

(b) ANB =0 = P(A|B) > P(A).

(c) AC B=s P(A|B) > P(A).

(d) P(A|B) > P(A) <= P(B|A) > P(B).
A i B independents

) P(A)#0, P(4) #1, P(B) #1

(f) P(A|B)+ P(A[B)=1.

}=:—AnBésdistintde0,AiB.

(a) Fals. AN B = 0 significa que els esdeveniments A i B sén mutuament excloents,
és a dir, si succeeix A no succeeix B i viceversa.

(b) Fals. SiANB=0:
_P(AnB) P(0) _

Pip) = L5220 - S =o
(¢) Cert. Si AC B, llavors ANB=Ai:
_ P(AnB)  P(A)
P(A|B) = P(B) _ P(B) > P(A).
(d) Cert. Si P(A|B) > P(A):
P(B|A) = P(AIB)P(B) > P(APB) = P(B), P(A)#0.

P(A) P(A)
Si P(A) =0, P(B|A) no és definit.
Recfprocament, si P(B|A) > P(B) es té P(A|B) > P(A).

(e) Cert. Si Ai B s6n independents, P(A) # 0,P(A) # 1i P(B) # 1, llavors
P(AN B) = P(A)P(B) és distint de 0, de P(A) i de P(B). Per tant, AN B és
distint de @, de A i de B.

(f) Fals.

P(ANB)  P(ANB)
P(B) P(B)

L’expressié anterior no és, en general, igual a 1. Per exemple, si P(B) = 1/2:

P(A|B)+ P(A|B) =

P(ANB) P(ANB) _ P((ANB)U(ANB))

P(B) P(B) ! =820




I LT e

48 Variables Aleatéries i Processos Fstocastics. Problemes

19. Siguin A, B i C esdeveniments d'un espai de probabilitat tals que 0 < P(A), P(B),
PlC) < 1.

(a) Demostreu
P(A|B) = P(A|IBNC)P(C|B) + P(A|BnC)P(C|B)

(b) Demostreu que si P(A|B) = P(A|B) llavors A i B s6n independents.
(

¢) Doneu un exemple en el qual 'espai mostral £ consti de quatre esdeveniments
elementals equiprobables, i, a més de la condici6 donada a l'apartat anterior,
també es verifiqui P(A|B) = P(B|A).

(a)

| P(A|BNC)P(C|B) + P(A|BNT)P(C|B) =
| _P(AnBNC)P(CNB) P(AanU)P(?nB}?

P(BnC)  P(B) P(BNC) P(B)
P(AnBNC)+P(ANBNC) P(ANB) _
a P(B) - P(B) FLE)

(b) Fent servir la condicié de I’enunciat:

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A|B)(1 - P(B)) =
= P(A[B) - P(A/B)P(B) = P(A[B) - P(ANB)

Aixf,
P(A)=P(ANB)+ P(An B) = P(A|B) = P(A|B),

i, per tant, A i B sén independents, ja que
P(A)P(B) = P(A|B)P(B) = P(An B)
(c) Sift={0,1,2,3}iels quatre esdeveniments elementals sén equiprobables, tant A

com B han de tenir dos elements i la seva interseccié un. Efectivament, prenent
per exemple A = {0,1} i B = {0, 2}, es satisfan les condicions.
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20. Un canal de comunicacié fa servir dos sfmbols d’entrada {a, b} i dos simbols de sortida
{0,1}. Se sap que P(a) = 0.6, P(b) = 0.4, P(0la) = 0.2 i P(0|b) = 0.7. Un cop
rebut un dels simbols 0 o 1 es decideix quin sfmbol s’ha transmeés d’acord amb la regla
segiient:

P(al0) > P(bl0), decidir a
P(a|0) < P(b|0), decidir b

(De forma analoga si es rep 1 )

Calculeu la probabilitat d’error P(e).

a P(0|a)P(a) _ !
~ P(0[a)P(a) + P(O]b)P(b) = * o 0

P(al0)

El denominador de ’expressi6 anterior és P(0).

0.7
Per tant, 0.8

P(b|0) = 1 — P(a]0) = 0.7

Aixf, si es rep el simbol 0 es decideix que s’ha .
enviat el sfmbol b. 0.3 1

D’altra banda,

PUla)Pa) oo
(Tla)P(a) + PLDPGB)

P(a|l) = P
(El denominador és, ara, P(1).)

P(b1) =1 = P(a]1) = 0.2

Per tant, quan es rep 1 es decideix que s’ha transmes a.
Aixd,

P(e) = P(e|a)P(a) + P(e]b) P(b) = P(0]a)P(a) + P(1]b)P(b) = 0.24

La probabilitat d’error també es pot obtenir condicionant pels sfmbols de sortida:

P(e) = P(e|0)P(0) + P(e|1)P(1) = P(a|0)P(0) + P(b|1)P(1) = 0.24
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21. Donat ’esquema de la figura

i sabent que les probabilitats d’enviar 0 i 1 sén iguals, calculeu la probabilitat de rebre
01 la de rebre 1. Calculeu la probabilitat d'error.

Sigui K; 'esdeveniment “rebre 1", ¢ = 0,1. De l'esquema:

P(Rp) = P(z, 6 z3) = P(21) + P(z2);

n

(els esdeveniments “rebre z;” i “rebre z;” s6n mituament excloents).

D’altra banda,

P(zy) = P(21|0)P(0) + P(z1]1)P(1) = (0.4)(0.5) + (0.1)(0.5) = 0.25

P(2) = P(22]0)P(0) + P(2o|1)P(1) = (0.4)(0.5) + (0.1)(0.5) = 0.25

Aixi,

i, analogament,

P(R)) =05

La probabilitat d’error P{e) és:

P(e) = P(|0)P(0) + P(e]1)P(1).
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Pero,

P(e|0) = P(R4|0) = P(z3 6 24|0) = P(23|0) + P(24]0),

ja que “rebre z3” i “rebre 24" s6n esdeveniments mituament excloents.
Aixt,

P(e]0) = 0.1+0.1 =02

Per la simetria de ’esquema:

P(e]1) = 0.2,

i, per tant,

P(€) = P(e|0) = 0.2
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22. D’una caixa amb n boles blanques i m de negres se n'extreu una a l’atzar i, sense
mirar-la, s’'introdueix en una bossa que ja tenia exactament una bola blanca. També
a |'atzar, es treu una bola de la bossa i resulta ser blanca. Trobeu la probabilitat que
la bola extreta de la caixa fos blanca.

Sigui B, l'esdeveniment “treure
| de la bossa una bola blanca” i
sigui By l'esdeveniment “treure
de la caixa una bola blanca”.

(2B,0N) 1
P(B; N By)
P(By|By) = ——————=¢
( 1| 2) P(B';_:)
De 'esquema:
n
BN B;y) =
P( 1 BQ) n-i—m'
i
| (1B,1N)
| _on 1 m
| P(B,;) = R o ey 1a. extraccié 2a. extraccié
| Aixi,
o 2n
P(B = nim = .
( I‘BE) ﬂ:m +%n+m 2n+m

Una altra forma de resoldre el problema és la segiient:

Siguin by, by, ..., by i ny,ng,...,n,y, les n+m boles de la caixa, i sigui b la bola blanca
de la bossa. Un resultat de ’experiment aleatori es pot designar mitjangant un parell
(a, B) on a designa la bola extreta de la caixa i 3 la bola extreta de la bossa.

Per tant, ’espai mostral és:
Q = {(bl,b]),(bl,b),(bg,bg),(b'),,b),...,(bn,bn),(bn,b),
(nh nl)" (nl‘l b)’ =2y (nﬂ‘n n’Tn)1 (nm7 b)}’
L’esdeveniment By N B, és:

BlnBQ - {(bl,bl),{bl,b),(bg,bg),(bq,b), bnsb (bﬂ»b }

Analogament,

By = {(b1,b1), (b1,b), (b2, b2), (b2, b}, ..., (b, bs), (b, b), (n1,]), ..., (nm,b)}.




Probabilitat: conceptes basics

Per tant,
PEny) = BgR - 2
i
P(By|By) = —2"

2n+m’
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23. Una urna conté tres boles blanques i tres de negres. Es seleccionen a l'atzar dues
boles i, sense mirar-les, s’'introdueixen en una altra urna on ja hi ha una bola blanca.
D’aquesta segona urna s’extreu una bola a 'atzar i resulta ser blanca. Quina és la
probabilitat que en la primera eleccié s’hagin tret dues boles blanques.

Sigui B 'esdeveniment “treure una bola

blanca de la segona urna” i sigui B’
P’esdeveniment “treure dues boles blan- 5
ques en la primera eleccid”. ®
P(B'NB
P(B'|B) = EB NB) 5
P(B)

De 'esquema,
| (38,3H)

P(B'n B) = P(B|B")P(B') =

1 1
) (28,1B)
71.5-7 1 N
i Ta. uma 2a. urna bola extreta
1 11 2
P(B)=1- ) s
W) +3(10+ 5+ BE @

Per tant,
P(B|B) = >
10
Nota: Els calculs anteriors corresponen a haver aplicat el Teorema de Bayes, ja que
P(B) s’ha calculat com
P(B]2 blanques en la la. eleccid) P(2 blanques en la la. elecci6) +

P(B|1 blanca i 1 negra en la la. eleccié)P(1 blanca i 1 negra en la

la. eleccid) + P(B|2 negres en la la. eleccid)P(2 negres en la la. eleccio).




Probabilitat: conceptes basics 55

24. Es tenen dues monedes, una normal i l’altra de dues cares. Se'n pren una, amb
probabilitat 3/4 la normal i 1/4 la de dues cares. Es llanga n vegades la moneda que
s’ha pres i apareixen n cares. Trobeu la probabilitat que es prengués la moneda de
dues cares. Que succeeix quan n és molt gran?

Sigui A la moneda normal:

P(cara) =py = % i P(creu) = g4 = %

D’altra banda, sigui B la moneda de dues cares:

P(cara) = pp =1i P(creu) = qp = 0. ‘

L’experiment aleatori consisteix a escollir una de les monedes (amb probabilitat 3/4 la
A i amb probabilitat 1/4 la B) i llangar-la n vegades. Sigui X I'esdeveniment “escollir
la moneda B” i sigui Y 'esdeveniment “apareixen n cares”. S’ha de trobar P(X[Y).

Aplicant el Teorema de Bayes:

=

S P(Y|X)P(X) B

1 on
PY|X)P(X)+ P(Y|X)P(X) 1.1+

IR

(

(O L

Observeu que lim, o, P(X|Y) = 1.

Nota 1: Usant el llenguatge de la teoria de conjunts, 'espai mostral {2 consta dels
2" + 1 elements wy = (A;ay,09,...,0,), amb o; = ¢ (cara) 6 a; = z (creu), i
I’element wg = (B;¢,c,...,c). L’assignacié de probabilitats és la segiient:

e Cada esdeveniment elemental w4 té probabilitat P(w4) = 3%.
e L’esdeveniment elemental wp té probabilitat P(wg) = 1.

L’esdeveniment “escollir la moneda B” és X = {wg}; i I'esdeveniment “apareixen n
cares” és Y = {(4;¢,¢,...,c),wp}. Per tant, P(X)=1i P(Y)=34 + 1 don:

P(XnY) P(X) 2

ALy = P(Y) P(Y) 2°+3

com abans.

Nota 2: Per a n = 1 el problema equival a tenir tres monedes normals i una de dues
cares. N’escollim a l'atzar una de les quatre. Es llanca i surt cara. La probabilitat
buscada és:

|} casos favorables
P = " casos possibles

..
==
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25. Tenim dues monedes: la moneda A normal, amb P(cara) = P(creu), i la moneda B

amb P(cara) = 3P(creu). Per idendificar-les es pren cada una d’elles i es llanga 4n
vegades. El resultat és 2n cares i 2n creus per a una d'elles i 3n cares i n creus per
a l'altra. A la vista d'aquest resultat es decideix, naturalment, que la moneda B és
aquesta tltima. Calculeu la probabilitat d'equivocar-se. Qué succeeix quan n és molt
gran?

Per a la moneda A, P(cara) = P(creu) = . Per a la moneda B, P(cara) = % i
P(creu) = 1.

Sigui X l'esdeveniment “la la. moneda és B ila 2a. és A”. Sigui Y 'esdeveniment “2n
cares i 2n creus per a la la i 3n cares i n creus per a la 2a.”. Aix{ P(error) = P(X|Y).

Pel Teorema de Bayes:

P(Y|X)P(X)
P(Y|X)P(X)+ P(Y|X)P(X)

P(error) =

Perd

n\, 3 n
Pvix) = (o) e () grny

(idependéncia entre les monedes) i
Pi®) = (m) (7 (om) G
També¢, P(X) = P(X) = 1.
Aixi,
(%)211(%)2"(%)4“ _
gL G regr

(- 1

P(error) =

Observeu que lim,, .o, P(error) = 0.
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26. Un jugador A llanca repetidament dos daus fins que la suma de punts obtinguts en
una tirada és 7, cas en qué guanya, o fins que aquesta suma és 8, cas en qué perd.
Trobeu la probabilitat que A guanyi:

(a) expressant aquesta probabilitat com a suma d’una certa série;

(b) mitjan¢ant un raonament d’altre tipus que condueixi a un calcul més senzill.

(a)

Sigui N; el nombre de punts obtinguts amb el dau ¢ (i = 1, 2) i sigui N = N1+ Nj.

P(Nl:m-N2=ﬂ)=P(N1:m)P(N2=n)=%_

Per tant,
_ 1 6
PM=P(N=7)= Y PMNi=mNy=n)= Y %= 3%
m+n=T7 m4n=T
Analogament,
_ B B L 15
P@)=P(N=8)= Y PN =mNy=n)= S =
m+n=8 m4n=8
Aixi,
P(7,8)=P(N#7iN#8) =1-P(N=7T6 N=8)=1-(P(7)+P(8)) = %,

d’on,

P(A guanya) = P(7)+ P(T,8)P(7)+(P(7,8))’P(7)+... = P(7) i(})('ﬁﬁ))" =

n=0

1 6
=P TPEe 1

(Noteu que

P(A guanya) = P(A guanya en la la. tirada o A guanya en la 2a tirada o ...)

A guanya si treu 7 i perd si treu 8. Els altres resultats no cal considerar-los (no
influeixen ja que si es déna algun d’aquest casos es torna a tirar). Llavors,

P(Aguanya.)=P(N=7|N=76N=8)=%=Tﬁi.

Es a dir, d’11 casos (sobre 36) en qué surt 7 o 8, 6 casos corresponen a N = 7.
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27. Es tenen sis urnes amb dotze boles cadascuna (blanques i negres). Una urna té vuit
boles blanques; dues, sis boles blanques, i tres, quatre boles blanques. A P'atzar, s'escull
primer una urna i a continuacié s’extreuen d’ella tres boles. D’aquestes, dues resulten
ser blanques i una negra. Quina és la probabilitat que I'urna escollida contingués sis
boles blanques i sis de negres?

tipus | nombre nombre de nombre de
d'urna | d'urnes | boles blanques | boles negres
A 1 8 4
B 2 6 6
C 3 4 8

Sigui X l'esdeveniment “escollir una urna del tipus X", X = A,B,C, i sigui Y
I'esdeveniment “extreure dues boles blanques i una bola negre”.

Aplicant el Teorema de Bayes:

- P(Y|B)P(B) _
PIBIY) = BvIAP(A) + P(Y|B)P(B) ¥ PYICIP(C)

(1) 2
- N e _ 45
— [B\[4 8\ (6 4\ (8 == .
EQ{Q; (3) 2 )(Ha 109
23 €+ 'l!lg_i_ ﬂalg
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28. Una moneda amb P(cara) = p es llanga n vegades. Trobeu la probabilitat, p,,, que el
nombre de cares obtingudes sigui parell.

(a) Directament.

(b) Mitjangant una férmula recursiva que relacioni p,, amb p,,_;.

(a) Sigui X, el nombre de cares obtingudes en els n llangaments de la moneda.

i. n parell:

P(X, parell) = P(X, =00 X,=20 ...0X,=n)=

|
- A ) 2 n2 ) n
= () + )k (D) \
ong=1-p.

Perd, pels desenvolupaments de (g + p)" i de (g — p)™:

n\ » n\ 2 n-2 nY o _
(O)q +(2)pq +...+(n)p =

(g+p)"+(g—p)" _1+(1—2p)"
2 2 '

e

i. n imparell:

P(X, parell) = P(X, =00X,=20 ... 0 X,=n-1)=

— (™Y ny (P),2,n—2 L n—1_ _
= (o) (o (2 )

_lg+p)"+(g—p)" _1+(1-2p)"
2 2 :

- ; 1+(1-2p)"
com en el cas anterior. Aix{, per a tot n, p, = —-ﬂT—EL

(b)
pn = P(X, parell) = P(cara|X,_; imparell)P(X,,_; imparell)+

+P(creu|X,,_; parell)P(X,,_, parell).
Pero,

P(cara|X,,_; imparell) = P(cara) = p;
P(X,,_, imparell) =1 — P(X,,_; parell) =1 — p,,_1;
P(creu|X,_; parell) = P(creu) =1 — p;
P(X,,_1 parell) = p,_1.
Aixi,
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pn=p(1 =pn-1) +(1 =p)pn-1 =2+ (1 - 2p)pn-1.

A més pg = 1. Per tant,

Pn = P+ =2p)pa1=p+(1-2p)(p+ (1—-2p)pn_2)=
= p+(1-2p)p+ (1 =2p)’pna=...= |
P+ (1-29)+(1-2p) +...+ (1 =2p)" 1) + (1 —2p)"po =

]

(Si p = 0, el nombre de cares X,, = 0 per a tot n i, per tant, p, = 1.)
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29. Una persona estalvia per comprar un autombbil que val N pessetes. Disposa de k
(0 < k € N) pessetes i tracta d’aconseguir les que li falten mitjangant el joc segiient
amb el seu banquer. Es llanga repetidament una moneda. Si surt cara, el banquer li
paga una pesseta, perd, si surt creu, ell paga al banquer una pesseta. El joc continua
fins que la persona s'arruina o guanya prou per comprar |’automobil. Calculeu la
probabilitat de que s’arruini.

Sigui Ag I’esdeveniment “arruinar-se disposant inicialment de k pessetes”.

Sigui B l’esdeveniment “surt cara en la primera tirada”. Aix{,

P(Ax) = P(Ax|B)P(B) + P(Ax|B)P(B).

Pero,

P(Ak|B) = P(Ak+1),
P(Ai|B) = P(Ag-1.

Per tant, si pr = P(Ag), es té la segilent equacié recurrent:
1

Pk = §(Pk+1 +pk-1), 0<k<N
amb les “condicions de contorn”:

pp=11ipny=0

Per resoldre aquesta eqiiacié observem que:

Pk+1 — Pk =Pk —Pk—1, 0 <k <N,

d’on, si dx = pr — Pr—1:

di=dr_1=...=d) =d,
i, per tant,
gy == kil gy = Edd 1, 0 <he I
A més a més, com que py = 1, esté d = — 4.
Per tant,

pr=P(Ar)=1-

2|~
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30. Dos jugadors a i 8 juguen repetidament amb probabilitat de guanyar un punt p i
g =1 — p respectivament, 0 < p < 1. Calculeu la probabilitat que té cada jugador de
guanyar el joc si:

(a) guanya el joc qui primer aconsegueix un avantatge de dos punts sobre 'adversari;

(b) guanya el joc qui primer aconsegueix guanyar dos punts consecutius.

(a) Designem per:
aa: o guanya els dos primers punts.
ab: o guanya el primer punt i 3 el segon.
ba: 3 guanya el primer punt i a el segon.
bb: 3 guanya els dos primers punts.
Aix{,
P(aa) =p?, P(ab) = P(ba)=pq, P(bb)=q’.

Si A és 'esdeveniment “« guanya el joc”:

P(A) = P(Alaa)P(aa) + P(A]ab)P(ab) + P(A|ba)P(ba) + P{A|bb)P(bb).
Pero,

P(Alaa) =1, P(A|bb) =0.
A més a més,

P(Al|ab) = P(AJba) = P(A),

ja que, havent guanyat cadascun dels jugadors un punt, els jugadors estan em-
patats i és com si el joc tornés a comencar. Per tant, |

P(A) = p* + 2pqP(A),
d’on
> 2

p P
P(A) = =
(4) 1-2pq p*+gq

i
La probabilitat P(B) que S guanyi el joc és:
2

P(B)=1-P(A) = pgiq

R

Nota: Sip=gq= %,P(A)iP(B):%,
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(b) Sigui

a: o guanya el primer punt.
b: 3 guanya el primer punt.

P(a)=p, P(b)=gq.

Els esdeveniments aa, ab, ba i bb es defineixen com en 'apartat anterior.

Per tant,

P(A) = P(A|a)P(a) + P(A|b)P(b) = P(Ala)p + P(A|b)q.
Pero,
P(A|a) = P(A|aa, a)P(aale) + P(A|ab, a)P(abla),
on
P(A|aa,a) = P(Alaa) =1, P(A|ab,a) = P(A|ab) = P(Alb),
P(aal|a) = p, P(abla) = gq.
i, per tant,
P(Ala) = p+ P(Ab)g.
Analogament,
P(A|b) = P(Alba,b)P(balb) + P(A|bb, b) P(bb|b),
on
P(Alba,b) = P(A|ba) = P(Ala), P(A|bb,b) = P(A|bb) =0,
P(balb) = p, P(bblb) =gq.
i, aixi,
P(A|b) = P(Ala)p.
Resolent les equacions (2) i (3) s’obté:

p‘.Z

1-pg

P

Flla) =5 —

» P(A[b)

Finalment, substituint en (1):

2 2
p P P*(1+q)
(4) pl—pq ql-pq 1 —pq

La probabilitat que guanyi el joc el jugador 3 és:

(@)
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g
1
P(B) =1 P(4) = L0FP).
1 —pq
Nota: Sip=gq=13, P(A)= P(B) = 1.
Nota: Una altra forma de resoldre aquest apartat del problema és la segiient:
El casos en qué guanya «, amb les seves respectives probabilitats, sén:

aa P’
abaa piq
ababaa  piq®
baa P’q
32
babaa Pq

bababaa p*q?

Sigui A, a: “guanya a i el primer punt ’ha guanyat «”, i sigui A, b: “guanya a i
el primer punt I’ha guanyat 3”.
P(A) = F(A,a)+ P(A,b) =
=P +7q+p'¢ +.. )+ (PPa+ PP + P+ ) =

1 1 2(1 +
= p? +plq :P( Q)‘
1—-pq 1 —pq 1 —pgq
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Problemes proposats

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

S’escull a P’atzar una corda d'un cercle. Quina és la probabilitat que la seva longitud
sigui més gran que la del radi?

Es llancen N daus, on N pren els valors 1,2, 3, ... amb P(N = i) = 2%, i la suma dels
punts obtinguts és S. Calculeu la probabilitat que:

(a) N =2 condicionat a S =4 i el primer dau treu 1.
(b) S =4 condicionat a N és parell.

En una ma de bridge es reparteixen cinquanta—dues cartes (tretze cartes de cada
un dels quatre colls) entre quatre jugadors. Sigui A I’esdeveniment que, en una ma
donada, cada jugador rebi un as. Trobeu la probabilitat que A succeixi almenys una
vegada en set mans.

I’entrada d’un teatre val 500 pessetes i, al comengar a vendre les entrades, la taquillera
no té canvi. La meitat dels 2n espectadors paguen amb una moneda de 500 pessetes,
i I’altra meitat amb un bitllet de mil.

(a) Calculeu la probabilitat que a la taquillera no li falti mai canvi.

(b) Quina seria aquesta probabilitat si, al comengar la venda d’entrades, la taquillera
tingués m < n monedes de 500 ptes.

Es llancen sis monedes de una pesseta i una de cinc pessetes. Sabent que almeny tres
monedes surten cara, trobeu la probabilitat que la moneda de cinc pessetes surti creu.

A una urna hi ha set boles blanques i tres de negres. Tres jugadors extreuen per torn
una bola cada un, miren el color de la bola i la tornen a ’'urna. Guanya el joc el primer
jugador que treu per primera vegada una bola negra. Trobeu la probabilitat P(A) que
guanyi el joc el jugador que comenca a jugar,

(a) directament, sumant una certa série;

(b) a partir d’'una equacié que relacioni P(A) amb ella mateixa, justificant-ne ’obten-
cid.

Un jugador tira dos daus i observa la suma dels dos nombres que apareixen. Si aquesta
suma és 7 o 11, el jugador guanya immediatament. Si la suma és 2, 3 o 12, el jugador
perd immediatament. En altre cas, els dos daus es llancen (a la vegada) successivament
fins que s’obtingui una suma igual a 7 o fins que s’obtingui altre cop la suma obtinguda
en el primer llancament. Si la suma 7 s'obté abans que la del primer llangament, el
jugador perd i, en cas contrari, guanya. Calculeu la probabilitat de que el jugador

guanyi.

En un lot de deu articles, | sén defectuosos. Per fer una inspeccié se seleccionen a
Patzar tres articles. Si la probabilitat que exactament dos dels articles seleccionats
siguin defectuosos és 0.3, trobeu [.
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39.

40

41.

42,

43

45.

46.

Hi ha k caixes, cada una de les quals conté n boles iguals numerades de 1 a n de
manera que cada una té la mateixa probabilitat de ser escollida. S’escull una bola de
cada caixa. Calculeu la probabilitat que el nimero més gran que s’ha extret sigui m.

Es tenen dues urnes U i V. L'urna U conté dues boles blanques i una bola negra.
L'urna V' conté una bola blanca i dues boles negres. S’extreuen a l'atzar dues boles
de cada urna i s'introdueixen dins d’una bossa. Tot seguit i també a ’atzar s’extreuen
dues boles d’aquesta bossa (sense reposicié). Quina és la probabilitat que ambdues
siguin negres?

Es tenen n urnes, cadascuna amb a boles blanques i 3 boles negres. Es fa passar
una bola de la primera urna a la segona, després, una de la segona a la tercera, etc.
Finalment, s’extreu una bola de I"dltima urna. Calculeu la probabilitat que aquesta
bola sigui blanca.

A1 B juguen llancant alternativament dos daus fins que la suma dels dos resultats
mostrats pels daus val 7. Calcular la probabilitat que perdi qui comenga el joc.

La sortida S d'un circuit logic correspon a la funcié booleana S = A- B+ C (- i +
denoten, respectivament, les funcions ldgiques and i or. Les entrades A, B i C sén
independents i prenen els valors 0 i 1 amb igual probabilitat. Si a la sortida s’observa
el valor logic 1, calculeu la probabilitat que A = 1.

- Considereu el mateix canal de comunicacié que en el problema 20, perd amb Pla)=0.8

i P(b)=0.2.
(a) Trobeu la probabilitat d’error quan la regla de decisié és:

si P(ila) > P(i|b) es decideix a

rebut i (1=0,1) { si P(ila) < P(ilb) es decideix b

(receptor ML o de mazxima versemblanga).

(b) Trobeu la probabilitat d’error quan la regla de decisié és la mateixa que en el
problema 20, és a dir:

v si P(ali) > P(bli) es decideix a
FEBOG ) R L) { si P(ali) < P(bli) es decideix b
(receptor M PP o de marima probabilitat a posteriori).
Quina regla de decisié és la millor?

Una moneda amb P(cara) = p i P(creu) = g es llanca reiteradament. Trobeu la
probabilitat que surtin r (> 1) cares seguides abans que surtin s (> 1) creus seguides.

Dos jugadors, A i B, llancen alternativament dos daus. A guanya si treu, entre els dos
daus, 10 punts abans que B n’obtingui 8. En cas contrari guanya B. Suposant que
comenga a tirar A, calculeu la probabilitat P{A) que guanyi A,

(a) directament sumant una certa série;
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(b) relacionant el valor de P(A) amb ell mateix mitjangant el teorema de la proba-
bilitat total.

47. Es tenen dos jocs de n cartes. Un d’ells s’estén i ’altre, després de barrejar les cartes,
s’estén damunt del primer. Calculeu la probabilitat p,, que no hi hagi cap coincidéncia.

48. Quatre ciutats estan situades en els vértexs d’'un quadrat. Un transportista realitza
viatges entre elles. Des de cada ciutat viatja a la segiient (sentit horari) amb prob-
abilitat p i a la anterior (sentit antihorari) amb probabilitat ¢ = 1 — p. Trobeu la
probabilitat que el primer retorn a la ciutat de sortida es faci per la ciutat oposada a
la primera que es va visitar (després de la de sortida).
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Respostes

31. Problema mal definit que pot tenir infinites solucions (vegeu el problema analog en

Pexemple 1-1 del libre de A. Papoulis).

144

433

— == 0.
(5) 6912 o

33. 0.5418
34. (a) 25
_ (n1)? o
(b) I~ —=1
D:

42

300

36. P(A)=

= 0.457

244
495

38. l=461=09.

mE — (m —1)*

37. = 0.493

39.

40. —.

41.

42. 0
43. 06
44. (a) P(e) = 0.22

(b) P(e) = 0.2. En aquest cas el receptor sempre decideix que s’ha enviat el sfmbol

a.
El receptor M PP és optim.
r—=1(1 _ o*
45. r—1 - -—(i qr}] s—1"
P +q'T —pTT g

46. 1% _ ¢.306.
273

ym+1

— I

ntm41

m<n

m=n
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1 1 1
47- pn=§—§+.+('—l)n

n!

Curiosament, limy, 0o prn = €71,

p*+q*
1-2pq

0

1
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Capitol 2. Variables aleatories unidimensionals

1. Un transmissor envia els missatges m_; = —1, mp = 0, m; = 1 amb la mateixa
probabilitat. A causa del soroll, al transmetre m; es reb = = m; + n, on n és el valor
d'una v.a. N gausiana normalitzada (N(0,1)). El receptor decideix que s’ha enviat el
missatge més proper a z, és a dir, min{| z—m; |,i = —1,0, 1}. Calculeu la probabilitat
d’error en termes de la funcié er f.

Q
Q
®

Exemple: Si es rep 0.8 es decideix que s’ha enviat m;.

Diem E={ hi ha hagut error en la interpretacié del missatge }. Observem que és facil
calcular

P(E|m_1)=P(N 2 2)=1~Fn(3) =1~ (5 +erf(3)) = 2 —erf(3)

Similarment,
P(E | mi) = P(N < ~3) = F(~3) = 5 + erf(~3) = 3 — erf(3)
1 1 1 1
P(E|mo)=P(IN |2 3) = PN 2 2)+ PN < —3) = 1-2erf(3)
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Per a calcular la probabilitat d’error amb aquesta informacié podem fer servir la
Férmula de la Probabilitat total.

P(E) = P(E|m_y)P(m_,)+ P(E|mg)P(mg)+ P(E | my)P(m,y) =
= %(2—461']’(%)) ~0,4114.
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2. La v.a. X té per funcié densitat

{ z+1 size(-1,0]

fx(x)=¢ —z+1 size(0,1]

0 si z € (—oo,—1]N (1, 00)
Es defineix la v.a. Y = g(X), on g és la funci6é
1 size(1/2,00)
glz)=¢ 0 size(-1/2,1/2]
-1 siz e (—o0,-1/2]
Trobeu la funcié de probabilitat i de distribucié de Y.

f_(x)
X

La v.a. Y és discreta i prén els valors {—1,0,1} amb probabilitats

—-1/2 —-1/2

PY = <1)=P(X <=1/2)= / Fx(z)dz = (z+1)dz = 1/8

—00 —1
De manera similar,

PY =1)= P(X >1/2) = [:2(~x+ Dde=1/8

Finalment,
PY=0)=1—-(P(Y=-1)+P(Y =1)) =3/4.
La funcié de distribucié de Y és
0 siy€ (—oo,—1)
_ ) 1/8 siye[-1,0)
Fr@W)=19 7/8 siyeo1)
1 si y € [1,00)
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3. Sigui X una variable aleatoria contfnua amb distribucié uniforme a l'interval (0,1).
Trobeu les funcions de densitat de probabilitat de les variables aleatories Y = g(X) i
Z = h({X) on g(z) = 82% i h(z) = (z — 1/2)%.

La funcié y = g(z) = 8z és bijectiva i la seva inversa és z = ¢~ !(y) = Yy/2, de
manera que

altrament

b siy€(0,8
frw) = fx(e™' @e™) v )|—{ sys mvel0f)

Per a cada valor positiu de z la equacié z = (z—3)? té les dues solucions z; = §++/z =
hil(z) i 23 = § — /z= h3'(2), de manera que

f2(2) = fx (b7 (2)I(RT Y (2)| + Fx (b (2)I(R

altrament

{27 siz €(0,1/4)
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4. Trobeu una funcié estrictament creixent que transformi una variable aleatoria uniforme
a2 (0, 1) en una variable aleatoria exponencial de parametre A.

Sigui X la variable aleatdria que té distribucié uniforme a (0,1) i g la funcié que es
busca tal que Y = g(X) tingui una distribuci6 exponencial de parametre A\. Com que
g ha de ser bijectiva, si h = g7,

B v [ IR()] sih(y)€(0,1) [ Ae ¥ siy>0
Fr(v) = Fx(h())IW' ()] = { 0 altrament 10 altrament
Com que g ha de ser estrictament creixent, tenim |h'(y)| = h'(y) = Ae ¥,y > 0, 0
sigui

h(y) =k —e™ ¥
on k és una constant d’integracié. D’altra banda, g ha de transformar l'interval (0, 1)
en (0, o), de manera s’ha de satisfer h(0) =01 limy_, o h(y) = 1. Ambdues condicions
es satisfan amb k = 1 de manera que la funcié buscada és

In(1 —z)

o(z) = (@) = ——

,z € (0,1).

La funcié g(z).
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5. A una bossa hi ha dues monedes de 100 pessetes, quatre de 50 i quatre de 25.
(a) Treiem tres monedes a I’atzar. Quina és la probabilitat de treure 150 pessetes?

(b) Repetim I’experiment anterior quatre vegades (retornant cada vegada les monedes
a la bossa). Quina és la probabilitat d’haver tret 150 pessetes tres vegades?

(a) Hi ha deu monedes, de manera que cada extracci6 de tres monedes té probabilitat
—(r‘.,)-. Per obtenir 150 pessetes cal treure o bé tres monedes de 50 ((3) possibilitats),

3
o bé una de 100 i dues de 25 ((})(3) possibilitats). Aixf doncs,

_BH+(06) _ 2

P(treure 150 pessetes) —To)— =
3

(b) Si X conta el nombre de vegades que s’obtenen 150 pessetes en quatre extraccions,
X segueix una llei Bin(4,2/15). La probabilitat de treure 150 pessetes tres

vegades és
4\ /2\313 416
i ) (3) (15) 15 154
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il

6. Trobeu I’esperanca i la variancia de les variables aleatdries
a) X ~ Bernouilli(p)
b) Y ~ Bin(n,p)
c) Z ~ Poisson(])
d) T ~ Geom(p).

(a) Tenim P(X =1)=pi P(X=0)=1-P(X=1)=1-p=gq,don
E(X) =0P(X=0)+1P(X=1)=p.
E(X?) =0P(X=0)+1?P(X=1)=p.
Var(X) =E(X*)-(E(X))*=p-p*=p(1-p) =
(b) Ara
P(X =k)= (:)p"q“"‘o <k<n,

de manera que

. ):k( Yot

Per tal d’obtenir una expressi6 senzilla d’aquest sumatori es pot fer el segiient.

De
= (n k_n—k
n__ n—
(a+z)" = z (k):r a
k=0
obtenim, derivant respecte de z,

n(a+z)" Zk( ) =1 yn—-k (1).

Posant z = p i a = ¢ a aquesta darrera expressi6 i multiplicant per p obtenim

E(Y)=np(qg+p)"~! = np.

D’altra banda,
E(y‘l)_sz( ) k. _n— k

Multiplicant I'expressié (1) per z i derivant una altra vegada obtenim

n(a+2)"~2((n - 1)z + (a+ z)) zkz() an—k
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(c)

(d)

Multiplicant aquesta expressi6é per z i posant a= giz=ptenim
E(Y?) =np((n—1)p+1) = (np)* + npq

de manera que,
Var(Y) = E(Y?) - EX(Y) = npq.

Observacid: Hi ha una manera forga més simple d’obtenir aquest resultat inter-
pretant una variable aleatoria binomial com a suma de variables de Bernouilli.
Aquesta interpretacié es veura més endavant.

Per a una variable aleatoria de Poisson tenim

S
P(Z=kK=e>T k=0,1,2..

de manera que

B ;\k a Ak—l
E(Z)=) ke g=e *,\Zm:

k>0 ’ k>1

D’altra banda,

E(Z2Y) = Ekﬂe—*)‘ "‘)\Zk(k_l

k>0 k>0
=e A (D) (k- 1 +Z ks ]
| k>1 ! k>1 (k—1)!
=e 2\ AE_AL—-?— + c)‘] = AA+1).
&5 (k—2)!

d’on
Var(Z) = E(Z?) - E}Z) =\

Finalment, per a una variable aleatdria geométrica,
PT=k)=p¢* ' k=1,2,3,...,9g=1—p,

E(T)=) kpg* ' =pY k¢* .

k>1 k>1

i aleshores

Aquest sumatori es pot posar de forma senzilla fent el segiient. De

k>0

derivant respecte de z,

I_I ZkaI

k>1
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d'on, posant z=¢=1—p,

1 1
PO =ra—gr=3

D’altra banda,

E(XQ) = Ek2qu—1 =p Z(k-'_ I)qu—I _ quk—l .

k>1 k>1 k>1
El primer d’aquests dos sumatoris es pot calcular a partir de
s Y
—_— z
1—=x ¥>0
derivant dues vegades respecte de z i posant z = g,
2 s
5= > (k+ 1)kg*?
k>0

mentre que el segon dels sumatoris ja s’ha calculat abans, d’on
2 1
E(X?) = [—— - —J :
(X)=p|3 3

D’aquf,
2 1 1 q

Var(X)=E(X2)—E2(X):(F—5) el &
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7. Un sistema de transmissié emet els digits —1,0 i 1. Quan es transmet el sfmbol 1, es
rep el simbol j d’acord amb les probabilitats expressades en el diagrama segiient

i es diu que s’ha produit una distorsié (i — 7). Quin és el valor mitja de la distorsié?

De I’esquema deduim que i — 7 pren els valors —1,0 i 1 amb probabilitats

1
S P(i-j=1li=k)P(i=k)=P(i—j=1/i=0)P(i =0) =

Pli-j=1) =
k=—1
= P(=-1li=0)P(i=0)= —1
= MmN =0
De manera similar,
o 1
P(t—]——l)—ﬁ
i aleshores,
i g 3y 28
Flem =) = b P~d= L Bi-~d = L= o
Aixf doncs,

1
ElG-P= Y BPG-j=k =1
k=-—1




,
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8. Sigui X la variable aleatoria que conta el nombre de vegades que cal tirar un dau
perque surti el 5 o el 6. Quina és la funci6 de probabilitat de X7 Fent servir la
desigualtat de Txebyshev, determineu el nombre de tirades pel qual s’obté un 5 o un
6 amb probabilitat (a) 0,95 i (b) 0,99.

Es clar que X segueix una llei geometrica de parametre p = P(surt un 5 o un 6) = 1/3
(suposem que totes les cares tenen probabilitat 1/6 de apardixer). Aix{ doncs,

P(X = k) = (3115,

D’acord amb el problema 5 d’aquest capftol, el valor mitja de X és E(X) = % =3

Per resoldre la segona questié observem que P(surti un 5 o un 6 en k tirades) > c és
equivalent al fet que P(X > k) <1 —¢. D’acord amb la desigualtat de Txebishev,

- Var(X)

P(IX -3|>a) < 2

on, segons el problema 5, Var(X) = g/p? = 6. Aix{ doncs, per a 6/a? < 1—c¢, ésa
dir, per a a > (6/1 — ¢)'/?, tenim P(X —3|>a)<1—c.

Per a ¢ =0.95, tenim a > 11 i P(|X — 3| > 11) = P(X > 14) < 0,05, de manera que
en 14 tirades la probabilitat de treure un 5 o un 6 és més gran o igual que 0,95. De

forma similar, en 28 tirades la probabilitat de treure un 5 o un 6 és més gran o igual
que 0, 99.
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9. Tenim dues bosses amb deu monedes cada una. A la primera hi ha dues monedes

falses i a la segona quatre.

a) S’escullen tres monedes a l'atzar de la primera bossa. Quina és ’esperanga i la
variancia de la variable aleatdria X que conta el nombre de monedes falses que surten?

b) S’escull una de les bosses a |’atzar i se’'n treu una moneda. Després es treuen dues
monedes de |'altra bossa. Quina és la probabilitat d’haver tret almenys una moneda
auténtica?

¢) S’escull una bossa a I’atzar, es treuen tres monedes a ’atzar i resulten no ser falses.
Quina és la probabilitat que procedeixin de la primera bossa?

1
(a) Tots els grups de tres monedes tenen la mateixa probabilitat —- de ser extretes.

(3)

Hi ha (3) possibilitats de treure tres monedes auténtiques, de manera que

8) 7
PX=0)=2% =
(5) 15

De manera semblant,

px =1y= @) _ T%p()(:m_ HeG 1

@ R
D’aquf,
E(X) = 1(7/15)+2(1/15) = 3/5
E(X%) = 1%(7/15)+2%(1/15) = 11/15
Var(X) = E(X?) -E*(X)=28/75
(b) Si
A = {ha sortit almenys una moneda auténtica}
i
B; = {la primera moneda s’extreu de la bossa i},
aleshores
P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(By)
on

P(By) = P(By) = 1/2

_ - A@E) 219
P(A|B,)=1-P(A lBl)fl--(-ﬁ—éﬁ)__z_zg

2y (4

de manera que la probabilitat buscada és

P(A) = 221/225 ~ 0.982
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(c) Sigui B; = {s’ha escollit la bossa i} i C = { les tres monedes s6n auténtiques}.

D'acord amb la férmula de Bayes,
_ P(C|B,)P(B;)
PBC) = poTB)P(B)) + PCIBP(BS)
on
@ _ 7. @ 1
P(B;) = P(By) =1/2, P(C|B,) = = — i P(C|B,y) = -
(B1) = P(B;) =1/2, P(C|B,) ] 15 | P(C|B) )
d’on 14
P(B)|C) = —.

19
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10. Sigui X una variable aleatdria de Poisson amb valor mitja A i Y = g(X), on

T
_J § =z ésunenter parell
9(<) { 0 altrament

Quina és la funcié de probabilitat de Y i la seva esperanca?

La variable aleatdria Y pren només valors enters o nuls. Per a k enter,

i Aﬂk
(2k)!

P(Y=k)=P(X=2)=e

mentre que

P(Y=0)=P(X =0U (Ux:qu)):

k>0

% A Aﬂ’ 1 5
- +E B 7 e (1+sinh)),

de manera que

A2k—1

XA AR de™t
B(Y) = 3 KP(Y = k)= ke = =5 > ey~ 2

sinh A.
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11. Es tiren deu daus equilibrats. Quin és el nombre mitja de cares que apareixen?

Sigui N la variable aleatdria que conta el nombre de cares diferents que apareixen als
deu daus i X;, 1 < i < 6 una variable aleatoria que val 1 si al tirar els deu daus surt
almenys una cara i i val 0 en cas contrari (X; és la variable aleatoria sndicadora del
succés ha sortit la cara 4). Esta clar que N = X, + X3 + ... + X i que cada una de
les X; és una variable aleatoria de Bernouilli amb probabilitat d’éxit

p=P(X;=1)=1-P(X;=0)=1-(5/6)'°
de manera que N té per esperanca

1
E(N) = E(X) + E(X2) + ... + E(X,) = 6p = 6 (1 - (%) 0) ~ 5.03.
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12. Cent boles es distribueixen aleatdriament en noranta caixes. Quin és el nombre mitja
de caixes buides?

Sigui X; la variable aleatdria indicadora del succés A; = {la caixa i esta buida }, és
adir, {X; =1} = A; i {X; = 0} = A{. Sigui X la variable aleatdria que conta el
nombre de caixes buides. Aleshores,

X=X14+Xo+...Xo0

on cada X; és una variable aleatoria de Bernouilli de parametre p = P(X; = 1) =
(89/90)1%. Aixf{, raonant com en el problema anterior:

89 100
E(X) = %0 (E) ~20.4
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13. Una font biniria emet de manera equiprobable i independentment un bloc de tres
digits (0 o 1) cada segon. De cada bloc s’envia a un canal de transmissié un 0 si al
bloc hi ha més zeros que uns i un 1 en cas contrari. El canal transmet el digit amb
una probabilitat d’error p (vegeu el diagrama)

' M

| 0 L

i el receptor reconstrueix la terna repetint tres vegades el digit que s’ha rebut. Quin
és el nombre mitja de bits erronis per bloc? Quina hauria de ser la probabilitat p per
tal que aquest valor mitja no fos més gran que 17

Sigui N la variable aleatdria que conta el nombre de bits erronis per bloc. Observem
que nomeés si hi ha error de transmissié, la variable aleatdria N pren valors 2 o 3 i, si
no n’hi ha, pren els valors 0 o 1. Axf doncs,

P(N =0) = P((z1z22z3) € {000,111} N no hi ha error de transmissi6) =

= (2/8)(1-p)
P(N=1) = P((z1z22z3) ¢ {000,111} Nno hi ha error de transmissi6) =
= (6/8)(1-p)
P(N =2) = P((z1z223) &€ {000,111} N hi ha error de transmissi6) =
= (6/8)p
P(N =3) = P((z1z273) € {000,111} Nhi ha error de transmissié) =
= (2/8)p

El valor mitja és
E(N) =1(6/8)(1 —p) + 2(6/8)p + 3(2/8)p = 3/4 + (3/2)p.

Per tal que aquest valor mitja no sigui més gran que 1 cal doncs que la probabilitat
d’error del canal satisfaci p < 1/6.
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14. Sigui X una variable aleatoria amb esperanca mx i variancia 0% . Quina és I'expressié

de l'esperanca i variancia de Y = aX + b en termes de les de X? Es poden trobar
valors a i b de manera que E(Y) = 0i Var(Y) = 1 (variable aleatdria normalitzada) 7

Tenim
E(Y)=E(aX +b)=aE(X)+b=amx +b
i
Var(Y) = E[Y - E®y))?] = E[(aX +b— (amx +b))’] = E(a*(X - mx)?) =
= a®E[(X —mx)?] = a?0%.
En particular, si b= —amx ia=1/ox, ésadir,siY = XT‘;“X-, aleshores E(Y) =01

Var(Y) = 1.
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15. Sigui X una variable aleatdria contfnua tal que la seva funcié de densitat de probabilitat
té un eix de simetria a la recta y = k. Si X té esperanca, quin és el seu valor?

Que la funci6 densitat de X tingui un eix de simetria a la recta y = k vol dir que

fx(k+z)= fx(k—z)Vzr € R.

Fent el canvi de variables u = = — k,

E(X) = fmzfx(z)dz=[m(k+u)fx(k+u)du=

—00

= k/w fx(k+u)du+jmufx{k+u)du.

La primera d’aquestes integrals és la de la funcié densitat sobre tota la recta i val 1,
mentre que la segona és la d’una funci6é imparell en un interval simétric (convergent
ja que X té esperancga) i és per tant nul-la. Aixf doncs, tal i com resulta intuitivament
raonable, E(X) = k.
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16. Trobeu el valor mitja i la variancia de les variables aleatodries
a) X ~ U(a,b).
b) Y ~ Exp(A).
¢) Z ~ N(m,a?).
d) T ~ Ray(a).

(a) La funcié densitat d’una variable aleatoria uniforme a l'interval (a,b) té un eix
de simetria a la recta y = “—‘{—b. D’acord amb el problema 16 d’aquest capitol,

at+b
E(X) = 5

D’altra banda,

fe"s] b
Var(X) f_ (z—a;b)zfx(z)dx=f(x—a+b)2 ! e

2
11 a6\ (b-ap
T L T2

a

(b) La funcié densitat de Y és

[ xe™™ siy2>0
frly) = { 0 altrament
de manera que
E(Y) = f gy
0
Var(Y) = / y2 e Mdy.
]

Per calcular aquestes integrals resulta (til el canvi © = Ay, ja que

- 1 T(n+1)
n A n u
,/0 ¥ Ae ydy - An+1 ,/0. ue tdu Antl 7

on I'(n + 1) = n! és la funcié gamma. Aixi,

i E(Y®) = =

B(Y)= =

3] =

de manera que

Var(Y) = %
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(c) Considerem primer una variable aleatdria normal normalitzada N ~ N(0,1). La
seva funcié de densitat és

1 _
fz(z) = wors

que és una funci6 parell, de manera que E(Z) =0.
D’altra banda, fent el canvi z = v/2u,

Var(Z) = m‘[_w 7=,

7oA A

Finalment, si Z; = 0Z + m, aleshores Z; té una distribucié normal N(m,o?) de
manera que, d’acord amb el problema 14 d’aquest capitol,

E(Z))=miVar(Z;) =0

Observacié: Al problema 46 d’aquest capftol es suggereix un altre procediment
per calcular els moments d'una variable aleatdria normal.

(d) La funcié densitat d’una variable aleatdria Rayleigh de pardmetre a és

0 altrament

f(t)_{—g-e;% sit>0

Per calcular les integrals que donen els moments de T resulta titil el canvi u = QL:,-

ja que
f t"e" 3T dt = a™t1V2m — 1/ un—1/2e—udu - aﬂ+11/2n— F(—),
0 0
D’aquf,
00
E(T) = f t%e‘f’dt = a\/'fl‘(§) = a~1—-F( ) =ay/=.
0 [ ] 2
D’altra banda,
E(T?) =f t"’ e'i‘:fdt - a22P( 3)= 2a*
0

D’
on A ol )

2 .

Var(T) = E(T?) - E¥(T) =
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17. La variable aleatdria X segueix una llei normal N(m,o?). Sabent que m = 50 i que
P(X <6)=0.8413,

(a) quan valen I'esperanga i la variancia de X7
(b) Quina és la funcié de distribuci6é de Y = 3 — X? i la seva esperanga?

Indicacid: erf(1)=0.3413

(a) Com que X segueix una llei normal,

P(X <6)=P(X;m < 6—m)=0.5+crf(§—-;—m)=0.8413,

o

d’on erf(sz"‘) = (0.3413 i, d’acord amb Pindicacié, 5@;—"‘ = 1. Fent servir ara la
relacié m = 50 tenimo =11 m = 5.

(b) Tenim
Fy(y) = P(Y<y)=PB-X'<y)=P(X’>3-y)=

= 1-P(X?<3-y)=1-P(—/3-y<X<B-y)=
= 1-(Fx(V3=9) - Fx(-V3-y)) == 1 —erf(3-y - 5) =
= erf(-V/3-y-5)

L’esperanga de Y es pot calcular directament fent,

E(Y) = E(3 — X?) = 3 — E(X?).
Com que 1 = Var(X) = E(X?) - E*(X) = E(X?) — 25, tenim

E(Y) = —23.
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18. Sigui A un punt fix a una circumferéncia de radi r i ¢ una variable aleatoria amb dis-
tribucié uniforme a (—m, 7). Calculeu la funcié distribucié i I’esperanca de la variable
aleatoria Y que déna la distancia de A a B a la figura.

La relacié entre Y i ¢ ve donada per
Y = |2rsin(¢/2)|
de manera que Y pren valors a l'interval (0,2r). Per a y € (0, 2r),

Fy(y) = P(Y <y)=P(|2rsin(¢/2)| <y) = P(lsin(¢/2)| < 5-) =

P( 2 sin ) (2 arcsm( 2 ) < Q.’) < 2&[‘(51“(2 ))

- F¢(2arcsin(§y;)) — Fy(2arcsin(—o-)) =

= i4 arcsin(l).
2r

2
Aixf doncs,
0 y<0
Fy(y) = % arcsin(£) y € (0,2r)
1 y>2r

La funcié densitat de Y es pot calcular, o bé derivant Fy(y),
: y € (0,2r)

friv) =4 ary1-(F) ’
0 altrament

o bé directament de la funcié densitat de ¢ de la manera segiient. Donat que la funcié

y = [2rsin(¢/2)|
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té dues solucions per a cada y € (0, 2r), ¢; = 2arcsin(£) i ¢2 = 2arcsin(—),

r

-1
1 —

1
1

r

! 2 siy € (0,2r)

ry/1— iIzri! 2m

De manera semblant, 'esperanca de Y es pot calcular de dues maneres, o bé a partir
de la funcié densitat de Y que hem obtingut,

Il

Jr(w) Jo(2aresin(70) + fo(2aresin(5E)) =
r T

2r

™

= 2

2r
.00 [ (L2 4r
e 2r |

E(Y)=f2'—————-— L E——
0 nr 1—(2r)

o bé directament de la funcié densitat de ¢ fent servir el teorema de 'esperanca,

EY) = f_ yf¢(¢)d¢=f [2rsin(¢/2)1§1;r.d¢:
- Z [0 sin(4/2)d$ = .
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19. Sigui X una variable aleatdria amb funcié densitat

_ | 2z z€(0,1)
fx(z)= { 0 altrament -

Determineu E(vX)
a) A partir de la funcié densitat de ¥ = vX.
b) Fent servir el Teorema de I’esperanca.

(a) Per a cada z € (0,1), I'equacié y = /z té una tnica solucié per a y, de manera
que
_ 5 _ [ 4® ye(0,1)
i =laire) = { 8 400

D’on
{s o]

3 §
EV)= [ uivpay= [ 4ytdy=2.
—00 0 5

(b) Directament, a partir del teorema de 'esperanca,

00 1
B(Y) = BVX) = [ Vafx(e)s = [ veeada =%,
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20. El percentil 90 d'una variable aleatdria X és el valor zgp pel qual Fx(zg) = P(X <

xgo) = 0.90. De forma similar, el percentil 50 és el valor x50 que satisfa P(X < z50) =
0.50 i s’anomena mediana. Quins sén aquests dos valors per a una variable aleatoria
exponencial de valor mitja 107

Diem z al percentil corresponent a P(X < ;) = k1072, 0 < k < 10. Aleshores,
Th Tk -
f Ix(z)dz = [ de X dp = —e | F =1 - 7> = k1072
— 00 =00

de manera que
In(1 — k1072)

T = X

Com que % = FE(X) = 10, tenim A = 10~!. D’aqui,

T9o = —10In(0.1) ~ 23.0585
50 = —10In(0.5) ~ 6.93147

Nota: Observeu que la mediana no coincideix amb el valor mitja. Els dos valors
coincideixen en canvi per a una variable aleatoria normal o, més generalment, quan la
funcié densitat té un eix de simetria.
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21. La probabilitat que un component electronic que no ha fallat fins a l'instant ¢ falli
a l'interval (t,t 4+ dt) és 10~2dt. Si ha estat funcionant fins a ¢ = 30, quina és la
probabilitat que funcioni almenys fins a ¢t = 407

Sigui T la variable aleatoria que indica l'instant en qué el component falla. El sentit
precis de I’enunciat és que

. Pl<T<t+AlIT>1)
lim

= -2
lim 5 =10"2,¢t>0.

Aquest lfmit se I’anomena raé de fallade condicionada, 5(t), i en general és una funcié
del temps. Aquf, 3(t) = 10~? és constant. Posant

P(t<T <t+At) Fr(t+At) - Fr(t)
PT>t)  1-Fr(®)

Pt<T<t+AtT >t)= t>0

es pot expressar el lfmit anterior en termes de Fr(t),

1 Fr(t+At)—Fr(t)  Fp(t) _ . o
Atr—lol() At 1-— FT(t) N FT(t) =Hpel
d’on
In(1 — Fp(t)) = 107%,t >0
i aleshores,
Fr(t) = 1—-e*,t>0
frt) = e t>0

on A = 1072, és a dir, T segueix una llei exponencial de valor mitja 100. En particular,

P(T > 40)

PT =30

1 —FT(40) . e—04 _
1—Fr(30) €03

= e %' =1- Fp(10) =~ 0,90.

P(T > 40|T > 30) =

Observeu que P(T > 40|T > 30} = P(T > 40— 30). Aixo és el que es vol indicar quan
es diu que la variable aleatoria exponencial no té memoria.
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22. Tres ordinadors, cada un amb una raé de fallada condicionada B(t) = ), funcio-
nen independentment per prestar un servei determinat, de manera que aquest només
s'interromp si han fallat dos ordinadors. Trobeu la funci6 densitat i ’esperanca de la
variable aleatoria T' que déna el temps de funcionament del sistema

Diguem X;, i = 1,2,3 a les variables aleatories que donen el temps de servei dels
ordinadors 1,2 i 3 respectivament. De manera semblant a com s'ha fet al problema
anterior, es dedueix que cada una de les variables aleatdries X; segueix una llei expo-
nencial de valor mitja 1/A. Aleshores,

Fr(t)=P(T <t) = P((X; <t)N(X3 < t)U(X; < t)N(X3 < t)U(X7 <t)N(X3 <t))
Si diem A,‘j = {(Xt = t) n (XJ e t)}, tenim

Fr(t) = P(A;2)+ P(A13) + P(Ags) — P(A13N Ay3) — P(Aj3 N Agg) —
P(A13N A23) + P(A12 N A3 N Agz)

on, essent independent el funcionament dels ordinadors,
P(4i;) = P((X: S1)N(X; <t) = P(X; SP(X; < 1) = (1 — e™)?
i
P(A12N A13 N A3) = P(A12 N As3) = P(A12 N Aza) = P(A13 N Ags) = (1 —e™ )3,
Aixf dones,

Pr(t)=3(1-e)? —2(1—e )P = (1 —e)%(1+ ), ¢t >0

frt) =6xe (1 —e ), ¢ >0

E(T) = /mtﬁ)\e_n‘“(l —e™ )t = i
A 3}



Variables aleatéries unidimensionals 99

23. La resposta d’una cél-lula fotoeléctrica a la freqii¢ncia de la radiacié incident ve donada

per

0 altrament.

:(w):{ wé;gjy, w>0

amb wp > 0. La freqiiéncia de radiaci6 que arriba a la c2l-lula és una variable aleatoria
2

contfnua ) tipus Rayleigh, i.e. fo(w) = %c_ig, w>0.
“wo

(a) Determineu la funcié distribucié de probabilitat de la resposta I = I(w) de la
cél-lula.
1

(b) Si I <2/5, quina és la probabilitat que la freqgiiéncia € sigui inferior a Fwo?

(c) Si Q és ara uniforme en (0,2wg), trobeu el valor mitja de I comprovant que és
independent de wyp.

N
(a) Observem que la funcié i(w) = m‘iﬂ—v és positiva per a w > 0, creix fins a
w = wp on i{wy) = 1/2, decreix a (wo,oo) i té lfmit 0 per a w — oo.

Aixf,
1 sii>1/2
N
Fi(i))={ P(ggioe <9 si0<i<1/2
0 ’ sii<0

Si diem hy (i) = wg-l:-i%"E ihy(i) = woﬂ tenim, per a 0 <1 < 1/2:

Q

P(ﬁy(i}

P(S2 < hy(3)) + P(2 > ha(i)) =

Fa(hi(3)) + 1 = Fa(ha(i)),

2 2
essent Fo(w) = [“_ fa(t) dt. Aix{, si w >0, Fa(w) = [’ —-_re 55"{:1_6 ?

£

(b) Observem que {I < 2} = {Q > 3wo} U {Q > 2wg}, de manera que

P( < 1/2w0) -
P({Q < two}u {0 > 2wo})

Fa(jwo) 1-et
Fa(zwo)+1— Fn(%o) e e

1 2
P(Q < 50)0” < E)
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E() = ]_: i(w)fa(w) dw = /0"" H_&_

1 2 t 1
=sf Tz d=-Inb
2.[0 1412 2
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24,

25.

26.

ar.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Problemes proposats

Una moneda amb probabilitat de cara p = 1/3 es tira repetidament fins que han sortit
dues cares. Diem Y a la variable aleatoria que conta el nombre de vegades que es tira
la moneda. Quina és la funcié de probabilitat de Y7

Considereu proves repetides de Bernouilli amb probabilitat d’exit p. Sigui Y la variable
aleatoria que conta la quantitat de proves que cal fer fins que s’obtenen r éxits. Quina
és la funcié de probabilitat de Y7

D'un lot de deu peces n'hi ha tres de defectuoses. Prenem una mostra aleatoria de sis
peces i diem X a la variable aleatoria que conta el nombre de peces defectuoses a la
mostra. Quina és la funcié de probabilitat de X7

A una urna hi ha b boles blanques i » de vermelles, N = b+ v. Treiem sense reposicié
n boles de la urna (n < N) i diem X a la variable aleatoria que conta el nombre de
boles blanques que treiem.

(a) Quin és el recorregut de X7
(b) Quina és la funcié de probabilitat de X7

(c) Caleuleu limy oo P(X = k) silimy_oo b/N = pilimy_o v/N = g. Interpreteu
el resultat.

S’agafen dos xips d’un lot de quinze en el qual n’hi ha cinc que sén defectuosos. Trobeu
la probabilitat que se n’hagi pres almenys un de defectués.

Sigui X una variable aleatoria discreta amb funcié de probabilitat P(X = k) = a/2¥,
k > 1. Determineu la constant a i la probabilitat que X sigui parell.

Els autobusos d’una linia arriben a una parada cada deu minuts, el primer a la una
i el darrer a les dues. Una persona arriba a la parada entre les Oh 30m i les 2h a un
instant t que segueix una llei uniforme. Calculeu la probabilitat que hagi d’esperar
menys de cinc minuts fins que arribi un autobiis.

El nombre de vegades que un ordinador demana accés a la memoria en un interval
(t1,t2) segueix una llei de Poisson de parametre A = p(t2 —t1), on p és una constant
positiva. Sigui T la variable aleatoria que ddna l'instant ¢ (a partir d’un origen de
temps) en el qual s’han realitzat k accessos a la memoria. Quina és la funcié de
distribucié de T

(a) quan k=1.
(b) quan k > 1.

Sigui X una variable aleatoria que pren valors a interval [1,2] i que satisfa I'equacié
fx(z)Fx(z) = 1/2, z € (1,2). Trobeu la funcié de densitat i de distribucié de proba-
bilitat de X. Calculeu P(X < 3/2).

Sigui X una variable aleatdria amb funcié de distribucié de probabilitat Fy estricta-
ment creixent. Trobeu, en funcié d'aquesta, les funcions de distribucié i de densitat
de les variables Y = Fx(X)i Z = —In Fx(X).



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Sigui X una variable aleatdria amb funci6 densitat
Ae~2Mz-1) 251
IX(z) - { 0 z< 1
i sigui g la funcié
0 z<0
g(z)=4¢ 2z 0<z<2
6 z>2

Trobeu la funcié de distribucié de probabilitat de Y = g(X) i dibuixeu-ne la grafica.

Si X segueix una llei de Cauchy amb parametre «, determineu la funcié de densitat i de
distribucié de probabilitat de Y = g(X)ide Z = h(X) on g(z) = 1/z i h(z) = 1+ z".

Sigui X una variable aleatoria contfnua amb funcié de densitat de probabilitat fx(z) =
ae~|=l, Determineu el valor de a i P(|X|+ |X — 3| < 3).

Sigui X una variable aleatdria de Poisson amb parametre . Sigui Y = g(X) on
g(z) = (=1)I*], 2 > 1 (|z| denota la part entera de x). Determineu la funcié de
densitat i de distribucié de probabilitat de Y.

L’estudi de les distribucions de funcions de variables aleatories es pot interpretar com
'analisi de la sortida d'un dispositiu que realitza la funcié quan a l'entrada hi ha un
senyal aleatori:

X Y=g(X)

| e |

Determineu la funcié de distribuci6é de probabilitat de Y en termes de la de X quan

(a) el dispositiu és un rectificador d’ona completa (g(z) = |z|).

(b) el dispositiu és un quantificador (g(z) = |z|)

Una urna té set boles numerades de 1’1 al 7. Treiem 4 boles a 'atzar i diem X a la
variable aleatoria que déna el nimero més gran que ha sortit. Doneu la funcié de
probabilitat de X i la seva esperanga.

Es tiren simultaniament un dau equilibrat i una moneda, aquesta amb P(cara) = p,
0 < p < 1. La puntuacié del dau es multiplica per 1 — p si surt cara a la moneda i
per p si surt creu. Sigui X la variable aleatoria que déna el resultat del joc. Doneu la
funcié de probabilitat de X i la seva esperanca.

Es tiren dos daus 900 vegades. Sigui X la variable aleatdria que conta el nombre de
vegades que s’obté la mateixa puntuacié als dos daus. Doneu la funcié de probabilitat
de X i E(X).

Tenim un segment dividit en 50 trossos iguals i s’hi situen 25 punts a ’atzar (és a
dir, amb distribucié uniforme). Sigui X la variable aleatoria que conta el nombre de
trossos sense cap punt. Quin és el valor mitja de X7

Variables Aleatories i Processos Estocastics. Problemes
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43.

47.

49,

La demanda X d'un determinat producte segueix una llei exponencial de valor mitja 1.
Si se’'n ven una quantitat z, es produeix un guany 2z, mentre que la quantitat z sobrant
en un estoc produeix una pérdua de 3z. Determineu la quantitat ¢ de proveiment del
producte per tal que I’esperanga del guany sigui maxima.

Determineu els moments mj d’una variable aleatoria X que segueix una llei normal
N(0,0?) en termes del parametre o.

Indicacié: Dieu t = 1/20? i feu servir el resultat segiient: Si h(t) = [*_ f(z,t)dz,
aleshores h/(t) = f; 3‘% f(z,t)dz sota certes condicions sobre f que aquf es satisfan.

La variable aleatoria X pren valors —1,0,1 amb probabilitats p,p i 1 — 2p respectiva-
ment. Quina és la seva variancia?

La variable aleatdria X segueix una llei uniforme a l'interval (0, 3). Doneu ’esperanca
de Y =g(X), on

T z € [0,1]
glx)=¢ 2—z ze(1,2]
0 altrament

La variable aleatoria X pren només els valors —1 i 1 amb probabilitats p i p? respec-
tivament. Calculeu la variancia de Z = X2 — X.

. Fent servir la desigualtat de Txebyshev, proveu que Var(X) = 0 si i només si X prén

un valor constant amb probabilitat 1.

Un sistema de transmissié envia simbols {0,1} un a un de forma independent. Cada
simbol es transmet per dos canals iguals i independents. Per a cada canal,

P( rebre 0| s’envia 0) = P( rebre 1| s’envia 1) = p

P( rebre 0| s’envia 1) = P( rebre 1| s’envia 0) =1 —-p=gq

on 0 < p < 1. Si les sortides dels dos canals coincideixen, el receptor accepta el sfimbol
i en cas contrari el fa retransmetre. Si X és la variable aleatdria que conta el nombre
de simbols erronis quan el receptor ha acceptat n sfmbols, i R és la variable aleatoria
que conta el nombre de transmissions que han calgut per rebre aquests n sfmbols,

(a) Per a quins valors de p el valor mitja de X és inferior a -Ln i el de R és inferior

10
a %gn?
(b) Quina és la funci6 de probabilitat de X i la de R?
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Respostes

24.
25.

26.

27.

28.
29,
30.

31.

P(Y = k) = (k= 1)(})2(})* 2

Si X,,_1 és una variable aleatoria Bin(n — 1, p),
n—1 r n—r
P(Y=n)=PXp_1=r—-1)-p= (r—l)p .

Aquesta distribucié s’anomena de Pascal. La variable aleatdria que conta el nombre
de fracassos fins que surten r &xits té una distribucié que s’anomena Binomial negativa
i la seva funcié de probabilitat es calcula de forma similar.

P(Y =k)=5:(3)(;7,), 0<k<3.

PiX=5k) = Lt)—éﬁ‘—)z—“), max(0,n —v) < k < min(b, n).

Observacid: Aquesta distribucid s’anomena hipergeométrica

Si X conta el nombre de xips defectuosos, P(X >1)=1-P(X =0) = #
a=11iP(Xparell) =3, P(X =2k} = %

Si X denota l'instant en qué arriba el viatjer i T el temps d’espera,

P(T <5)=P(55 < X <60) + P(65 < X 570)+...+P(115<X5120):17—8

f )Et)

Si X; déna el nombre d’accessos a l'interval (0,1),

k-1
Frt)=P(T <t)=PX, 2 k)=1-Fx, (k) =1-) e

r=0

(a) T segueix una llei exponencial de valor mitja u.

(b) T té una funcié de densitat fr(t) = -(I’%ﬁt"‘le—“‘ (distribucié Gamma (g, k)).
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32.

1 > 2

0 z<l1
Fx(z) = vz—1 1<z<2

P(X <3/2)=1/V2

33. Y segueix una llei uniforme U(0,1) i Z una llei exponencial Ezp(1).

0 y<2
l—e_é(ﬂ"z) 2<y<4
) 4<y<6
1 y=>6

Fy(y) =

35. Y segueix una llei de Cauchy de parametre 1, mentre que

Fz(2) £ arctan —'\‘;E n parell, z > 1
z —_— n,
1+ Larctan ¥Z=1 5 genar

36. a=1/2i P(|X|+|X -3/ <3)=P(0 < X <3) = (=g

37. P(Y = -1)=e*sinh A i P(Y =1) = e *cosh \.

38. (a) Fy(y) ={ o~ st

(b) Fy(y) = Fx(ly] +1).

1

(&)

3. PX =1)=P(X =2)=P(X =3) =0, P(X = 4) = P(X =5) =

P(Xzﬁ):%,P(X=7)=%.

E(X} =64

(s)

@)’

Observacid: En general, si hi ha N boles numerades d’ 1 a N i se'n treuen n, P(X =

(iZa)

4]

40. P(X =kp)=q/6i P(X =kq)=p/6,1 <k <6,g=1—p.
E(X)= Y4, kpa/6 + T4, kqp/6 = Tpq

41. X segueix una llei Bin(900,1/6) i E(X) = 150.

i) =

,n<i<NiE(X)=2r(N+1).

42. E(Y) = 50(42)%.
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43. Si G mesura el guany corresponent a una provisié ¢, G = g.(X), on
2r—3(c—z) 0<z<c
9e = { 2c &> .
Aleshores E(G) = —5e™¢ + 5 — 3¢ que pren un valor maxim per a ¢ = ln(%).
s me={ g0 T
45. E(X)=1-3p, Var(X) = p(5 - 9p).
46. E(Y) = 3.
47. E(Z) = 2p, Var(Z) = 4p°.
49. 2) 3 <p< 1.

b) X ~ Bin(n,¢*) i P(R=k) = (*_D)(a)" (1 —a)* ™, k >n, on a és 1 — 2pq.

n-—1
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Capitol 3. Variables aleatories n-dimensionals

1. Les variables aleatdries X i Y sén independents. ;Quina és la probabilitat de la unié
dels esdeveniments
A1={1<X <2 -00<Y <o0}
Ay ={-00 <X <00,1<Y <00}
si X 1Y s6n variables aleatories uniformes a [0, 3|7

Tenim
P(A; U Ag) = P(A;) + P(A2) — P(A1 N Ap),

on, essent X i Y independents,

2 oo 1
P4y =P <X <2)P(-o<¥ <o) = [ fxe)ie [ fripidy=1

De forma similar, P(42) = P(—00 < X < 00)P(1 <Y < 00) = 2. Finalment,

P(AlnAg)zp(l<X<2)P(1<Y<oo)=%--§-:§
Aix{ dones,
1 2 2 71
P(A1UA2)—§+§—‘9‘—§
Y? N AN
| N AN
3%
7
2 Ay

AN
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Una altra manera de resoldre el problema és la segiient. Com que hi ha independéncia,

1
Ifxy(z,y) = fx(z)fy(y) '—‘{ g' :{:;:,,&tsl

L’esdeveniment A; U A; correspon aleshores a la regié R amb ratllat doble a la figura
anterior, i

P(AjUAy) = /f fxy(z,y)dzdy = %(Area de R) = %
R
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2. Un sistema de transmissié transmet amb igual probabilitat un dels dos missatges

my = (4,%) i ma = (—§,—4%). A causa del soroll, al transmetre m; és rep (z1,23) =
m; + (n1,ng), on (ny,ng) és el valor que pren la variable aleatdria (N, N3), on N i
N» s6n uniformes a (—1, 1) i independents entre elles. Quan es rep (2, z2), el receptor
decideix el missatge que s’ha enviat segons una de les dues regles de decisi6 segiients:

[ &), sizi+2>0
di(21,22) = { (—4,-1), altrament
o bé
(3:) it
(~3.-3) gy 2 i
dﬂ(zl,zil) =

b probabilitat
{ m, amb probabilita T S—

mq amb probabilitat

B0 | s

Quina és la probabilitat d’error de cada una d’aquestes regles de decisi6?

Diem P(¢) a la probabilitat d’error i P(m;) a la probabilitat de transmetre el missatge
m;. En els dos casos tenim

P(€) = P(elmy)P(m1) + P(e]ma) P(ma).

Fent servir la regla d,, tenim el diagrama segiient:

1

P(elmy) = P(z; + 22 £ 0|m,) = P(2

1
+N1+§+N2$0)=P(N1+N2S"1)-
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Com que N; i N; sé6n independents,

L nynpe(-1,1
fnyny (n1,n2) = fi, (1) v, (ng) = { 6, allu.a;leni )
i, aleshores,

1

P(Ny+ Ny < =1) = [ fwoy (s, ma) drsdng = 3( dren de R) = 3
R

on R és la regi6 ratllada a la figura,

TTTTT]
X

Per simetria,
P(elmq) = P(elm;)

d’on la probabilitat d'error amb la primera regla és
1
Ple) = -.
(=3
Fent servir la segona regla, tenim

1
P(£|m1) = P(z1 <0, 29 <0]m,)+ E(p(zl < 0,29 >0lmy) + P(Zl >0, z9 <O|m1))

Aix{

1

1 1 1 1 1
P(z1<0,z2<0|m1)=P(§-I—n1 <0,'§+‘ﬂg <0)=P(n1<—§,n2<—§):1—6

1 1 1 1 3
P(z1 <0,z >0|my) = P(§ +n <0,§ +ny >0)= P(n; < —5rm > —5) =33
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i, semblantment,

P(z1 >0,z < Olml) = %

Per simetria,
P(e|mz) = P(e|m,)

de manera que
1+ 3)+1(1 +3)_
216 ' 16"

1
1
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3. Un sistema de comunicacié transmet un dels quatre missatges m; = (1,1), mg =
(=1,1), mg = (—1,-1) o my = (1,—1). El receptor rep el missatge (z;,22) = m; +
(n1,n2), on m; és el missatge transmes i (n;,ny) és el valor que pren la variable
aleatoria (N1, N3), on Ny i N3 s6n gaussianes normalitzades independents. El receptor
decideix que s’ha enviat el missatge m; si (z;, z7) esta al quadrant i (vegeu la figura).

Quina és la probabilitat d’error en termes de I = 7127 f1°° e~ 4= dz?

my

/

Diem P(e) a la probabilitat d’error i P(m;) = 1/4 a la probabilitat que es transmeti
el missatge m;. Tenim,

4
P(e) =) P(e|m;)P(m;) = P(e|m,)

i=1
ja que , per la simetria del problema,
P(e|lm;) = P(e|m;), 1 <4,j < 4.
D’altra banda,

Plelm) = P(1+N; <0614+Ny<0)=
P(N; < 1)+ P(N; < -1) = P(N, < =1,N; < =1) =
= 2I - P(N, < =1)P(N; < -1) =2 - P,

I

on hein fet servir

-1 -1 o0
1 2 1 2
P(N; < -1 :j fn,(ng) dn; =f e 7% dn; =] e o I
( ) - Ini(ne) oo V21 L Vor
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4. Siguin X i Y dues variables aleatdries. Quines de les afirmacions segiients sén certes
i perque?

(a) Fxy(—o0,—o0) = Fxy(z, —o0) = 0.
(b) Fxy(o0,00) = Fxy(z,00) = 1.

(c) Si X i Y sén incorrelades, aleshores g(X) i h(Y) ho s6n per a funcions f i g
qualssevol.

(d) Si X i Y sén incorrelades no gaussianes, aleshores la variancia de la suma és la
suma de variancies.

(e) lox| = loy| = X + Y, X — Y incorrelades.

(a)
Fxy(—00,—00) = P(X € —00,Y < —00) = P(0) =0

Fxy(z,—o00)=P(X <z,Y < —0) = P{X <z}n@d)=0
de manera que [’afirmacié (a) és certa.

(b)
Fxy(00,00) = P(X <00,Y <00)=P(2) =1

Fxy(z,00) = P(X <z,Y < 00) = P(X < z)
on aquesta darrera probabilitat no val 1 en general (falsa).
(c) De E(XY) = E(X)E(Y) no es dedueix en general que E(g(X)h(Y)) =
= E(g(X))E(h(Y)).
La part (c) és per tant falsa.

(d) Si E(XY) = E(X)E(Y),

Var(X+Y)=E[(X+Y)}|-E}X +Y) =
= E(X?)+2E(XY)+ E(Y?) - E*(X) - 2E(X)E(Y) - E}(Y) =
=Var(X)+ Var(Y).

de manera que l'afirmacié6 (d) és certa.
(e) De |ox| = |oy| tenim 6% = o i, aleshores, E(X?) — E(Y?) = E*(X) — E*(Y)
o sigui
E(X+Y)X-=-Y)=EX+Y)E(X-Y),

de manera que (X +Y) i (X —Y) s6n incorrelades i 'afirmacié (e) és certa.
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5. (Problema de I’agulla de Buffon)

Una agulla de llargada 2a es deixa caure aleatdriament sobre una superficie plana que
té dibuixades lfnies paralcdotleles separades una distancia 2b,(b > a). Quina és la

probabilitat que ’agulla trepitgi alguna de les lfnies?

Diem X a la variable aleatdria que d6na la distancia del centre de 1'agulla a la lfnia
més proxima i @ a la que déna I'angle que forma I’agulla respecte a una perpendicular

a les lfnies (vegeu la figura).

2b

7,

L]

La variable aleatoria X segueix una llei uniforme a [0,b] i ® segueix una llei uniforme
a [0,7]. A més, X i ® sén independents. Per tant, si I = { I'agulla intersecta alguna

Ifnia },

P(I) = P(lacos | > X) = j [R  Ixelz ¢)dods

on R i Ry sén les regions indicades a la figura segiient:

x=alcos ¢l

Ixa(,6) = fx(2)fo(d) = 3,
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d’on

x/2 a cos ¢ x/2
P(I):2—1—f dqub:lj qu/ dz=& cosqbdq&:é.
b J Jg, b Jo 0 wh wh

0

Observacid: El resultat proporciona un meétode per trobar valors aproximats del nom-
bre . Prenem una agulla de llargada 1 i posem les linies separades per una distancia
2. Si repetim n vegades |'experiéncia i contem el nombre de vegades, n’, que 'agulla
trepitja alguna lfnia, aleshores ";' prendra un valor aproximat a P(I) = %
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6. Sigui (X,Y) una variable aleatdria amb funcié de densitat conjunta

fxy(z,y) = { (1]: (ny) € 1

altrament

Trobeu la funcié de densitat marginal fx(z).

D’acord amb la figura,

A
Y:x"% =-x+1A2
= X
y=-x-1"2 y=x-1/V2
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z+ by
/ dy = 2z + V2, —71553:30

—z—dy
Ix(z) =<
—z+ 5
f dy = =2z + V2, 052:5-;1;5
%
0, x> :}5
1/\2
-1/+2 1/72

La funcié fx(z).
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7. La vida mitjana d’una bombeta és de dos mesos. L’instant X en que es fon ve donat
per una variable aleatdria exponencial. El dia 1 de cada mes es canvien les dues
bombetes d’un llum (encara que no estiguin foses). Trobeu

(a) Probabilitat de trobar les dues bombetes foses el dia 1 del mes segiient.
(b) Probabilitat que I'esdeveniment anterior no passi cap vegada en un any.

(¢) Quina diferéncia hi hauria en els casos (a) i (b) si només es canvien les bombetes
que estan foses?

Nota: considereu tots els mesos de la mateixa duracié.

(a) La variable aleatdria X té per funcié densitat
fx(z) =2, 2 >0

on A s’obté He -
2= E(X) =/ g = L
0 A
d'on A =1/2.
Diem B; = {la bombeta i s’ha fos abans d’un mes }. Aleshores,

1
P(B;) =P(X < 1)=%f e ddr=1-e%~0393, i=12
0

Com que B, i By s6n esdeveniments independents,
P(ByN By) = P(B,)P(B;) = p ~ 0.155.
(b) La probabilitat de no quedar-se a les fosques en un perfode de 12 mesos és
(1-p)'?~0.133.

(c) Sinomés es canvien les bombetes foses, la probabilitat que es fongui una bombeta
en un mes si no estava fosa el dia 1 és

PX <KX >k-1) = Pk—1<X<k) _

PX>k-1)
%j:—l e ¥dr o _ef
TSR e

= 1-et=px <1y

de manera que la solucié és la mateixa que amb el procediment anterior (la
igualtat en aquesta darrera expressi6 és el que vol dir que la variable aleatoria
exponencial no té memoria).
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1, t>0

8. Sigui u(t) la funcié esglaé unitat, u(t) = { o B

variables aleatories que satisfan,
Eu(X —a)u(Y —b)] = E[u(X —a)] E [u(Y —b)],
per a qualssevols a,b € R , aleshores X i Y s6n independents.

. Proveu que si X i Y sén dues

Tenim

. 1 >b
u(:r:—a):{o r<a 1u(:1:-—b)={0 :<b !

de manera que

1, z>a,y>b
z(;r:,y) = u(I - a)u(y - b) = { 0 :,:ltrac:nznt '

Z = z(X,Y) és per tant una variable aleatdria discreta amb E(Z) = P(Z = 1).

D’aqui,
Eu(X —a)u(Y -b)] = E(Z) =
P(X >a,Y>b) = 1-P{X <a}u{X <b}) =
= 1-[P(X<a)+PY <b)-P(X S,Y <b)] =
= 1- Fx(a) — Fy(b) + Fxvy(a,b),
mentre que

Eu(X —a)] = P(X>a)=1-Fx(a)
E[u(X -b)] = P(X >b)=1-Fx(b).
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Per tant, la igualtat de dalt implica

1 - Fx(a) — Fy(b) + Fxy(a,b) =
= (1= Fx(a))(1 = Fy(b)) = 1 — Fx(a) — Fy(b) + Fx(a)Fy(®) Va,bc R,

i X 1Y sén independents.
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9. Si X i Y sén variables aleatdries independents i exponencials de parametre A = 1,
quina és la probabilitat de {X > 1} si min(X,Y) <17

Tenim
P(X >21,min(X,Y) <1)

PX 2 1min(X,¥) <1) = =5 X ¥) <D "

on

P(min(X,Y) <1) = P{X<1}u{Y<1}) =
P(X<1)+P(Y<1)-P(X<1,Y<1)=

= Fx(1)+ Fy(1) - Fxy(1,1) € Fx(1)(2 - Fx(1)).
D’altra banda,
P(X >1,min(X,Y)<1)=P(Y <1)-P(X <1,Y <1)=
= Fr(1) - Fxy(1,1) ¥ Fx(1)(1 - Fx(1)).

A lesigualtats o es fa servir que X i Y tenen la mateixa distribucié i s6n independents.

Per tant,

) e! 1
) 1—el 1+e 0

_ Fx(1)(2 - Fx(1)

P(X > 1/min(X,Y) < 1)

~ Fx(1)(1 - Fx(1)
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10. Tenim una successié de variables aleatories de Bernouilli ..., X;_1, X;, X;11,... que

satisfan
P(X;11=0|X;_1=0,X;=0) =4P(X;;; = 1|1X;_, =0, X; = 0);
i també les relacions segiients (abreujant la notacid)
P(0/01) = P(1]|01), P(0]10) = P(1]10), 4P(0|]11) = P(1|11).

Sabent que la probabilitat P(X;_1 = a, X; = ) només depén de a i 3 perd no de i,
quina és la probabilitat P(00) que apareguin dos zeros seguits.

Per a cada parell o, 3 € {0,1} tenim
P(1|aB) + P(0laB) =1,
d’on

P(0[00) = 4P(1]00) = P(0[00) = % P(1]00) =

=

P(0j01) = P(1j01) = P(0J01) = P(101) =

[ X T

P(0]10) = P(1]10) = P(0]10) = P(1/10) =

4P(O]11) = P(1[11) = P(O]11) = % QI = £

Fent servir la formula de la probabilitat total,

P(00) = P(0j00)P(00)+ P(0|10)P(10) = 0, 8P(00) + 0, 5P(10) (1)
P(01) = P(1|00)P(00) + P(1]10)P(10) = 0, 2P(00) + 0, 5P(10) (2)
P(10) = P(0|01)P(01) + P(0|11)P(11) = 0, 5P(01) + 0, 2P(11) (3)
P(11) = P(1]01)P(01) + P(1|11)P(11) = 0,5P(01) + 0, 8P(11) (4)

D’aquestes quatre equacions n’hi ha només tres de linealment independents que jun-
tament amb
P(00) + P(01) + P(10) + P(11) = 1

formen un sistema lineal del qual s’obté
P(10) = P(01) = %

5 5
—-P(10) = —
P(10)

P(00) = P(11) = =
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En aquest problema podem representar graficament les probabilitats

P(vlaf) =z, a,B,7 € {0,1}

en l’esquema

de manera que el problema es pot expressar graficament amb el diagrama

Aquest s’anomena diagrama de transicions; cada node correspon a un estat i les pro-
babilitats de pas d’un estat a un altre s’anomenen probabilitats de transicid. Aquesta
terminologia prové de la teoria de les cadenes de Markov que estudia seqiiéncies d’estats
aleatoris en els quals la probabilitat de cada estat depén de ’anterior. Amb l'ajuda
del diagrama es poden interpretar les equacions anteriors en termes de la condicié
d’equilibri
flux entrant al node a3 = flux sortint del node af3.

D’aquf es dedueix també que cada una de les equacions (1)(2)(3) i (4) s’obté sumant
les altres tres, de manera que n’hi ha una de redundant.
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11. Es tira repetidament una moneda amb probabilitat de cara p. Diem X, a la variable
aleatodria que conta el nombre de tirades fins que surt cara per n-ésima vegada. Quina
és l'esperanga de X,7

Diem Y; al nombre de tirades entre la (k — 1)-&sima cara i la k-2sima cara. Aleshores,

Xi1="
Xn=Y1+Yo+...+Yy;
de manera que

E(X,) = E(V1) + E(Y2) + ... + E(Ya).

Tenim X; = Y7 i, a més, les variables aleatories Yz, k = 1,2,... tenen la mateixa
distribucié geométrica de parametre p. Aix{,

1
E(Y:) = E(Y1) = E(X)) = e
i, per tant,

E(X,) = E.
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12. Es tiren 10 daus. Quin és el nombre mitja de cares diferents que surten?

Diem I a la variable indicadora de I’esdeveniment {en 10 tirades la cara k ha sortit
almenys una vegada}.

Per la simetria del dau, totes les variables Ii,1 < k < 6, tenen la mateixa distribucié

Pl =0) = (%)m i Pe=1)=1- (g)m

B =1 — (g)w.

El nombre de cares diferents que apareixen és aleshores
N=L+DL+...+1I,

i, per tant,

5 10
E(N)=E(I) + E(IL) + ...+ E(Is) = 6E(I;) = 6 (1 . (E) ) ~5.03
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13. Sigui X una variable aleatdria amb funcié densitat

1
fx(z)={ o T2l

0, z<l.

Per a cada valor x que pren la variable aleatdria X es considera la variable aleatoria
Y amb distribucié uniforme a I'interval [0, z]. Quines sén les funcions de distribucié i
de densitat de Y7

D’acord amb I’enunciat del problema, per a cada z:

1 0<y<
frix(ylz) =< =z’ S
0, altrament

Fent servir el teorema de la probabilitat total per al cas continu,

! R
Ixy(z,y) = fyix(ylx) fx(z) = { o BE

0, =z€ER
Finalment
) = [ Fixtele)ix(a) de =
0, y<0
= [ pde=3, 0<y<l1

[Phdz=4 y>1
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Pel que fa a la funcié de distribucié de Y/,

v
Fe)= [ frlwdu={ [} ju=4,

ye=lx
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14. Siguin X; i X, variables aleatdries de Bernouilli independents i tals que P(X; = 0) =

P(X;=1),i=1,2. Siguin Y; i ¥, dues altres variables de Bernouilli independents del
parell anterior i definim Z; = X, @Y i Z3 = X, ® Y3, on & denota la suma modul 2.
Proven que Z; i Z3 s6n dues variables aleatories de Bernouilli independents igualment
distribuides amb P(Z; =1) = 1/2.

Les variables Z; i Z2 només prenen els valors 0 i 1, de manera que sén variables de
Bernouilli. Tenim

Pz (0) = P(Z=0)=P({X,=0n{ri=0hu({Xi=1}n{"i=1}))=
= P(X;=0P(Y;=0)+ P(X1 = NPY,=1)=
1 1
Per tant, Pz, (1) = 1—Pgz,(0) = 1/2. De forma similar s’obté també Pz, (0) = Pz,(1) =
1/2.
Per veure que Z; i Z5 s6n independents calculem la funcié de probabilitat conjunta de
les dues variables,

PZLZQ(aaﬂ) == P(X].@Y] =a,X2€BY2=ﬁ)——-
1 1

- Z ZPX1X2Y1Y2(i1jv 1P a1 ﬁ) =
i=0 j=0
1 1

= ZZPXJXQ(‘.!j)PYlyﬂ(i@a’jQ)ﬂ) -

i=0 j=0

1 1
- i‘ZZPYIY,(iGBQ,jGBﬁ) = % =

i=0 j=0

= Pz,(a)Pgz(B).

Observacid: Noteu que el resultat no depén del valor de P(Y; = 0).
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15. Siguin X,Y variables aleatories de Poisson independents de parametres A; i Ay respec-
tivament. Quina és la funcié de probabilitat de X + Y7

Tenim

k k
Pz(k) = P(X +Y =k) = _ Pxy(h,k—h) = _ Px(h)Py(k — h) = Px(k) x Py (k)
=0 h=0

Substituint al sumatori els valors de la probabilitat per a variables aleatories de Pois-
son,

k
Pz(k) = z:c Az 2 —’\L

ot M (k = R)!
~(atAry) K (k)
€
= —> ()M =
k! — h
— et R+ AN
k! ’

Per tant, doncs, Z = X + Y segueix una llei de Poisson de parametre A = Az + ).
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16. Siguin X i Y variables aleatories independents que segueixen lleis exponencials de
parametres a i b respectivament. Considerem la variable aleatoria

s [ X-Y, X2Y
=1 o, X=zY

Quina és la funcié de distribuci6 de Z7

La funcié de distribucié de Z és

_ |0, z<0
FZ(Z)_{P(X—YSz), 250

on, peraz>0,

P(X-Y<2z2) = 1—P(X—Y>z)=l-/ Ixy(z,y)dzdy =
Ra

- 1o f | Ix(@)fr ) dady =

s o] X—Zz
= 1 —~f ae %F (f be‘b”dy) dr =
z 0

0, z<0
Fz(z)={ P oL
at+b ? =

Observeu que Fz té una discontinuitat de salt a z = 0 de manera que
a
a+b

P(Z =0)= Fz(0") - Fz(07) =
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17. Siguin X; i X7 dues variables aleatories gaussianes independents de mitjana 0 i
variancia 0. Quina és la funcié de densitat de P = /X7 + X27

Indicacié: feu servir coordenades polars.

D’acord amb la indicacié, diem
T
(pr¢) = g(Ilrx2) = ( J?% +xg|arCtanI_j)1

on prenem la determinacié usual de I'arctangent.

X, |

(xpx5)

Si
(P'l d)) = g(Xh X?)v

es tractara de buscar la densitat marginal
2
fe(p) = : fee(p, ¢)do.
La densitat conjunta de P i ® es pot obtenir de la de X; i X, fent

fre(pd) = fx,x. (97 (P, )1 (g7 (0, 9)),

on g~ 1(p,¢) = (pcos ¢, psing) = (z1,z2) i el seu jacobia és J(g~!(p, ¢)) = p, mentre
que

fxixa(x1,72) = Fx,(21)fx,(z2) =
. W T
N 271'(:r'3 £ V2ro . N
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de manera que

1 B3R
fP@(p)¢):2:o_gc 2(’) y >0,0< ¢ <2

D’aquf,

1

2
2‘”623—% (5) pdp =

Te(p)

2nr Ix
[ frato. 810 = ]0

1 2
;%c"”*‘ ), >0,

i fp(p) = 0si p <0. Aquesta funcié densitat rep el nom de Rayleigh de parametre o.
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18. Si X i Y s6n variables aleatories gaussianes incorrelades de valor mitja 0 i variancia
o?, proveu que les variables P = VX2 + Y2 i ® = arctan -}'{ sén independents.

Tal i com s’ha fet al problema anterior,

fra(p,®) = pfxy(pcosg,psing) = pfx(pcosd)fy(psing) =

1 _lg’cou’ﬁi-g’sin’f -1 2 3
—e 2 o : e 2(5) sip>20,0<¢<2rm

2mo? = Pono?

D’altra banda, d’acord també amb el problema anterior,
2
fp(p) = e 2 (a) , P > 0.
mentre que
= 1 = 1
fe(¢)= | frelpd)dp=5- | frlp)dp=5-, 0S¢ <2m,
0 7 Jo 2n

de manera que fps(p, ¢) = fp(p)fe(¢) i les dues variables aleatdries sén independents.
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19. Siguin X; i X5 dues variables aleatéries independents. Proveu que, aleshores, Y; =

fi(X1) 1Yy = fo(X2), on fi i fa sén dues funcions cont{nues, sén també independents.

Com que la o-algebra de Borel que es considera a R? és la generada pels subconjunts
de la forma Iy x I3, on Iy i I sén intervals oberts de la recta real, n'hi ha prou amb
veure que

P(Y, e Y€ L) =P(Y; € )P(Ya € L),

per a qualssevol intervals Iy, Is.

Com que X; i X3 sén independents,

PYielYaeh) = P(Xiefii(h),X:€ f;'\(h)=
= P(X:€ fi'(I)P(X2€ f; (1)) = P(Y1 € L)P(Y2 € I).

on f7 (L) = {z € R: fi(z) € L;}.

De fet n’hi ha prou que les funcions f; siguin mesurables perque el resultat sigui cert.
En el cas que fi i f2 siguin bijectives i diferenciables i les variables aleatdries X; i X,
siguin contfnues, podeu provar també I'enunciat escrivint (Y7, Y2) = (fi(X1), f2(X2)),
d’on

1
mvayiy) = fx1X=(xl‘x2)dd(f{(I1) 0 )|=
0 fi(=z)
_ Ixle) f‘f(xg) = fr(¥1) fra(v2).

|f1(z 1)l 1f2(22)]
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20. Considereu les variables aleatories contfnues X1, X3, X3 independents. Proveu que
X1 + X2 i X3 s6n independents.

Diem Y; = X; + X5, ¥ = X3 i Ya = Xs. Es tracta de veure que Y; i Ys sén
independents. Si
9(z1, 22, 23) = (Z1 + 22, 73, 73),
tenim
(Y1,Y3,Ys) = o(X1, X3, X3),

det (

= fx,(y1 —y2) fx,(v2) fxs(ya).

d’on

leYzYs(yl!w'ly3) - fX;X;X,(yl _y2)y2ay3)

O O
o~ 1
Ll == =]
S——

D’aquf podem obtenir la funci6é densitat conjunta de Y; i Y3,
o0
frivs(y1,93) = f frivava(y1, 42, y3) dy2 =
=00

= fx,(ys)/_ Ix(y1 —y2)fx,(v2) dva = frva(w3) [fx, (31) * Fxa ()] =

= fva(¥a)fx,+x:(¥1) = fra(y3) fvi (31)
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21,

Siguin X; i X3 dues variables aleatories gaussianes independents i normalitzades.

Proveu que Y7 = X + X391 Yy = X1 — X3 s6n independents.

Diem g(z;,x2) = (x; + z3,T; — x3). Aleshores,
(Ylvyz) = g(Xls Xz)
El valor absolut del jacobia de g ! és
-1 - 1/2 1/2 B
e el = fdee (13 47, Y] =172
de manera que

1 1 1
nvalynve) = Efx,xg(ﬁ(m + y2), 5(3/1 —1)) =

= %fx.(%(yl +yz))fx=(%(y1 -y)) =

L1 (s (]

ol =
= :s;r-c_%yi e—%yg =

2 2
B ¢ T L)
T Va2 NN -
= Jvi(v1)fys(v2).

Una manera més senzilla de veure el resultat aprofitant propietats de les variables
aleatories gaussianes és la segiient. Pel fet de ser X i X, variables aleatories gaussianes
independents, Y7 i ¥; també sén gaussianes. A més, E(Y;) = 01 Var(Y;) = 2. Per
tant, per veure que sén independents n’hi ha prou amb veure que sén incorrelades, és
a dir,

Cov(Y1,Y2) = EMY,)-EM)E(Y:2) = E[(X) + X2)(X1 — X2))
E(X3)-E(X}) =o0.
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22. Sigui X, i X; dues variables aleatories independents amb distribucié uniforme a [0,1].
Quines s6n les funcions de distribuci6 i de densitat de les variables Y; = X; + X, i
Y2 = X; — X327 Sén independents?

Tenim

Fy,(y1) = P(X; + X, Sy1)=4

D’altra banda,

Fy,(v2) = P(X1 — X2 < ) =

'01 y1<0
Y1, 0<y1<1
2_y11 l<y1$2

xO' 2 <y

!0,
1+y2)?
1—
e
\ 1’

y2 < =1

-1<y <0

0<y; <1

l<y;
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§ g
/1\
Y, a 3 — Yz

mentre que

f}'z{yﬂ) =y

Finalment, la distribucié conjunta de Y, i Y; és

+ —
fY;Yg(yh y?) = leX:(yl—zyzv ley?_)

_ [ 3 (uweR
0, altrament

w1 1)-

que no coincideix amb fy, (y1)fy,(y2), de manera que Y; i Y2 no sén independents.
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23. Considereu les variables aleatdries X; i X2 amb funcié de densitat conjunta

Ixixa (21, 22) = e~ (#F1-Viziza+2])

Definim les variables ¥; = aX; + X3 i Y2 = X;. Determineu el valor de a per tal que
Y] i Y3 siguin independents.

Diem (y1,y2) = g(z1,%2) = (az1 + 22, 21) de manera que g~ (y1,¥2) = (y2,y1 —ays) i

det(o 1)|=1.
1 —a

[J(g™ (w1, 92))| =

Aleshores,
fyl. Ya (yl ] yﬂ) = fxl.’(: (y?: V1 — ay?) = e—(v:—ﬁvz(tﬁ —ay2)+(v1—ava2)?) —
V2
= 1 e~ (W —(VZ+2a)nya+(1+viata i)

V2r

Aixf doncs, Y] i ¥, només poden ser independents si /2 + 2a = 0, és a dir, a = —71-,
en el qual cas es comprova facilment que fy,v,(y1,¥2) = fv, (1) fy, (¥2)-
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24. Siguin X ~ N(0,0,)iY ~ N(0, 0,) dues variables aleatdries gaussianes independents.

Fent servir el teorema de convolucié, proveu que Z = X + Y és una variable aleatoria
gaussiana N(0,0), on o? = o2 +a§.

A partir d’aquest resultat proveu que si X ~ N(mz,0;) 1Y ~ N(my,o,) sén inde-
pendents, aleshores Z = X +Y ~ N(m; + my, /02 + 02).

Fent servir el teorema de convolucié, si Z =X +Y,

fz(z)

Il

fx(2)* fr(z) = [_ " Iz =) fyt) dt =

- 7 [(2—:‘)2 * (a—‘,)z] u

Per tal de calcular aquesta integral completem quadrats a I’exponent,

(2 +6) -
_ (to)? — 220} + (20,)?

(oz0y)? B

(tar - z:‘s’-)2 B (%:)2 + (z0y)?

que permet escriure la integral de la forma

2
1 (2 1 f°° -4 (t:5; - 22x) ( o )
F — 25 oz0 oo, b =
z(2) ¢ =) e v e
2
B __1_/°° 4l gy —
2mo 27 J—o
2
s ey hke)
2mo

que correspon a la funcié de densitat d’una variable aleatoria normal de valor mitja 0

i variancia o2,

En general, si X i Y tenen mitjanes m; i m, respectivament, les variables

X' =X-m,
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Y'=Y-m,

s6n gaussianes independents amb mitjana zero, i , d’acord amb el que acabem de veure,
Z! = XI +Y'

és una variable aleatdria gaussiana N(0, /02 + o). Aixf doncs, Z = Z' + (my +my)

de manera que

A | (_=~£m=+m.))2
fz(2) = fz:(z - (mz + my)) = o 2 o

que correspon a una variable aleatoria gaussiana de mitjana m = m, + my i variancia

ot=02+0l.
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25. Sigui ( )X, ) una variable aleatoria gaussiana 2-dimensional amb matriu de mitjanes

o2
-
. - - a0 v
una variable aleatoria gaussiana de mitjana mxy = m; + p2=(
v

m . . .
( * ] i matriu de covariancies (

tipus o x|y = 0:4/1 — p?, on p denota el coeficient de correlacié.

“l’l Hi ) Proveu que X condicionada a Y és

y — my) i desviacié

Tenim v )
_ JXY z,y
fxiy(zly) = Rl
amb ; . ( )
= T -HUnY
ety e
on )
u(z,y) = [(“’ mx) —2p(“’*"‘=) (”""‘”) (y""")z],
x Ox Oy UU
. 2
_ L ()
fY(y)_ \/2_11'0'”8
d’on
fxiv(aly) = - 4 (e - (=m))
X;Y = =

\/2_17\/1 - pzcr,e

2
T—my __yY—my p
r.!',\/’l-—,r:;2 av\[l~,03 _

L
e
V2ny/1— plo,
2
1 (,_m,_[(,,_m,)pc,/a,])
1 2 7

or4/1—p?

= .

que correspon a una variable aleatodria gaussiana de mitjana m, + p;:(y — My} i

desviacié tipus ox|y = 0z4/1 — p2.
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26. Dues persones s’han citat entre les 10 i les 11 del mat{. Arriben a la cita aleatdriament

i independent una de I’altra. Quina és la mitjana del temps d’espera del primer que

arriba,

a) trobant la funci6 de densitat de la variable aleatdria que déna el temps d’espera.

b) fent servir el teorema de ’esperanca.

Diem X i Y a les variables aleatdries que donen el temps d’arribada de cada per-
sona. D’acord amb 'enunciat, X i Y s6n independents i uniformement distribuides a
Pinterval [10, 11] (sense pérdua de generalitat suposarem que l'interval és [0, 1]). Aix{

doncs,

_J L, 0<zy<l
fxy(zy) = { 0, altrament

El temps d’espera de la persona que arriba primer a la cita és
T=|X-Y]|
a) Calcularem primer la funcié de distribucié de T.
Fr(t) = P(X-Y|<t)=P(-t<X-Y <t)=
0, t<0
= { 1-200° _o_ 42 0<t<1,

1, t>1
d’on ( )

_J2(1-1), 0<t<l1

fr(t)= { 0, altrament

1

1
E’(T):/0 tfﬂt)d:gj; t(l—t)dt=%.

Q
/NW

-t t 1 %

b) Directament fent servir el teorema de l’esperanga:
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E(T)

I

I

BX =YD= [ [ - ulfxr(e,v)dody =

1. 7l
f / |1:-—yldxdy=2/f(z-—y)d:rdy=
o Jo R
1 T 1 1
2] d:c] (z—y)dy=/ z?dr = -.
0 0 0 3

Y
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27. Dues persones s’han citat entre les 0 h i les 2 h i arriben a la cita en instants aleatoris
X 1Y independents i que segueixen una llei amb funcié densitat

fx(t)=fY(t)={ ;’—t, 22:2; '

(i fx(t) = fr(t) =0sit ¢[0,2]).

Si la primera que arriba espera durant una hora, quina és la probabilitat que es trobin?

La probabilitat que es trobin és

P(X-Y|<1)=P(-1<X-Y< 1)=/foy(z.y)hdy,

on R és I’area ratllada a la figura

1 2 x
i
zy, z,y€[0,1)
3(2_?}); TE [0!1):9'6 [112]
Ixy(z,y)dzdy = fx(z)fy(y) = ¢ (2—z)y, z€(l,2,yel01)

(2-z)(2-v9), z,v€|L,2]
0, altrament
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Aix{ dones,

P(X-Y|<1)

foxy(z,y)ﬁdy= 1 —fleURz fxy(z,y)dzdy =

2 z—1
1-2 f fxy(z,y)dzdy=1-2 (2-:)@] ydy =
Ry z=1 y=0
2

11

1-/: (2-2)z -1 de= .
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28. Siguin X,,... X, variables aleatodries independents igualment distribuides amb funcié
densitat fx i funcié distribucié Fx. Definim

Y: = max{Xy,..., Xy}

Y; =min{X1,..., Xn}.

(a) Determineu fy, i fy, en termes de n, fx i Fx.
(b) Determineu E(Y7) si n = 2 i X;, X3 s6n exponencials de parametre \.
(c) Determineu E(Y2) si les X;’s segueixen una llei exponencial de parametre .

(a) Determinem primer la funcié distribucié de Y,

FYI(y) = P(Ylsy):P(max{lesXﬂ}Sy)z
= PX1<y,....XaSy)=P(X1Sy) ...- P(Xp <y) = (Fx(y))™
d’on
fvi(v) = Fy, (v) = n(Fx(¥))" ' fx (v).

Per al mfnim tenim

Fy,(y) = P(Y2<y)=Pmin{Xy,...,Xp}<y)=
= PU{Xi<y}U.. . U{Xa<y)=1-PX:>y,....,.Xn>y)=
1-(P(X1>y))"=1-(1-Fx(y)™
d’on

fraW) = =n(1 = Fx(y))" "' (=fx(v)) = nfx(v)(1 - Fx(y))"~".
(b) Si les X; segueixen una llei exponencial,

— =M ))\e—A
o) = 2P fx) = { 21T V0

de manera que

Il

e o]
BR) = 2 si-eMpevay =
0

(s o] o0
= 3 f yhe MWdy — f y(2N)e~ P gy —
0 0
1 1 3

T Y
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(c) Ara,

fv,ly) = nAe—‘\”(e_‘\V)”_l = nie ™MW ,y>0

i fv,(y) = 0siy <0, de manera que Y3 segueix una llei exponencial de parametre
nAi

1
EM) = .
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29. Siguin X i Y dues variables aleatories independents amb distribucié exponencial de
mitjana 1/\. Es defineix U = max{X,Y} i V = min{X,Y}.

(a) Proveu que U té la mateixa distribucié que X + Y.

(b) Trobeu la mitjana i la varidncia de X fent servir I’apartat anterior.
(c) Trobeu les funcions de densitat i distribucié de (U, V).

(d) Determineu si U i V s6n independents.

(a) D’acord amb el problema anterior,
fu(u) = 2Fx (u)fx (u) = 2(1 = e™*)Ae ™™, u > 0.

D’altra banda, si S = X + Z on Z = 1Y, la funci6 densitat de S és, per a s > 0,

4
£ )]

-""/(J___..

fs(9) = fx(6)*fae)= [ fx(@fz(s—t)de =
— 2 : —At_—2A(s—t) — 09)2,—2Xs : At _
21\'/;85 dt = 2)\*e .[Oedt
= 22xe (1 -eM),

mentre que si s <0, fg(s) =0.

(b) Fent servir I’apartat anterior,

1 1 1 1 3
EU)=E(X +3Y)=E(X)+3E(Y) =5 + 5 = 51
i 1 1 1 11 5
Var(U) =Var(X + EY) = Var(X)+ ZVGT(Y) =2 + 137 =5
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(c) Tenim
Fyy(u,v) = Pmax{X,Y} < u,min{X,Y} < v).

Es clar que per a u <0 6 v <0, Fyy(u,v) = 0. Suposem doncs que u,v > 0.
Si u < v, aleshores

Fyv(u,v) = Fxy(u,u) = Fx(u)Fy(u) = (1 - ™),
D’altra banda, si u > v,

Fyv(u,v) = Fxy(v,u)+ Fxy(u,v) — Fxy(v,v) =
2Fx(u)Fx(v)—F§(v) =
91— e~ MYy MY (1R,

(d) Esta clar que sempre es satisfa U > V, per tant U i V no sén independents.
Podeu comprovar que efectivament la funcié densitat conjunta no és el producte
de funcions densitat (la de U estd calculada en aquest problema i la de V a
I'apartat (c) del problema anterior).

LKA

y 4
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30. Es situen aleatdriament i independent n punts a l'interval (0, 1). Siguin X i Y les vari-
ables aleatories que donen les distancies de 0 al primer i al darrer punt respectivament.

0 n punts 1

( sesancne

e

Trobeu,

(a) La funcié de distribucié conjunta Fxy .

(b) La funci6 de densitat conjunta fxy.

(c) La mitjana de la distancia entre punts extrems Z =Y — X.
(d) La funcié distribucié i densitat de Z.

Diem Uj, ..., Uy, a les variables aleatories que donen la posicié dels n punts. D’acord
amb l’enunciat, aquestes variables sén independents i uniformement distribuides a
l'interval (0,1).

(a) Podem escriure

Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y)=P(X <z|Y <y)P(Y <y).

Si dividim el pla en les cinc regions de la figura,
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les probabilitats P(X < z|Y < y) i P(Y < y) es poden calcular facilment a cada
regi6.
e Clarament, a Ry = {(z,y) : = <0,y <0},
ny(:r,y) =0.
® AR ={(z,9):0<z <1,y > 1)} tenim
PY<y) =1,
i
PX<zlY Sy)=1-P(X>z)=1-P( [ {Ui2z})=1-(1-2)",
1<i<n
de manera que a R,
Fxy(z,y)=1-(1-z)".
e A Ry ={(z,y) :z > 1,y > 1} clarament,
Fxy(z,y)=1.
® ARy={(z,y):0<z<y<1}, tenim

P(Y <y)=P( [ {Ui€(0,9]}) =y

1<i<n
i
PX<zlY<y) = 1-PX>z|]Y <y)=
= 1-P( () Uie@D} () {U:e@y]}) =
1<i<n 1<i<n

- -(5)

Fxy(z,y) = [1 - (y;:}:)"] =y -(y-=)"

de manera que

e Finalment, a Ry = {(z,y) : 2 > 5,0 <y < 1}, tenim

PY <y)=P( () {Ui <o) =v™

1<i<n

P(X<zlY <y)=P( | {Uie(0,2]}| () {Uie@y]})=1,

1<i<n 1<i<n

de manera que
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En resum,
0, (z,9) € Ro
1-(1-2)*, (z,¥)€R
FXY(Ily) e 1: (x:y) = R2
V" —(z-y)" (z.y)€ERs
v, (z,y) € Ry

(b) De P’expressié anterior de Fxy(z,y),

(c)

(d)

_ PFxy(z,y) _ [ n(n-1)(y—=z)"2, (z,y) €Rs
Ixy(z,y) = ~ozdy { 0, altrament

B(2) = Bv-X= [ [R (=t i) o=

_ n(n_l)]oldyfo"(y-ﬂ"—*dm:(n—l)]oly"dy=
n-1

n+1’

Fent servir la férmula de la probabiiitat total en el cas continu podem escriure
Fal@)=P(Y =X <2)= [ POV =X <alY =i)fr(w)dy.

D’acord amb el problema 28 (a), la densitat de Y = max{Uy,...,Uy,} é

_ [ n(Fu )" fuy) =ny"t, 0<y<1
Fr(y) = { 0, altrament

D’altra banda, si 0 < z < 1,
P(Y-X <z2|Y =y)
= P( les altres n — 1 variables U; prenen valors a [y — z,y]) =
1 O<y<=
n—1
{ (-:’;) g gl

Aix{, pera 0 < z < 1,

z 1 n—1
Fz(z) = /ny"_ldy-{-/ (S) ny" ldy =
0 z

= 2"+n"(1-2)=(1-n)"+nz""

de manera que

0, z<0
Fz(z)={ (1-n)z"+nz""!, 0<z<1
1 z2>1

bl
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d’on

) 0, z¢(0,1)
fz(z) = Fz(z) = { n(l=n)2""'4+nn-1):""2 2€(0,1) °

Es pot recalcular ara la mitjana de la distancia entre punts extrems

E(Z) = /oo zfz(z)dz=n(l—n)./:z"dz+(n-—1)j01nz“_1dz =

—0o
n-—1
n+1’

Observeu que aquesta mitjana correspon a la distincia entre punts extrems quan
aquests estan repartits uniformement dins I'interval. Per exemple,

0 1
: - )
x=y
13

1
{ I 1 )
AY i " 4
x y
172
L el )

-
)
r—

Observeu finalment que aquest problema es pot considerar una generalitzacié del
problema 27 pel cas que la cita afecti a n persones i es compti el temps entre la
primera i la darrera que arriben. Podeu comprovar I’exactitud del resultat a la
vida quotidiana.
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31. Un dispositiu rep dos senyals els voltatges dels quals sén variables aleatdries X; i X,
independents i idénticament distribuides amb funcié de densitat
Z i 0
@) = fx@ = fx@@=4 2° 7 T>Y
0, z<0

La sortida del dispositiu d6na un senyal amb voltatge Y = max{X;, X3}. Si la poténcia
mitjana de cada un dels senyals d’entrada és de 5 mW, quina és la poténcia mitjana
de la sortida?

La poténcia de cada un dels senyals d’entrada és P; = X2, i = 1,2. La seva funcié

densitat és
1
L T
n @)= In®) = fr() = 5=fx(vp) ={ 2a7° 7 P70
\/ﬁ 0, p<0
és a dir, cada P; segueix una llei exponencial de parametre A = 51;. Per tant,
1 2 _
E(P) =5 =2"=5,

d’on a? = 5/2. La poteéncia a la sortida és
W = Y? = (max{Xy, X2})? = max{ P, P2}.
D’acord amb ’apartat (c) del problema 29 d’aquest capftol,

3 —_—
2x

de manera que la poténcia mitjana de sortida és de 7.5 mW.

E(W) = E(max{Py, P;}) = 3a2 =175,

Observeu que aquesta mitjana es pot obtenir també directament fent servir el Teorema
de I’esperanga.

EW) = E(max{P;,P})= waommu{p1,m}fp.ﬁ@1,m)dp1dpz:
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- ]]Rl pifplp,(p,,pg)dp;dpg+]fmm.fp,(m)fp,(m)dmdm =

2 j jR P17, (p1) fa(p2) dprdpy =
5] P1
2 (_/; Plz—:‘;c—ﬂ’ dpro %C_ﬁ' dpﬂ) =

al

== _/0 P1;36 ﬁk’dpi—fo p1a—ge ﬁdp1=3a =75

Observacié: [axe™**dz = e **(1 +z).
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32. La variable aleatoria X té per funcié densitat
2%+ &, ze(-1/2,1/2)

f (I) _ k+ 116, T € (-3/2! 1/2]U[1/2!3/2)
X - 11 ) TE (-5/2: —3/2] U [3/2v 5/2) ’
0, z € (—00,—5/2] N [5/2, 00)
per a un cert valor de k.
l f(x)
PTG e AT k
| |
L | I I | [ X .
25 15 -85 | os 15 25 *
Definim Y = g(X) on g és la transformacié
(2) = =+ 2]
9(z) = =+ ).
| | | -
-2_.5 -1.5 0.5 0.5 15 25 x
H
g

Determineu E[(X — Y)?| (soroll de quantitzacid).

Observem primer que per tal que fx sigui una funcié densitat cal que

[ ixt@)ds=(2r+

de manera que k = %

1 1

1 Py
10

1
dk+ = =1
+2 '
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Fent servir el teorema de ’esperanga,

E[(X -Y)}
E[(X — g(X))?] = j_ Gl ) e

—-3/2 1
f (z+2)2-—d.«c+f (z+1)
-5/2 10 -3/2

g

1

12

3/2
(x—1)%(k+
/2

—-1/2

1 5/2
Sy |
10 3/2

(z-2)

1
2(k+ﬁ)dx+/

=g

1
2_ —
lﬂdz

1/2

z?(2k +
2

1
E)dz-i-
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33. Siguin Xi,...,X, variables aleatdries independents i idénticament distribuides amb
mitjana E(X;) =m, 1 <i < ni varidncia Var(X;) =0?, 1 <i <n. Diem

Xi+...+ X,
n

m=

(Xl-m)2+...+(x,,—ﬁ)’_

V=

Determineu la mitjana de V.

Com que les X;’s sén idénticament distribuides,

E [(Xl —m)? ..+ (Xﬂ—ﬁ)ﬂ]

E(V) =

n

_ E[Xi-m)’|+...+ E(Xa —m)% _ E((X, — )% =

n

= E(X?) - 2E(X,m) + E(m?).

El primer sumand és
E(X}) =0+ m?

Per determinar el darrer sumand, diem Y = X3 + ...+ X,. Aleshores, E(Y) = nm i,
donat que les X;'s sén independents, Var(Y) = no?, d’on

- Y 2 1 9 1 5 o? i
E(m?) = B(5)2) = B(Y) = S(Var(¥) + (B = Z 4 m?

Finalment,

E(X;7) = E(X})+E(X:X3)+ ...+ E(X; X)) _ o2+ m? 4 (n—1)m? o f-2-+m2.
n n

D’aqui doncs,

B(V) =0 +m? =2 +m?) + — 4 m? = ———o".
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34. Les variables X, X,Y], Y, sén independents. Les variables X;, X; estan uniforme-
ment distribuides a (0,1) i Y;,Y> ho estan a (0,27). Definim
S =X, c08Y; + Xgc08Y;
Sy = X;sinY; + X3sinYs.

Quines s6n les mitjanes i variancies de Sy i S37 Quina és la covariancia de S; i S37

Fent servir la independéncia i que X, X3 estan igualment distribuides, aixi com també
ho estan Y7, Y5,

E(S1) = E(X, c0sY; + X3 cosY3) = 2E(X;)E(cos Y1)

on i
EX;))=-,i=1,2
2
n 1
E(cosY,-):f cosy—dy=0
0 27
i
n 1
E(sinY;) = iny —dy =0.
(sinY;) /0 siny o dy
Per tant,

E(S1) = E(S2) =0.
D’altra banda,

Var(S;) = E(S}) - (E(S)))* =
= zE(XfcoszYl+2X1chosY1cosYg+X§cosng)=

= 2E(X?)E(cos’Y}),
on
! 1
E(Xf):/ zldr = -
0 3
i
2 1
E(cos’Y;) = f cosay2—dy:
0 m
i " 1
Aixf doncs,

11 1
Vv =2-—=_.
ar(S;) 223 3
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De forma similar, fent servir que

Far Vel [ antydye=L
1} = o 5 yay = 2!
tenim ]
Var(S;) = 2E(X?)E(sin*Y;) = 3
Finalment,
Cou(8,,8;) =
= E(58,) - E(S1)E(Sg) = E[(X1 cosY; + Xg (XBYE)(Xl sinY; + ngi.an)] =
= E(XfcosYl sinY;) + E(X; X2 cosY;sinYs) +
+E(X3X1cosYzsinY)) + E(X3 cos YasinYy) =
= 2E(X})E(cosY;sinY;)
on

1 Fid 1 ix
E(cosY;sinYﬂ:E i oosys'mydy:a‘/; sin 2y dy = 0,

de manera que
CD’U(SI, Sg) =0.
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35. Les variables aleatories X i Y tenen funcié densitat conjunta

0<y<z<l

‘ _ ] 8zy,
fxy(zy) = { 0, altrament

‘ Calculeu E(Y4|X).

Fent servir el teorema de |'esperanca,
oo
E(Y4IX)=/ v frix (vlz) dy,
—00

on la funcié densitat condicionada fy|x és

Fonaclile) = %:—t_%) 25 fla) #0

i la densitat de X és

B o R x ¢ [0,1]
fx(a:)—-[_meY(Iay)dy—{ f;gxydy=41'3, T e [0,1] !

Ay
1
fxy(xr)'):sxy
-
x
d’on, per a z € [0, 1],
el {%, ; y € [0,2]
vix(vle)={ 8z _ 2
=~z vElha]

Finalment, .
T 2y z
4 . 4
E(Y IX)—/O y-—Izdy._—t‘,:ce[O,l].
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36. Donada la variable aleatodria bidimensional (X1, X3) es defineixen Y; = g;(X;) i Y2 =

92(X2), on
g1(z) = E(X3| X, =x)

22(z) = E(X3|X; = z).
Expresseu E(Y;) i E(Y2) en termes dels moments de la variable (X, X3).

Fent servir el teroema de |'esperanca,

00

) = E@()= [ a@fx@d= [ ™ BN =, (e e

f°° U“’ "fx=lxx("|x)du] fx,(z)dz =

-0 —00

I

00 o0
/ / ufx, x,(z,u) drdu = moy; x, x, = E(X3).
De forma similar s’obté
E(Y2) = moz;x, x, = E(X3).

Aquest resultat es pot generalitzar en el sentit que el teorema de ’esperanca es pot
formular també per a esperances condicionades: si ¢ és una funcié mesurable,

E[E(¢(X2)| Xy = z)] = E[$(X3)].
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37. Siguin X i Y dues variables aleatories i definim les variables Z = E(Y|X) i T =

Var(Y|X). Proveu que
Var(Y) =Var(E(Y|X))+ E(Var(Y|X)).

Els dos termes de la dreta de la igualtat sén

E(Var(Y|X)) = E{E((Y|X - E(Y|X))’]} = E{E(Y?|X) — E}(Y|X)} =
E(Y?) - E(E*(Y|X)),

on, d’acord amb el problema anterior, hem fet servir que E(E(Y?|X)) = E(Y?).
D’altra banda,

Var(E(Y|X)) = E{[E(Y|X)-E(EY|X))*}=
E{E*Y|X)-2E(Y|X)E(Y)+ E*(Y)} =
E(E*(Y|X)) - EX(Y),

on hem fet servir que E(E(Y|X)E(Y)) = E(Y)E(E(Y|X)) = EX(Y).

Sumant, doncs, aquestes dues expressions tenim

Var(E(Y|X))+ E(Var(Y|X)) = E(Y?) — EX(Y) = Var(Y).
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38.

38.

40.

41.

42.

43.

45,

Problemes proposats

En una memodria de disc, el capgal de lectura—escriptura es mou en lfnia recta segons
un radi. Les successives posicions que ocupa estan a distancia X; del centre del disc,
on X;, 1 = 1,2,... sén variables aleatories independents amb distribucié uniforme a
(0, R), on R és el radi del disc. Diem D a la variable aleatdria que déna la distancia
que recorre el capgal entre dues posicions consecutives. Determineu la funcié densitat
de D i la seva mitjana.

Les variables aleatories X i Y tenen funci6 densitat conjunta

- 2e~(*tY) 0 <z <y<oo
XY\L¥) =1 o altrament

Determineu les seves funcions de densitat marginal i la seva covariancia. Sén indepe-
dents?

Tirem repetidament una moneda amb P(cara) = p fins que

(a) surten dues cares seguides.
(b) surten o bé dues cares seguides o bé dues creus seguides.

Determineu el nombre mitja de tirades en cada un dels casos fent servir la férmula

n
E(X) =) E(X|A:)P(4:),
i=]1
on Ay,...,A, formen una particié6 de l'espai mostral. Repetiu el calcul del segon
apartat fent servir ara la férmula de 1'esperanca.

Quin és el nombre mitja de tirades en el problema anterior si la moneda es tira fins
que surten n cares seguides?

La distancia que ha recorregut la roda d’'un cotxe fins que punxa és una variable
aleatoria exponencial de mitjana 1000 Km. Suposant que les quatre rodes d'un cotxe
punxen independentment i que es disposa d’una roda de recanvi, quin és el valor mitja
de quildmetres que pot recérrer abans no es quedi aturat per roda punxada?

Siguin X, ..., X,, variables aleatories igualment distribuides i incorrelades amb varian-
cia 02. Quina és la varianciade Y = (X1 + ... + X, )/n?

S’escull un punt aleatdoriament (amb distribucié uniforme) a la regié
R={(z,y) e R*:0<r<3,0<y<3 |z—y| <2}
Quina és la probabilitat que |z —y| < 1siz > 27

Una moneda amb probabilitat de cara P(cara) = p es tira N vegades, on N és una
variable aleatoria de Poisson de parametre A. Proveu que els nombres X de cares i
Y de creus que surten en els N llangaments sén variables aleatories independents. Es
pot dir el mateix si N és un nombre fix?
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46. Les variables aleatories X, X3, ..., X, sén independents i tenen funci6 densitat fx,,
fXa» - - fx, respectivament. Definim les variables aleatdries

Yi=X, Ya=X14+X, ..., Y.=X1+Xo+...+ X,.
Quina és la funcié densitat conjunta de (Y3,Ya,...,Y,)?

47. Per a la prestacié d’'un cert servei, un sistema disposa de n servidors Sy, Sz, ..., Sn,
que treballen en paral-lel i de manera independent. Cada servidor S; té un temps de
servei T; que és una variable aleatoria exponencial de parametre A;, 1 <i <n.

(a) Si l'usuari selecciona el servidor S; amb probabilitat p;, 1 <i<n, 3.0, pi =1,
quin és el temps mitjd de duracié del servei.

(b) Suposeu n = 2 i que dos usuaris, Uy, Uy, volen ser atesos pel sistema. Cada un
d’ells selecciona el servidor S; amb probabilitat p;, i = 1,2. Si els dos usuaris
seleccionen el mateix servidor, U; s’ha d’esperar que es completi el servei a I'usuari
U;. Quin és el temps mitja que passa fins que es completen els dos serveis?
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Respostes

38.

39. X és exponencial de parametre A =21 fy(y) =2e ¥ —2¢ %, y > 0 i nul-la si y < 0.
No sén independents.

Cov(X,Y) = 1.

1 1 .
40. (a) ;-{—F(:Gmp:qzl/z)

2409, woi
(b) - (=3sip=¢=1/2)

41. .
E—l'r:l(iﬂ-l)—»%, quan n — oo
L=y oE qp

42. 500 Km.

43. ¢%/n.

44. 3/5.

46. g(y1,...,¥n) = fily)fa(y2 —w1) - - .- - fa(¥n — Yn-1).

47. a)

E(T)=Z%.

1

- 2p¥ 1 1 1 2;)%
E(T)= S +2P1P2(A1 +)\_2_ N +A2)+;\_2.
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Capitol 4. Funcié caracteristica

1. Es té una moneda amb probabilitat de cara p, 0 < p < 1. Sigui X la variable aleatoria
que correspon al nombre de vegades que s’ha de llangar la moneda per obtenir cara.
Calculeu la seva funcié caracterfstica i la seva esperanga.

La variable aleatoria X pren els valors 1,2,...,n,... amb probabilitats P(X = n) =
q" 'p, / g=1—p. Per tant,

o0 o0
My(w) = B(¥) = 3 enq"lp =2 5 (qe?) =
n=1 n=1
_p g pe
gl—geiw 1-—gew
Aixf,
1 1 pe?“j(1 — ge’) + pe?“qe’*j
E(X)= =Mx(0) == - =
( ) F; X( ) j (1 _chw)'z -
(1—qe)P| 0 (1-q) »
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2. Siguin X, X5 i X3 variables aleatdries uniformes en (—1,1) i independents. Calculeu

la funci6é caracterfstica de X = 2-11 Xi on N és una variable aleatdria independent
de X, X3, X3, italque PIN=1)=P(N=2)=P(N=3)=3.

Esté P(N =k) = %, k=1,2,3.
D’altra banda,

3
Fx(z)=P(X <z)=Y P(X <z|N=Fk)P(N=k)=

k=1
= P(X; <z|N =1)P(N = 1) + P(X; + Xa < z|N = 2)P(N = 2)+
+P(X1+ Xa+ Xa < z|[N =3)P(N =3) =
= P(X, <z)P(N = 1)+P(X1+X3 < 2)P(N = 2)+P(X;+ X2+ X3 < z)P(N =3) =

1
= 3(Fxi(#) + Fx,4x:(2) + Fx, 4+ X2+.%5(2));
on s’ha aplicat que N és independent de X, X5 i X3.
Derivant respecte a z:
1
Ix(z) = E(fxa (=) + fX1+X3(I) + fX1+X2+Xs(x))'

Aixi,
Mx(w) = %(Mx. (W) + Mx 1+ x,(w) + Mx, 4 x,4 x5 (W) =

- %(Mx(w) + M%(w) + My (w)),

ja que les variables Xy, X5 i X3 sén independents i idénticament distribuides, essent
la seva funcid caracteristica:

Finalment,

1, sinw sin‘w sinw
Mx(w) = z(2 + 52

).

s o
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3. (a) Trobeu la funcié caracterfstica d’una variable aleatdria gaussiana normalitzada
N(0,1).
(b) Sabent que la funcié caracterfstica de la variable aleatdria X és Mx(w), calculeu
la funci6 caracterfstica de Y = aX + b, a,b € R. Particularitzeu el resultat per a
X =N(0,1), Y =0X + m. Quina és la funci6 de densitat d’aquesta Y'?

(a) Sigui X = N(0,1). La funci6 de densitat fx és:

Aixf,

Mx(w) = [ e fx (z) dx = —\/12=1r.[_m S L P T

—00

En efecte,

1 = . 2 2 1 o . A3
eguz—iz il — E—*w e—f(z»-gu) i
Ve ,/_m v ./ '

T J—oo

i aquesta tltima integral val 1.
Per demostrar-ho rigurosament es pot considerar

1 == N2 1 2
e ~h(z—iw)? gy _ _/ —42%
= /_me = Fe z,

essent I el contorn en el pla complex indicat a la figura (a).-
ﬁlm | Im

Re R R Re

=
(a)

Per calcular aquesta integral de contorn, sigui C el contorn tancat mostrat a la
figura (b):

1 2 1 = 2
f = *%zdz___.f 3= gy
VZH_/;;C ? Var Jr ‘
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(b)

L[ eAas L[ a1 [ o7
Vvar Iy \/2_?7 -R Van I'a

Pero,
lim e 3 dz = lim e ¥4, = 0,
R—oo r, R—00 ra
(demnostreu-ho).
Aixd,
1 . _i( —jw)’ l foo _i 2
P e I\F dr = — e ¥ idr=1.
2T —00 v 2T —00

Noteu que aquest 1;esultat també s'obté fent el canvi { = z — jw en la integral
715; f:o e~ 1(==3)" dz i operant formalment.

SiguiY =aX +b.
My (w) = E(&*Y) = E(eI(aX+8)) = gwb E(eiwaX) — eIwb My (aw).
Si X és gaussiana normalitzada i Y = o X + m:

My (w) = ™ Mx(ow) = e?om—to’w’

Aquesta funcié caracterfstica correspon a una variable aleatoria gaussiana amb
esperanca m i variancia 0. En efecte, si Y = g(X) = o X + m:

1) = ZE iy gy

J() v

—m

fry)=- e *** amb z=1Y

Per tant:
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4. (a) Calculeu els moments d'ordre 1,2,3,4 de la variable aleatoria N(0,1).

(b) Usant la relacié entre N(0,1) i N(m,o) estudiada en el problema 3, trobeu el
valor mitja i la variancia de N(m, o).

(a) Si X = N(0,1):

_ —u’_m 1, 1 2n_mJ (=1)" i,
Mx(w)=e% ‘ém(‘é“’) _?;) e

D’altra banda,

Aixd,

—)"(2n) _ - _
M_&f‘)(()):{ é—g,—,,(]—lw(—l) 1:80...s(On=1) k=3n

, altrament.

Per tant,

3-...-(2n=1) ,k=2n

Ll [ 1
micx = M) = { 0 , altrament.

En particular:

myx =0, myx =1, max =0, mgx =3

(b) SiY=0X+mamb X = N(0,1):

my =E(Y)=E(@X+m)=0E(X)+m=m;

o = E((Y —my)?) = E(0X)?) = *E(X?) = o*.
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5. Sigui X una variable aleatdria gaussiana normalitzada.

(a) Trobeu la funci6 de densitat de ¥ = X2.

(b) La funcié6 caracterfstica de X2 és (1 — 2jw)~*%. Quina és la funci6 caracterfstica
de Z =X} + X2+ ...+ X2 on Xy, Xa, ..., Xn s6n totes variables aleatdries
gaussianes normalitzades i independents?

(a) Sigui y > 0. La funcié de distribucié de Y és:

Fy(y) =P(Y <y)=P(X?<y)=P(-H<X < )=
= Fx(Vy) = Fx(—=Vv).

Siy <0, Fy(y)=0.
Derivant respecte de y i tenint en compte que fx ¢és una funcié parella:

fr(y)= 75 (Fx (Vo) + fx(=/B)) = %f_), 5l
; y<0
Aixi,

e_}(mz = 1 6_%", y > 0

fY(y)={ T, B I .
0, y<0

(b) Si X1, Xa,...,X, sén independents, també ho sén X?, X2,..., X2. Per tant,
n

Mz(w) = (1 — 2jw) ¥ (1 — 2jw)™} ... (1 - 2jw)~% = (1 — 2jw)~%.
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6. S i N s6n dues variables aleatdries gaussianes N(mg,05) i N(0,0y) respectivament.

Es defineix Z = S+ N. Trobeu la funcié caracteristica de la funci6 de densitat conjunta
de S i Z suposant S i N independents.

Mzs(wy,wq) = E(Cj(w'z+w’s)) = E(ej(u’(s+N)+ms)) =

= E(e.i((w.+m)s+um)) = Mgy (wy + wa,wy). (1)

Tenint en compte que S i N sén independents:
Mzs(wi, wa) = Ms(wy + wa) My (w;) = eI (wrtwa)ms—h ol (wi+wa)? —hwiol

També, fent servir notacié matricial, sigui w = ( :1 ) Llavors, 'equaci6 (1) es pot
2

escriure com:

{ O |
onA:(l 0).

Per tant,

Mzs(wl,wz):cjur(; é)(":’s)_éur(} ‘1’)(502 ﬂ%)(i ‘l’)w,

Aixf, Z i S sén conjuntament gaussianes amb matriu de valors mitjans i de covariancies:

Mzs(wy,wy) = Mgy (wT A),

2 2 2
m . o o o
(S),lK ston o5

mgs 2 2
Og o5

respectivament.
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7. Donades les variables aleatories gaussianes independents X; = N(mj,01) i X2 =
N(mgz,09);
(a) fent servir la funcié caracterfstica, calculeu la funcié de densitat de Z = X; + X,.

(b) Trobeu la funcié caracterfstica de la funci6 de densitat conjunta de (X, X3).
Quin tipus de variable aleatoria és aquesta?

MZ(W) = MX! (W)MX, (Ld) s cfml —&uza'? ejuﬂ'ln—iu"ug
edw(mitma)—ho?(oi+ad)

Per tant, Z és gaussiana amb valor mitjh mz = m+mg i variancia cr% = af +cr§.
Aix{,

1 _lz—{m+mg

RSN — i
V27f\.|‘0'1 +(72

(b)

ﬂ/[}(l)(2 (whwg) - MX1 (wl)an(wg) = ejw;m|—1}afwf engmz—&agwg =
2
_ () (F 3)(35)

Per tant, (X, X3) és una variable aleatoria bidimensional gaussiana amb matriu

2
de valors mitjans [ " ) i matriu de covariancies ( £ 02 )
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8. Siguin X;, X, dues variables aleatdries gaussianes amb valor mitja 0 i matriu de co-
1

variancies i f ) Es defineixen dues noves variables aleatories Y;, Y3, mitjangant
2
les funcions:
y1 =21 +x3

Y2 =T — I3.

Trobeu la funcié caracterfstica de (Y7,Y3). Trobeu la funcié de densitat marginal de
Y;.

La funcié caracterfstica conjunta de X, X, és:

MX(“!)“Q) = E(CJUTX) = ej“’TmX“*uTwa,

_ [ @ _ [ X _ (0. (1 3
o= (5)x=(x )= (0) = (3 1)

D’altra banda, si Y = ( n
Y,

), la funcié caracteristica conjunta de Y;, Y, és:
My (wy,w2) = E(e"Y).

1 1

Perd, Y = AX amb A = ( 1 -1

) . Per tant,

My(wl,u.ig) = E(cjuTAX) o Mx(wTA) e eijAmxuiuTAKxATu e ejuTmy—-}uTKyu_

Aixf, Y7, Y3 sén conjuntament gaussianes amb vector de valors mitjans i matriu de

covariancies
my = Amx, Ky = AKxAT
respectivament.
Per tant,
0
my = ( 0 )9
11 1 3 1 1 \_(30
= A)(H)GA)=G1)
Aixi,

My (w1, w) = e~ @i+e2) = o~ $3ic—dwi = My (1) My, (wn);
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és a dir, les variables aleatories Y] i Y5 sén independents.
Finalment, la funcié de densitat marginal de Y; és:

1
fo(y) = \/é;\/g

_1y
e 235,
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9. Les variables aleatories Ty, T3, ..., T, s6n independents i estan idénticament dis-
tribuides amb funcié de densitat:

)\c M t50

amb A > 0. Calculeu la funci6é de densitat de T =T + T2+ ... + Tn.

La funcié caracterfstica de cada T; és:

oo LI X
M) = f It f(T) dt = j e Mgy — X
e 0 A —jw
Per tant, la funcié caracterfstica de 7 és:
Mr(w) = (Mr(w)" = (~2—)"
PR T
Invertint la transformacié:
Aﬂ
== -JU‘ —Jwt =
72t ] M (w) dw = j o

* —jwt 1
_21(_3) f_me’ __(w_%)nd“’

Per calcular aquesta tltima integral, considereu la segiient integral de contorn en el
pla complex i sigui ¢t > 0:

; 1
et __dz
S e

on I és el contorn mostrat a la figura (a).
‘Im ‘ Im

Re

R R
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D’altra banda:

. 1 L 1 )
eI~ d» =/ e_"‘"——dw+f e ¥ ___d2.
= R Al e =

Perd

Aixd,

1 ,.X o : 1
(I n —Ju!—_dw___
) L,f W=

fr(t)

X n-—1
(—jt) e = )\e'“( t)

1, A
—_ _— — “2 ] .
) M (n—1)

1
(n—1)!

Anilogament, si t < 0 cal considerar el contorn de la figura (b). En aquest cas s’obté,
naturalment, fr(t) =0.
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10. Un camf aleatori simétric bidimensional és una seqiiéncia de punts {(X,,Y,) : n > 0}
definida de la forma segiient:

Si (X5, Y5) = (z,v), lavors (Xn41,Yn+1) és, amb igual probabilitat, un dels quatre
punts (z + 1,y), (z — 1,y), (z,y +1), (z,y — 1). Suposant (Xo,Yo) = (0,0),

(a) probeu que E(X2 + Y;?) =n;

(b) trobeu la funci6 caracterfstica de (X, ¥5).

(a) Les variables aleatories X, i Y, estan igualment distribuides. Per tant,

E(X?+Y2) = E(X?) + E(Y?) = 2E(X2).
D’altra banda,

Xo= X0 4 XD 44 X,

on la variable aleatoria X ) pren el valor -1, 0 o 1 d’acord amb el moviment
horitzontal que s’hagi produit en el pas i-&sim, i = 1,2, ..., n. Per tant,

P(X® =_1)= %; P(X®=0)= %; P(X® =1)= i-

El valor mitja de X () és, per a tot i:
EX®) = Y kPX®=k)=0.
k=-1,0,1
Per tant,

E(X.)=0.

També, si 1,7 =1,2,...,n amb i # j:

E(X®Wx0)) = B(XE(XW) =0,

on s’ha considerat que els moviments horitzontals corresponents a passos distints
sén independents.

D’altra banda, per a tot i:

: : 1
2y — E 2 (Y T
E((XY")*) = k2 P(X k) 5
k=-1,0,1
Finalment,

B(X2) = nE(XO)) =,

E(X:+Y}) =n.
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(b) Notem que

n

(Xns Vo) = Y (X0, ¥y,

=1

on la variable aleatdria Y(*) correspon al moviment vertical en el pas i-2sim. Les
variables aleatdries bidimensionals (X9, Y()) sén independents i idénticament
distribuides, essent la seva funcié caracterfstica:

Mx(-’)y(t‘) (whw?) — E(cj(“ix(i’+wy(‘))) _
Z cj(wnm+«mn)p(x(-') =m,Y® = n),
(m,n)es

on S = {(-1,0),(1,0),(0, —-1),(0,1)}.
Aixf,

Mx(d)y(.')(wl,wg) = (E—JU‘ + &1 fe7Iw2 EJWQ) = E(wal -4 OOSUJQ).

-

Finalment,

1
M, v, (w1, w2) = o(coswy + cosws)™.
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11. (a) Trobeu la funcié caracteristica d’una variable aleatoria X de Poisson amb parametre
A

(b) Trobeu la funcié de probabilitat de la variable aleatoria Z = X +Y on X i ¥V
sén variables aleatories de Poisson amb parametres Ay i Ay respectivament i
independents.

(a) La funcié de probabilitat de X és:

k
P(X = k) =X

T k=012
Per tant,
oo oo k
Mx(w) = E(eX) = " P(X =k) =) efwke—*% =
k=0 k=0

=]

— A (Ae7)* IR N V= LN X (= L |
= e }E:-——ETM— =e € =€ -
k=0

(b)

Mz(w) = Mx(w)My (w) = XD Av(e79=1) _ (Qx+ay)(e-1)

Aixi, Z també és una variable aleatoria de Poisson amb parametre Ay + Ay. Per
tant,

(Ax + Ay)*

Y — —(Ax+A
P(X = k) = e~ x+ay) i

) k:0,1,2,....
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12. El nombre N d’usuaris que arriben a un sistema durant un cert perfode és una variable

aleatoria de Poisson amb parametre A. Sigui p, 0 < p < 1, la probabilitat de que un
usuari que arribi al sistema rebi servei. Determineu la funcié de probabilitat de la
variable aleatdria X que conta el nombre d’usuaris que reben servei.

Sigui X; la variable aleatdria indicatriu de I’esdeveniment “L’i-&sim usuari que arriba
al sistema rep servei”. Aix{, per a tot i, X; és una variable aleatdria de Bernouilli amb
funcié caracterfstica

My, (w) = E(e?X) =pe’ +¢; g=1-p.

D’altra banda,

X=X1+Xo+ ...+ Xn,

on N és variable aleatdria de Poisson amb funcié de probabilitat
A"
P(N=n)=e — n=0,12,..,
n

essent les variables X; i N independents.

Tot seguit, calculem la funcié caracterfstica de X condicionant per N:

Mx(w) = E(e’X)= E(E(“X|N)) =

= f:E(eiwﬂN =n)P(N=n) =

n=0

- z E(ejw(X|+Xg+...+X,.)|N)P(N — n) —

n=0

- EE(eju(X|+Xz+...+X,.))P(N=n) _

n=0

= )ci E(e’“X1) B(e?X2) ... E(e/“X")P(N =n) =

n=0
(= 8] [ o) i
) AR A Juw n
- Z(peju + q)n e—.\_1 - Ze—,\( (pe + q)) -
ey n! < n!
= e 2P GAp(e-1).
on s’ha utilitzat el fet que N és independent de X;, Xo, ..., X, i que aquestes variables

s6n també independents i tenen la mateixa funcié caracterfstica.

Es a dir, X es una variable aleatdria de Poisson amb parametre Ap. Aix{, el nombre
d’usuaris atesos segueix la llei de probabilitat
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P(X =n)= e_‘\"—(’\:!)n

n=0,1,2,....
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Problemes proposats

13. (a) Determineu la funcié caracterfstica d'una variable aleatdria T' exponencial amb
parametre A.

(b) Demostreu que
e3iw—2u?

14+ jw
és funcié caracteristica i calculeu E(X) i Var(X).

Mx(w) =

14. D’una urna amb dues boles blanques i tres negres s’extreuen dues boles. Sigui X la
variable aleatdria que representa el nombre de boles blanques extretes.

(a) Determineu la funcié caracterfstica de X, My (w).
(b) Usant la funcié caracterfstica, trobeu I'esperanca i la variancia de X.

(c) D’una altra urna idéntica a ’anterior s'extreuen igualment dues boles. Trobeu la
funcié caracterfstica de la variable aleatdria ¥ que representa el nombre de boles
blanques extretes entre les dues extraccions.

15. Si N és una variable aleatoria discreta que pren valors enters no negatius, es defineix
la seva funcid generadora Gn(z) = E(2V).

(a) Demostreu que Gy és ben definida a la regi6 del pla complex {z € C: |z| < 1}.

(b) Trobeu la funci6 generadora d’una variable aleatoria geometrica N amb P(N =
n)=pg" !, n=12...,0<p<1, qg=1-p.

(c) Siguin N, X, X3,..., Xy, ... variables aleatories independents, amb X, Xo, ...,
Xn, ... contfnues i idénticament distribuides, i N variable aleatdria discreta que
pren els valors n = 1,2,.... Expresseu la funcié caracterfstica ®g(w) de S =
Ef:x X, a partir de Gy i de la funcié caracterfstica de les variables X,,.

(d) Trobeu la funcié de densitat de S si X,, és exponencial amb parametre A i N és
geometrica definida com a (b).

16. Siguin X i Y variables aleatéries contfnues i Z = aX + bY amb a,b € R constants.

(a) Demostreu que si es coneix la funci6 de densitat fz per a tot a i b, llavors la
funcié de densitat conjunta fxy queda determinada unfvocament.

(b) Demostreu que si per a tot a i b la variable aleatdria Z és gaussiana, llavors les
variables aleatories X i ¥ s6n conjuntament gaussianes.

17. Siguin Y] i Y; variables aleatories conjuntament gaussianes amb parametres E(Y;) = 1,
E(Yz) = -1, Var(Y;) = 4, Var(Y2) = 1i p = 1. Sigui N, independent de (Y;,Y2),
també gaussiana amb E(N) =01i Var(N)=2. Si X =Y; — Y2 + N, demostreu que
(X,Y1) és una variable aleatoria bidimensional gaussiana i calculeu el valor dels seus
parametres.



o e Y

W e e L M

Funcié caracterfstica

187

Respostes
13. E(X)=2; Var(X)=5.
14. (a) Mx(w) = 5(3+ 6e/v + /%),
(b) E(X)=4/5; o% =9/25.
(c) My(w) = 135(3 + 6e7 + £/2)2,

15. (b) 3 fzqz.

(c) @s(w) = Gn(®x(w)).

Ap
@ -7

S és exponencial amb parametre Ap.

17. E(X)=2, Var(X)=5, puxy, =3






Estimacié de variables aleatories 189

Capitol 5. Estimaci6 de variables aleatories

1. Les variables aleatories X i Y tenen la funci6é de densitat

_[z+y si0<z<lilO<y<]l
f(zv) {0 altrament

Es vol estimar Y mitjancant la funcié lineal aX + b. Calculeu a i b perqué I'error
quadratic mitja sigui mfnim i trobeu aquest error

Tenim ¥ =aX +b i, per tal que I'error quadratic mitja sigui mfnim, s’ha de verificar
que (Y —=Y)11i (Y —Y)Lz. Per tant:

E{(Y -Y)X} = 0=E{[Y —(aX +b)]X} = E{XY} — aE{X?} - bE{X}
, E{(Y-Y)1} = 0=E{Y -aX +b}=E{Y}-aE{X}-b

Calculem ara els coeficients d’aquest sistema d’equacions. En primer lloc,
fx(z)= /01(::+y)dy =z+1/2, perO<z <1
Per tant :
E{X} = /01 2(z + 1/2)dz = 7/12 = E{Y}
E{X?} = /Ulzﬂ(z +1/2)dz = 5/12 = E{Y?}

1 1
E{XY} = /0 fo alie+ )i = 1/3

Ara, resolem el sistema d’equacions:

: 1 . 5.5
3 12 12

¢ . —la—f-b
12 12

: i obtenim a = —1/11i b=7/11.
Finalment 1’error sera:

| E=E{(Y -Y}=E{Y?} —aE{XY} - bE{Y} = 5/66.

|
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2. Donades les variables aleatdries X i Y amb funcié densitat conjunta

_J2 si0<z<y<l1
fxy(a:,y)—{o altrament

Calculeu

(a) La corba de regressié de X sobre Y
(b) La lfnia de regressié de X sobre Y’

(a) Hem de calcular E{X/Y}. Ara

E{X]Y =y}= [_m zfx/y=y(z)dz = -/:w Jxy(@y)

Fr(y)

A partir de la funci6 densitat conjunta fxy tenim

.fY(y)=_/0vfxviI»=/:2dy=2y

perO<y<1.
Per tant,

E{X]Y =y} :[ovx%dxzyﬂ

aixf X = E{X/Y}=Y/2
(b) Com que E(X/Y) és lineal, llavors la recta de regressié és Y/2.
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3. Sigui (X,Y) una variable aleatdria bidimensional uniformement distribuida en el recin-
te de la figura.

Es demana.:

(a) Trobeu la millor estimacié lineal de Y donada X.
(b) Trobeu la millor estimaci6é de ¥ donada X.
(c) L’error quadratic mitja en ambdés casos.

(a) Tenim E{Y - ¥} = E{(Y = ¥)X} = 0. Donat que ¥ = aX + b obtenim el

sistema
E{Y} =aE{X}+b
{ E{XY} = aE{X’} +bE{X}

del qual determinarem els valors de a i b.

y fx(x)
2
2(1-x)
1 X
1
E{X} = E{Y}= ]0 22(1 - z)dz =

. 1
E{x?} = E{Y’}=f 221 - z)dz = ¢
0
1 1—-=z
E{XY} = jffyfxv(z,y)didy=/o xdx/; 2ydy=$

Substituint els valors anteriors s'obté a = —3 i b= 1.

Llavors, la millor estimaci6 lineal de Y és Y = —} X + }
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(b) Hem de calcular E{Y/X}.

/X =2)= [ hoxeiiiy= [ vgr—du=15
que déna la mateixa estimacié de I'apartat anterior.
(¢) L’error quadratic és:
E{(Y -Y)*} = E{(Y - Y)Y} = E{Y?} - aE{XY} - bE{Y)} = 2i4

en ambdés casos.
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4. Les variables aleatdries X i Y tenen com a funci6 densitat conjunta
2 3= 2zp+?)
fx}’ (I’ y) We

Calculeu la millor estimacié de Y donada X.

fXY(I; y)dy

+oo +o0
B/X =2b= [ upyxeatidy= [ 2

La funcié de densitat marginal de X és:
+o00 +00
fx(z) = / 1 —i(z —2zu+2u’1dy e %e A5 j e—(u—i?dy =
— 00

=00 oo 1 .
= _'5—[ —Z == —-—--—--—e_%i,-
V2V/2r

Ara, la densitat condicionada és:

1 b 2mpn) : . ;
frix—z(y) = 2 i = e ) -8

eﬁi"f ﬁ \/1_?
2V

i ’esperanga.:
E{Y/X =z} = f T L8y 2
IR SRV Y72

ja que es tracta d’una distribucié N(%, 7).
Finalment, I'estimacié de Y és ¥ = E{Y/X} = ¥.

Un altre métode és utilitzar el fet que X i Y sén conjuntament normals. Llavors:

1 T30-70 (J;' "Xy +j7')
i ) s e “x
fxv(z,y) T o2 2
onax=\/§,ay=lip=715.
Finalment, I'estimacié de Y és lineal i E{Y/X} = £2XX = ¥
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5. Les variables aleatories S (senyal) i N (soroll) sén independents i gaussianes N (ms, 0%)

i N(0,0%) respectivament. Sigui Z =S+ N.
(a) Justifique perque la millor estimaci6 en mitjana quadratica de S donada Z ha de
ser lineal.
(b) Calculeu aquesta estimacié.
(c) Calculeu 'error quadratic mitja minim.

(a) Donat que S i N sén gaussianes i independents, s6n conjuntament normals. Amb
el canvi lineal Z = S+ NiS =8, SiZ també ho sén i per aix6 la millor
estimaci6 es lineal: S = E{S/Z} = aZ +b.

(b) La millor estimacié s’obté quan l'error S — § és ortogonal a 1 i a Z. Per tant:
E{S} = aE{Z}+b=aE{S}+aE{N}+b
E{SZ} = aE{Z%}+bE{Z} = aE{S?} +2aE{SN} + aE{N?}+
+ bE{S}+bE{N}=E{S*}+ E{SN}

Considerant que E{SN} = 0 s’obté el sistema d’equacions:

mg = amg+b
2 2 2 2 8 o fen
og+mg = al(og+ms)+aoy +bmg
que té com a solucions:
oy a%
g5 +OoN ggton
. . ) 0'2 02
essent I'estimacié S = ——5— - mg
g+ oy g+ 0oy

(c¢) L’error quadratic de I'estimacié anterior és:

2.2

E{(S - §)S) = E{S?} —aE{SZ} —bE{S} = (1 - a)E{S?} —bE{S} = —g 52 N_

ok +oy

N T
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6. Comproveu que és possible obtenir la millor estimacié lineal de Y donada X mitjancant
I’esquema de la figura.

Quin valor ha de tenir h7

Substituint b s'obté Y —my = a(X — mx), és a dir, estimar Y, = Y — my per a
Y=Y —my donat X, = X —mx. (On E{X.} = E{Y.} =0.)

En la figura es veu que Y — my = h(X — mx). Llavors h =a = p%.
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7. Sigui S una variable aleatdria de valor mitja 0 i desviaci6 tfpica os. Siguin N; i Ny

variables aleatdries de valor mitja 0 i desviaci6 tipica o, i o3 respectivament. A més S,
Ni i N; estan incorrelades. Determineu a; i a3 per tal que S sigui la millor estimacié
lineal en mitjana quadratica de S, aixf com també ’error de 1’estimacio.

Ny

Hem d’estimar S coneixent X; = S+ Ny i X = S+ Ny. Per tant, tenim § =
a1 X1 + az X2 amb error ortogonal a X; i X,.

E{(S-8)X;} = 0 = E{SX1}=aE{X]}+ a;E{X1X3}
E{(S-8)X;} = 0 = E{SX3}=a:E{X1Xs}+aE{X3}

Sabent que Nj, N7 i S s6n incorrelades:

E{X?} = E{(S+ N1)%} = E{S%} +2E{SN:1} + E{N}} = 0% + o}
E{X?} = E{(S+ N2)?}=E{S?} +2E{SN2} + E{N?} = 0% + o}

E{X1X3} = E{(S+N1)(S+ N)} = E{S?}+ E{SN1}+ E{SN2} + E{N1N,} =
= o
E{SX:} = E{S(S+ N1)} = E{S?*} + E{SN,} = 0%

E{SX)} = E{S(S+ N)}=E{S?}+E{SN,}=0%

que ens porta al sistema:

of = a(of+0})+a0%

a10% + az(0% + 07)
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amb solucions:

2.2
ay 7 "'sgz 2
3 p]
og(of +03) +ofo3
2.2
oo
& 591

o%(0] +03) +oio]

L’error comes és:

o}oio}
7.3
o%(o} +03) + oio}

E{(S - 8)S} = E{S?} — a1 E{SX1} — 2 E{SX3} =

En el cas particular que o0y ~ 03 < og tenim a; = a3 = 3 i § = (X1 + X3) =

2
S + 3(Ny + Ny). Llerror és 921.
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8. Siguin Y; i Y; variables aleatdries gaussianes de valors mitjans 1, -1 i variancies 4, 1
respectivament. El coeficient de correlacié és 1/2. N és una altra variable aleatoria
gaussiana independent de (Y7, Y3), de valor mitja 0 i varidncia 2. Sigui X = Y;-Ys+N.
Es demana la millor estimaci6 de Y; donada X, i I’error quadratic mitja de ’estimacié.

Donat que Y7, Y3 i N s6n conjuntament gaussianes també ho sén X i Y;. Per tant, la

2
. . . . I o .
millor estimacié és lineal, és a dir, Y; =aX +bona = pg—:} = —;g:—’l ib=my, —amx.

2
TxY,

2 _

UX =

cov (X,Y1) = cov (Y1, Y1) —cov (¥3,Y) + cov (N, Y}) =
03 — pO10y = 3

var (X) = var(Y; — Y3) — var (N) = var (Y;) + var (¥2) —
2cov (1,Y3) + var (N) = 0} + 03 — 2po102 + 03 =5

Per ta.nt,a=§ib=my, —amx=1—§2=—é. El rmultatﬂnalésﬁ:%)(-—%.

L’error comes és:

E{(Y1 -Y1)Y1} = cov(Y;—Y1,Y;)=var(¥;)—ocov(Y;, Y1) =
5 1
—= 2— E-—— — — T —
o; —acov(X,Y;) =4 5‘3 =

PR = s

<o
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9. Es vol estimar la variable aleatdria Y mitjancant I'expressié ag+a; X +ag X 2. ;Quines
equacions hauran de satisfer els coeficients per tal que 'error quadratic mitja sigui
minim? Quin és el valor d’aquest error? (Suposeu que tots els moments que es
necessiten existeixen i es coneixen.)

Per minimitzar I’error quadratic hem d'imposar que Y — ¥ sigui ortogonal a 1, X i a
X2, Es a dir,
E{Y —00+01X+02X2} =0
E{(Y —ao+a1X + a2 X)X} =0
E{(Y —ao+a1X +a2X?)X?} =0

que desenvolupant déna el sistema d’equacions:
E{Y} = ao+a1E{X}+aE{X?}

E{YX} a0 E{X} + a1 E{X?} + a E{X?}
E{YX?} = aoE{X?}+ a1E{X%} + a:E{X*"}

Il

o matricialment
( 1 E{X} E{X?}\ [ a0 E{Y}
E{X} E{X?} E{Xx3)} a; | = E{XY}
E{X?} E{X3} E{X% ) ( as ) ( E{X?Y} )
Ara, I'error quadratic és

E{(Y - Y)Y} = E{Y?} — aoE{Y} + 0, E{XY} + a E{X?Y}
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10. Les variables aleatdries (X,Y) sén conjuntament gaussianes amb matriu de valors

mitjans
mx
my

(03( K11
K11 a%

Calculeu la millor estimacié de Y donada X.

i matriu de covariancies

La millor estimacié de Y és lineal: ¥ = aX + b. Imposant I'ortogonalitat de Y — ¥ i
1i X tenim el sistema:

E{Y} = aE{X}+b
| E{XY} = aE{X?}+bE{X}

amb solucions,

| . _ B{XY})-B{X}BE{Y} _pu
| T TEXN - (BE(X)? T &

p = BMEXY)-EBE(X}B(XY} _  pu

E{X?} — (E{X)})? M

Llavors . i
Y =M X —mx) + my
Tx
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11. Sigui (X,Y) una variable aleatdria bidimensional amb funcié densitat conjunta

1
—lg6—z-y) 0<z<2,2<y<4
fxv(@y) {0 altrament

Calculeu:

(a) La millor estimacié de X donada Y.
(b) E{E{Y/X}}.

(a) La millor estimaci6é s’obté amb la expressi6 X = E{X/Y}. Calculem primer

E{X/Y =y}
B B +oo - +00 fxy(z,y)
E{X/Y—y} —./:w Ifx/y=y(1:)d.’l:—'/_w z___fy(y) dr
Tenim o .
K@= | Ixv(@uyz= fo L6z -y)ds= =
pera2<y<d.
i 26 143
E = - —Ir—y _ - Jy
A= /0 25 -y) k= 15— 3y
Finalment _—
X =E{X/Y}= 53y
(b) . 4
* ~ 17
E{E{Y/X}} = E{Y} = f_m yfy (y)dy =/2 y—t ldy ==
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12. Sigui (X,Y) una variable aleatdria bidimensional amb funcié densitat a — z — yen el
recinte de la figura (a constant) i zero fora. Es demana:
(a) Calculeu i dibuixeu la funcié de densitat marginal de X.
(b) La millor estimacié de Y donada X.
(c) La millor estimacié lineal de Y donada X.

fx@= [ ay= [ dy = 3(a~2)?
x@= [ txvendy= [ (@-z-g)dy= -2

—0o0
pera0 <z <ai fx(z)=0 altrament.
Donat que fx és una funcié de densitat tenim

+ o0 a 3
1= fx(x):‘/; %(0—1)2=%- = a=V6

Llavors

fx(z)={§(\3/§—f=)2 0<z< 6

altrament

£y (x)
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(b) En primer lloc:

+o00
E{Y/X =z} = _/; vy x=zdy = —= 7 (@)

foa_z y(a —z —y)dy

a—=I

5(a—2)? .

Per tant, la millor estimaci6 és

A 1
Y =B{Y/X} = —3X + %

(¢) La millor estimaci6 de Y donada X ja és lineal.

+o00
] yfxy(z,y)dy
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13.

14.

15.

Problemes proposats

Sigui (X,Y) una variable aleatdria bidimensional uniformeen 0 <z < 2,0 <y < /2.
Trobeu la millor estimacié, en mitjana quadritica, de Y donada X.

Siguin N i X dues variables aleatories incorrelades de valor mitja O i variancia 9 i 16
respectivament. Calculeu la millor estimacié de X (en mitjana quadratica) mitjancant
I’expressié a(X + N).

Sigui Y la millor estimaci6 de Y donada X. Mostreu que, igual que amb la millor ‘
estimacié lineal, I'error £y, = Y — Y és ortogonal a qualsevol funcié no lineal de les
dades g(X). En particular, mostreu que E{(Y — ¥)?} = E{Y?} — E{V?}.
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Respostes
13. V=%
14. X = ¥(X +N)
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Capitol 6. Processos estocastics

1. Sigui Y una variable aleatdria uniformement distribuida en (0, 7). Definim el procés
estocastic

1 —y<t<y

0 altrament

X(t) = {

Trobeu el valor mitja d’aquest procés. Es estacionari en sentit ampli?

X(t)

B(X()} = Y iP(X®)=i}=P{X@®)=1}=P{-Y <t<Y}=
' {o, it > 7 .
= P{tl<Y}={ [" RN AP |
[ o= [ a=1-2, W<

Com que el valor mitja depén de ¢, el procés no és estacionari en sentit ampli.
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2. Sigui E una variable aleatdria uniformement distribuida en (0,T). Calculeu el valor

mitja i 'autocorrelacié del procés X (t) = Pr(t)u(t — E) amb
<i<
PT(t)={ 1 0<t<T

0 altrament

i u(t) la funcié esglab.

X(t)

Per trobar el valor mitja, apliquem el Teorema de 'Esperanca:
o0

mx(®) = BXW}= [ Pri)ult - e)fs(e)de
—0o0

0, t¢[0,T]
{1

T 1 [ t
f/o u(t-—e)dez?/:)de=f, t€[0,7)

on s’ha usat que:

1 e<t
u(t——e):{ 0 e>t

Pel que fa a 'autocorrelacio,
Rx(t1,t2) = E{X(t1)X(t2)} = E{Pr(t1)Pr(ta)u(t; — e)u(ty —€)} =

T
B %'[O 'Pr(tl)PT(tz)u(tl = e)u(t2 — e)de —

0 t t1 €0, T) 62 &[0,T)
1 de f 2
[ §-% nueonucy
*de t
e huepTiuzn

ja que
u(t; —e) t; <ty
u(tz —e) t3<ty

wlts = eJulta =) = {

P el Sl et e T

l
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3. Sigui X (t) un procés de Poisson de parametre . Les seves transicions es “marquen”
amb probabilitat p independentment unes d’altres. Calculeu la probabilitat que en
(0,t) no hi hagi transicions marcades.

Sigui A el succés “en (0,¢) no hi ha transicions marcades”. Llavors,
P(A)=) " P(X,=k)P(A/X, = k)
k=0

on {X; = k} = {X(t) = k} denota el succés “en (0,t) s’han produit exactament k
transicions” i, per tant, al ser un procés de Poisson,

k
P(X, = k) =e—n%,k=o, 1,2,...

Per altra banda,

P(A/X; = k) = P(la transici6 no marcada, 2a transicié no marcada, - - -,
ka transici6 no marcada) = (1 — p)*

Substituint s’obté:

P(A) = ie"“@(l _p)k — e i (At(l _'P))"‘= —
k=0 k! — k!

— e—Ateo\t(l—p) — e—Atp
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4. Donat un procés de Poisson X(t) de parametre ), es construeixen els processos X (t)

i Xa(t) assignant cada transicié de X(t), independentment, a X,(t) o X3(t) amb
probabilitat p; i p; respectivament. Calculeu la funcié de probabilitat de X (t).

Suposant p; + p2 = 1, podem representar la situacié mitjancant ’esquema segiient:

- X (t)
X(t)

- % (t)

Denotant amb {X,(t) = k} el succés “en (0,t) s’han assignat k transicions a X;(t)”,
tenim:

Py, (k) = P{X1(t) = k} = Y P{X(t) = n}P{X1(t) = k/X(¢) = n}

n=k

perak=0,1,2,---,n, perd P{X,(t) = k/X(t) = n} és la probabilitat que, havent-se
produit n transicions, s’assignin k a X (t), que és la binomial (})pfp3*. Llavors, ens
queda:

P =k = 3 e (V)atryt -

e n! \k
(A % P *
= e At)"
] ”lnz_;( U
k k
_ e-m(m:!t) Apa _ c—p;)«t(pll;\!t)

Es a dir, X 1(t) és un procés de Poisson de parametre py ).
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5. Sigui T, I'instant en qud es produeix 'enésima transicié d’un procés de Poisson. Cal-
culeu la seva funcié de distribucié i la de densitat.

1

|

~

Fr.(t) = P{T,<t)=P{X(t)> n} =

= =]

_ _n(»\t) T G
= Ze Z k' , pert>0

k=n k=n

d . ( )k _ e Akkt"_l

fT.,(t) = -a-t—FT“(t) :— —Ae At kz _k_'_ +e Atkz k! ]
=" =n
_ - ) Aet+1pk N ‘“i Aepk—1
i k! = (k—=1)!
n—1

= Ae_”E:tll),. pert >0

Nota: Si n = 1, queda fr,(t) = Ae™, t > 0, és a dir, T} és una variable aleatdria
exponencial de parametre A, igual que el temps entre dues transicions consecutives.
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6. Siguin X; i X7 dos processos de Poisson independents de parametres \; y g respec-
tivament. Considereu el procés X; + X3. Sigui T el temps fins a la seva primera
transici6. Calculeu la funcié de densitat de T

Sigui S(t) = X1(t) + X2(t) i 73, 1 = 1, 2, el temps fins a la primera transicié del procés
X;(t). Graficament:

‘ X (1)
e
—_
R t
I X
L
|l |
——t |1
Itz'llll ‘
N o
(T Yy
I
I B
LT
ol 1 11] | Lt
Ty =min(g ,1)

Xi1(t), X2(t) Independents = 71, 79 Independents

FT;(t) = P(Tl St) = P{min(TI,Tg) St} =
Pn<tén<t)=1-P(n 2t,n2t)=

1-P(m2t)P(ra2t)=1—[1 - F, (t)][1 - Fy,(t)] =
—Aitg=Xat _ | _ o—(M+da)t

Il

l1—e
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jaque,perat=1,2
Frn(t) = P(n<t)=P{Xt)21}=
40
= 1 =PI =} =1 e_‘\‘t———(“g;t) = bt

(Vegeu el problema 6.5 per a n = 1). Finalment,
fn(t) = %FTI ()= (A1 + Az)e—(ll+)\g)t

per at > 0, és a dir, T} és una variable aleatdria exponencial de parametre A\; + As.
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7. Sigui X(t) un procés de Poisson de parametre A, i T' el temps transcorregut entre una

transici6 i la que fa dues després d’ella (vegeu la figura). Calculeu la funcié densitat
i el valor mitja de T. Interpreteu el valor obtingut per al valor mitja a partir del
significat de A.

Calculem en primer lloc la funcié de distribucié. Per aixd, fixem l'origen de temps al
produir-se la transicié que prenem com a referéncia.

— f=
FH -3 -

4—T—b

Fr(t) = P(T<t)=P{X(#®)22}=1-P{X(t)<1}=

1-P{X(t)=0}-P{X(t)=1}=1-eM—e MMt >0

Llavors,

d
fr(t) = ZFrt)= e — Ae™M 4 Aiem = N2e™ 1 > 0

a2 [Taae_ 422 _ 2
E(T)_A]O - T

(integrant per parts dos cops).

En un procés de Poisson, A representa el nombre mitja de transicions per unitat de

temps; per tant, 1/) és el temps mitja entre dues transicions consecutives. Aix{, en el

nostre cas, E(T) =1+ 4+ =12
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8. Sigui A el nombre mitja de partfcules emeses per una substancia radioactiva en 1
8. Denotem amb N; i N; el nombre de partfcules emeses en els intervals (0,7}) i
(Ty = Ta, Ty — Ta + T2), (0 < Ta < Ti) respectivament. Suposant que el procés
d’emissié és de Poisson, calculeu E(N;N3) en els casos segiients:

(a) T3 > Ta
(b) T <Ta

0 T-T, T, T+1-T,
b Nyt e N’ = t

(a) Per realitzar el calcul, és necessari considerar intervals que no es solapin, ja que

aixd implicard que els respectius nombres de partfcules emeses en ells sén inde-
pendents. Aixi:

E(N1N2) = E{(N{+ Na)(N3+ Na)} = E(N{N;) + E(NaN}) + E(N}) =
= E(N{)E(N;) + E(NA)E(N;) + E(N}) =
= AT{ATy 4+ ATAATS + A\Ta + X3T2 =
= NI+ ATaTs + ATa = AT + A T4

on s’ha usat la notacié T; = T; — Ta, 1 = 1,2, i el fet que si Ny és el nom-
bre de partfcules emeses en un interval de durada T, E(Ny) = AT i E(N2) =
VAR (Nr)+ E(N7p)? = AT + A\*T?

(b) Denotant T! = |T; — Ta|, i = 1,2, tenim ara:
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E(NiNs)

E{(Ni+ N2 + N3)Na} = E{(N{ + N3) N2} + E(N3) =
E(Nj+ N3)E(N2) + E(N3) =

MT{ + T3)AT; + ATy + N*T§ =

NT(T! + T + T3) + ATy = X2ToT, + AT,
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9. El procés estacionari en sentit ampli X (t) és normal de valor mitja 0 i funcié de densitat
espectral S(w) = 4—_:‘;, Calculeu la probabilitat que, per un ¢ donat, X(¢) prengui

valors entre 0.5 i 1. Doneu el resultat mitjangant la funcié er f(z) definida per:

erf(z) = \/% fo o

Donat que X (t) és estacionari en sentit ampli (al ser normal també és estacionari en
sentit estricte), la funcié de covariancia només depén de 7 = ¢; — t5 :

C(ty,t3) = C(r) = R(t) — m? = R(7)

ja que m = 0. Per calcular C(¢,t) = C(0) = R(0) usem la férmula
1 > jwr
R(r)= 5 f_ ()

per tant

1 ™ 1 />~ ldw 1 w . |o°
Ri0)=-= . . B TS o A S DO o { e
sl Wy 2«,/_m1+(g)2 G 2vetan(z],

=
4
Llavors, o x () = +/C(0) = 1/2 i, per tant,

P{0.5 < X(t) 1} = P{ox() < X(t) < 20x(y)} = erf(2) —erf(1)

(Recordeu que, per a cada t, X (t) és una variable aleatoria gaussiana.)
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10. El procés estacionari X (t,w) és normal de valor mitja 1 i de funcié de covariancia
e~ 27|, Calculeu la funcié de densitat de la variable aleatdria I = fol X(t,w)dt .

Si el procés X (t), gaussid, passa a través d’un filtre lineal amb resposta impulsional

h(t)

s'obté el procés I(t), també gaussia,
t
I(ty = X(1) = h(t) = f X(r)dr
t—1

(vegeu el problema 6.13). Per tant, I(1) = fol X(7)dr = I és una variable aleatdria
gaussiana i per caracteritzar-la n’hi ha prou amb calcular el seu valor mitja m; i la
seva varidncia o?.

1 1
E(I) = j; E{X(t)}dt = fo i =4
o} = E(?)-E(I)?=EJ? -1

E{ fo Xt fo 1 X(t2)dtz} = fo l f0 B(X(t) X (t2))dtrdty

my

E(I?%)

Per calcular aquesta integral fem el canvi 7 = t; — {5, amb aixd:
1 pm 1
o =i
o Jo -1

i B{X(t1)X(t2)} = R(r) = C(r) + m? = 27 1 1.
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t;
A
1
t+t 71 +dt
Ve
7/ - dS=(1- T)dt
/7
ty

Llavors,

1
E(IY) = [1(1 +e (1 = |7|)dr = 2/01(1 +e 21 = |7|)dr =

1 1
= - |r]dr “Arl(1 = |r))dr =
2/0(1 i) +2]0e (1 - r))d

-2 -2

1 e 3 e

= 2-— —) = - ———

LRAg )=t

Per tant, 0 = 3(1+€72), i
1l a—my 4
. )
= 2 or
ff(a) mo!e
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11. Sigui X (t) un procés estocastic amb espectre de poténcia

Mostreu que X (nT') i X(mT) (amb n i m enters diferents i T = 1/2F') s6n ortogonals.

Hem de veure que E{X(nT)X(mT)} = Rx[(n — m)T] =0, n # m . Calculem la
funcié d’autocorrelacié,

F jox rt | F

— —1 — j2xft 30 __ el =
Rx() = FUSx(}= [ kM= k Sl =

B kshl(21rFT)

N nFt

Llavors,

_ ., sin(2rF(n —=m)T)  sin(n—m)r

Bxln—mi ] = e et " Ta—m)

si n#m.

- S e Sh L - Jo-o" - i



Processos estocastics 221

12. Calculeu I'espectre de poténcia dels processos:

(a) Y(t)=X(t—a)+ X(t+a)
(b) ZX)=Xt)-X@¢t-T)

sabent que el procés estacionari X (t) té per espectre Sx(f).

(a)
Ry(t+7t) = E{Y(t+7)Y(t)}=
= E{(X(t+7—-a)+X(t+7+a)][X(t—a)+ X(t+a)]} =
= 2Rx(7)+ Rx(7 —2a) + Rx (7 + 2a)

jaque (t+7—a)—(t—a)=(t+7+a)-(t+a)=7, (t+7—a)—(t+a)=7—2a
i(t+7+a)—(t—a)=7+2a. Aix{, recordant les propietats de la transformada
de Fourier:

25x (f) + Sx (f)[e 72120 4 £i27/20) =

Sy(f)

Un altre meétode: Interpretar Y'(¢) com la sortida d’un filtre amb resposta impul-
sional h(t) = 6(t + a) + 6(t — a) i entrada X (¢). La funcié de transferéncia és:
H(f) = F{h(t)} = e~ 927I20 4 i23%[20 — 3 cos(27 fa).
Per tant,

Sy(f) = |H(f)*Sx(f) = 4Sx(f) cos?(2n fa)

(b) En aquest cas, Z(t) és la sortida d’un filtre amb h(t) = 6(t) — §(t — T'). Per tant,
H(f)=1-e"92IT j queda:

Sz(f) = Sx(f)|1—e_j2”f7|2=
= Sx(f)(1 — e 92T)(1 — 527/T) =
= Sx(f)(2—e T _ 27/T) =
25x(f)(1 — cos 2 ft) = 4Sx(f)sin® 7 fT

Noteu que, en ambdés casos, la funcié de transferéncia es pot obtenir directament,
observant la sortida quan la entrada és e/2"/*. Aix{, per exemple, en el primer cas:
X(t) = ef2 It

X(t —a) + X(t + a) = eF27/(t-0) 4 eB2nS(t+a) —
ejﬂwf:(e—j'ztfa + ej21rfa) s X(t)[{(f)

Y(2)
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13. Donat el procés estacionari X (t,w) d’espectre Sx(f). Calculeu I'espectre de
c
Y(t,w)= L X(7,w)dr
T t—-T

El procés Y (t) és la sortida d’un filtre amb resposta impulsional
h(t)

/1

En efecte:

Y(#)=X(t)*h(t) = ” X(T)h(t — T)dT = -[t X(r)dr
t-T

—00

b(-9

1"'!‘

h[-(t-t)]=h(t-7)
La funcié de transferéncia és
T —jomft T -
s = _1_ —j2n ft _l i _ _-Q,I;Sln‘ﬂ'fT
e _.[o i 7] T
Llavors,
. T\ 2
Sv(f) = Sx(NIHI = Sx(f) (5“;}’{. ) _ Sx(/)sin T

1
1
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14. L’esquema representa un filtre discret amb “memoria infinita” (és a dir, cada valor de

la sortida depén de tots els valors anteriors de ’entrada) amb [a| < 1. Sabent que
Rx(n) = ké(n), k constant, trobeu |’espectre de poténcia de Y(n).

X(n) + S Y(n)

|

(a) Calculant primer Ry (n)
(b) Aplicant la férmula que relaciona les densitats espectrals de X(n) i Y(n).
(c) Particularitzeu el resultat quan Ry (0) = 11 Ry (1) = 1/2.

(a) Segons I'esquema Y (n) = X(n)+aY (n—1), é a dir:

Y(n)=X(n)+a¥(n-1)=X(n)+aX(n-1)+d’Y(n-2) =
=...=X(n)+aX(n-1)+a’X(n-2)+...+a™Y(n—m),
per tot m > 0.

Com que |a] < 1, i suposant Y(n) acotada, tenim limy, oo a™Y (n —m) = 0. Per
tant,

Y(n)=) e'X(n-v)

v=0

La funcié d’autocorrelacié és (n > 0),

Ry(n) = E{Y¥(m)Y(m-n)}=E{[X(m)+aY(m-1)]Y(m—-n)}=
= E{X(m)Y(m—n)}+aRy(n-1)

perd,

E{X(m)Y(m —n)} = E{X(m))_a*X(m-n-v)} =

v=0

= Za"E{X(m)X(m —-n—-v)}= Za"Rx(n +v)=0

v=0 w=0

T
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Per tant,
Ry(n)=aRy(n—1)=a’Ry(n—2)=--- = a"Ry(0)

on:

Ry (0) E{Y?(n)} = E{[X(n) + oY (n - 1))’} =
E{X*(n)} + 2aB{X(n)Y (n — 1)} + a®E{Y?(n — 1)} =

= Rx(0) +a?Ry(0) = k + a®Ry(0)

Jja que, segons hem vist, E{X(m)Y (m — n)} = 0. Aillant Ry(0),
k

RY(O) = 1 g2

Substituint aquest valor a la férmula obtinguda i considerant que Ry (n) és una
funci6 parella, ens queda finalment:

In|

R =
Llavors,
oo k o0
_ —j2xfaT _ K In| —j2% fnT
Sy(f)= 3 Ry(n)e ™" = = 3~ glnlemit
n=—oo n=—oo
on
oo oo oo |
Z In| —j2x fnT _ (aejfhrf‘r)n_i_l_i_ ( —th[T)n — 2
a™e ae
aejmrfT ae—jmrﬂ!"
= {"aamrr t1+ 1—ge-27IT
_h 2acos 21 fT —2a® 1—a?
N 1+ a?—2acos2rfT 1+ a? —2acos2nfT
Per tant, 4

k |

rif)= 1+ a? —2acos2nfT

(b) Per aplicar la férmula Sy (f) = Sx (f)|H(f)|?, necessitem calcular la funcié de

transferéncia H(f) = F{h(n)} )

X(n) Y(n)=h(n)"X(n)
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Comparant aquesta expressié amb la calculada abans, veiem que:

n >0
w={ ¢ nZ6

Per tant,

— =Jix N - —Jix n 1
H(f) = 3 Wm0 = 3 (ae™ 0N = 4
= =

Per altra banda,
Sx(f) = F{Rx(n)} = kF{b(n)} = k

En definitiva,

SY(I) N SX(f)H(f)H(f)‘ - (1 — GC‘J?l.fT’;(l — aejQ’rfT) =
k
- 1—a(e 72=fT 4 g'mrfT) + a2 =

k
1+ a? —2acos2nfT

(c) Els valors de Rx(0) i Rx(1) determinen les constants a i k. En efecte, partic-
ularitzant la férmula obtinguda per Ry (n) per al cas n = 1, Ry (1) = aRy(0),

d’on
_Ry(1) 1
= Ry(0) 2
El valor de k s'obté a partir de :
k k

RY(0)=‘1‘j:5=_-1—=1;

Per tant k = 3/4. Substituint aquests valors, resulta:

3/4 3

Sy(f) = 1+ 1 —cos2nfT = 5—4cos2n T
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15. Siguin A i B dues variables aleatories incorrelades de valor mitja zero i variancia o?.

2
A partir d’elles es construeix el procés X (t) = A coswot + B sinwgt (wo constant).
(a) Es X(t) estacionari en sentit ampli?
(b) Es X(t) ergddic en valor mitja?
(c) Es X(t) ergddic en autocorrelacié?

(a) X(t) és estacionari en sentit ampli si el seu valor mitja és constant i la seva
autocorrelacié només depén de 7 = ¢; — 5.

mx(t) = E{X(t)} = E{Acoswgt + Bsinwpt} = E(A) cos wot + E(B) sinwyt

Rx(t+mt) = E{X(t+7)X(t)} =

E{[Acoswp(t + 7) + Bsinwg(t + 7)][A coswot + Bsinwpt]} =
E(A?) coswy(t + 7) coswot + E(AB)[cos wo(t + ) sin wot+
+sinwg(t + 7) coswot] + E(B?)sinwy(t + 7) sinwpt =
o?[coswo(t + T) coswot + sinwy(t + 7) sin wot] =

= o2 coswoT

jaque E(AB) = E(A)E(B) =01 cosacos 3+ sin asin 3 = cos(a — ) Aix{, X(t)
és estacionari en sentit ampli.

(b) X(t) és ergddic en valor mitja si el seu valor mitjd (mostral), my (constant)
coincideix amb el seu valor mitja temporal, M.

M = :l—l.To“T_/ X(t)dt = l_l.r&ﬁf (Acoswot + Bsinwpt)dt =
= lim -—-——sm t| + lim LA t_p =
T =00 2T wy wobl-r looQT_ Ry I_T_
= lim Asinwpt 4 i — B coswqt e
t—oo wo t—o0 wot

Per tant, X (t) és ergddic en valor mitja.

(c) X(t) és ergddic en autocorrelacio si la seva autocorrelacié, Rx (1), coincideix amb
la seva autocorrelacié temporal, R (7).

1 /7
R(T) = llmﬁ g X(t-}--r)X(t)dt—

t—oo

t—oo

= lim 7T / [Acoswy(t + 7) + Bsinwg(t + 7)][A coswot + B sinwyt]dt =

= lim {——f [A? coswo(t + T) coswot + B? sinwy(t 4 7) sinwpt)dt} =

t—oo
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A?

T
= ‘I_l‘lgo-i-j,—‘/:r[ooswgr+cmwo(2t+f)]dt+

B?

T
-y -

= %(A’ + B%) cosunt £ Rx(r)

on s’han usat les igualtats segiients:

T
lim ‘2LT f ABJcoswo(t + ) sin wot + sinwo(t + 7) cos wot]dt =
-T

t—o0o

T
= AB[tlim % [Tsin wo(2t +7)dt] =0

cosacos § = %{cos(a — B) + cos(a + )}

sinasin 8 = %{sin(a - B) +sin(a + B)}

1 (T
li i =
im o= " coswy(2t + 7)dt =0

En resum, X (t) no és ergodic en autocorrelacié.
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16. A partir d’un procés de Poisson, X(t), de parametre ), es defineix el procés

| 1 siX(t) és senar
¥ = { 0 si X(t) és parell
(Noteu que, si Z(t) és el “senyal telegrafic aleatori”, llavors Y (t) = ﬂ%"’—l) Trobeu la
millor estimacié de Y (t5) donada Y (¢1), t2 > ¢;. Quins valors prén aquesta estimaci6
quan |'instant ¢ és molt proper a ¢; o molt llunya a ¢,7?

rri1 rm1
N I D I
= S N Ny SR — -

11 t, t

Y(t1) i Y(t2) sén variables aleatories discretes que prenen els valors 0 o 1. Siguin
Y1=Y(t1)i Y2 =Y (t2). Llavors, la millor estimacié de Y, donada Y; sera:

hh=EXa|Y1)= Y wPMa=wnlVi=y)
y2=0,1

Cal distingir dos casos:

Siy1=0:Y2 = P(Y2=1]Y; =0) = P{X(t3) — X(t1)senar} =

= P{X(t2) - X(t1)) =1} + P{X(t2) - X(t1) =3} +--- =

. 3

- e_A("““){)\(tg ~ ik (Alt2 = t1)) e

= e M-t ginh \(ty — t;)
Si yi=1: Yz = P(Yg = 1[}’1 = l) = P{X(tz) - X(tl)parell} —

cAta—t) g, Alta =t1))*  (A(t2 —t1))

= e M=t cosh A(ty — 1)

4
+...}=

Els valors d’aquestes estimacions s6n els esperats quan T és molt proper o molt llunya
de Ty. En efecte,

o _ [ 11=0) F[1-e2amn)) _JY(t) sita—=ty
Be{ oD fhremena f e - {19 3020
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17. Determineu la constant a perqué el senyal S(t) sigui la millor estimacié lineal en
mitjana quadratica de S(¢). Trobeu també I'error d’aquesta estimacié. Suposeu que
els processos S(t) i N(t) sén incorrelats, tenen valor mitja zero i les seves poténcies
mitjanes s6n 15 mW i 5 mW respectivament.

N(t)

s() f\ . =10
L/ xe |>

Aplicant el principi d’ortogonalitat :

E{[S(t) - S0IX®)} = E(S() - aX®)X(®)} =
= E{S()X(t)} - aB{X*()} =0

E{S®X(®)} = E{S@®)IS(t)+N®)}=E{S’(t)}=15

ja que, al tenir incorrelacié, E{S(t)N(t)} = E{S(t)}E{X(¢)} =0.

Ara, E{X?(t)} = E{[S(t) + N(t)]*} = E{S*(t)} + E{N%(t)} = 15+ 5 = 20, per tant,
ens queda l'equacié
15—-20a=0

d'on a = 3/4. Pel que fa a l'error quadratic mitja de I’estimacio,

E{[S(t) - 8(t)]*} = E{[S(t) - S()S(t)} =
E{S*(t)} - E{aX(t)S(t)} = (1 - ) E{S?(t)} =

3 15
= (I—Z)IB—T

(en mW, ja que representa la poténcia mitjana del “senyal diferéncia” o “error”).

™
|
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18. Calculeu 'estimador lineal dptim de

T
I= /0 X(t,w)dt

T > 0 en funcié de X (0) i X(T) sabent que X(¢,w) és un procés estacionari amb
autocorrelacié e~ !7!.

L’estimaci6 sera de la forma f = aX(0) + bX(T), amb constants a i b que calcularem
aplicant el principi d’ortogonalitat:

I-T1X(0) = E { UT X(t)dt —aX(0) — bX(T)] X(O)} =0
0

I-1LX(T) = E { [/T X(t)dt — aX(0) — bX(T)] X(T)} —0
0

d’on:
Jo B{X()X(0)}dt — aE{X?(0)} — bE{X ()X (0)} =
Jo R(t=T)dt —aR(0) —bR(T) = [T e tdt —a—be~T =

l-eT—a-beT=0
7 E{X()X )}t — aB{X (0)X(T)} - bE{X?(t)} =

Jo R(t =T)dt —aR(T) —bR(0) = [T e~T~9dt —ae~T —b =

l—eT—geT_p=0

Per tant,
1—¢eT a+be T }

—
I
)
|
l-.i
[
RI
I-.]
+
o

D’aquf
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19. Donat I’esquema

h(0) h(1) v

.

1/2

R(n+1)

on E{W(n)} =0i Rw(n) = 36(n), calculeu h(0) i h(1) per tal que X (n + 1) sigui la
millor estimacié lineal en mitjana quadratica de X(n + 1). Trobeu 'error quadratic
mitja.

Segons I’esquema, X (n) = W(n)+ §X(n—1)i X(n+1) = h(0)X (n) + h(1) X (n - 1).
Les constants h(0) i k(1) han de ser tals que (principi d’ortogonalitat):

E{[X(n+1) - X(n+1)]X(n)} =0
E{[X(n+1)-X(n+1)]X(n-1)} = 0
és a dir,
E{X(n+1)X(n)} — h(0)E{X?(n)} - h(1)E{X(n — 1)X(n)} = 0
E{X(n+1)X(n—1)} — hO)E{X(n)X(n — 1)} — h(1)E{X%(n —1)} = 0
d’on,
h(0)Rx(0) + h(1)Rx(1) = Rx(1) }
h(0)Rx (1) + h(1)Rx(0) = Rx(2)

Rx(0) = E(X*(n)}=E{W(n)+5X(n~ 1)} =
= B{WXm)}+ B(W(m)X(n— D} + 3E{X (n - 1)} =

= Rw(0)+ %RX(O) =3+ %Rx(ﬂ)

ja que E{W(n)X(n — 1)} = 0 (vegeu problema 6.14). Per tant,
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Rx(0) = 4
Rx(1) = B{X(n+DX(m)}=E{W(n+1)+ 2 X()X(n)} = 1Rx(0) =2

Rx(2) = E{X(n+2)X(W)}=E{Wn+2)+3X(n+ DX (m)} = 3Rx(1) =1

4h(0) + 2h(1)
2h(0) + 4h(1)

L’error quadratic mitja comes sera:

I n

2 }=>h(0)=%, h(1) =0

e = E{X(n+1)-X(n+ DIX(n+1)} = B{X(n+1) ~ 2 X(m)]X(n +1)} =

= Rx(0)- 5Rx(1) =3

e=E{[X(n+1) - %X(n)]z} = E{W*n +1)} = Rw(0) = 3
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Problemes proposats

20. Siguin X;(t) i Xa(t) dos processos de Poisson independents de parametres A; i A; res-
pectivament. Considereu el procés Y (t) = X + X3. Calculeu la funcié de probabilitat
i el seu valor mitja. Quina classe de procés és?

21. Donat el procés real estacionari X (t), siguin Y;(t) = ao X (t)+a1 X (t—T)+aa X (t—-2T)
| i Ya(t) = bp X (t) les estimacions lineals en mitjana quadratica de la variable aleatoria
X(t+T), T > 0, donades les variables aleatdries X(t), X(t — T), X(t — 2T) i X(t)

respectivament. Demostreu que si Rx(7) = Ae~°I"l, llavors Y;(t) = Ya(t)

22. Sigui Y una variable aleatoria uniforme a (0,a). A partir d’ella es defineix el procés:

e Y 02ty
‘Mt)_{ 0 altrament

Calculeu el valor mitja de X(t).

i
l
;
\
|
|
l
|
I
i—— i
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Respostes
20. Y(t) és un procés de Poisson amb parametre A = A; + Ag. (Vegeu el problema 3.13)

23.

2
l( —t—) 0<t<a
a

E{X()}= { 2
0 t¢[0,aq]
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