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Intr oduccio

Durantmolt arys, la creena quel’ Gnicamanerad’arribar a la solucb d’'un
problemamatenatic eraa partir d'un procésanaitic i exacte,méso merys
comple, va fer que les matematiques fossin moltesvegadesreferidesamb
el nomde cienciesexactes. No va serfins elsarys 40 i, mésconcretament,
finsl'any 1947,ambla fundacb del’ Institute of Numerical Analysis, aLos
Angeles(EU), quela comunitatmatenaticava comenar apensaenla possi-
bilitat de resoldreproblemeso de maneraexactasind aproximadaambuna
precisb arbitrariai a partir d'un nombrefinit de passogl’'un determinatlgo-
rismenuneric. Desd’aleshoresel seudesernolupamenhaestatvertigindsi
avui endia ésunabrancafonamentatinsla matenaticamoderna.

Laintencb d'aquesbreueinamdeCalcul Numeric éspresentaalgunegieles

einesmésbasiquedi no peraixd merys importants)quel’An alisi Numérica
posaal nostreabasta I’hora de resoldrede maneraaproximadagroblemesle

dificil (per no dir, de vegades,impossible)resolucd analtica. S’hafet un

esforcperreduir al maxim els contingutsteorics (que podeutrobaren molts

llibres sobreel temai, enparticular enla bibliografiaressegadaal final del

modul), posantespeciakmfasi en la seva simplicitat. Hem volgut que sigui

un materialde consultaagil, amb algorismesclaramentdestacatsexemples
resoltsi comentarisobreaquellspuntsmésimportants.

Compodrewbsenaralllarg d’aquesmodul,cadaconcepte metodenumeric
animacompagatd’exemplesesoltsi d'activitatsproposadesnelsqualsels
algorismesestudiatss’aplicarana problemesconcrets.Aquestesactiitats es
separerendostipusdiferents:

e Un primertipus, manual en el qual esdemanaa 'estudiantque desen-
volupi un algorismei efectu els seuscalculsambl’ajut de paper llapis i
unacalculadoraientficaestindard.

e Un sgontipus, a un nivell de programad més elevat, en el qual I'es-
tudiantha de saberresoldreaquestesctivitats ambl'ajut d’'un software
adequattipicamentunacalculadora simbolica, tot i quetamke seriapos-
siblela seva programad enalgunllenguatgeusual: C, C++, FORTRAN,
etc. En aquesimodul la calculadorasiminlica escollidaha estatla Wiris,
demanipulacd facil i granspossibilitatsdocents.

Caldestacagueaquesmodul ésla versb enpaperd’un projectemésam-
bicibsenel qualla granmajoriadelsexemples actvitatssoninteractves.
Aix 0 permetvisualitzarde maneramolt docentiesideesgeonetriquesque
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justifiqguenmaolts metodesnumerics, i tamke la manipulacd i exploracib
perpartdel’estudiantde granquantitatd’exemples.

Semblanatural,pertant, preguntarseperla necessitatie saberresoldreaque-
stsalgorismesie maneramanualquandisposend’instrucciongveureumolts
exemplesenla calculadorawiris) queensbusquerunasolucb numericad’un
problemadonat. Aquestaés una preguntahabituala molts nivells dins la
docnciaactualdela matenatica.

Seguramentl CalculNumericésunbonexemplequejustificaambdsconeix-
ements.Si bé ésbasiccoreixer elsmetodesnumeéricsimplementatenla nos-
tra calculadorasimbolica per a la resoluco rapidad’'un problemano merys
importantéspoderdeterminaiquani quinsson elsmetodeanésadequatper
a cadasituacb. Si el programariens proporcionavelocitati comoditatde
calculs,el coneixementde cadametodeenshad’aportarunavisio critica dels
seugresultatd unaeleccbd correctaenla sevaaplicacb.

Peracabarnomésvolem comentarqueels apartatgjueformenaquesimodul
sontres:

e Zerosdefuncions,
e Interpolaco (polindbmica)defuncions,

e Aplicacionsdelainterpolacd defuncions,

toti queaquestiltim espot consideraun petitapendixdel segon.

Algunesdefinicionsbasiques

Abansde comenar, permeteu-nosecordarde maneramolt breuunaserie de
definicionsbasiqueslinsI’An alisi Numeérica:

Siguiz unnombrereali Z unasevaaproximacod. Aleshoressdefineix!’ error
absolutd’aquestaaproximacb coma

ea($) =T -,
guantitatque ensdbnaunaideade quantlluny estrobal’aproximacb z del
valoracalcularz. L'error relatiu esdefineixcoma

er(j) = ea;j)’

i proporcionaunaestimacd del’error enl’aproximacb proporcionakla mag-
nitud del valor z buscat. Atesqueen principi z no ésconeyut, I'error relatiu



© FUOC - P06/05005/00995.8tlul 5 7

Métodeshasicsde Calcul Numeric

s’acostumaa aproximarper

Suposeuperexemple guedonatunnombrerealr = 2.5748679212874355403 . . .

elvolemrepresentaempranunnombredeterminatiexifresdecimalsdiguem-
ne 6. Com podemfer-ho i quin ésl’error que cometemen cadapossibili-
tat?

e Unaprimerapossibilitatés el que esdiu representaéi per truncament,
gue consisteixa considerarde z Unicamenties xifres decimalsdetermi-
nadesAixi, enel nostreexemplel’aproximacb pertruncamengsisxifres
decimalsdel valor z €sdonadaper

1 = 2.574867.

L’error comésenaquestascompleixquele, (z1)| = |z — z1] < 1075.

e L’altramaneradefer-ho ésl’'anomenadaepresentaéiper arr odoniment,
gue consisteixen la idea seglient: es considerazy coincidintamb z en
sis xifres decimals,incrementant-sen 1 aquestadarreraxifra si el see
decimaldelnombrez ésmésgrano igual ques. Perexemple,enel nostre
cas,escriurem

o = 2.574868

ja quela setenaxifra decimalde z ( z = 2.5748679212874355403...)
es9, valor superiora 5. En altresparaulesaquestaepresentad per ar-
rodonimentamb6 xifres decimalsdel nombrex ve donadaper la segiient
idea: esconsiderd’aproximacb dex pertruncamentzy, i I'aproximacd
To, queconsisteixaaugmentaenunaunitatla sisenaifra decimalde z;
aleshoresg’aquestsiosvalorss’escullel queésméspropera .

Si representenel nombrex perla seva aproximacd perarrodonimente,
I'error absolutcomessatist

1 _
leg(z2)| = |z — x2| < 3 10°6.

Noteuqueaqueserrorésinferior (o igual) al’obtingut enla representadi
pertruncament.

Engeneralencarajueno ésestrictamentert,si zo €sunaaproximacod per

arrodonimentlez quecompleix|e, (z2)| = |z—z2| < 1-107%, s'acostuma
a dir que z i zo coincideixenen les primeresk xifr esdecimals El

mateix esdiu si z; é€saproximacd pertruncamentde z que satish que
lea(z1)| = |z — z1| < 107F.
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Objectius

L’objectiubasicd’aquesmodul ésintroduirl’estudiantenl’ sd’einesnumeriques
peraresoldreequacions pera aproximarfuncions,les sevesderivadesi les
sevesintegrals. Enparticular elsobjectiusdocentgjueespreteneraconsguir
enaquesmodul son:

1. Presentan I'estudiantmaneresaproximadesle resoluco de problemes
gueno permeterunaresolucd anaitica.

2. Introduir els metodeshasicsdel Calcul Numeric com a einahabitualde
treball.

3. Familiaritzar'estudiantamb I Us d’algorismesnunericsi la seva apli-
cacb ambla calculadoraasica programanb ambla utilitzacié de soft-
ware comercial.
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Coneixementsprevis

Esfonamentaljue I'estudianthagi adquirit les habilitatsbasiqueselatvesa
lesfuncionsd’unavariable tantdesdel puntdevistadel seucalcul-especialment
derivacid- comde la seva interpretadd geonetrica. Pera aixo, n’hi haprou
ambla comprensd delsmodulsprevis.

Es tamke molt importanti (til demostrarcertahabilitat ambla calculadora
Wiris, attsqueservideplataformgperaaplicari implementaelsalgorismes
numericsquepresentarem.
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1. Zerosde funcions

Sovint, ensituacionspractiquescorvé trobarsolucionsaproximadesi’equa-
cionsquedemaneranalticanopodem(o sabem)esoldre El CalculNumeric
és,dinsla MatematicaAplicada,la disciplinaques’ocupad’aquestproblema,
presentanimétodesde resoluco i estudiantles seves caracteistiques. Per
aguestaad, moltescalculadoresimboliques, entreellesla Wiris, tenenin-

corporatamodulsderesolucd aproximadal’equacions.

Tot i aix0, corvé corgixer quinsson els metodesnumericsmésusats quines
sbn les circumsanciesque ensportena unasolucb satishcbria del nostre
problemaambaquestsnetodes.

Veuremdesegguidaquetoteslesequaciongjuevolemresoldreespodenpensar
comunacertafuncio f igualadaazero,motiu pelqualaquestemas’acostuma
a congixer com a zeros de funcions. Es interessantomentarque,en el cas
de funcionspolinomiques,'ordre resolLnumericament de la Wiris ja té in-
corporatsnetodeswunmericsqueensdonen si escauyalorsaproximatgdetots
elszeroso arrels(vegeula figural).

Ed\cm‘l Cperacions |S|’mbu|s| Anéllsnl Matrlusl Unltatsl Combmatﬁnal Geometrlal 4

Mo =swc 22 M reb .j Uoc =
@

(ol ol e §p 0, T O re
H resol_numeéricament(sin x = x2) = {x=0.}

dibuixa

representa

H resol_numeéricament(2* =x+5) =» {x=-49681}

Figural: L'ordreresolLnumericamentala Wiris

1.1. Méetodede la biseccd

Aquestés, sensdubte,el metodeméssimple per a trobarunasoluc aprox-
imada« del'equacd f(z) = 0 un copconeixemun intenal al qual pertary.
Estmotivat pel resultatseggient:
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Teorema (Bolzano) sigui f : [a,b] — R unafuncié coninuaque
compleix f(a) - f(b) < 0 (ésadir, f(a) i f(b) tenensignesoposats).
Aleshoresegxisteix « € (a,b) quesatishque f(«) = 0.

Abansd’explicitar el seualgorisme jl{ustraremde maneraintuitiva el seulis
ambun exempleconcret.

Exemplel
Suposeuuevolemtrobarunasolucid aproximadalel'equacb sin z = 2.

Obsenreuqueaixo equival atrobarun puntd’interseccd entrelescorbes

{ y = sinz
2
y = x,
lesqualsestallenperaxz = 0 i peraun certvalor « quepertary al'in-

terval [0.25, 1] (veureFigura2). Pera trobar«a de maneraaproximada,

Figura2: Lesfuncionssin z i 22

el primer que fem és escriurela nostraequacd de la forma f(z) = 0
amb f(z) = sinz — z2. Noteuque f ésunafuncio confnua. A més,
£(0.25) = sin(0.25) — (0.25)? = 0.1849039593 > 0 f(1) = sin(1) —
12 = —0.1585290152 < 0, pertant, aplicantel teoremade Bolzano po-
demassegurarqueexisteix (comaminim) unvalor« € [0.25, 1] quecom-

pleix f(a) = 0i, enconsegiéncia,quesatish quesin o = o?.

Consideretlarael puntmitjaentre0.25 i 1, ésadir (0.25 + 1)/2 = 0.625,
i calculeuf(0.625) = 0.1944722729 > 0. Atésque f(0.625) és posi-

Observeu que del fet que
f(a) - f(b) < 0 no és dedueix
gue existeixi una Gnica arrel
a € (a,b) de la funcid f(z)
sind que n’hi podria haver
moltes; I'iinic que assegura
aquest teorema és que, al
menys, n’'existeix una.
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tiu, i usantque f(1) < 0, podemconclourequedins l'interval [0.625, 1]

tenim(comaminim) un zerode f. Novament,considerarenel puntmitja

d’aquestlltim interval: (0.625 + 1)/2 = 0.8125. Avaluantf enaquest

punttrobem f(0.8125) = 0.0658524053 > 0. Aquestvalor éspositiui,
per tant, podemdeduirque f té (coma minim) un zero« dinsl'interval
[0.8125,1].

De maneraaraloga,procedimfins a aconsguir trobarun intenal de lon-

gitud prou petita que contingui«. Aquestinterval ensproporcionauna

aproximacd del zeroquebusquem.

Metode de la bisecci 6
Algorisme:

Suposemqueun zeroa dela funcio f(z), confnua,estrobadins!’in-
tenal [a, b]. Aleshores,

1) Anomeneny = a, z1 = bi definimze = (z¢ + z1)/2, puntmitja
delinterval Iy = [zg, z1].

2) Calculemf(z2) i comparemamb f(zo) i f(z1): Si f(zo) - f(z2) <
0, aleshoresaplicantel teoremade Bolzano,sabemquedins I'in-
tenal [zg,z2] hi ha (coma minim) un zerode f. En aquestcas
prenemcoma nouintenal, I'interval [zg, z2]. Si, encarvi, esdbna
f(z2) - f(z1) < 0, aleshoreprenemcomanouintenal [z2, z1].

3) En general,donatun interval [z, z;|, calculemel seupunt mitja
z, = (zr + x;)/2 i prenemcom a nou interval aquell dels dos
subinterals|zy, z.] que|z., z;] quepresentun carvi designedela
funcio f.

La calculadoraWiris permetaplicarel metodede la biseccd pera obtenirel

valor del zero d’'una funcié confnuaque pertary a un intenal. Cal indicar
comaargumentsa I'ordre resoLnumericament la funcié quevolemigualar

a0, l'interval i el nomdel metodequevolemfer servir(vegeula figura3).

e Convergencia: obseneugueaquesprocsproporcionainasuccesgid’in-
tervals,perexemple:

I() = [1130,561], Il = [(132,.’E1], IQ = [,’172,.’53],...,

A banda de fer el calcul
directe d'un zero d’una funcio
amb la Wiris, és interessant
gue assageu de programar el
metode per a assolir la
precisio volguda.
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Edicia |Operaci0ns| Sl’mbols' Ané\isil Matriusl Unitatsl Combinatbrial Geometria' crP

= N R 7 -
1&s @ ‘ ¢ JUOCH

H resol_numéricament(sin x - x2, [0.25, 1], {métode="biseccié"})

U resol_numéricament(2¥-x-5, [2, 4], {métode ="biseccid"})
Figura3: El metodedela bisecco ambla Wiris

encaixatsly D I; D I... D I, D ..., demaneraquea, zerode f est
contingutentotsells; amésla longitudde cadainterval essemprda meitat
del'anterior. Concretamentsi I'interval I, té longitudb — a aleshored;
tée longitud b_Ta, I, enté b;—QG, I3 enté [)2_—3a i, engeneral/interval I,,
te longitud

b—a
n
Noteuquela longitud d’aquestsntenals esva fent cadacop méspetitai
que,encarvi, continuencontenintun zerode f.

e Quan s’atura aquestproces?

Si bé hemvist que, conceptualmentaquestproces portat fins a l'infinit
proporcionaexactamenel zero « que busquem al donarun criteri que
enspermetiobtenirunaaproximacd prousatishicbriade o enun nombre
finit depassosMésconcretamenpodemsabera priori quantesteracions
del metode de la biseccb cal efectuarper a obtenira ambuna precisb
e donada?Aquestaprecisb € no ésunaaltracosaque unafita del'error
absolutmaxim |e, («)| ambel qualvolemcoreixer « i sei, habitualment,
del tipus 102, 108, 1072, ..., en funcio del nostreproblemai de les
nostremecessitats.

Aixi doncs,suposeugue volem aconsguir « ambunaprecisb ¢ (tambke
s’acostumadir ambunerror inferior o igual a ). Sabenquesil'interval
inicial és[a, b], aleshoreda longitud de l'interval I, obtingutdespésde
N iteracionsgs(b — a)/2N. Pertant,n’hi haproudedemanaque

b—a
2N

€= (1.2)

ja qued’aquestananeraqualseol valor z € Iy estroba@a unadistancia
de o méspetitao igual quee, la precisb demanadaPodemprendreaixi
gualseol delsdosextremsde Iy coma aproximacd de a. A més,dela

igualtat(1.1) esdedueixque
b_a> =>Nln2:1n<b_a>
3 3

+1,

h—
= a=>ln2N:1n<

€
In (°22)

In2

2N

= N = (1.2)

on [z] indicala partenteradel nombrez.

Recordeuque...

... la part entera d'un
nombre real z es defineix de
la manera seguent: si
considerem tots els nombres
enters que son més petits o
igual que x, aleshores la part
entera de z, que denotem per
[z], és el més gran d'aquests
nombres. Aixi, per exemple,
[3.7] = 3. En canvi,

[-3.4] = —4.
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Avantatgesi desavantatgesdel metodede la biseccb:

Semprecorvergeix capal zerobuscato, ja quela succes$i d’intervalsque
s’obté con€ semprex i la longitudd’aguestsntervalstendeixcapa zero.

Malauradamenia seva corvergenciaésmolt lenta.

Tot i aix0, abansd'utilitzar qualseol altre métodeper a trobar un zero
d’'unafunci6é, ésmolt habitualaplicardueso tresiteracionsdel metodede
la biseccb peratenirunabonaaproximacd inicial d’aquestzero.

Exemple2
Suposelguevolemcalculare, zerode f(z) = sinz — 22 queestrobaen

l'interval I := [a, b] = [0.625, 1] usantel métodedela biseccd.

QuantesteracionsN necessitenpera obtenirunaprecisb dee = 10732

Aplicantla formulaanterior tenimque

. [1n<?§fé>

1=[855..]+1=8+1=
o |+ 1=[8.55.. ]+ 1=8+1=09,

on0.375 éslalongituddel’interval [0.625, 1]. Aleshores,

n I, Longitudde I,

0 [0.625,1] 0.375

1 [0.8125,1] 0.1875000000

2 [0.8125,0.90625] 0.09375000000

3 [0.859375, 0.90625] 0.04687500000

4 [0.859375, 0.8828125] 0.02343750000

5 [0.87109375,0.8828125] 0.01171875000

6 [0.87109375,0.876953125] 5.859375000 - 1073
7 [0.8740234375,0.876953125] 2.929687500 - 1073
8 [0.87548828125,0.876953125] 1.464843750 - 1073
9 | [0.87548828125,0.876220703125) | 0.7324218750 - 103

Obseneuque0.7324218750 - 10~2 < 1073 i pertant,podemdir quea és
aproximadamer(.87548828125 (o tamtke 0.876953125) ambunaprecisb
dee = 10~3. Enrealitat,podemprendrecoma aproximach ambaquesta

precisb de10~2 qualseol delspuntsdel’ Gltim interval.

Noteuquela corvergénciahaestatforca lenta. QuantesteracionsN hau-
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rien calgutpera obtenira ambunaprecisb dee = 10~7? Comabans,

o [m(m)
In2

Activitat 1

Apliqueuel métodedela bisecco pertrobartoteslessolucionsdel’equacib

+1=[2183..]+1=21+1=22

e~% = z* ambunaprecisb* de1072.

Activitat 2

L'equacb 2sinz = z té unzeroenel puntay = 0. Trobeu,fentservirel

metodede la biseccd, el zeroa queté enl’interval [7/2, 7] ambun error

inferiora102.

Activitat 3

L'equacb 2* = z + 5 té unasolucd (per comprosacio directa)enz =
3. Feuservirel métodede la biseccd per atrobarles duessolucionsde

I'equachd (2.2)* = (1.1)z + 5.5 ambunaprecisd de10~2 . Comaajuda

vegeuenla figura4 lesgrafiquesdelesfuncions(2.2)* i (1.1)z + 5.5.

10

8

-10

Figura4: Grafiguesdelesfuncions(2.2)* i (1.1)z + 5.5

1.2. Méetodede Newton

1.2.1. Idea geonetrica

El metodede Newton esbasaen 'aproximacb dela graficay = f(z) enun
certpunt(zg, f(zo)) perla sevarectatangent.Recordewquel’equacd dela

* També s’'acostuma a dir
amb un error de 10=2 0 amb
un error més petit o igual que
1072,
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rectatangenty = f(x) enun punt(zo, f(zo)) ésdonadaper

y = f(xo) + f'(z0)(z — z0).

Obsenreu que aquestaectaequival al polinomi de Taylor degraul dela

™~

(x)

Figurab: Rectatangentay = f(z) enel punt(zg, f(zo0))

funcid f(z) al voltantdel puntz,. La ideadel metodeconsisteixa prendre
comanovaaproximacd z; dea (zerode f(x)) el puntonlarecta

y = f(zo) + f'(z0)(z — o)
tallal'eix y = 0. Esadir:
0 = f(zo) + f'(z0) (21 — 20),

demaneregue,aillant, s'obté

f(z0)

f'(z0)
Repetimaquestaonstrucaod a partir del puntzy, consideranarala rectatan-
gentalagraficay = f(z) enelpunt(z, f(z1)) (vegeulafigura6)

1T = Tg —

i aixi, obtenim
f(z1)
fl(z1)

De manerasimilar calcularenzs, 4, etc.

Tro =21 —

Metode de Newton
Algorisme:

1) Prenemz, aproximacd (prouaprop)de «, zerode f(z).

2) Calculemla successi d’aproximacions{zy},., a partir de la re-
currencia
f(zk)

) = Ty = Flzr)’ k>0. (1.3)

El métode de Newton és
també conegut com a
meétode de Newton-Raphson.
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Xy

<)

Figura6: Rectatangentay = f(x) enel punt(z1, f(z1))

Exemple3

Calculemlarrel « € [0.25,1] de la funcio f(z) = sinz — z? (vegeu
I'exemplel.1l)emprantarael metodede Newton. Aixi doncs prenemcom
aprimeraaproximacd el valorzy = 0.5 i obtenimelsiteratszy, 2, x3, - - .

apartirdelaformula(1.3),queenaquestasequial a

sinxy — mi
Thy1 =T — ——————.
COS T — 2T}

La taulaseglientmostraaquestdteratsi tamle les corresponentgstima-

cionsdel’error absolut(maxim) comes:

Iterat | Valorobtingut
g 0.5
x1 | 2.37412465206752493
xzo | 1.4702796165662753

|z — Tp—1]

1.87412465206752493
0.903845035501249632

z3 | 1.05947583635088301 | 0.41080378021539229
x4 | 0.905826786045670765 | 0.153649050305212244
x5 | 0.877711878259780792 | 0.0281149077858899725
ze | 0.876727420147095326 | 0.0009844581126854665

1.2047502288986 - 10~
1.8039811 - 1012

z7 | 0.876726215396866427
zg | 0.876726215395062446

Activitat 4
Apligueuel métodede Newton pertrobarelszerosdel’'equacibe® — 2 = z

ambun errorméspetitque10—'2.

La calculadoraWiris tamke permetaplicarel métodede Newton, passant
enaquestascomaargumentda funcio, el puntzy onvolemcomenarles
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iteraciond laindicacb delmetodequevolemfer servir(vegeula figura?).

Edicia |0peraciun5| Simhulsl Ané\isil Matriusl Unitatsl Cumbinatbrial Geumelnal Gk

H e T |2 -
el ¢ 1UOCH

resol_numeéricament(sin x — x2,0.5 , {métode="newton"})

resol_numeéricament(2*¥ -x-5, 2.5 , {métode="newton"})

[
[

Figura7: Aplicacio del metodede Newton ambla Wiris

Es interessant que assageu
de programar el metode de

e El metodede Newton corvergeix rapidament.L’estudide la velocitatde Newton amb el nombre
convergenciadelsmetodesnumericspresentatescapaal propdsit d'aque- d'iteracions que us interessi.
, . - N La calculadora Wiris us
stsapunts.Nomésusvolemdir que,encondicionsaadequade®| metodede facilita les eines per fer-ho.

Newton té ordrede corvemgenciaquadatic. Aix 0 vol dir quel’error enla
iteracH determinad@&saproximadamerel quadraidel’error enla iteracib
anterior: si per exempleaquestfos ¢, ~ 1072, I'error de I'aproximacid
seguentseriadel tipuseg,; ~ (1072)2 = 1074,

e S’acostuman precedird’'unesquantesteracionsdel metodedela biseccd
(vegeuel subapartaf..).que permetinlocalitzarl'arrel i proporcionarun
valorinicial o properaaquesta.

e Presentgproblemesie corvergénciaenla proximitatde puntscritics dela
funcio f(z), ésadir, puntson f'(z) = 0, jaqueeltermef (zx)/ f'(zx) pot
fer-se molt gran (vegeula figura8). Un casparticulard’aquestasituacb

0 LSRN

Figura8: Exemplede divergenciade Newton a propd’un extremrelatiu

esdonaquanlarrel a quebusquemésmultiple: f(a) = f'(a) = ... =
f™(a) =0i f"D(a) # 0,ambn # 0.
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Exemple4

Volem comprosar com es comportael metodede Newton per a calcular
unaarreldela funcioé f(z) = cosz — 1. Jasabemque aquestarrel es
trobaena = 0, perd volemaprofitarho pera podercomparaies aproxi-
macionsobtingudesambl’arrel reali motivaralgunareflexi6 didactica.En
aguestcas,prenemper exemplezy = 1 comavalor inicial i obtenimles

aproximacionseayuentsz1, 3, T3, . . . apartirdela férmula

cosxp — 1 cosxp — 1
=z TS —

Th41 =Tk — — . = Tk :
—sinzy sin x

Els resultatsesmostrerenla taulasegiient:

k T | — 1]
1 0.453698 0.546302

2 0.222876 0.230822

3 0.110974 0.111902

4 0.0554301 0.0555439

5 0.027708 0.0277221

6 0.0138531 0.0138549

7 | 0.00692644 0.00692666
8 0.0034632 0.00346324
9 0.0017316 0.0017316
10 | 0.0008658 0.0008658
11 | 0.0004329 0.0004329
12 | 0.00021546 0.00021744
24 | 5.28444 -10°8 | 5.28436 - 108
25 | 2.64218 - 108 | 2.64226 - 108

Obsereuqueconvemeix capa a = 0 molt lentament:iencomptesiefer-
ho demaneraguadatica,ésadir, ambun comportamentle'estimaco de
I'error del tipus |zx41 — 2| ~ |zx — z1_1|%, €l quetenim ésunacon-
vemenciade tipus lineal (concretamentzy 1 — xg| ~ 0.5|zx — zk—1]).
Aix0 ésdegutal fet quea = 0 ésun zerodobledela funcid f(x), ja que
f(0) = f(0) =0i f"(0) # 0. Pertant,quanz s'apropaac, f’'(z;) pren
valorspropersa 0 i provocaerrorsenlesaproximacionsuccessies.

Encasoxomaquestquansospitenguel’arrel buscadax €sdoble,podemfer

servirlanomenaimetodede Newtonmodificat onlarecurenciaésdonadaer
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Figura9: Graficadela funcio f(z) = cosz — 1

Metode de Newton modificat (« arreldoble)
Algorisme:

1) Prenemz aproximacd (prou a prop) de «, zero (suposadament)

doblede f(z).
2) Calculemla successi d’aproximacions{zy},-., a partir de la re-
currencia F ()
T
Tk+1 = Tk — 2 , k > 0. (14)
f(zk)
En general, si sospitem que
a és un zero de multiplicitat
m de f(z), és adir,
Exemple5 Fecmtl
: . . : , fle) = f(a) = () =
Enl'exempleanterior prenentzy = 1 i fentservirla formularecurrent = fm=1)(q) = 0,

coszyp — 1 coszp — 1

Tkl =Tk — 2 =z, +2

—sinzy sin xy,

s’obté la taulaseglientde valorsaproximatde a = 0:

k T |1 — Th—1]
1 —0.092605 1.0926

2 6.6236 - 107° 0.092671

3| —2.38962-10 * | 6.6236-10°°

Obseneuquearala corvergenciacapal'arrel a = 0 ésmolt mésrapida

gueenl’exempleanterior

Activitat 5

Feuservirel metodede Newton peratrobarlesduessolucionsgdel’'equacb

fm)(a) # 0, aleshores el
metode de Newton modificat
s'escriu

f(zx)
I'(ax)

Tr4+1 =T —M
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(2.2)% = (1.1)z + 5.5.

Activitat 6
Demostrewgueespot calculary/7 emprantinicamensumesyestesmul-
tiplicacionsi divisions. Obseneuque+/7 ésel zeropositiu de I'equacd

f(z) = 0ambf(x) = z?—7i escriiu enaquestasl’esquemaleNewton.

Activitat 7

Apliqueu el metodede Newton modificatpertrobar ambun errorinferior
al10~7, l'arrel o demultiplicitat majorque1 queel polinomip(z) = z* —
823 4 2422 — 32z + 16 té propdezy = 3.

1.3. Metodede la secant
1.3.1. Idea geonetrica

El metodede la secanttomena, a diferenciadels metodesanteriors a partir
deduesaproximacionsnicialszg i z1. Aleshoresgscalculalarectagueuneix
elspunts(zg, f(zo)) i (21, f(z1)) queésdonadeperl’equacid

fla1) - f(:vo)(

Ir1 — o

y— fz1) = T —x1).
Aquestarectaés en generalsecanta la graficay = f(z), ésadir, la talla
de maneranotangent, d’aqui repel nomel metode.L'iterat segiient,zo, €s
aguellpuntonlarectatallal’eix y = 0. Esadir, substituinty = 0 enl’'equac
anterior i anomenani, el valordex corresponentenim

fz1) = f(xo)

1 — Zo

0— f(an) =

(2 — 21),

d’on, dillant o obtenim

1 — Zo

f(@1) = f(@o)

La figura10 mostrageonetricamenicoms’obté z5: els puntsmarcatscorre-
sponera (zo, f(xo)), (z1, f(x1)) | el puntdetall dela rectaamby = 0 cor
respona l'aproximacb z,. De maneraamaloga,l'iterat segiientl’obtindrem
ambla formula

T2 = 21 _f(-771)

T2 — 1

7 =72~ (e Ty Ty
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0t

(x)

Figural0: Primeraiterac del métodedela secant

Metode de la secant
Algorisme:

1) Prenenxy, 1 aproximacionsle «, zerode f(x).

2) Calculemla success d’aproximacions{zy} .-, a partir de la re-
currencia

rent =7~ 1) e Sy

E>1. (L5

e Aguestmetodes’acostuman aplicarquanl’avaluacb dela funci6 derivada
f'(z) éscostosaésadir, complicadadecalcularo bé querequereixmoltes
operacions, pertant,nointeressder servirel metodede Newton.

o Obseneu,apartirdel’algorismepresentatqueelsnousiteratsescalculen
dela sggiientmanera:

A partirdelsiterats: | escalcula:

o, T1 o
T1,T2 z3
Z2,T3 T4

Hi ha unavariantdel métodede la secantanomenategula falsi i que
funcionadela manerssejient:

— Comencenambdosvalorsinicials zy, z; demaneraquea € [zg, z1].

— Calculemzy amblaformula

1 — Zo

f(@1) = f(=o)

zo =21 — f(21)
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Aleshoregneryspreenentrez i z; aquellquela sevaimatgeper f tingui
el mateixsigneque f(z2). Aixi, perexemple,si f(xzg) > 0, f(z1) < 0
f(xz2) < 0, meryspreeme; i considerarentom lesduesdarreresaproxi-
macionshonesz i 9. D'aquestananeraaplicantel teoremadeBolzano
(vegeuel subapartat.1) podemass@urarquea € [z, z2]. Larecuréncia

continuaamb
T2 — X0

f(@2) = f(@0)’

x3 = T2 — f(x2)

i aixXi successiament.

L'avantatgede la regulafalsi respectadel metode de la secantés,fona-
mentalmentassgurarquel’arrel o buscadastrobasempreadinsl’interval

consideraen cadapas. Malgrataixo el nombrede comparaciongjuene-
cessitgpotfer queenscalguinmoltesiteraciongperaobtenirel zerobuscat
ambla precisb volguda.

Exemple6
Comaresumdelsmetodegpresentatgébiseccod, Newtoni secant)calculem
numericamentinaaproximacd del’arrel a quelafuncid f(z) = 4sinz +

1 — z téenlinterval [-m, —7/2]. Aquestaésla taularesultant:

n Biseccb Newton Secant

0 [—m, —7/2] - -

1 | [-2.35619449, —1.57079633] | —2.31327412 —m/2

2 | [-2.35619449, —1.96349541] | —2.21444913 | —1.97378600
3 | [-2.35619449, —2.15984495] | —2.21009292 | —2.36694993
4 | [-2.25801972, —2.15984495] | —2.21008394 | —2.19144324
5 | [-2.25801972, —2.20893233] | —2.21008394 | —2.20882694
6 | [—2.23347603, —2.20893233] —2.21009521
7 | [—2.22120418, —2.20893233] —2.21008393
8 | [-2.21506826, —2.20893233] —2.21008394
22 | [—2.21008432, —2.21008394]

23 | [—2.21008413, —2.21008394]

Destaquenies xifres decimalsque coincideixen amb I'anterior aproxi-
macb i que,numericamentpodemconsideracomacorrectessubratllant-
les. Més precisamentconsiderewper exempleles aproximacionsey =
—2.21009292 i z4, = —2.21008394 obtingudesutilitzant el metodede

Newton. Obsereuquecoincideixenenlesquatreprimeresxifres decimals
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(2100). Si calculemla sesadiferéncias’obté

lzy — 23] = [(—2.21008394) — (—2.21009292)| =
0.00000898 = 0.898 - 107° < 10~°

Sabemqueel nostremetodeensproporcionacadavegadamillors aproxi-
macionsde l'arrel o buscadaa mesuraque calculemmeésiteracions. Per
tant,podemdir quela millora quecomporta’aproximacb z, respecteale
la sevaprecedentzs, ésinferior a10 5. Esadir, podempensaquel’arrel
a comenadelaformaa = —2.2100. . . i, encaragueno siguiestrictament
correcteque |eq(z4)| = |a — z4| < & - 107* si prenemz, aproximach

perarrodonimentea.

Vegeutambe coms’aplicarienambla Wiris elsmétodesestudiatgperatrobar
unaaproximach de la solucb quel'equacb 4sinz + 1 = z té enl'interval
[-m, —7/2] (vegeula figurall).

Edicid |Operacinns| S\'mhn\sl Ana‘\isil Matriusl Unitatsl Cnmhmatﬁr\al Genmetrial Grecl Programa 4

AHRESH [$1U0CE

| resol_numéricament( 4-sin(x)+1-x, [-®, - mi2], {métode="biseccid"})

| resol_numéricament( 4-sin(x) + 1-x, -, {métode="newton"})

| resol_numéricament( 4-sin(x)+1-x, [~ 7, - 7/2], {métode="secant"})

| resol_numéricament( 4-sin(x)+1-x, [-m, - mi2], {métode="regula_falsi'})

Figurall: Calculd’'unaarreldel'equacb 4sinz + 1 = z ambla Wiris

Activitat 8
Trobeua quecompleixiln o = 3/« ambun errorinferior a10~—° usantels

metodeddela secant delaregulafalsi.
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2. Inter polacio de funcions

2.1. Intr oduccio

Suposewueconebemunatauladevalorsperaunadeterminadduncio f(z),
ésadir, unconjuntdevalors{z; } -queanomenenabscissesi lessevesimat-
gesf(zx) que,demaneraabreujadagscriuremcomla fy:

|1 2 4 5 8
fr 10 5 2 4 14

Aleshores,a partir d’'aquestanformaci, somcapaos de donarunaaproxi-
macb per a valorsz propersa l'interval [1, 8] que no siguin capde les ab-
scisseanteriors?

Aquestésl'objectiu principal de 'anomenatproblema de la interpolacio,
queconsisteixa trobarunafuncié g(z), semblanta f, de maneraquela seva
imatgeenlesabscissesy, z1, z9, . . . ,, coincideixiambla de f(z), ésadir,
g9(zg) = frperak =0,1,...,n.

En primerlloc, i comanormageneral cal decidir quin ésel tipus de funcié
quepotreproduirmillor el comportamentlela funcié donadaf (x). Aixi, per
exemple:

e Escolliremg(z) coma combinacd de funcionssinz, cos z, Si la funcio
f(x) presentain comportamenperiodic.

e Si f(x) presentavalors molt grans(positiuso negatius),concentraten
certspunts-possiblecomportamenasimpbtic- buscareny(z) unafunciod
racional, ésadir, quocientdedospolinomis.

e Si,encanvi, f(z) presentaincomportamensuau, senseyransvariacions,
considerareng(z) un polinomi; enaquestass’'acostumaa escriurep(x)
enlloc deg(z).

Aquestlltim casésel méssenzill,rep el nomd’interpolacb polinomiali és
el quetractaremenaquestapunts.

Amb la calculadoraWiris podeucalcularel polinomiinterpolador Vegeuuna
possiblesintaxicorresponeral’exempleanteriorenlafigural2 o, unasintaxi
alternatva, enla figural3.
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Edicid |0paraninns| Simhn\sl Ana‘\isil Matnusl Umtalsl Combinatria Genmetmal Gracl Prngramamn’l anmatl

Beals = |
T l<JuocCH
5 5 7 146 1042
il _—— xt e — o  — 2 —.
{|nterpolar({1,2,4,5,3},{10,5,2,4,14},:() - 353 xt+ 21 X7+ 3% X 21 X+ 53
Figural2: Interpolantambla Wiris (1)
Edlmél Operacions | S\'mhnlal Anél\s\l Mamual Umlalsl Cumbmalﬁnal Genmemal Grecl Frngramamﬁl 4
O 810 |Z £ [0 dbuka | resol equacio » -
0ol == 8 0| 0| ) epesenta | resoisistema 3 ¢ .] Uo c @

5 5
i [ UL IR S
interpolar({A,B,C,D,E}, x) = T TX 50X X 3

[ A=punt(1,10); B=punt(2,5); C=punt(4,2); D=punt(5,4); E=punt(8,14);

Figural3: Interpolantambla Wiris (2)

Podendestacaquelainterpolaco, al'igual queel calculdezerosdefuncions,

ésunaeinadel Calcul Numeric queenspermetdonarsolucionsaproximades
acertsproblemesgiela vida quotidiana.Unamostrad’aquestfet ésl'exemple

sgylient: suposegueesteé el censd’'unacertapoblacbd P enquatremoments
diferentsdelsiltims quarantaarys

ary‘ 1970 1980 1990 2000
nombred’habitants‘ 40543 35977 51068 65429

Aleshores,podemdonaruna xifra aproximadadel nombred’habitantsque
teniaaquestgoblacd P I'any 1992?Al final d’aquestemavosaltresnateixos
podreudonarunaresposta aquestgregunta.

2.2. Existenciai unicitat del polinomi interpolador

Respectalel problemad’interpolacb, en el caspolinomial, esté el resultat
sggiient (la demostrad del qual podreutrobar en la majoria de llibres de
Calcul Numeric):

Teorema Donatsn + 1 punts(zy, fo), (21, f1), (22, f2), - -+, (Zn, fn),

amblesabscisses, totesdiferents existeix un anic polinomip, (z) de
graumenoro igualquen talquep(zy) = fx peratotk =0,1,2,...,n.

e Esdiu quep,(z) interpola* la funcid f(z) en els punts(zy, fx), pera
k=0,1,...,n.

e Obsereuquelesabscissegn el problemad’interpolacd polinomial s’a-
costumeranumerara partirdel suindex 0 (ésadir, zg, z1, . ..).

e Unamaneradirectadetrobarp,(z) = a,z" + --- + asz? + a1z + ag

* També es diu que p,p(z) és
el polinomi interpolador de
grau més petit o igual que
n de la taula

{(xkz fk)}k:O,l,...,n'
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gue interpoli {(mk,fk)}kzo’l,_“,n és plantejarel sistemalineal den + 1
equacions n + 1 incognitesseguent

pn(xk):fk k:071a27"'7na

ésadir,

n 2 —
anzy + - +agzg+airo+ag = fo
anTt + - +ari+ a1z +ag = fi
anTlh 4 -+ a9zl + arzn +ag = fn

i resoldrel (vegeula figura 14). Tanmateix,a la practica,aquesto ésel

Edicid |Operawn5| S\'mhu\slAnéhSll Mamuﬁl Umtalsl Cumbmatﬁnal Geumelrlal Grecl F’mgrama:uﬁl Furmall

B H|2eT -;;- 0:|U0c

[ & & ElE
| p(x) :=ax?+b-xI+cx2+d-x+e;
p(1)=10
p2)=5 5 5 7 146 1042
resoh P [T [ agzomgremsaare= s ]}
p(8)=14.

Figural4: Resoluch directadel polinomiinterpolador

metodeméseficac

En els apartatsegiientsesmostrenalgunsdelsmetodesusualspera calcular
el polinomiinterpoladord’unataula{(z, fk)};—o 1., donada.

2.3. Metodede Lagrange

Aquestésel metodeméssenzill,desdel puntdevistaconceptualperaobtenir
el polinomiinterpoladom, (x) enelspunts(zg, fx), k = 0,1,...,n. A partir
delatauladonadaesconstrueienelsn + 1 polinomissegiients:

(z —z1)(x —z2)(x —73) - (7 — 1) (¥ — Tit1) - (T — Tn)
(x5 — x1) (@ — ®2) (@i — x3) -+ (T — Ti—1)(Ti — Tig1) -~ (T — Tn)’

Li(z) =

perai =0,1,...n, ésadir,

_ o m)@—m)(m =) (=)
Lote) = (zo — z1)(z0 — 2)(T0 — 73) - - (To — Tn)

_ (- zp) (@ —m)(e —a5) - (& — an)
Lo(=) = (z1 — m0) (71 — w2) (21 — @3) - - - (X1 — )

_ (@—m)(z—m1)(z —33) - (3 — 3p)
La(@) = (z2 — mo)(z2 — 1) (22 — 33) -~ - (T2 — Tn)
L) = _EmmE—a)@ ) @)

(T — z0)(Tn — 21)(Tr, — 73) -+ (T — Tn—1) ’
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AquestsL;(z), ¢« = 0,1,...,n S‘anomenerpolinomisde Lagrange i veri-
figuenlespropietatssegiients:

1) CadaL;(z) ésunpolinomidegraun.
2) Li(z;) = 6;; peratoti,j = 0,1,...n i ond;; ésl'anomenad&auncio
Delta de Dirac:
0 sii#j,
0ij = T
1 sii=j.

3) Obsereuquetamke espodenescriuredela formasegiient:

LZ(.’L‘): H Tr—T;

.Ii—:L'j'

0,...n

j=. .
J#1

Aleshoresegl polinomi inter polador de Lagrangeenelspunts{(z, fi) } 1o »
s'obté apartirde

pu(@) = foLo(x) + fila(z) + -+ + faLn(z) =Y fiLi().
i=0

Metode de Lagrang e
Algorisme:

1) Perai =0,1,2,...,n calculemelspolinomisdeLagrange

=0, Ti— Zj
J#i

2) Aleshoresegl polinomiinterpoladorenelspunts{(z, f)}r—o.1.»
ésdonatperl’expressd

pn(@) = foLo(z) + fil1(z) + - + faLn(z) = ) _ fiLi().
=0

Exemple7
Apliguem el metodede Lagrangeper a trobarel polinomiinterpoladorde

grauméspetit o igual que4, p4(z), corresponerd la taula

|1 2 45 8
fr10 5 2 4 14
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Calculemelscorresponentpolinomisde LagrangeLy(z), - - -, L4(x):

(- 2)(z—4)(z-5)(z—8) _
L= = T9a-na-su-3

1
< (z* — 192° + 1262” — 344z + 320),

1
~36 (z* — 182® + 109z° — 2527 + 160) ,

(5: (s - 2)(5-4)(5-9)

1
~36 (z* — 1523 + 7022 — 120z + 64)

(z —1)(z —2)(z — 4)(z — 5) _
(8-1)(8—-2)(8—-4)(8 —5)
L (04 1948 4 4927 — 782 + 40) .

L4(.’L‘) =

50z

Aleshores,
4
pa(@) = fiLj(x) =
=0

foLo(z) + fili(z) + - - + faLa(z) =
252 21 36 21 63 °

Vegeula graficacorresponend la figura 15.

La calculadoraWiris permetconstruirun grafic interactiuperavisualitzar

el polinomi interpoladori estudiarcom influeixen els possiblescarvis en
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18

16

5

Figural5: El polinomiinterpoladom,(z)

lesdadeqvegeula figural6).

Ed\tiﬁloueracinnsl Simbols | Ané\iswl Matr\usl Unitatsl Cnmhinathr\al Genmetr\al Grecl F‘rngramacin’l 4

BE @RS T =
é @la %' .juoc

| A=punt(1,10); B=punt(2,5); C=punt(4,2); D=punt(5,4); E=punt(8,14);
| p(x) : =interpolar( {A,B,C,D,E}, x );
| dibuixa({A,B,C,D,E, p(x)});

Figural6: Interpolact interactva ambla Wiris

Activitat 9

Trobeuel polinomiinterpoladorde la taulasegiient:

m| -1 04 5
fr) 5 -3 2 -4

e Queenstrobemsivolemreferelscalculsdel polinomiinterpoladomfegint-
hi unaabscissa; (i el seuvalorcorresponenfs) més?

En aquestcascal tornara calculartots els polinomis de Lagrangesense
poderaprofitarels calculsanteriors Aquestésun delsseusgransincorve-
nients.

e EIl polinomi interpoladorps(x) ensproporcionauna aproximaco de la
funcié f(x) -que només coneixem per mitja del seuvalor en un conjunt
de punts-. Aixi doncs,unamanerad’aproximarel valor de f(«) peraun
certa properal’interval [1, 8] ésprendreps(«). Caldestacaguesi aquest
valor a estroballuny del'interval d’interpolacd [1, 8], I'error comespot
sermolt grani, finsi tot, impossibled’estimara priori .

Imaginem perexemple,queprenema = 3. Compodemavaluarp,(3)?
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Amb la Wiris la respostasclara: n’hi haproude donarnomal polinomi
interpoladori calcularel valor corresponenfvegeula figural7).

Edicid |Operacions| Simbo\slAné\isil Matriusl Unitatsl Cumbmatbmal Geomemal Grecl Programaciu’l »

amats CIUOC

= EE
| A=punt(1,10); B=punt(2,5); C=punt(4,2); D=punt(5,4); E=punt(8,14);
| p(x)=interpolar{ {A,B,C,D,E}, x);

‘p(a) -2

1

63

Figural7: Avaluacb deps(«) utilitzantla Wiris

Ara bg, si no disposemd’una calculadorasimbolica potent,com podem
avaluarp4(3) (manualmenb programant-lofent servir el minim nombre
d'operacions?

Larespostaaquest@reguntala proporciond’anomenadaegladeHor ner,
gueconsisteixaidentificaraquestavaluacb ambunadivisié adequadale
polinomis. Expliquemen primer lloc d'on prové i el seufuncionament
basic,perdonarposteriormentl seualgorisme.

En que consisteida regladeHorner?

Suposewuefem la divisid entrep,(z) i el monomiz — 3 (0, si voleu,en
generalentrep(z) i z — « si el quevolemescalcularp(«)); attsquez — 3
ésdegraul i el residur @sunaconstantpodemescriure

pa(z) = q(z) (x — 3) +,

ong(z) ésel quocient.Obseneualeshoresjueps(3) = ¢(3)(3—3)+r =
r. Pertant,engeneral peraavaluarp(a) noméscal coreixer el residude
la divisi6 entreelspolinomisp(z) i z — a. A més,perafer-ho,lareglade
Ruffini ensproporcionaun metodesenzilli rapid. En el nostrecas

—5/252 5/21  7/36 —146/21 1042/63
3 L —15/252 15/28  138/63 —300/21

—5/252 5/28 46/63 —100/21 | 142/63
Llavors,p4(3) = 142/63.

Quin ésel seualgorismegeneral?

Suposenaraquep(z) = apz™ + ap_13" 1 + -+« + a1z + ag i quevolem
avaluarp(a). Comabansgcalculemla divisio p(z) = ¢(z) (z — a) + r,
ambgq(z) = by,_12™ '+ b,_oz™ 2+ -+ + bz + by, graciesalareglade
Ruffini. Aixi tindremunasituacb deltipus

an Qp-1 Gp-2 ay ag
o« 4 [2] [2] [2] [2]

bl

bp—1 byp—2 bp—z - bo |[b_
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on elsinterrogantsndiquenquantitatsa calcular Obsereuquelesb; es
determinerdemaneraecurrentp bé a partirdel’esquemade Ruffini com-
plet

anp an—1 an—2 e a1 ago
« d ‘abn,l‘ ‘abn,g‘ ‘abn,g‘ ab
bp-1  bp_2 bn—3 aE bo b_y

o0 bé amblesformules:

bn—l = Qnp,

bp2 = ap—1+aby_q,

bp-3 = ap2+ab, o,
by = a1+ aby,

finsaarribarap(a) =r =b_1 = ag + « by.

Regla de Horner
Algorisme: donatp(z) = a,z" + a,_12" ' +- -+ + a1z + ag avaluem
p(a) apartirdelarecurencia:

bp—1 = apn,

by = agt+1+ abgy, k=n-2,n-3,...,0,—1.

Aleshoresp(a) = b_;.

Activitat 10
Feuservirla Reglade Hornerpera avaluarp(2) onp(z) éscadascurnlels

polinomisseguients:

62° — 322 + 4z — 5, g 4+t 2+ 1.

2.4. Metodede Newton

Peraexplicarhod’unamaneranéssenzilla,introduiremla sevateoriaapartir
d’'un exemple,extraurempropietats finalmentescriuremel seualgorismeen
el casgeneral.Perafer-ho, considerarenrmovament’exempleintrodtit pera
illustrarel métodede Lagrange.

Ta

mbeé...

... es pot usar la regla de
Horner, modificada
convenientment, per a
determinar

P'(@),p"(a),...,p("(a).
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Exemple8

Volem calcularel polinomi interpoladorde grau més petit o igual que 4,

pa(x), corresponerd la taula

|1 2 45 8

fr 1005 2 4 14

fentservirlanomenatmetodede Newton.

En primer lloc escrivim les dadesen forma de duescolumnes,definint

previamentf[z;] = f;:

zo | flzo] = fo
1| flz]l = fi
T2 | flz2] = fo
z3 | flzs] = fs
T4 | flza] = fa

A partird’'aquestesluescolumness’obté unatercera

zo | flzo]
flmo, 1]
z1 | flz1]
flz1, 2]
T2 | flzo]
flm2, 23]
z3 | flzs]
flw3, 4]
T4 | fl24]
sgyonslesexpressions
flmo, 1] = wa floy, zo] =
flosyon) = LT g

Noteuquecadaun d’aquestaiousvalorsestrobajustamengentrelesdues

Flzal = flon]
_ flza] — flws]
T4 — T3 )
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fileresquenecessitgperasercalculat,ésadir

zo | f[zo]

>‘ flzo,z1] = %CJ:EEO]
z1 | flz1]

2 Flon, ws] %
zy | flz2]

3 flonay) = L1
z3 | flzs]

>‘ flzs, z4] = %ﬂfﬂ
x4 | flza]

Analogamentcalculemunaquartacolumnaa partir delesexpressions

f[an ‘TlaxZ]

f[wla $2,$3]

flzo, x3, x4]

ésadir,
zo | f[zo]
z1 | flz1]

T2 | flz2]

r3 | flz3]

T4 | flz4]

f[iEl, 332] - f[fL'O,fEl]
To — I ’

f[$2;x3] - f[.’L'l,.’EQ]
Ir3 — I ’

f[$3,$4] - f[$27x3]
T4 — T2

flwo, z1]

flzo, T1,72]
flw1, m2]

flz1, 72, 73]
flz2, 73]

flz2, 3,74

f[x?)a 'T4]

Peraobtenirlesdarrerexolumnesd’aquesiesquemariangularnoméscal

calcularlesexpressions

flzo,z1,20,23] =

f[x15$25$3a$4] =

f[$0,$1,$2,$3,$4] -

flz1, 22, 23] — flzo,z1, 2]
r3 — XL

flz2, z3, x4] — fz1, 22, T3]
T4 — T1

flz1,z2, x3, 4] — flzo, 1,22, 23]
T4 — X0
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demaneraguel’esquemdinal ques’obté presentd’aspecteseggiient:

zo | flzo]

flzo, 2]

z1 | flzi] flzo,z1,72]

flz1, zo] flwo, z1, T2, 73]

T2 | flzo] flz1, 2, 23] flzo, 21, 22, 23, 24]
flz2, 73] flr1, 2, 73, 74

z3 | flzs] flz2, T3, 74]

flz3, z4]

T4 | flz4]

Els quocients

El métode d’interpolacio de
Newton també es coneix com
f[-To], R f[$4]’ f[$07 xl]’ v ’f[];oa I1, wZ]’ v 1f['7"07 Ii,--- ,.’L‘4] a métode de les diferéncies
dividides .

s'anomenemliferenciesdivididesi escalculena partir delesférmules

flzil = fi

] _ f[wi+la e ,.’Ejfl,.’L'j] - f[xiaxi+17 .- 7-’Ej71]

f[ iz s Lj zj — @

Aleshores.el polinomi interpoladorde grau més petit o igual que4 que

busquemésdonatperl’expressd

pa(z) = flzo] + flzo, 21] (z — o)+
flzo, z1, z2] (x — zo)(z — x1) +
flzo, z1, T2, 73] (x — m0) (T — 71) (T — T2) +

flzo, 21,2, 23, 4] (. — 20) (2 — 21) (2 — 22) (T — T3).

Obsenreuqueelscoeficientgjueconformerp,(x) sbnelstermesdel costat
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superiorde'esquemariangularanterior:

zo | | flzo]

z1 | flz1] flmo, 1, 2]
fla1, 2] | flwo, 1, 32,73 |

z | flwo] flz1, 2, 73] | flwo, @1, 32,73, 34] |
flza, z3] flz1, T2, 3, 74]

T3 | flzs] flm2, 73, 4]
flz3,24]

Ty | fl2d]

Aplicat al nostreexemple,'esquemariangularques’obté ésel sgyiient

1

2| 5 7/6

~3/2 [0]

4| 2 7/6
2 —5/36

5| 4 1/3

10/3

8| 14

guedobnalloc a

pa(z) = 10—5(:1:—1)—1—%(:5—1)(:15—2)—%(z—l)(x—?)(x—4)(z—5).

Comproseuque

pa(z) = 10-5(zx—1)+ g(x —1)(z-2)—

5
—(z— 1) (x = 2)(x —4)(x —5) =
555(@ ~ V(@ = D)@~ 4)(z -~ 5)

252 21 36 21 63 ’

ésadir, quecoincideixambel polinomiinterpoladoiobtingut(perla mateixa
taula) aplicantel metodede Lagrange. Aix 0 ja ho sakiem pel fet queel
polinomiinterpoladorésinic, un copfixadala taula{(z, fx)} devalors.

Habitualmentno s’acostumera deserolupartots els productesque for-
menp4(z). Ans el contrari,pera avaluarps(z) enun certpunta éstil
reescriurd’ dela forma

pa(z) = 10+ (z — 1) (_5+ (z —2) (% +(z —4) <—%(w—5)>)>
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ja queel nombred’operacionsnecesariesper a obtenirp(«) ésminim.
Obsereuqueaquestaxpressd s’haobtinguttreientfactorcomi de man-
erarecurrenelsmonomis(z — 1), (z — 2) i (x —4). Enel nostreexemple,
siprenema = 3 s’'obté

pa(3) =10+ (3—1) <—5+(3—2) (g+(3—4) (—%(3—5)))),

ésadir, ps(3) = 142/63.
e Com varia el métodede Newton si afegim una abscissanova?

Com araveuremambun exemple,el metodede Newton té a mésl'avan-
tatge que en afegir noves dadestots els calculs anteriorss’aprofiten,de
manerague el nombred’operacionsecesariesper a obtenirel nou poli-
nomiinterpoladoréspetit. Aquestapropietatprové del resultatsegiient:

Lesdiferenciedividides f[z;, 211, ..., 2;—1, z;] sOnfuncionssimetriques
en els valors z;, zi;1,...,z;, €sa dir, son invariants sota permuta-
cions de les z;. Aixi, per exemple, f[z1,z2,z3] = flz3,z2,21] =

flz2, 1, 23] = fr3, 71, T2].

Aixi doncs,suposewuevolemafegir la dada(zs, f5) = (7,12) i calcular
ps(z), el polinomiinterpoladorde grauméspetit o igual que5 dela nova
taula. En aquesttasnoméscal afegir (7,12) al final delesduesprimeres
columnesde I'esquematriangularanteriori calcularaquellesdiferencies
divididesqueensfalten.Esadir, considerenia taula

m|1 2 45 8 7
fr 1005 2 4 14 12

on obseneu que no hem ordenat les abscissesind que hem situatles
noves dadesal final de la taula. Ara, enl'esquemaanteriorde Newton
calculemnomésaquellediferenciesdivididesquehi hasubratllades:

110
-5
2|5 7/6
~3/2 0
42 7/6 —5/252
2 —5/36 ~1/315
54 1/3 ~7/180
10/3 ~1/3
814 —2/3
2
712
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Aixi el polinomiinterpoladorquebusquemnmés

7

ps(z) = 10-5(z—1)+ E(x - 1)(z-2) -
5
252 (&~ Dlz —2)(z —4)(z - 5) -
1
E(w — 1) (z —2)(x — 4)(z — 5)(z — 8).

Obseneuquenoméshacalgutafegir unterme(polinomial,ésclar) al poli-
nomip4(z).

o Esimportantdestacaqueel nombred’abscisses!’unataulano determina
el graudel polinomiinterpoladorsinb Gnicamentl seugraumaxim. Conc-
retamentdonadaunataula{(zg, fz)}, =0,...,n ambn + 1 abscisse§a
quela k vadesde0 finsan), el polinomiinterpoladomp,, (z) nohadetenir,
a priori, grauexactamentn, sindb quenomésespot assgurarqueté grau
méspetit o igual que n. L'exemplesegiientil {ustraaquesfet.

Busquenys(z) el polinomiinterpoladorassociat la taulaseglientde val-

ors.:
|1 2 3 4 5 6 7

fo 1 5 14 30 55 91 140

Aleshoresgalculeml’esquematriangularde Newton

1] 1
4
2| 5 5/2
9 1/3
3| 14 7/2 0
16 1/3 0
4130 9/2 0 0
25 1/3 0
5| 55 11/2 0
36 1/3
6| 91 13/2
49
7 | 140

demanereagueel polinomiinterpoladorés

pe(z) =1+4(zx—1)+ g(w —1)(z-2)+ %(x —1)(z —2)(z —3)

gueté grauexactamens i no 6 comespodriaespera@a priori.
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Activitat 11
Utilitzeu el métodede Newton perainterpolarla taulasegiientdevalors:

o -2 1 2 5
fo | =7 0 3 1

Comproveuambla calculadoraiiris el resultat.

La interpolaco polinomialno esredueixexclusivamenta aproximarunataula
devalorsambun comportamenpolinomial sind que,de vegadespot aprox-
imar comportamentfinsi tot exponencial potencialscomespot veureen
I'exemplesegiient.
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Exemple9
Sesospitaguela taulasegiientdevalors

.’L‘k12
fe 12 3

correspona unafuncié f(z) = ae®® amba > 0, b duesconstantsle-

scongudes Faremservirel métodedeNewtonperaaproximara, bi f(z).

En primer lloc, obseneu que si prenemlogaritmesa tots dos costatsde

I'expressd f(z) = ae®® obtenim
Inf(z)=1In (aebw) =Ina+In (ebw) =Ina + bz.

Pertant, si definimg(z) = In f(z), A = Ina, B = b, laigualtatanterior
esdeé
g(z) = A+ Bz, (2.1)

ésadir, unafuncié que presentaun comportamentlaramentpolinomial
(enrealitat, lineal). El que faremeés calcularla taula corresponent la
funcié g(x) i interpolarla perun polinomi de graul (ja quetenim dues
abscisses)Amb aixo hauremcalculatA i B enl'expressd (2.1). Desfent
el carvi devariablespbtindrema i . En efecte la novataula,calculadaa

partirde g, = In f, €sdonadaper

o | 1 2
gk‘ln2 In3

Constrim I'esquemariangularde Newton

1| In2
In3—1n2 3
- :ln_
2—-1 2

2|In3

i aixi, el polinomi de grauméspetit o igual a 1 queinterpolala taulade

valors{(zx, gk)} o, €S

3 3 3
+ <ln§> (x—1)= <ln2—ln§) + (ln§>x—
2 3 4 3
lng—l— (lni)m:lng—{— (lnﬁ) .

Sila comparemambg(z) = A + Bz s'obtt A = 1n(4/3) i B = In(3/2).

Fentserviraraquea = e i queb = B estéquea = 4/3i b = In(3/2) i

N

pi(z) = In

finalment

f(l‘) _ aebw _ % e(ln(3/2))z.
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Aquestaexpressd pera f (z) encaraespotsimplificarunamicamés: noteu

T 3 z
(In(3/2))z _ [ .In(3/2) N
¢ (e ) (2) ’

demanerague f (x) espotaproximarper
4 (3\" 2\ /3\" 3\
i) -2 () ) -2 ()

2.5. Férmula del'err or enla interpolacioé polinomial

que

Un aspectenoltimportantdelainterpolaco polinomiali, engeneraldequal-
sevol aproximacd d’'unafuncié perunaaltra, éstrobarférmulesqueensper

metin estimarl’error comesenaquestaaproximacd. Pera sermésprecisos,
suposenquep, (x) ésel polinomiinterpoladod’unafuncio f(z) enelspunts
(totsdiferents){a:k}kzo’l,__.’n. Sabenqueenaquestpunts,'error enl’aprox-

imacib6 compleixque

flzg) —pp(zg) =0, k=0,1,....n

ja quejustamentp, (zr) = fi sonlescondicionsques’imposenper a deter
minarp,(z). Siguiaraa un puntdiferentdelesabscissed’interpolacd (ésa
dir, « # =y, peratotk = 0,1,...,n). Aleshorescompodemestimar’error
comesenaproximarf(«) perp,(«)? Laresposta aquestgpreguntaestroba
enel resultatseglient:

Teorema donada f una funci6 amb derivades contnues fins a
ordre n + 1*, sigui p,(x) el polinomi interpoladoren els punts
{(=k, fk)}g=o,1,..n- Aleshoreslerror (absolut)comesen aproximar
f(a) perp,(a) ésdonatper

Ft(E,)

(@ —zo)(a — z1) - (@ — z4),

on ¢, pertary a linterval més petit que cong els punts

T, L1y .-y, Q.

Activitat 12

La taulaseguientcorresporalafuncio f(z) = e”:

o | 1 0 1
fi | 03678794412 1 2.718281828

*Es a dir, tal que

£, £+ siguin
funcions continues.
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Calculeup,(z) polinomiinterpoladorde graumenoro igualque2 i trobeu

el seuvalorenel puntz = 1/2 fentservirla regladeHorner

Exemple 10
Considerewtnovament!’activitat anterior Siguia = 1/2. Aleshoresgquin

éslerror absolut(maxim) que cometemen aproximarf(1/2) = el/? =

Ve perps(1/2)?

Per a fer-ho apliguemel teoremaanterior En primer lloc, noteuque si

prenemvalor absolutenla formuladel'error tenimque

)+l

51/2| 1
- o] [5-of ;-

?

onéy, € [—1,1], linterval méspetitquecongelspunts—1,0,1,1/2. Per

tant, caltrobarunafita superiorpera

)|, & el-L1L

Atesquef(z) = e* = f'(z) = f"(z) = f®)(z) = e i quela funcio e”

ésestrictamentreixent,podemdedur que
‘f(?’) (61/2)‘ < el ~ 2.718281828.

Substituintaquestdita enl’expressd (2.2)i operants’obté

1 1 2.718281828 /3\ /1\2
I _ <L - T — — =0.1 26142
7(5) 7 (3)| s (3) (3) =oromome

ésadir, unafita superiordel'error comesésdonadaper

1
‘\/é — P2 (§> ‘ < 0.1698926142,

Peratenirunaestimacd mésrealistadel’error comes,éscorvenientcom-
pararl’error absolutambel valor aproximat,gésadir, treballarambl’ error
relatiu (del qualja hemparlatenla introduccd d’aquestmodul) que,en

aguestas,presentdexpressd

er (2> ‘\/Ep; ?2) %)‘

Calculeu-lo.
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Activitat 13
Considereua tauladela funcio e* del’activitat 12. Aleshores:

(a) Calculeuelvalorrealde+/e, compareu-lambelvalorobtingutmitjangant
interpolaco, p2(1/2), enlactivitat 12. Quin errors’hacomes? Com-

pareuaqueserrorambl’estimacb obtingudaenl’exempleanterior

(b) Considereua funcio f(z) = sin(2.2z + 1.1) i escrviu la taulacorre-
sponentevalorsperalesabscisses = 0.1,0.2,0.4 i 0.5 (enradiants).

A continuaco:

— Apligueuel métodedeNewtonpertrobarel polinomiinterpoladoms(z)

delataulaobtinguda.
— Avalueu,fentservirlaregladeHorner ps(z), enel puntz = 0.3.

— Calculeul’error comesenaquestaproximacd comparanps(0.3) amb

el valorexactef(0.3).

— Deduu unafita de I'error absolutmaxim per a aquestaaproximaco,
|£(0.3) — p3(0.3)], fentservirel teoremaanteriori compareu-lambel

valor obtingutenl’apartatprecedent.

2.6. Inter polacio inversa

Permeteu-nomtroduir aquestaplicacd dela interpolact ambun exemple.

Exemplell

Donadaa taulaseguientde valorsperaunadeterminadduncio f(z):
z| -1 0 3 4
fr | —2 1 5 6

enspreguntemper a quin valor aproximata aquestguncioé prenel valor
A =3.5.

Una primerapossibilitatde resoldre-hoésla segiient: considerenps(x)
el seupolinomiinterpoladori mirem de trobara quecompleixips(a) =
A. Graficamentcorrespona la figura 18 i noteuque resoldrel’equacb

ps(a) = A potser engeneralnotrivial.
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p3(x) :115 x3—21—(1j-x2+%g-x+l

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

Figural8: Intersecab entrey = p3(z) iy = A = 3.5

Una altra possibilitatés 'anomenadanter polacio inversa, que consis-
teix en la ideaseguient: si la taulade valorsde la funcio f(z) éscreix-
ent o decreixent podemsuposarque com a minim en l'interval consid-

eratla funcid f(z) ésinvertible*. Sigui g(z) la seva inversa,és a dir,

y = f(z) & = = g(y). Considerewarala taulade valorscorresponent

alafunciob g(y). Aquestataulano ésresmésquelatauladela funcio f(z)

invertint els papersd’abscisseslessevesimatges:

we | =2 1 5 6
g -1 0 3 4

Si calculemgs(y) el polinomi interpoladord’aquestataula (aplicantel

metodede Newton) a partir del’esquemariangular

—2| -1
1/3
1] 0 5/84
3/4 —1/840
53 1/20
1
6 | 4

tenimque

B(1) = 143+ + 2+ 2 -1) — 5o+ Dy~ 1Dy —5).
Aleshorestrobar un valor aproximatde « que compleixi f(a) = A és
equialenta obtenira. = g(A). Pertant, en el nostrecas,fent servirque
A = 3.5, tenimque

a~q3(A) = q3(3.5).

= A la practica, el que
demanem és no tenir dues
abscisses amb el mateix
valor de f, és a dir, xy, i x;
diferents de manera que

fe =1;-
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Si peraavaluargs(y) utilitzem'expressd

wl) =1+ 0+2) (501 (& - gg-9)).

qgueminimitzael nombred’operacionss’obte a ~ ¢3(3.5) = 1.67633929.

2.7. Inter polacio d’'Hermite

El problemadelainterpolacd d’Hermiteconsisteixatrobarel polinomiinter
poladord’unatauladevalorscorresponentaunacertafuncio f(z) on,amés,

s’imposencondicionssobreles derivadesen algunesde les sevesabscisses.

Perexemple:
T o T1 X2
flze) | fo fr fo
f'(@k) | fo f3
Noteu que aquestaaulaimposacinc condicionssobreel polinomi interpo-
lador, els qualsdeterminencinc coeficientsi, per tant, el polinomi interpo-
ladorésde grauméspetit o igual que4, H,(z). Aquestpolinomirepel nom

depolinomi d’'Hermite dela taulaanterior Igual queel casdel polinomiin-
terpoladoyel polinomid’'Hermite H,(z) espottrobarimposantescondicions

Hy(zp) = fu, k=0,1,2  Hy(zo) = fo, Hylzz) = f5,

i resolentel sistemdineal obtingut(vegeula figural9).

Ed\t\ﬁlOperacmnsl S\'mbolsl Anél\swl Matr\usl Umtatsl Combinat‘arial Geumetrial Grecl Prugramamﬁl 4
e AEpe <1UOCE
@

=2 3 [l|a
[ Volem aproximar per un polinomi una funcié f que compleix
f(0)=0; f(1)=2; f(2)=4; f'(0)=1; f'(2) = -1
| plx)=ax?+bx3 +cx2+dx+e;
[p'(¥) = 4-a-x3+3-b-x2+2-c-x+d
Per exemple p(1)=a+b+c+d+e; p'(2)=32a+12b+4c+d

[

?

=2

p(1)=

resol{p(2)=4 - {{a:—%,b=1,c=%,d=1,e=0}}
p'O)=1
p'R)=-1

Figural9: Resolucd directadel polinomid’Hermite

El polinomid’Hermitecorresponerdunatauladevalors{ (zx, fx, fz) }r_o .
es pot calculara partir d'una generalitzad del métode de Newton que a
continuacd detallemi quepresentdes variacionsseglientsrespectal’aquest
metode:

e Enlaprimerai sggonacolumnescalrepetirelsvalors(zy, fx) Siconeibem
el valor f; dela dervadaenl'abscissaz;. Perexemple,enel nostrecas
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voldriadir
zo | flzo] = fo
zo | flzo] = fo
1| flz] = fu
T2 | flz2] = fo
z2 | flza] = f2

e Calculemaralaterceracolumna:

zo | flzo]
fzo, o]
zo | flzo]
flzo, z1]
z1 | flz1]
flm1,zo]
T2 | flzo]

f[$2, .772]

L2 f[$2]

Obseneu que apareien duesdiferénciesdividides que, en principi, no
tenensentitperqe s'avaluenenel mateixpunt: f[xg, zo] i f[z2,z2]. Pera
calcularlescaltenirencompteque

flz] = flzo]

f[‘,L‘Oa-TO] == lim f[.’I,'O,.’I,'] = lim ——~~ — =
T—To T—To T — I

L 1) = 1 (@0)

T—To T — o

= f'(x0) = fo-

De maneraardlogaes dedueixque f[zo, z2] = f'(z2) = f5, 1 aixi

I'esquemaanteriors’escriu Per aquest motiu el métode
gue explicarem és conegut

també com de les
7o | el diferéncies dividides
flzo, zo) = fo generalitzades .
zo | flzo]
f[x()a $1]
z1 | flzA]
flz1, 2]
zg | flwo]
flz2, z2] = f3
zg | flwo]

e A partir d’aquestpas,l’esquemaescompletade manerasimilar acomes
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faenel métodede Newton

zo | flzo]
flzo, zo] = f3
zo | flzo] flzo; 2o, 21]
flwo, z1] flzo, 2o, 1, 2]
z1 | flzi] flzo, 71, 72] flzo, zo, T1, T2, T2]
flz1, 2] flzo,z1, T2, 2]
w2 | flzo] flz1, w2, 7]
flzo, m2] = f3
T2 | flzo]

Llavors, el polinomi d’Hermite ésdonatperl’expressd

Hy(z) = flwo] + flwo, mol(z — x0) + flzo, x0, 1] (x — w0)” +
f[w(),fﬂo,.'ﬂl,wQ](.’E - -7»‘0)2(1' - !,El) +
flzo,zo,z1, T2, x2)(x — :1:0)2(35 — 1) (z — z2).

e Espotgeneralitzata mateixaideaperal casen qué siguin conggudesal-

gunesderivadesd’ordre superiorde la funcié f(z) enalgunesde les ab-
scissesésadir, perexemple,unatauladel tipus segient:

Ty To T1 T2 I3
flze) | fo L fo f3
(=) | fo 2 [f3
e | f

Enaquestascald@fer servirque f[z;, z;, z;] = f}.

Exemple12

Volem calcularel polinomi d’Hermite corresponend la taula

zr |0 1
fre 10 2 4
1 -1

So6n cinc condicionsque s’hande verificari que determinerun polinomi

degrauméspetito igual que4, Hy(z). Calculeml’esquemacorresponent
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dediferenciesdivididesgeneralitzades

0 fo=0
flzo, 0] = fo =1

0| fo=0 1
flzo,z1] =2 -1/2

1| fi=2 0 ~1/2
flzi,z2] =1 -3/2

2| fo=4 -3
flze,@0] = f3= -1

2 fo=4

Finalment,

Hy(z) = O—i—l(m—O)—l—l(a:—O)z—%(x—O)Z(ac—l)—

02— 1)z -2 =

2
2 19 1 o
T+ — 5 (x—l)—§$ (z—1)(z—2).

2.7.1. Férmula del'err or enla interpolacié d’'Hermite

Com en el caspolinomial, el resultatseglient proporcionauna expressod de
I'error comesenla interpolacd d’Hermite. Pera simplificar la seva notacb,
ensrestringimnomésal casen el qué la taulaest formadaper valorsde la

funcio i la derivada,ésadir, {(xk’fk’fllc)}kzo L

Teorema donadaf unafuncid6 amb derivadescontnuesfins a or-
dre 2n + 2, sigui Ha,y1(z) el polinomi d’Hermite en els punts
{(zk, fr, fi) }—o1. - Aleshores[error (absolut)comesen aproxi-
mar f () peerr;Jr’l(’a) ésdonatper

Fn+2(¢,)

(2n L 2)! [(C\f — .’Eo)(a — -Tl) ee (a _ xn)]Q,

fla) — Hopyq() =

on ¢, pertary a linterval més petit que cong els punts
LQOyLyye--9Lpy .

Activitat 14
En l'activitat 12 heubuscatp,(x) polinomi interpoladorde la funcio e*
enelspuntsz = —1,0,1 i I'heu utilitzat per a donaruna aproximacd

p2(1/2) dey/e. Considerewrala mateixataulai afegiu la condicb perala
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derivada: f'(0) = 1. Busquetel polinomi d’'Hermite Hs(z) corresponent
i feu-lo servirpera estimar,/e. Compareu’aproximacb obtingudaamb
elvalorrealde,/e. Hamillorat I'aproximaci respectalela queheutrobat

enaquellaocasb?

Activitat 15
Trobeuel polinomid’Hermite H5(x) queinterpolala taula

zp | —1 3
fl 1 -2 4
1y 0 1 2

i avalueuHs5(0) fentservirla regladeHorner

2.8. Fenomende Runge

Semblantuitivamentaonablgensanue,si volemaproximamunacertafuncié
f(z), enuninterval [a, b], com mésgransigui el nombred’'abscissesgjuein-
terpolemmésgranser la semblana entrela funcio i el seupolinomi inter-
polador Malgrat aix0, aquestresultatés en generalfalsi un exempleque
ho demostraésl'anomenatfenomende Runge. Aquestfenomens’obsenra
guanprenemun conjuntrelatvamentgran(n > 9,10, aprox.) d’abscisses
equiespaciadg@sadir, ambla mateixadistanciaentreduesd’elles consecu-
tives)i calculemel polinomiinterpoladorcorresponenp(z). Espot obsenar
aleshoresjue, tot i quela semblana entrep(z) i la funcio f(z) ésgranal
centredel’interval d’'interpolacb, la discre@nciaentreambduegrafiquesals
extremsde l'interval @és molt gran: d’altra bandaaquestadiferenciaés més
acusada@ommeésalt ésel graudel polinomiinterpolador

Exemple13
Considerentafuncio f(x) = 1/(35x2+2) i siguipio(x) el polinomiinter-
poladordegrauméspetitoiguala10 enelspunts—1, —0.8, —0.6,...,0,...

0.6,0.8, 1. El dibuix delesduesgrafiquess’obsenaenla figura20.

Pera evitar aguesfenomencornvé no treballaramb grausd’interpolacd alts
ni, enaquestas,ambabscissesquiespaciade&ls metodegjues’acostumen
a fer servir divideixen l'interval d’interpolacd en subintenals amb poques
abscisseper intenal. Despés busquenels polinomis interpoladorscorre-
sponentgarade graubaix, normalment3 o 4) i demanercom a condicions
afegidesque aquestgpolinomis “encaixin”bé entreells: a més de coincidir
aguestpolinomisenelspuntsd’interseccd entresubintenals,tamke esdem-
anaquecoincideixinles primeresi segonesderivadesen aquestpunts. Aixi
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Figura20: Grafiquesdela funcio f(z) = 1/(35z + 2) i el polinomiinterpo-

ladorpio(z)

s’obtenenfuncionspolinomials definidesa trossosi que, en el seuconjunt
formenunafuncié de classeC? (o sigui confinua, derivable duesvegadesi
amb segonaderivadaconfinua) Aquestspolinomisinterpoladorsa trossoses
denominersplinesi sonmolt utilitzats,sobretotenl’enginyeria.
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3. Aplicacionsde la interpolacio de funcions

A bandade la seva utilitat per secom a einad’aproximacé de funcions,la
interpolacd polinomica proporcionaférmulesd’aproximaco de derivadesi
d’integralsd’aquestesuncions.Enelssubapartatsegiientgpresentarerbreu-
mentalgunesdelesmésutilitzades.

3.1. Derivacido numerica
3.1.1. Intr oduccid

Suposeueconeiemla taulaseglientde valorsrelativa a unafuncio f(x):

me| 18 1.9 2 2.1 2.2
fr | 1280725 1345581 1417223 1.483962 1.552837

(3.1)

i quevolem aproximarf’(z). Unapossiblemanerade fer-ho ésla seguent:
considerenp4(z) el seupolinomiinterpoladode grauméspetito igual que4
i aleshorepodempensaique

f'(z) = py(=).

Malauradamentaquestddrmulano ésdel tot satishcbria atesqueno tenim
unaexpresso peral’error comesenun puntz qualseol. Ho expliguembreu-
ment.Recordeyvegeu2.2) gue,enel nostrecas

FO(&)
5!

f(z) = palz) =

0, equivalentment,

(x — zo)(z — z1)(z — z2)(z — z3)(z — 24)

f(@) — pa(z) = g(z) wa(2),

on hemdefinit

O (&)

9(z) = =y walz) = (2 = 20)(z — 21)(2 — 22) (2 — 23) (2 — 24)

i &, pertary al'interval méspetitquecone€ zg, z1, . . . , x4, z. Obseneuque,
derivantl’expressb anteriorobtenim

f'(z) = pi(z) = ¢'(z) wa(z) + g(z) wi(z),

formuladel’error comesenaproximarf’(z) perp}(z). L'inconvenientd’aque-
staformulaésqueg(z) depend’unacertafuncio ¢, quedesconeigm,deman-
eraquea priori nopodemcoreixerg’(z) enunpuntz quals&ol. El quesi que
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podemfer, encarvi, ésavaluaraquestaexpressd en el supsitquezr = zy,
on z; ésqualseol de lesabscisses'interpolacd. En aquesttassabemque
wy(z) = 01, pertant,tenimque

f'(@r) = pa(zr) = ¢’ (zx) walzr) + g(z) wizr) = g(ar) Wi(zk)
perak =0,1,...,4. A més,no ésdificil comprovarque
wy(zk) = (2 = 20) ++ (T — Tp—1)(T — Tpy1) -+ (2 — 2a),
demaneraguepodemescriure

(5)
[ (@) —pi(zp) = % (zk—20) - (Th—Tk-1)(Tk—Th11) - - - (T —T4),

on¢,, pertary alinterval [zg, z4]. Perexemple tindremque

(5)
fl(x2) — ply(x2) = % (z2 — mo) (w2 — 1) (w2 — 3) (22 — T4),
o tamké que
(5)
f(z4) — py(zs) = % (x4 — 20) (x4 — 71) (74 — 22) (24 — T3).

En generaksté el resultatsegiient:

Teorema donadaf unafuncié ambderivadesconinuedfinsaordren+
1, siguipn (z) el polinomiinterpoladoenelspunts{(z, f) }x—o.1.._x-
Aleshores/'error (absolut)comesenaproximarf’(zy) perp,(zx), per
k € {0,1,...,n} ésdonatper

f'(@k) — pulax) =

f(n—|—1) (fﬂ)k )

(n+1)! (xk — o) -+ (xk — Tp—1)(Tk — Tp11) - - - (T — Tp),

oné;, € [zo, Ty

Peraquestarab només podremfer aproximaciongle f/(z) enles abscisses
d’interpolacd. Mostremaralesformulesbasiquesnésusuals.

3.1.2. Diferenciescap endavant i diferenciescentrades

Persimplicitat,suposarenguelesnostresabscissesstrobenequiespaciades
ésadir, entreduesabscissesonsecutiesqualssgol la distanciaéssempre
h. A més,si suposenguevolem aproximarf’(zg), habitualmententremla
tauIad’abscisseentornseu.Esadir, lesescriurem

T = x9 + kh, k=0,£1,£2,...
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Perexemple,si a partir de la taula 3.1 de la funcid f(z) volem aproximar
f'(2), numeremesabscissedemaneraguez, = 2:

k -2 -1 0 1 2
Tk 1.8 1.9 2 21 2.2
fr | 1.280725 1.345581 1.417223 1.483962 1.552837

Enaquesexempleesté h = 0.1.

Lesduesférmulesqueintroduiremen primerlloc esbasera aproximarf (z)
perp;(x), polinomiinterpoladorde grauméspetito igualquel. Enel primer
cas,aquestanterpolaco esportaatermeenelspunts(zo, fo) i (z1, f1), men-
tre queen el segonla interpolacd esportaa efecteenels punts(z_i, f—1) i

(z1, f1).

e Enel primercashemcomentataplicantel metodede Newton, tenimque

flx) = pi(z) = flzo] + flzo, z1](z — z0) =

fot IO (o) = po 4 P (@ ),
d’on esdedueixque
@) = (o) = 2T
i, pertant,que
5 = o) = pi (o) = T2 10

Esadir, si h ésproupetita(encascontraril’error potsermolt gran),podem
aproximar

o~ fi— - fo (3.2)

0, equivalentment,

F(g) ~ f(zo + h})L — f@o) _ fl=1) ; f(@o)

Aquestquocients’anomenadifer encia cap endavant en el puntz,. Si
I'apliqguemenel nostreexemples’obté
fi—fo 1.483962 — 1.417223

f'@=fi==7"= o — 0.667390.

e La segonaformulaprové d’aproximarf(z) pel seupolinomiinterpolador
alesabscisses_; i z1:

flz) = pi(z) = flz_1] + flz—1,21](z —2-1) =
ol i fl(—:v_1)=f_1+f1 f-1

331 — T 2h (w_l‘_l).
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Analogamenal casanterior

! ~ ! fl f-1
['(@) = pi (o) = T,
d’on s’obté 'anomenadaproximacd de la derivadaper diferencia cen-
trada:
! fl f—
o~ 3.3
T (33)

0, equivalentment,

oy o d@o+h)— flwo—h) _ fla1) - flz)

Amb aquestdormula,l’aproximacb quetenimper f'(2) és

Ji—f-1 1483962 — 1.345581
2h 2.0.1

11(2) = fo~ = 0.691905.

Obsenreuguehi hacertadiscre@nciaentreambduesproximacionsSense
entrarenl’estudi del'error en cadaunade les duesformulespresentades,

usdiremUnicamengue,engeneral

fio= 1l om

fi = Do),

on O(h) indica que I'error en la primeraférmula, diferéncia cap en-
davant, és aproximadamente la forma a.h, amb a, unaconstantde-
sconguda. De la mateixamanera,0(h?) enla formulade la diferéncia
centrada ensindicaquel’error guecometemambaquestaproximacd és
deltipusa.h?, amba, unaaltraconstantiescongudaa priori. Enel nostre
exempleaixo voldriadir que

f'(2) ~0.667390, ambunerrordelaforma a.-107!
si fem servirdiferenciacapendaanti que
f'(2) =~ 0.691905, ambunerrordelaforma a.-1072

si fem servirdiferénciacentradaPertant,obseneuque,comareglagen-
eral, I'aproximacb per diferenciacentradade la derivadaés millor que
I'obtingudautilitzant diferenciacapendaant.

Activitat 16
Doneuaproximacionger a f/(1.9) i f’(2.1), de la mateixataula, fent

servirlaformuladela diferenciacentrada.

A partirdela mateixaidea,podemobtenirférmulesmésacurade¢ambmerys
error), interpolantf(z) per polinomisde graumésalt*. En particular si in-
terpolemf(z) enels punts{(z, fr) ;- o o Perps(z), i el reescwvim de
manereconvenient,obtenimla formulasegient:

* Recordeu que si el grau del
polinomi interpolador és alt,
aleshores es dona el
fenomen de Runge: per tant
més alt cal entendre-ho com
fins agrau 6, 7.
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fo = Piy(zo) = —fo+8fi—8f 1+ f-2) (3.4)

1
12 h (
ésadir,

fl@o) =~ phlzo) = 2h (—f(zo+2h)+

8 f(xo +h) —8 f(zo — h) + f(zo — 2h)),

I'error dela qualésdeltipusO(h*). Obseneuquel’error éssignificatvament
méspetit (pertantl’aproximacib ésmillor), pem acarvi necessitzoreixerel
valordela funcié f(z) enméspunts.Aplicantaquestdormulatenim

! ! ]'
2 = fo= 12-01

8-1.483962 — 8 - 1.345581 + 1.280725) = 0.69578.

(—1.552837+

Exemple14
sinx

14ez’

Considereuda taulaseglientdevalorsperala funcio f(z) =

Tk fr Tk I
1.6 | 0.16790998 || 2.1 | 0.094173398

1.7 1 0.15317776 || 2.2 | 0.080647912
1.8 | 0.13814132 || 2.3 | 0.067950867
1.9 1 0.12312166 || 2.4 | 0.056180094
2.0 | 0.10839091

Volem aproximaryf’(2) prenenth = 0.2 i h = 0.1 i comparatho despés
ambel valorreal f'(2) = —0.14507631. Aixi doncs,

e Perah = 0.2 cal consideraabscissegquidistanta distanciah = 0.2.

En el nostrecasequial a prendreel trosdetaulaseyiient:

Tk fr
1.6 | 0.16790998

1.8 | 0.13814132
2.0 | 0.10839091
2.2 1 0.080647912
2.4 | 0.056180094

Aplicantla formula(3.4)s'obté

1
"2) =~ ———(-0.0561 4
f(2) 12.0'2( 0.056180094+

8-0.080647912 — 8- 0.13814132 + 0.16790998) =
—0.14509057.
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Obsenreuquel’error comeshaestat,aproximadament,

|—0.14507631 — (—0.14509057)| = 0.1426 - 10~*.

e Perah = 0.1, necessitenta partsegiientdela taulainicial:

Tk fr
1.8 | 0.13814132

1.9 | 0.12312166
2.0 | 0.10839091
2.1 | 0.094173398
2.2 | 0.080647912

Enaquestasla formula(3.4) s’escriu

f2) ~

1201 (—0.080647912+

8-0.094173398 — 8 - 0.12312166 + 0.13814132)

= —0.14507724.
Aral'error comeshaestat,aproximadament,

|—0.14507631 — (—0.14507724)| = 9.3-107".

Aproximaci 6 numerica de la derivada

Donada una taula de valors {(z, fk)}_

—TyeueyT2?

proporcionerunaaproximacd de f§ = f'(zo):

fi—fo fo

e Diferénciacapendaant: f} ~ + O(h).

fi—fa

2
o TOm).

e Diferénciacentrada: f} ~

e Diferénciacentradalegrau4:

1
! ! _ =
fo =~ py(wo) 12 %

amb abscisses
equidistantscy, = zo + kh, kK = £1,+£2,... les férmulessegyiients

(—fo+8f1—8f1+ f-2) +O(hY).
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Activitat 17
Considerelatauladevalorsseglient,corresponerdunacertafuncio f(z):

T T
1.00 | 1.50954
1.25 | 1.69843
1.50 | 1.90432
1.75 | 2.12952
2.00 | 2.36459

Calculeuaproximadameny’(1.50) fent servir les tres formulesdel re-

guadreanterior

3.2. Integraci6 numerica
3.2.1. Intr oduccid

Una altra de les aplicacionsde la interpolaco polinomial és la integracib
numerica,queproporciondérmulesaproximadegercalcularintegralsdefinides

b
/ f(z) dz. (3.5)

Analogamentl que s’hafet en el temade derivacié numérica,donaremles
ideesguecondueixnaaquestaproximach perd noentraren{noésel propsit
d’aquestapuntsenunestudiexhaustiudelsseusmetodesni del’error cones.

La calculadoraWiris té incorporatel calcul de primitivesi, semprequeli és
possible,el fa servir peral calcul d’'integrals. Tamke té incorporadda inte-
gracb numericai, quanenfalstreuunavisenlafinestrainferior dela pantalla
(vegeulafigura2l).

Ediciél Operacionsl Simbolsl Analisi |Matrius| Unitatsl Combinatbrial Gea

2.5
f x-e X dx = 0.47943
0.2

1.5
f e dx = 0.39491
0.

.5

0: Awis, dificultat: Mo s'ha trobat una primitiva.
1: Awis, avis general: Procedint amb integracio numeérica.

Figura21: Integracib numericaambla Wiris
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Aixi doncs,peraaproximan’expressb (3.5) considerenabscisses = zy <
1 < ... < ¢, = bequiespaciadeGy, = z¢o + kh, k = 0,1,...,n). Si
pn(x) €sel polinomiinterpoladorde grauméspetit o igual quen dela taula
{(@ks fr) Y=o 1., n» lEShOrePOdremaproximar

/ flayde = [ pu(z) do.

Tenint en compteque la part de la dretad’aquestaexpressod és la integral
d’un polinomi, que podemresoldreexplicitament, podemdeduir formules
numeriguesaproximadegpera (3.5).

3.2.2. Regladelstrapezis composta

Considerenprimerel casn = 1. Obseneuqueel polinomiinterpolado©sde

graul i s’obté, aplicantel métodede Newton enelspunts(zg, fo), i (1, f1):
_ _ fi—fo
p1(z) = fo+ flzo, z1](z — 20) = fo + ——— (¥ — o).
r1 — X

Aleshores

/abf(x)dx - /:pl d‘”—/ fo+ 2 _f° (& — z0) dz =

+ fi—fo (110—300)2]%1 _

1 — X 2 B

fox

To

fi—fo fo

fo(z1 —z0) + (z1 —20) =

951—370

(fo+ f1)-

/f )do ~ 220

0, sifemservirqueh = z1 — xy,

Pertant,tenimque

(f0+f1)

b h
[ @)oo+ 1), (36)

gueésl’anomenadaegladel trapezi, attsque

— 5= (fo+ 1)
no ésaltracosaquel’ areadeltrapezidebaser, — zq i alturesf, i f1 (vegeula
figura22). Obsereuquecommeéspetitaésla baser; — zy, millor aproxima
I'areadel trapezila integral de f(x). La preguntanaturalésarala seglient:
suposeuueconsiderene = (a+b)/2 el puntmitjadelinterval [a, b]; sabem,
perlespropietatdela integral, que

/abf(x)d:v:/acf(x)dw+/cbf(:c)d:v
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b
Figura22:/ f(x) dz i la sevaaproximacd perla regladeltrapezi
a

per tant, que succeeixsi apliqguemla regla del trapezia cadasubintenal i
despéssumenelsseugesultatsMillora I'aproximacb dela integralinicial?

La respostassi. Donalloc aunaformulacompactaqueeviti aplicarla regla
diversesvegadesDe seguidaveuremquetamte ésaixi. Obseneuenprimer
lloc, graficamentguea mesuragueanemaugmentanél nombrede subinter
valsI'aproximacib va millorant (vegeula figura 23). Estudiem-hqeral cas

b
Figura23: Aproximacb de/ f(z)dz perabi 10 trapezis
a
enel qualdividim l'interval [a, b] en N = 3 subintenalsiguals.
Donatlinterval [a,b] definimh = (b — a)/N = (b — a)/3 i considerem

lesabscissesy = a i xx = z¢ + kh, perak = 0,1,...,3. Obseneuque
z3 =x9+ 3h =a+ (b—a) =b. Calculemfy, k =0,1,...,3. Sabengue

/abf(:v)d:cZ/Z:f(:v)da?:/g:f(:v)dx+/:cfzf(x)dw+/wj3f(x)dm.

Pertant,si apliquemla regladeltrapezia cadaunad’aquesteintegralss’obté
que

b
/f(ﬂ?)dl‘ o~ g(fo+f1)+g(f1+f2)+g(f2+f3)=

L hot2fit 2t ).

Laféormulaques’obte enaplicarla regladeltrapeziacadaundelssubintenals

h s’acostuma a anomenar
pas d'integracio.
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enelsqualss’hadividit I'interval [a, b] inicial sSTanomenaegladelstrapezis
compostai ésdonadgerla formulasegiient:

Regla dels trapezis (composta):

Donatl’interval [a, b] prenemN > 1 subintenalsi definim

N zy=x90+kh, k=0,1,...,N

demaneraguezry = a, xy = bi fr = f(zx). Aleshores

b
/ f(z)dz = Ty (f) +O(M),

on

N[ S

In(f) =% (fo+2fi+2fo+---+2fn 2+2 fn 1+ fn)-

Exemple 15
Volemcalcularunaaproximacb de

L5
/ e T dx
0.5

fentservirla regladelstrapeziscompostaeamb N = 5 subintenals (vegeu

lafigura24).

f(x) = e

Figura24: Regladelstrapeziscompostaperla funcio f(z) = e

Enaquestastenima = 0.5,b=1.51

h:b—a: 1.5—0.5:

2.
N 5 0

Pertant,considerentes abscisses

Ko 1 2 3 4 5
ze 05 0.7 09 11 13 15
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Sicalculemf, = f(xy) peracadapuntobtenim

xk\ 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5
fi| 07880 0.61263 0.44486 0.29820 0.18452 0.10540

Aleshores

0.2

T5(f) = 53 (0.77880 + 2 - 0.61263 + 2 - 0.44486+

2-0.29820 + 2 - 0.18452 + 0.10540) = 0.396462

i aixi,
15
/ e ¥ dz ~ T5(f) = 0.396462.
0.5

Activitat 18

La funcio f(z) = % no té primitiva expressablale maneraanaitica i

pertantqualseol integral definidadel tipus

b .
sinx
/ dz
e

hadesernecesariamentalculadaapartirdemetodeswumerics. Apliqueu

la regladelstrapeziscompostgercalcular

S
sinT
/ dx
x/2 T

ambN = 8 subinterals.

3.2.3. Reglade Simpsoncomposta

La deducco de la regla de Simpsoncorresponal casen que en l'interval
[a, b] interpolemf (z) perun polinomi de grauméspetito igual que2, p2(z).

Aleshores ) )
/ f(z)dx 2/ pa(z) dz.

Noteuquep,(z) éssenzillamentunapambola.Aixi lareglade Simpsonper
aunlnicinterval s'expressalela manerasayient:

/abf(m)dx’ig (f(a)+4f(a;_b>+f(b)). (3.7)

Analogamentl casde la regla delstrapeziscompostapodemsubdvidir I'in-
terval donat|a, b] en diferentssubintenals, tots ells de la mateixalongitud,
i obteniraixi unaférmula derivadad’aplicar a cadasubintenal la regla de
Simpson(vegeula figura25).
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b
Figura25: Aproximacb de/ f(x) dz perlareglade Simpson
a

Fem-hotamle per a un valor petit N de subintenals abansde donarl’'ex-
pressd general Aixi, doncsconsiderentinterval [a, b] i el dividimenN = 3
subintenalsiguals.Comenel casdela regladelstrapeziscompostagscrivim

b
/f(a:)da:: t@aas [ f@)ao+ [ f@)ao

on I, I, I3 sbn els tres subintenals (de la mateixalongitud) obtinguts, i

aproximemcadaunad’aquesteintegralsperla integral del corresponenpoli-

nomiinterpoladorde grauméspetit o igual que2. Aix 0 implica quehaurem
deconsideratresabscissesncadainterval I;: elsseusextremsi el puntmitja
corresponentPertant,encadaun delssubintenalstindrem

I : abscissestg, 1, T2,
Iy : abscissests, 3, 24,
I3 : abscissesty, x5, Tg,

on z; ésel puntmitja de l'interval [zg, z2], z3 del'interval [z3, z4] | z5 de
[z4,z6]. Aquestaparticio de [a, b] equival a consideraty = a i adefinirles
abscisses

b—a

2N
Calculantaleshoreglsvalors f;, corresponentsaplicantla regla de Simpson
acadasubintenal I; s’obté

/abf(:c)da: / f(z da:+/ f(z dz—i—/ [z

(f0+4f1+f2) (f2+4f3+f4)

LEk:.Io—i-kh, k:0,1,2,...,2N, on h=

(fa+4fs+ fe) =

WS> Wl W

(fotdfi+t2fo+4fs+2fs+4afs+fe).

A diferenciadel casdelstrapezisenla regla compostade Simpsonnecessita
corgixer f(z) enun nombresenard’abscisses.Aleshoresla regla general
s’escriuaixi:
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Regla de Simpson (composta):

Donat l'interval [a,b] prenemun nombre N > 1 de subintenals i
definimzy = a,

b—a
h oON Tk .'IIo—l—kh, k 0,1, 9

i fx = f(zg). Aleshores

b
/ f(@)dz = Sy (f) +O(Y),

on

h
Sn(f) = 3 (fo+dfi+2fa+4fs+---+2fono+4 fon_1+ fon)
Exemple 16

Considerermovamentl’exemple 3.2 i calculemla mateixaaproximacd
fent servirla regla de Simpson(compostapera N = 3 subintenals (un
exempledecomesveugraficamenpera N = 2 subintenalsel teniuenla

figura26). En el nostrecastenim

14

12

-0.2

Figura26: Aproximacb per Simpson:dossubintenals

b—a 15-05

h=5§ 6

~ (.1666667.
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Pertant,podemconsiderata taula

Tk

Tk

S O xRN = O

0.5
0.6666667
0.8333333

1.
1.1666667
1.3333333

1.5

0.7788008
0.6411804
0.4993518
0.3678794
0.2563758
0.1690133
0.1053992

Aleshores,

on

S3(f) = 3

0.1666667

.5

15
/ e ¥ dr ~ S5(f),
0

(0.7788008 + 4 - 0.6411804+

2:0.4993518 4+ 4-0.3678794 + 2 - 0.2563758+

4-0.1690133 + 0.1053992) ~ 0.3948861

Activitat 19

Apligueula reglade Simpsoncompostagercalcular

S
sinT
/ dx
x/2 T

ambN = 4.
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Resum

Enaquestnoduls’havolgutintroduirl’estudianten!’ Gsd’algorismesumerics
peralaresolucd de problemededificil si noimpossibleresoluco anaitica.
S’hanpresentagtlgorismesasicsen duesliniesdiferents:calcul de zerosde
funcionsi interpolacd de funcions;derivan en aquestiltim apartatun altre
apartatd’aplicacionsala dervacio i la integracb numericadefuncions.



© FUOC - P06/05005/00995.8tlul 5 67

Métodeshasicsde Calcul Numeric

Exercicis d’autoavaluacio

1.— Sabemquela funcid f(z) = —3 + z®sin(z) + z té un zeroenl'inter-
val [0,2]. Calculeu-loambunaprecisb de 10~* aplicantel metodede la
biseccb. Quantesteracionscalen?

2.— Repetiuel calcul anterioraplicantel metodede Newton, prenentzy = 2
comavalorinicial i ambunaprecisb de10~12.

3.— Resoleuel mateixproblemaaplicantarael metodede la secanta partir
delspuntszy = 0i z; = 2, i ambunaprecisb de10~'".

4.— Apliqueuel metodede la regulafalsi al mateixproblemaambvalorsini-
cialszg = 0i z; = 2 i unaprecisb de10~7.

5.— Calculeuel polinomiinterpoladoms(z) dela taulasegiient:

o |02 08 13 19
fr| 3 22 17 21

fentservirel métodedeLagrange Un copobtingutps(x), desemolupeu-lo
enpotenciedex i calculeups(1) fentservirlaregladeHorner

6.— D’unafuncio f ésconeienelsvalorssgguents:

o | 05 2 3 35
fi 2 3 -1 05

Utilitzant el métodede Newton, calculeuel polinomi ps(z) quela inter
pola. Feu-loservir per donarunaaproximaco, ps(1), de f(1). Avalueu
p3(1) usantaregladeHorner Quinpolinomiinterpoladois’obté si afegim
ladada(zy, f1) = (0,1.2)?

7.— Considereua taulade valorssegguient,corresponerd unafuncio f(x):
m | 05 01 1 2.5
I ‘ 2.527 3.879 6.452 10.346

Useuinterpolaco inversaper a donarunaaproximacd del valor o que
compleixf(a) = 9.

8.— Calculeuel polinomid’Hermitecorresponena la taulade valorssegiient:
Tk 2 3 4
fu | 7.325  8.975  6.018
fi 12234 —0.453 1.018
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9.— Feuservirlaregladelstrapeziscompostgeratrobarunaaproximacd de
laiintegral

/34 (Va@+1) nzds

ambN = 4,81 16 subintenals.

10.— Apliqueula formulade Simpsoncompostgera aproximara integral

1
2
/ z2e” dz
0

ambN = 5 subinterals.
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Sdlucionari

Activitats

1.— Sidefinim f(z) = e~* — z*, trobarunasolucb de l'equacb e % = z*
ésequialentatrobarun zerodela funcié (contnua) f (z). Busquemara
un interval [a, ] on f presentiun carvi de signe. Aixo podemfer-ho a
partir de la seva graficao bé calculantf(xz) enunaseérie de punts. En el
nostrecaspodemcompro/arqueena = 0i b = 3 esté f(a) =1 > 0
f(b) = —80.9502 < 0. Pertant,existeix « € [0,3] quecompleix f(«a) =
0. Aleshoresgesté

I, longitudde T,
[0.00000000, 1.50000000] 1.500000
[0.75000000, 1.50000000] | 7-500000 - 10!
[0.75000000, 1.12500000] | 3.750000 - 10~!
[0.75000000, 0.93750000] | 1.875000 - 10!
[0.75000000, 0.84375000] | 9.375000 - 102
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0.79687500, 0.84375000] | 4.687500 - 102
0.79687500,0.82031250] | 2.343750 - 102
0.80859375,0.82031250] | 1.171875 - 102
0.81445313,0.82031250] | 5.859375 - 103

|l oINS |Ut kW N =3

Pertant,podemdonarcomarespostajualse&ol valor del'interval
[0.81445313, 0.82031250]. Habitualments’acostumaa donarel seupunt
mitja, queenaquesicasés0.81738281, ésadir, « ~ 0.81738281. Com-
proveu que f(0.81738281) = —0.00479135 i obsereu que el nombre
(minim) d’iteracionsnecesariesper a obtenirla precisb volgudaés), i
espotdeduirdela formula

3-0

In 75
N:[nlo +1=0.

In2

2.— Consideremla funcié (contnua) f(z) = 2sinz — z i busquema €
[x/2, 7] quecompleixi f (o) = 0 ambunaprecisd de 10-2. Si apliquem
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el metodedela bisecco s’obte la taulad’aproximacionsegiient:

I, longitudde T,
[1.57079633, 3.14159265] 1.57079633
[1.57079633, 2.35619449] | 7.853982 - 10!
[1.57079633, 1.96349541] | 3.926991 - 10!
[1.76714587,1.96349541] | 1.963495 - 10!
[1.86532064, 1.96349541] | 9.817477 - 10~2
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.86532064, 1.91440802] | 4.908739 - 102
1.88986433,1.91440802] | 2.454369 - 102
1.88986433,1.90213618) | 1.227185 - 102
1.88986433,1.89600025] | 6.135923 - 103

I N|ISH || W N = O3

Si donemel puntmitja de I’ 4ltim interval com a aproximacd tenim a ~
1.89293229 i f(1.89293229) = 0.00419041.

3.— Considerena funcio f(z) = (2.2)* — (1.1)z — 5.5. Aleshoregrobara
solucb del'equach (2.2)* = (1.1)z + 5.5 equial atrobara, puntdetall
delescorbesy = (2.2)" iy = (1.1)z +5.5. Delamateixamaneragquial
atrobara, zerodelafuncio coninuaf(z). Segonss’obsenaenlafigura4,
aquestegrafiquesestallenenun puntsituatenl’interval [a, b] = [2,4]. En
efecte,f(a) = f(2) = —2.86 < 0i f(b) = f(4) = 13.5256 > 0. Aplicant
el metodede la Biseccb obtenimelsintervals segiients:

I, longitudde I,
2.00000000, 3.00000000 1.000000
2.50000000, 3.00000000] | 5.000000 - 10!
2.50000000, 2.75000000] | 2.500000 - 10~!
2.62500000, 2.75000000] | 1.250000 - 10!
2.68750000, 2.75000000] | 6.250000 - 102
2.68750000, 2.71875000] | 3.125000 - 102
2.70312500, 2.71875000] | 1.562500 - 102
2.71093750, 2.71875000] | 7.812500 - 10~3

0| | OO W N =3

[
[
[
[
[
[
[
[

| | =

Obseneu que si volem una aproximacd de « molt més precisacal un
nombreconsiderablal’iteracions. Igual que abansdonemcom a aprox-
imaci6 dea el puntmitjadel’ Gltim interval: 2.71484375. Comproveuque
£(2.71484375) = 0.01768800 i queel nombred'iteracionsnecesariesés

8. Efectvament,
ln 4;2
N —= 710_2 + 1 = 8

Pertrobarl'altra arrel procedimde maneraaraloga: noteuque f(—6) =
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1.10882 > 0i quef(—4) = —1.05731 < 0. Aleshores,

I, longitudde T,
[—5.00000000, —4.00000000] 1.000000
[~5.00000000, —4.50000000] | 5.000000 - 101
[—5.00000000, —4.75000000] | 2.500000 - 10~*
[—5.00000000, —4.87500000] | 1.250000 - 101
[—5.00000000, —4.93750000] | 6.250000 - 10~2
[—5.00000000, —4.96875000] | 3.125000 - 102
[—4.98437500, —4.96875000] | 1.562500 - 102
[—4.98437500, —4.97656250] | 7.812500 - 103

N | S| O W | N =3

oo

Pertantpodemprendrex ~ —4.98046875. Comproseuqueenaquespunt
el valorde f ésproupetit: f(—4.98046875) = —0.00177946.

4.— Sidibuixeulesgrafiquesdelesfuncionsy = e®* — 2 i y = x podeuobser
var queestalleninicamenta dospuntsay, as situats,aproximadameng
propdez = —2i z = 1, respecttament.Aixi doncs,apliguemel metode
deNewton, gueenel nostrecasequival ala formularecurrent

f(zk) e —2—my

Tp4+1 = Tk — fl(xk) =Tk — ek — 1

Enel casai, prenemvalorinicial zo = —2 i obtenimla taulasegiient:

Tk |z — Tp—1]
—2.0000000000000
—1.8434823572503345 | 1.56518 - 101
—1.8414060661579266 | 2.07629 - 10~3
—1.8414056604369762 | 4.05721 - 107
—1.8414056604369606 | 1.55431 - 10~

B~ W N = O F

D’aquestamaneraesté a; ~ —1.8414056604370. Podeucomprozar que
f(—1.8414056604370) = 0.000000.. ..

Analogamentpera calcularas prenemey = 1 i obtenim

Tk |z — Tp—1]
0| 1.0000000000000
1| 1.1639534137386529 | 1.63953 - 10~
2 | 1.1464211850430086 | 1.75322 - 102
3| 1.1461932587044987 | 2.27926 - 10~*
4
5

1.1461932206205836 | 3.80839 - 10~8
1.1461932206205825 | 1.11022 - 1071°

Pertant, ap ~ 1.1461932206206, ambun error inferior a 10~ (de fet,
inferior a 10714). Comproveu que f(1.1461932206206) = —2.22045 -
10716,
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5.— Si dibuixem les grafiquesde les funcions (2.2)* i (1.1)z + 5.5 podem
obsenar queestallenendospunts: un enlinterval [-6,—4] i I'altre en
I'interval [2,4]. En altresparaulessi definim f(z) = (2.2)* — (1.1)z —
5.5, aquestauncio té duesarrelsen els intenals anteriors. Aleshores,
I'esquemadel métodede Newton és

_ flze) (2.2)* — (1.1)z) — 5.5
TR = TR T Gy T P T T 22w 2.2 — 1.1

Pelprimerzeroprenemcondicid inicial zo = —6 i obtenim

k Ty |z — z—1|
0 —6.
1| —4.9855687445768648 1.01443
2 | —4.9821096699293967 | 3.45907 - 103
3
4

—4.9821096025625220 | 6.73669 - 108
—4.9821096025625220 <1014

Podeucomprovar que f(—4.9821096025625220) = 3.33501 - 10716, Per
tanta; ~ —4.9821096025625220 ambunaprecisd de 10~'2. Respecte
del segonzero,prenemzy = 2 i obtenim

Tk |z — T

2.
3.0529673409868638 1.05297
2.7597905075050395 | 2.93177 - 107!
2.7127537535002006 | 4.70368 - 10~2
2.7116838609380296 | 1.06989 - 103
2.7116833205472379 | 5.40391 - 10~
2.7116833205471003 | 1.37668 - 1013

S O W N = O

Pertant,ay ~ 2.7116833205471003 ambun errorinferiora10~'2. Podeu
compro/arquef(asg) ~ 0. Enefecte f(2.7116833205471003) = 4.25007-
1016, Comparetel nombred’iteracionsefectuadesla precisb obtinguda
ambla resoluco pel métodedela biseccb.

6.— /7 éslarrel positva de 'equacd f(z) = 0 ambf(z) = 22 — 7. Si
escrvim enaquestasl’algorismede Newtontenim

— f(zk) _ IE% -7 Tk 7
Tk4+1 = Tk Filzp) k 2 = T 9 + 21y

Obsereugueaquestdbrmulanomésnecessit@peracionglementalssumes,
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restesproductes divisions. Si apliquemaquestlgorismes’obté

Tk

|z, — Tp—1]

N S Ot N = O

1.
4.

2.875
2.6548913043478262
2.6457670441902899
2.6457513111113693
2.6457513110645907
2.6457513110645907

3.

1.125
2.20109e — 01
9.12426e — 03
1.57331e — 05
4.67786e — 11
0.00000e + 00

Pertant, v/7 =~ 2.6457513110645907 ambun errorinferior a 5 - 10719,
Podemdir -toti querecordewgueno ésestrictamentorrecte-queaquesta
aproximacod té al merys 10 xifres decimalscorrectegent servirl'arrodon-

iment.

7.— Siapliguemel métodede Newton

T4l = Tk —

flzg)

4
.1‘k—

8z} + 242 — 32z + 16

fze)

la corvergenciaésmolt lenta:

43:2 — 242 + 48z — 32

Tk

|zk — zp—1]

UL W N = O

21
22
23
24
25
26

3.0000000000000000
2.7500000000000000
2.5625000000000000
2.4218750000000000
2.3164062500000000
2.2373046875000000

2.0023784033623917
2.0017838057105326
2.0013379016681130
2.0010034571134154
2.0007529403896229

2.0005652508728522

2.50000 - 107!
1.87500 - 101
1.40625 - 101
1.05469 - 101
7.91016 - 1072

10~4
1074
1074
10~
10~*
10~*

7.92806 -
5.94598 -
4.45904 -
3.34445 -
2.50517 -
1.87690 -

En carvi, attsquel'arrel buscadaé multiplicitat mésgranque 1, podem
utilitzar el metodede Newton modificatincorporantia multiplicitat sospi-
tada.Aix1i, perexemple podemconsiderar

Tk+1 = Tk —

9 f(zk) T

— 823 + 2422 — 32z + 16

=L —

fllar)

433% — 2422 + 48z — 32
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gueproporcionda taulade valorssegiient:

T, |z, — 1]
3.0000000000000000
2.5000000000000000 | 5.00000 - 10+
2.2500000000000000 | 2.50000 - 10~
2.1250000000000000 | 1.25000 - 10~
2.0625000000000000 | 6.25000 - 10~2
2.0312500000000000 | 3.12500 - 10~2
2.0156250000000000 | 1.56250 - 10~2
2.0078125000000000 | 7.81250 - 10~3
2.0039062500000000 | 3.90625 - 1073
2.0019531250000000 | 1.95312 - 1073
2.0009765625000000 | 9.76562 - 104
2.0004882812500000 | 4.88281 - 10~4
2.0002441406250000 | 2.44141 - 10~4
2.0001220703125000 | 1.22070 - 10~*
14 | 2.0001220703125000 <1078

© 00 N O Ot kW N = O

I
w N = O

En carvi, siusem

f(zk) Ty — 823 + 2422 — 32z + 16
=z, —3 =z, — 3
Tht1 = Tk I (zx) Tk 4z3 — 2422 + 48z — 32
obtenim
Tk |z — Tp—1]

3.0000000000000000
2.2500000000000000 | 7.50000 - 10!
2.0625000000000000 | 1.87500 - 10~*
2.0156250000000000 | 4.68750 - 102
2.0039062500000000 | 1.17188 - 102
2.0009765625000000 | 2.92969 - 10~3
2.0002441406250000 | 7.32422 - 10~4
2.0000610351562500 | 1.83105 - 10~
2.0000610351562500 <10°8

0 N O U kW N = O

gue proporcional’aproximacb « ~ 2.0000610351562500 ambun error
inferiora10~8. Siaraprovemambm = 4, ésadir,

f(zk)
f'(zk)

tenim problemedde calcul efectiude les aproximacionsey, ja que el de-
nominadores fa molt petit (i en consediencia, f(zx)/f'(zx) esfa molt
gran). Pertant, prenemcom a millor aproximacd la corresponenal cas

a:i — sz + 2456% — 32z + 16
4z} — 2422 + 48z — 32

Tpt1 =Tk —4 =zp—4

m = 3.



© FUOC - P06/05005/00995.btul 5 75

Métodeshasicsde Calcul Numeric

-10 -8 -6 -4 -2

Figura27: Graficadela funcio f(z) = Inz — 3
. . . . _ 3
8.— Dibuixem (vegeula figura27)la funcio f(z) = Inz — ;. Obsereuque
presentain zeroa enl'interval [2, 4]. Sifem servirel métodedela secant
ambvalorsinicialszy = 2 i 1 = 4 s'obte la sediénciad’iteratssegiient:

Tk | — Tk 1]
2.0000000000000000
4.0000000000000000
3.1181850753808678 | 8.81815 - 10~}
2.7832497403478276 | 3.34935 - 107!
2.8624647071846421 | 7.92150 - 102
2.8574906575988535 | 4.97405 - 103
2.8573906494567360 | 1.00008 - 10~*
2.8573907835179084 | 1.34061 - 10~

N S O R W N = O

gue proporcional’aproximacb o ~ 2.8573907835179084 ambunapre-
cisi6 superiora 1075, Si, encarvi, apliguemel meétodede la regulafalsi
-on recordeuque en cadaiteracH ensquedemambaquellsdospuntsque
presentercarvi designedela funcio f- s'obté

T |z — Tp—1]
2.0000000000000000
4.0000000000000000
3.1181850753808678 | 8.81815 - 10!
2.9187427994188853 | 1.99442 - 10!
2.8719358548652667 | 4.68069 - 102
2.8608455225844382 | 1.10903 - 102
2.8582117181306783 | 2.63380 - 103
2.8575858793602076 | 6.25839 - 10~*
2.8574371493875010 | 1.48730 - 104
2.8574018027499903 | 3.53466 - 10~°
2.8573934023311534 | 8.40042 - 106

© 0 I O U R W NN == O R
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queproporcionax ~ 2.8573934023311534 ambla precisb volguda.

9.— Calculemels polinomisde Lagrangeassociata les abscissesy = —1,
$1=0,.’L‘2=4i$3=51
(z—-0)(z—4)(z -5 1 4 3 5 2
L S 22z
(@) Cl=0)(—1—4)(<1-5) _ 30" t10" ~ 3"
(z+ 1)(z —4)(z —5) 1 4 9 1
L = I S BT O |
(=) 0+1)0-20=5 200 5" """
(z 4+ 1)(z — 0)(z — 5) 1 4 1,
L == = —— — —
2() @rn@E—o@—s 20" T3 T7"
(z+1)(z-0)(z—4) 1 5 1 5 2

L@ = G- 06-9 30° 10° 1B

Aleshoresgl polinomiinterpoladordegrauméspetito igualque3 esdonat
per

p3(r) = foLo(x) + fiLl1(z) + fola(z) + f3L3(z) =

= 5L0(!L') — 3L1(!L') + 2L2(.’L‘) — 4L3(.’L‘) =
11, 7, 79

10.— Siprenenmp(z) = 6z° — 3z2 + 4z — 5 tenim
6 0 0 -3 4 -5
2 4 12 24 48 90 188

6 12 24 45 94 [ 183 |

Pertant,p(2) = 183. Enel sggoncas,p(z) = z” + 2% + 2° + z* + 23 +
z? + z + 1. Analogament:

111 1 1 1 1 1
2 J 2 6 14 30 62 126 254

1 3 7 15 31 63 127 [ 255 |

demaneragquep(2) = 255.

11.— L'esquemdriangularde diferenciesdivididesés

—2| -7
7
3
1
10 6
3 13
L o
2 | 3 -5
2
3
501
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i, pertant, el polinomiinterpoladorés
13

p3(z) = -7+ g(x +2)+ %(w +2)(z—1) — 8—4(.2: +2)(z —1)(z — 2).

12.— L'esquemalediferenciesdivididesés

—110.3678794412

0.6321205588

0 1 0.5430806346
1.718281828

1 | 2.718281828

gueproporcioneel polinomiinterpolador
p2(z) = 0.3678794412 + 0.6321205588(z + 1) + 0.5430806346 ( + 1).

Recordelwqueperaavaluarp,(z) enun puntz donat,minimitzantel nom-
bred’operacionsecesaries,corvé reescriurd’ dela manerasegiient:

po(z) = 0.3678794412 + (z + 1) (0.6321205588 + 0.54308063461)
Aleshores,

p2(0.5) = 0.3678794412 + (0.5 + 1) (0.6321205588+
0.5430806346 - 0.5) = 1.72337075535.

13.— (a) Sicalculemelvalorde,/e = e'/? ambla Wiris s’obte 1.6487212707*
Pertant, I'error aproximatquecometemenaproximare!'/2 perp,(0.5) &s

1/2 * Si escrivim a la Wiris e%-5
e1 = |e’* —po(0.5) = s'obté en realitat 1.6487. Si
_ volem que ens proporcioni
|1.6487212707 — 1.72337075535| = 0.07464948465. aquest resultat amb més
. ; xifres decimals podem variar
Per altra banda,en I'exemple 2.4 hem calculatuna estimacd de I'error la precisio escrivint abans

comésenaproximare'/2 perp,(0.5) apartirdela formuladel’error enla 'ordre precisi O(N); on N és

. y . . el nombre de xifres volgudes.
interpolacd. La fita obtingudahaestat
ea = |e'/? — pa(0.5)| < 0.1698926142.

Fixeu-wosquelafitaaproximadalel’error ésgaireteel dobledela diferencia
real:
e1 = 0.07464948465 < 0.1698926142 = es.

Aix0 és molt habitualja que les fites proporcionadeper la formula de
I'error no sbn maitanprecisesomesvol.

(b) Considerenarala funcié f(z) = sin(2.2z + 1.1). La sevataulade
valorscorresponend lesabscisse8.1,0.2,0.4 i 0.5 ésla seglient:

- 0.1 0.2 0.4 0.5
fr | 0.9687151001 0.9995258306 0.9174379553 0.808496404

Aleshores:
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— L'esquemalediferenciesdivididescorresponengs

0.1 1 0.9687151001

0.3081073049

0.2 | 0.9995258306 —2.3951556050
—0.4104393766 0.3297545291
0.4 | 0.9174379553 —2.2632537933
—1.0894155146

0.5 | 0.8084964038

i el polinomiinterpoladorassociat:

ps(z) = 0.9687151001 + 0.3081073049 (z — 0.1) —
2.3951556050 (z — 0.1)(z — 0.2) +
0.3297545291 (z — 0.1)(z — 0.2)(z — 0.4).

— Avaluemps(0.3) usanta regladeHornerque,enaquestas,s’escriu

p3(z) = 0.9687151001 + (z — 0.1) (0.3081073049—
(z — 0.2) (2.3951556050 + 0.3297545291 (z — 0.4))).

i queproporciona

p3(0.3) = 0.9687151001 + (0.3 — 0.1) (0.3081073049—
(0.3 — 0.2) (2.3951556050 + 0.3297545291 (0.3 — 0.4))) =
0.9817739399.

— Fentservirla Wiris obtenim £(0.3) = 0.982154317138, de maneraque
I'error realenl’aproximacb és

17(0.3) — p3(0.3)| =

|0.9821543171 — 0.9817739399| = 0.0003803772 ~ 0.38 - 10 3.

— Siapliguemla férmuladel’error enla interpolacé tenim

£(0.3) — p3(0.3) =

% (0.3 — 0.1)(0.3 — 0.2)(0.3 — 0.4)(0.3 — 0.5),

onéps € [0.1,0.4]. Siprenemvalorabsoluttenim

1£(0.3) — p3(0.3)] <
|F® (&.3))|
4!

23.4256
24

(0.3 — 0.1)(0.3 — 0.2)(0.3 — 0.4)(0.3 — 0.5)| <

(0.2)?(0.1) = 0.0003904267 ~ 0.39 - 103,
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on hemutilitzat la fita
F@(z) = 23.4256 sin(2.2¢ + 1.1) = ‘f(‘*) (z)‘ < 23.4256.

Noteuquela fita tedricade I'error obtingudaésproperaa l'error real cal-
culatenl’apartatanterior L’aproximacb és,pertant,satishcoria.

14.— Tenimla tauladevalorssegiient: dela funcio f(z) = e*:

Tk -1 0 1
fr 1 0.3678794412 1 2.718281828
f 1

L'esqguemalediferenciesgeneralitzadeassociags

—110.3678794412

0.632120056

0 1 0.367879441

1 0.175201193 .
0 1 0.718281828

1.718281828

1 | 2.718281828

D’aquestesquemasdedueixel polinomid’Hermite corresponent:

Hs(z) = 0.3678794412 + 0.632120056 (z + 1)+
0.367879441 (z + 1)z + 0.175201193 (z + 1)z°.

Tambe enaquestas,peraavaluarHs(z) enz = 0.5, escrvim

Hs(z) = 0.3678794412 + (z + 1) (0.632120056+
 (0.367879441 + 0.175201193 x))

i obtenim H3(0.5) = 1.6576695533. Si comparemles aproximacions
obtingudesamb el valor real s’obsera una millora respectede I'acon-
sgguidaenl’activitat 12. En efecte,

Ve = 1.6487212707
p2(0.5) = 1.7233707554  (actvitat12)
H;(0.5) 1.6576695533.

15.— A partirdela taulaseguent:

Tk -1 3 4
fil 1 —2 4
0 1 2
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esconstrueid’esquemadediferenciesdivididesgeneralitzades

-1

-1

4

1

—3/4

-2

4

gueproporciona

—3/16
5/32
7/16 121/800
73/80 —1707/4000
5 —793/400
-9
—4

% (z+1)*(z-3)* - % (2 + 1)z — 3)%(z — 4).

Peraavaluarlo enel puntz = 0 escrvim Hs(z) delaformasegient:

3 5
H 1 0?2 (-= -3) (=
5(z) +(z+1) ( 16+(.T 3)<32+
121 1707
) ==-—"(z—4
(z-3) (800 2000 © )))> ’
. , 42
Substittintenz = 0 s'obté H5(0) = —67
250
16.— A partirdela taulasegiient:
k -2 -1 0 1 2
Tk 1.8 1.9 2 2.1 2.2
fr | 1.280725 1.345581 1.417223 1.483962 1.552837
calculem
1.417223 — 1.280725
fl(19) ~ = 0.68249
0.2
1.552837 — 1.417223
fl(21) ~ 03 = 0.67807.

17.— Donadaa taulasegiient:

Tk I
1.00 | 1.50954

1.25 | 1.69843
1.50 | 1.90432
1.75 | 2.12952
2.00 | 2.36459
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tenim

F1(1.50) =~ 2'129520__251'90432 =0.9008  (capendaant)
F1(1.50) =~ 2'12952(;51'69843 =0.86218  (centrada)
FL50) ~ L (—2.36459 +8-2.12052 — 8- 1.69843 + 1.50954) =

3

0.8645567 (centradad’ordre4).

18.— Enaquestas

———
ST
/ dz
n/2 X

tenima = 7/2 i b = w. Si el nombredesubinternalsésN = 8 aleshores
el pasd’integraci6 h ésdonatper

b—a 7w-—7/2

= = = 0.19634954.
h N 3 0.1963495
Aleshoresgonsideremperak = 0,1,...,8:
o :a+k-h:g+k-0.19634954, fr = flap) = Sl;“”’“,
k

guedonenlloc alatauladevalorssagient:

Tk

Tk

0w N O Otk W N = O

1.57079633
1.76714587
1.96349541
2.15984495
2.35619449
2.55254403
2.74889357
2.94524311
3.14159265

0.63661977
0.55501094
0.47052798
0.38496727
0.30010544
0.21765354
0.13921362
0.06623912
0.00000000

Apliguemlaformuladetrapeziscomposta:

TN(f):g(f0+2f1+2f2+"'+2fN—1+fN)

gue,enel nostrecas,proporciona

~0.19634954

Ts(f) 2

19.— Novamentconsiderem

S
sSinT
/ dx
x/2 T

(fo+2fi+2fo4---+2 fr+ fs) = 0.48145453.
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amba = 7/2i b = 7. Siapliquemlaformulade Simpsorncompostdenim,
per N = 4 subintenals,

b—a w—7/2
h= N = S = 0.19634954.
Aleshoresgconsideremperak = 0,1,...,8:

wk:a+k-h:g+k-0.19634954, fp =

guedefineienla tauladevalorsseguent:

Tk

T

0 N O Ot kW N = O

1.57079633
1.76714587
1.96349541
2.15984495
2.35619449
2.55254403
2.74889357
2.94524311
3.14159265

0.63661977
0.55501094
0.47052798
0.38496727
0.30010544
0.21765354
0.13921362
0.06623912
0.00000000

Enaquestas,la férmulade Simpsons’escriu

SN = 5 o+ A 42t A fs+2 ik d fs 42 fot A i+ i),

i proporciond’aproximacb S4(f) = 0.48117401. Podewcomproaraquest
resultatambla Wiris i obtindreu

.
/ ST, .4811748836,
wj2 T

siseleccionepreviament’opciot precisib(10)(vegeulafigura28). Obsereu

Edicid | Operavions | simbals | Analisi| Matrius | Unitats | combinatoria| ceamet

OO@ EVvic £ L|M| deuka b =
o o 22§ O, | T IO | (0] | representa .] Uo c o)
| precisio(10);

¥ 19
f s':x dx = 0.4811748836
2

Figura28: Integrac numericaambWiris

la millora enl’'aproximacib respecta la qguehemobtingutenl’activitat an-
terior, onesvaaplicarla formuladetrapeziscomposta.
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Exercicis d’autoavaluacio

1.— Tenim (al merys) un zerode la funcio f(z) = —3 + z3sin(z) + z en
I'interval [0,2]. En efecte,si apliquemel teoremade Bolzano: f ésuna
funcié confinuaen tota la rectareal i presentaun carvi de signeen els
extremsdelinterval, jaque f(0) = =3 < 01i f(2) = 6.2744... > 0. El
nombred’iteracionsésdonatperla formula(1.2),ambe = 107*,a =0 i

b=2:

N:[#]H:[% +1=15.
Aleshorestenim

1 | [1.00000000, 2.00000000] 1.000000

2 | [1.00000000, 1.50000000] | 5.000000 - 10~
3 | [1.00000000, 1.25000000] | 2.500000 - 10~
4 | [1.12500000, 1.25000000] | 1.250000 - 10~
5 | [1.18750000, 1.25000000] | 6.250000 - 102
6 | [1.21875000, 1.25000000] | 3.125000 - 102
7 | [1.21875000, 1.23437500] | 1.562500 - 102
8 | [1.22656250, 1.23437500] | 7.812500 - 10~3
9 | [1.23046875, 1.23437500] | 3.906250 - 103
10 | [1.23242188,1.23437500] | 1.953125 - 103
11 | [1.23242188,1.23339844] | 9.765625 - 10*
12 | [1.23242188,1.23291016] | 4.882813 - 10~*
13 | [1.23266602, 1.23291016] | 2.441406 - 10~*
14 | [1.23266602, 1.23278809] | 1.220703 - 104
15 | [1.23272705, 1.23278809] | 6.103516 - 10~°

gueproporcional puntmitjadel’ Gltim interval, 1.23275757, comaaprox-

imacio del zerobuscat.

2.— En aquestcas, si prenemcom a valor inicial zo = 2 i apliquemla re-

currencia

Tr+1 =

_ flze) —3 + z} sin(zy) +
K

3zisinzy + o coszy + 17
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obtenimla taulad’iteratssagiient:

T |z — g1
2.0000000000000000
1.2689243699851374 | 7.31076 - 10!
1.2335973346606131 | 3.53270 - 102
1.2327333842164889 | 8.63950 - 104
1.2327328653099767 | 5.18907 - 107
1.2327328653097895 | 1.87184 - 10713

T = W N = O

Pertant,s’obté coma valor aproximatl.2327328653097895 ambunes12
xifres decimalscorrectes.

3.— Enaquestasprenemcomavalorsinicialszy = 0i 1 = 2. L’algorisme
és
Tk — Tg—1
Try1 = T — [Tk k>1
* ) F o — f@)
ambf(z) = —3+23sin(z)+2z. D’aquestananeras’obté lataulad’aprox-
imacionsseylient:

T |T — Tp—1
0.0000000000000000
2.0000000000000000
0.6469435561964498 1.35306
0.9970038797971186 | 3.50060 - 10~
1.3990997050246325 | 4.02096 - 10~!
1.2045341553104323 | 1.94566 - 10~!
1.2297903638027441 | 2.52562 - 102
1.2327918460709746 | 3.00148 - 103
1.2327327444031269 | 5.91017 - 10~°
1.2327328653048319 | 1.20902 - 10~
1.2327328653097895 | 4.95759 - 10~ 12

© 0 N O U kW NN = O

—_
)

queproporcional.2327328653097895 coma aproximacd del zerobuscat
ambunaprecisb de 3 - 10711,

4.— Iniciant el procesa partirdezo = 0i z; = 2 obtenimla seqencia
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d’aproximacionsegiient:

Tk \xk — Tg-1

0.0000000000000000
2.0000000000000000

1.1547168474308966 | 1.57713
1.2097537364185080 | 5.50369

1.2322374459806820 | 1.29801

© 0 N O Otk W N == O

1.2326951584624724 | 9.89921

_ =
= o

1.2327299968818266 | 7.53167
1.2327320741800711 | 2.07730

e T
U )

1.2262671646840739 | 1.65134 -
1.2309394356484356 | 4.67227 -
1073
1.2325961663425768 | 3.58720 -
+10°°
1.2327224652146420 | 2.73068 -
1076
1076
1.2327326471118452 | 5.72932 -
1.2327328051296220 | 1.58018 -
15 | 1.2327328487117777 | 4.35822 -

0.6469435561964498 1.35306
0.9970038797971186 | 3.50060 -
1071
1072

1071

102

1073

104

1079

10~7

10~7
108

que proporcional.2327328487117777 com a aproximacd, ambun error

inferiora10—7.

5.— Calculemelspolinomisde Lagrangeassociats:

(x —0.8)(z — 1.3)(x — 1.9)

—0.8913z> + 3.6562° — 4.483z + 1.761
(x —0.2)(z — 1.3)(z — 1.9)

(0.2 — 0.8)(0.2 — 1.3)(0.2 — 1.9)

(0.8—0.2)(0.8 — 1.3)(0.8 — 1.9)

3.03z% — 10.3z% + 9.42471 — 1.497

(x —0.2)(z — 0.8)(x — 1.9)

(1.3 - 0.2)(1.3 — 0.8)(1.3 — 1.9)

—3.032% + 8.7882% — 6.242z + 0.9212

(z —0.2)(z — 0.8)(z — 1.3)
(1.9 - 0.2)(1.9 — 0.8)(1.9 — 1.3)

0.8913z% — 2.052% + 1.301z — 0.1854

Aleshoresgl polinomiinterpoladoms(z) s’obte ambla férmula

p3(xz) = foLo+ fiLi + foLa + f3Lg = 3Lo + 2.2L1 + 1.7Ly + 2.1L3 =

0.7132% — 1.3372% — 0.5954z + 3.167.
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Si volem ara avaluar ps(1) apliquemla regla de Horner -seggonsla seva
versb Ruffini-:
0.713 —1.337 —0.5954 3.167
1 d 0.713 —-0.624 —1.2194

0.713 —0.624 —1.2194 | 1.9476
Pertant,p3(1) = 1.9476.

6.— L'esquemdriangularde Newton &s,enaquestas,el segient:

-05 | 2
0.4
2 3 —1.25714
—4 1.48095
3 | -1 4.66667
3
3.5 0.5

i proporcioneel polinomiinterpolador
p3(z) = 240.4(2+0.5)—1.25714(2+0.5) (z—2)+1.48095(z+0.5) (z—2) (z—3).
Recordewguepera avaluarlo ésmillor escriurel dela forma
p3(z) =2+ (z + 0.5) (0.4 + (z — 2) (—1.25714 + 1.48095(x — 3))),
i aixi obtenim
ps3(1) = 2+4(1+40.5) (0.4 + (1 — 2) (—1.25714 + 1.48095(1 — 3))) = 8.92857.

Si araafegim (z4, f4) = (0,1.2) 'esquemaanteriores modifica de la
sggiientmanergaprofitant,pem, elscalculsanteriors):

0.5 2
0.4
2 3 —1.25714
—4 1.48095
3 | -1 4.66667 0.6381
3 1.8
3.5 0.5 1.0667
-0.2
0 |12

El polinomiinterpoladorésara

pa(z) =2+ 0.4(x + 0.5) — 1.25714(z + 0.5)(z — 2)+
1.48095(z + 0.5)(z — 2)(z — 3) + 0.6381(z + 0.5)(z — 2)(z — 3)=,

esadir,

pa(z) = p3(z) + 0.6381(z + 0.5)(x — 2)(z — 3)z.
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7.— Fixeu-vos que la funcid f(z) éscreixent en les abscisseslonadesde
maneraguepodemsuposaqueenaquesintenal f(x) ésinvertible. Sigui
g la funcio inversade f enaquestintenal: y = f(z) & z = g(y). Per
tant, buscara quecompleixi f(a) = 9 ésequivalentatrobara = g¢(9).
Atésqueno coneibemg(y) el quefem ésaproximarla pel polinomigs(y),
gueinterpolala taula:

vk | 2527 3879 6452 10.346
g | —05 01 1 2.5

bl

obtingudaal'invertir la taulainicial. L'’esquemariangularde Newton és

2.527 | -0.5
0.4438
3.879 | 0.1 —0.0240
0.3498 0.0038
6.452 1 0.0055
0.3852
10.346 | 2.5

i el polinomiinterpoladorassociat:

aa(y) = —0.5+0.4438(y — 2.527) —
0.0240(y — 2.527)(y — 3.879) +
0.0038(y — 2.527)(y — 3.879)(y — 6.452).

Peraavaluargs(y) enel punty = 9 I'escrivim dela forma

gs(y) = —0.5 + (y — 2.527) (0.4438+
(y — 3.879) (—0.0240 + 0.0038(y — 6.452))).

Aleshoresp = g(9) ~ ¢3(9) on

3(9) = —0.5 + (9 — 2.527) (0.4438+
(9 — 3.879) (—0.0240 + 0.0038(9 — 6.452))) = 1.8981.

Esadir, £(1.8981) ~ 9.

8.— Considereua tauladevalorssegiient:

T 2 3 4
fr | 7.325 8.975 6.018
f,; 2.234 —0.453 1.018
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Aleshores|esquemade diferenciesgeneralitzadess:

2]7.325
2.234
27325 —0.584
1.65 —1.519
3| 8.975 —2.103 0.659
—0.453 —0.2005 1.340
3| 8.975 —2.504 3.340
—2.957 6.479
416.018 3.975
1.018
41 6.018

i proporcioneel polinomid’Hermite

Hs(z) = 7.325 4 2.234(x — 2) — 0.584(x — 2)*—
1.519(z — 2)*(z — 3) + 0.6593(z — 2)*(z — 3)* +
1.340(z — 2)*(z — 3)*(z — 4).

9.— Femservirla regla delstrapeziscompostgoera aproximarel valor de la
integral

/34 (Va3 +1) nzds

ambN = 4,8 16 subintenals. Sabemquea = 3i b = 4. Enel primer

castenim i_3
h=—2"=02
1 0.25

quedonallocazy = a+k-h =3+ k-0.25 perak = 0,1,...,41

fr = flxr) = (, [z} + 1) Inzy, i alataula

Tk

Tk

= W N = O

3.00000000
3.25000000
3.50000000
3.75000000
4.00000000

5.81330981
7.00562676
8.29807722
9.68896392
11.17666245

La formulade trapezisproporcionapera N = 4 subintenals, I'aproxi-

macb T4 (f) = 8.37191351.
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Analogamenpera N = 8 tenim:h = 1/8 = 0.125 i dela taula

T

iy

0 N O Ot B W N =R, O

3.00000000
3.12500000
3.25000000
3.37500000
3.50000000
3.62500000
3.75000000
3.87500000
4.00000000

5.81330981
6.39684314
7.00562676
7.63944292
8.29807722
8.98131942
9.68896392
10.42081012
11.17666245

obtenimTg(f) = 8.36575870.

De manerasimilar, pera N = 16 subinterals: h = 1/16 = 0.0625 i dela

taula

Tk

Tk

© 00 N O Ot ke W N = O

I T T
U xR W= O

16

3.00000000
3.06250000
3.12500000
3.18750000
3.25000000
3.31250000
3.37500000
3.43750000
3.50000000
3.56250000
3.62500000
3.68750000
3.75000000
3.81250000
3.87500000
3.93750000
4.00000000

5.81330981
6.10190648
6.39684314
6.69809234
7.00562676
7.31941926
7.63944292
7.96567105
8.29807722
8.63663529
8.98131942
9.33210404
9.68896392
10.05187415
10.42081012
10.79574754
11.17666245

s’obte T(f) = 8.36421999. Sidemanema wiris quefaci aquestalcul

obtenim8.363707079 (vegeula figura29).

10.— Enaquestastenim

-0

. 1 . ) .
i, pertant, h = ER3 = 0.1. Aleshores,les abscisses$ les imatgesque

a=0, b=1, N=5
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Edicia | Operacions | simbols | Anaisi| Matrius | Unitat
B
CER

O O o
(o

oo

o]
]

dibuixa P
represents

sl Combinathrial Georr

«]UOC

| precisio(10);

0: El valor de "precisid" ha canviat de 55 10.
1: Awis, dificultat: Mo s'ha trobat una primitiva.
2: Awis, avis neneral: Procedint amb intearacid nurnética.

Figura29: Integracib numericaambla Wiris

hemde considerasbnles seggiients:

zx=a+k-h=k-0.1,

guecorresponem la taulasegiient:

4
f (Inp)~/x3+1) dx => 8.363707079
3

fk: = f(‘Tk) = szewka

Tk

Tk

© 00 N O O kW N = O

—_
o

0.00000000
0.10000000
0.20000000
0.30000000
0.40000000
0.50000000
0.60000000
0.70000000
0.80000000
0.90000000
1.00000000

0.00000000
0.01010050
0.04163243
0.09847569
0.18776174
0.32100635
0.51599859
0.79983495
1.21374776
1.82080547
2.71828183

Obtenim:

S5(f)

Recordewquel’error comésenaplicarla formulacompostale Simpsonés
deltipusO(h*). Atesqueh = 0.1, enel nostrecasaqueserrorésdeltipus
10~*, de maneraque podemdir que S5(f) té entre3 i 4 xifres decimals

0.1
3

correctesaproximadament.

2

(fo+d fi+2fo+...4+2fs+4 fo+ fr0) = 0.62791516.
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Glossatri

abscissa(d’inter polacid) f Primeracomponento abscissade cadaun dels
puntsdelsqualsbusquenel polinomiinterpolador

algorismenumeric m Procedimentle calcul queconsisteixaacomplirun se-
guit ordenai finit d’instrucciongguecondueix uncopespecificadelesdades,
aunasolucb aproximadalel problema.

fenomende Rungem Grandivergenciaenelsextremsdel’interval d’interpo-
lacid entreunafuncio i el polinomiinterpoladorquanaquesté graualt (més
granoiguala9, aproximadament).

interpolacié d’'Hermite f Problemaenque esbuscaun polinomiqueinterpoli
la funcié i algunedelesseresderivadesenun conjuntdonatde punts.
metodede la biseccb m Métodepertrobarun zerod’unafuncio consistent
situarlo enuninterval delongitudcadacopla meitatdela longituddel’inter-
val precedent.

metodede Lagrange mMetode d’interestedric perd poceficientnumericament,
peraobtenirel polinomiinterpoladord’un conjuntde punts.

metodede la secantm Metodesimilar al de Newtonenel quall’aproximacib
dela funci6 esrealitzapermitja dela rectasecant.

metodede Newton (inter polaci6 de funcions) m Metodeméshabituali efi-
cientde calcul del polinomiinterpoladoy basaten un desemolupamentle la
formulade Taylor, aplicathabilmental problemagueensinteressa.
metodede Newton (zerosde funcions) m Méetodequeproporcionaunasuc-
cessb d'iteratsobtingutsen aproximarla funcié enun punt perla sevarecta
tangent.Tamke coneggut coma metodede Newton-Raphson.

metodede regulafalsi m Variantdel metodede la secanenel qualencada
iteracb, obtingudaaproximanta funcié perla rectasecantseselecciondin-
tenal quemostraun carvi designedela funcio.

polinomi inter polador d’un conjunt de punts mPolinomi,la graficadelqual
passgelspuntsdonats.

regladeHorner f Algorisme,basatnlareglade Ruffini, quepermetavaluar
un polinomi enun puntambel minim nombred’'operacions.

reglade Simpsonf Métodede calcul aproximatd’'unaintegral a partir dela
interpolacd degrau?.

regladelstrapezisf Metodeamleg al'anterior, petd queinterpolala funcio
ambun polinomidegraul.

zero d’'una funcidé m Valor dela variableque donacom a resultatzerosi hi
avaluemla funcié donada.
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