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CàlculNumèric
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Intr oducció

Durantmolt anys, la creenc¸a quel’ únicamanerad’arribar a la solucío d’un
problemamatem̀atic eraa partir d’un proćesanaĺıtic i exacte,méso menys
complex, va fer queles matemàtiques fossinmoltesvegadesreferidesamb

el nom de ciènciesexactes.No va serfins els anys 40 i, mésconcretament,
fins l’any 1947,ambla fundacío del’ Institute of Numerical Analysis, aLos

Angeles(EU), quela comunitatmatem̀aticavacomenc¸arapensarenla possi-
bilitat deresoldreproblemesno demaneraexactasinó aproximada,ambuna

precisío arbitr̀ariai a partir d’un nombrefinit depassosd’un determinatalgo-
rismenumèric. Desd’aleshores,el seudesenvolupamenthaestatvertiginós i

avui endia ésunabrancafonamentaldinsla matem̀aticamoderna.

La intencío d’aquestbreueinamdeCàlculNumèricéspresentaralgunesdeles

einesmésbàsiques(i no peraixò menys importants)quel’An àlisi Numèrica
posaal nostreabasta l’hora deresoldredemaneraaproximadaproblemesde

difı́cil (per no dir, de vegades,impossible)resolucío anaĺıtica. S’ha fet un
esforçper reduir al màxim els contingutsteòrics (quepodeutrobaren molts

llibres sobreel temai, enparticular, en la bibliografiaressenyadaal final del
mòdul), posantespecial̀emfasi en la seva simplicitat. Hem volgut quesigui
un materialde consultaàgil, ambalgorismesclaramentdestacats,exemples

resoltsi comentarissobreaquellspuntsmésimportants.

Compodreuobservaral llarg d’aquestmòdul,cadaconcepteomètodenumèric
anir̀aacompanyatd’exemplesresoltsi d’activitatsproposades,enelsqualsels

algorismesestudiatss’aplicarana problemesconcrets.Aquestesactivitatses
separenendostipusdiferents:� Un primer tipus, manual, en el qual esdemanaa l’estudiantquedesen-

volupi un algorismei efectüı elsseuscàlculsambl’ajut depaper, llapis i

unacalculadoracient́ıficaest̀andard.� Un segon tipus, a un nivell de programacío més elevat, en el qual l’es-
tudiantha de saberresoldreaquestesactivitats ambl’ajut d’un software
adequat,tı́picamentunacalculadora simbòlica, tot i quetamb́e seriapos-

sible la sevaprogramacío enalgunllenguatgeusual:C, C++, FORTRAN,
etc. En aquestmòdul la calculadorasimbòlica escollidahaestatla Wiris,

demanipulacío fàcil i granspossibilitatsdocents.

Caldestacarqueaquestmòdul ésla versío enpaperd’un projectemésam-
biciósenel qualla granmajoriadelsexemplesi activitatssón interactives.

Aix ò permetvisualitzardemaneramolt docentlesideesgeom̀etriquesque
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justifiquenmolts mètodesnumèrics, i tamb́e la manipulacío i exploracío
perpartdel’estudiantdegranquantitatd’exemples.

Semblanatural,pertant,preguntar-seperla necessitatdesaberresoldreaque-
stsalgorismesdemaneramanualquandisposemd’instruccions(veureumolts

exemplesenla calculadoraWiris) queensbusquenunasolucío numèricad’un
problemadonat. Aquestaés una preguntahabituala molts nivells dins la

doc̀enciaactualdela matem̀atica.

SeguramentelCàlculNumèricésunbonexemplequejustificaambd́osconeix-

ements.Si bé ésbàsiccoǹeixerelsmètodesnumèricsimplementatsenla nos-
tra calculadorasimbòlica pera la resolucío ràpidad’un problema,no menys

importantéspoderdeterminarquani quinssónelsmètodesmésadequatsper
a cadasituacío. Si el programariensproporcionavelocitat i comoditatde

càlculs,el coneixementdecadamètodeenshad’aportarunavisió cŕıtica dels
seusresultatsi unaeleccío correctaenla sevaaplicacío.

Peracabar, nomésvolemcomentarqueelsapartatsqueformenaquestmòdul
són tres:� Zerosdefuncions,� Interpolacío (polinòmica)defuncions,� Aplicacionsdela interpolacío defuncions,

tot i queaquest́ultim espot considerarunpetit ap̀endixdel segon.

Algunesdefinicionsbàsiques

Abansdecomenc¸ar, permeteu-nosrecordardemaneramolt breuunasèriede
definicionsbàsiquesdinsl’An àlisi Numèrica:

Sigui � unnombrereali �� unasevaaproximacío. Aleshoresesdefineixl’ error
absolutd’aquestaaproximacío coma�
	�� ���
�����������
quantitatqueensdónaunaideade quantlluny estrobal’aproximacío �� del
valora calcular� . L’error relatiu esdefineixcoma����� ���
�� �
	�� ���
� �
i proporcionaunaestimacío del’error enl’aproximacío proporcionalala mag-

nitud del valor � buscat.Atèsqueenprincipi � no ésconegut, l’error relatiu



c
�

FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 7 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric

s’acostumaaaproximarper � � � ���
�� � 	 � ���
�� �
Suposeu,perexemple,quedonatunnombrereal � ��! � "$#&%�'�($#*) !,+-! '$#&%�.�"�"*%$/�. �-���
el volemrepresentaremprantunnombredeterminatdexifresdecimals,diguem-

ne
(
. Com podemfer-ho i quin és l’error que cometemen cadapossibili-

tat?� Una primerapossibilitatésel queesdiu representació per truncament,
que consisteixa considerarde � únicamentles xifres decimalsdetermi-
nades.Aix ı́, enel nostreexemplel’aproximacío pertruncamentasisxifres
decimalsdel valor � ésdonadaper��01�2! � "$#&%�'�($# �
L’error comèsenaquestcascompleixque 3 �-	�� �405
�3$�63 ���7��0&3,8�+ /:9<; .� L’altra maneradefer-ho ésl’anomenadarepresentació per arr odoniment,
que consisteixen la idea següent: es considera�>= coincidint amb � en
sis xifres decimals,incrementant-seen + aquestadarreraxifra si el set̀e

decimaldelnombre� ésmésgrano igualque
"
. Perexemple,enel nostre

cas,escriurem �>=?�2! � "$#&%�'�(�'
ja que la setenaxifra decimalde � ( �@�A! � "$#&%�'�($#*) !,+-! '$#&%�.�"�"B%$/$. ����� )
és
)
, valor superiora

"
. En altresparaules,aquestarepresentació per ar-

rodonimentamb
(

xifres decimalsdel nombre� ve donadaper la següent
idea: esconsideral’aproximacío de � per truncament,��0 , i l’aproximacío�>= , queconsisteixaaugmentarenunaunitatla sisenaxifra decimalde �40 ;
aleshores,d’aquestsdosvalorss’escullel queésméspropera � .
Si representemel nombre� per la seva aproximacío perarrodoniment�>=
l’error absolutcomèssatisf̀a3 �
	�� �>=

�3$�C3 �D�E�F=$3,8 +! ��+ / 9<; �
Noteuqueaquesterrorésinferior (o igual) a l’obtingut enla representació
pertruncament.

Engeneral,encaraquenoésestrictamentcert,si �F= ésunaaproximacíoper
arrodonimentde � quecompleix 3 � 	 � � = 
�3��C3 �G�H� = 3,8 0= �I+ / 9<J , s’acostuma

a dir que � i �F= coincideixen en les primer es K xifr es decimals. El
mateix esdiu si � 0 ésaproximacío per truncamentde � quesatisf̀a que3 �
	:� �40L
�3��C3 ���M�40B3:8�+ /:9<J .
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ObjectiusN O

L’objectiubàsicd’aquestmòdulésintroduirl’estudiantenl’ úsd’einesnumèriques
pera resoldreequacionsi pera aproximarfuncions,lessevesderivadesi les
sevesintegrals.Enparticular, elsobjectiusdocentsqueespretenenaconseguir

enaquestmòdul són:

1. Presentara l’estudiantmaneresaproximadesde resolucío de problemes
quenopermetenunaresolucío anaĺıtica.

2. Introduir els mètodesbàsicsdel Càlcul Numèric com a einahabitualde

treball.

3. Familiaritzar l’estudiantamb l’ ús d’algorismesnumèrics i la seva apli-

cacío ambla calculadorabàsica,programanto ambla utilització desoft-
warecomercial.
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Coneixementsprevis

És fonamentalquel’estudianthagiadquirit leshabilitatsbàsiquesrelativesa
lesfuncionsd’unavariable,tantdesdelpuntdevistadelseucàlcul-especialment
derivació- com de la seva interpretacío geom̀etrica. Pera això, n’hi ha prou

ambla comprensío delsmòdulsprevis.

És tamb́e molt importanti útil demostrarcertahabilitat amb la calculadora
Wiris, at̀esqueservir̀adeplataformaperaaplicari implementarelsalgorismes

numèricsquepresentarem.
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1. Zerosde funcions
.

Sovint, ensituacionspràctiques,convé trobarsolucionsaproximadesd’equa-

cionsquedemaneraanaĺıticanopodem(osabem)resoldre.El CàlculNumèric
és,dinsla Matem̀aticaAplicada,la disciplinaques’ocupad’aquestproblema,

presentantmètodesde resolucío i estudiantles seves caracteŕıstiques. Per
aquestaraó, moltescalculadoressimbòliques,entreelles la Wiris, tenenin-

corporatsmòdulsderesolucío aproximadad’equacions.

Tot i això, convé coǹeixer quinssón elsmètodesnumèricsmésusatsi quines

són les circumst̀anciesqueensportena unasolucío satisfact̀oria del nostre
problemaambaquestsmètodes.

Veuremdeseguidaquetoteslesequacionsquevolemresoldreespodenpensar

comunacertafunció P igualadaazero,motiupelqualaquesttemas’acostuma
a coǹeixer com a zerosde funcions. És interessantcomentarque,en el cas

de funcionspolinòmiques,l’ordre resolnumèricament de la Wiris ja té in-
corporatsmètodesnumèricsqueensdonen,si escau,valorsaproximatsdetots
elszeroso arrels(vegeula figura1).

Figura1: L’ordre resolnumèricamenta la Wiris

1.1. Mètodede la biseccío

Aquestés,sensdubte,el mètodeméssimplepera trobarunasolucío aprox-
imada Q de l’equacío P � ��
?� / un copconeixemun interval al qualpertany.

Est̀amotivat pel resultatsegüent:
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.

Teorema (Bolzano): sigui PSRUT VF�LWLXDY Z una funció cont́ınua que
compleix P � V,
[�$P � W�
]\ / (ésa dir, P � V,
 i P � W^
 tenensignesoposats).

Aleshores,existeix Q`_ � VF�LW�
 quesatisf̀aque P � QG
�� / .
Observeu que del fet queaBb 	5c$d a*bfe chgji

no és dedueix
que existeixi una única arrelkml b 	-n e c de la funció

aBbfo c
sinó que n’hi podria haver
moltes; l’únic que assegura
aquest teorema és que, al
menys, n’existeix una.

Abansd’explicitar el seualgorisme,il.lustraremdemaneraintüıtiva el seuús

ambun exempleconcret.

Exemple1

Suposeuquevolemtrobarunasolucíoaproximadadel’equacío prqtsu�v��� = .
Observeuqueaixò equival a trobarunpuntd’interseccío entrelescorbeswyx � prqtsu�x � � = �
les qualsestallen per a �z� / i per a un cert valor Q quepertany a l’in-

terval T / � ! " �-+5X (veureFigura 2). Per a trobar Q de maneraaproximada,

2 21

3

2

1

1

2

3

Figura2: LesfuncionsprqIsu� i � =
el primer que fem és escriurela nostraequacío de la forma P � ��
{� /
amb P � ��
D�|pLqtsu�7�}� = . Noteuque P ésuna funció cont́ınua. A més,P � / � ! " 
~��prqIs � / � ! " 
u� � / � ! " 
 = � / � + 'B%�)*/$.�)�"�)�.���/ i P � +

���prqIs � +

1�+ = ��� / � + "�'�" ! )*/ + " !E\ / , per tant,aplicantel teoremade Bolzanopo-

demassegurarqueexisteix (comamı́nim) unvalor Q`_�T / � ! " �-+5X quecom-

pleix P � Q�
�� / i, enconseq̈uència,quesatisf̀aque prqts?Q7�2Q = .
Considereuarael puntmitjà entre

/ � ! " i + , ésa dir � / � ! "m� +

��*!]� / � ( ! " ,
i calculeu P � / � ( ! " 
v� / � + )B%�%�# !�! # ! )@��/ . Atèsque P � / � ( ! " 
 ésposi-



c
�

FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 13 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric

tiu, i usantque P � +

�\ / , podemconclourequedins l’interval T / � ( ! " �-+5X
tenim(coma mı́nim) un zerode P . Novament,consideraremel puntmitjà

d’aquestúltim interval: � / � ( ! "�� +

��*!�� / � ' +-! " . Avaluant P en aquest

punt trobem P � / � ' +-! " 
U� / � /$(�"�'�" ! %$/$"�.���/ . Aquestvalor éspositiu i,

per tant, podemdeduirque P té (com a mı́nim) un zero Q dins l’intervalT / � ' +-! " �-+5X .
De maneraaǹaloga,procedimfins a aconseguir trobarun interval de lon-

gitud prou petita que contingui Q . Aquest interval ensproporcionauna

aproximacío del zeroquebusquem.

.

Mètode de la bisecci ó
Algorisme:

Suposemqueun zero Q dela funció P � ��
 , cont́ınua,estrobadins l’in-

terval T V<�LWLX . Aleshores,

1) Anomenem� i ��V , ��0u��W i definim �>=�� � � i � �405
��*! , puntmitjà
del’interval � i �6T � i ����0�X .

2) CalculemP � � = 
 i comparemamb P � � i 
 i P � � 0 
 : si P � � i 
��
P � � = 
1\/
, aleshores,aplicantel teoremade Bolzano,sabemquedins l’in-

terval T � i ��� = X hi ha (com a mı́nim) un zero de P . En aquestcas

prenemcoma nouinterval, l’interval T � i ���>=5X . Si, encanvi, esdónaP � � = 
��&P � � 0 
1\ / , aleshoresprenemcomanouinterval T � = ��� 0 X .
3) En general,donatun interval T � J ���:�5X , calculemel seupunt mitjà�>��� � � J � �:�&
��*! i prenemcom a nou interval aquell dels dos

subintervals T � J ���>��X que T �>�&���:��X quepresentiuncanvi designedela
funció P .

La calculadoraWiris permetaplicarel mètodede la biseccío pera obtenirel

valor del zerod’una funció cont́ınuaquepertany a un interval. Cal indicar
coma argumentsa l’ordre resolnumèricament la funció quevolemigualar

a
/
, l’interval i el nomdel mètodequevolemfer servir(vegeula figura3).

A banda de fer el càlcul
directe d’un zero d’una funció
amb la Wiris, és interessant
que assageu de programar el
mètode per a assolir la
precisió volguda.

� Convergència: observeuqueaquestproćesproporcionaunasuccessíod’in-

tervals,perexemple:� i �6T � i ����0�X�� �B01�6T �F=B���40�X�� ��=H�6T �>=&���>�5X�� ����� �
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Figura3: El mètodedela biseccío ambla Wiris

encaixats� iD� � 0 � � = ����� � �^� � ����� , demaneraque Q , zerode P est̀a
contingutentotsells;amésla longituddecadainterval éssemprela meitat

de l’anterior. Concretament,si l’interval � i té longitud W���V aleshores� 0
té longitud

W1�EV! , ��= enté
W1�EV! = , ��� enté

W1�EV! � i, engeneral,l’interval � �
té longitud W���V! � �
Noteuquela longitudd’aquestsintervalsesva fent cadacop méspetitai
que,encanvi, continuencontenintunzerode P .� Quan s’atura aquestprocés?

Si bé hem vist que, conceptualment,aquestproćesportat fins a l’infinit

proporcionaexactamentel zero Q quebusquem,cal donarun criteri que
enspermetiobtenirunaaproximacío prousatisfact̀oria de Q enun nombre
finit depassos.Mésconcretament,podemsabera priori quantesiteracions

del mètodede la biseccío cal efectuarper a obtenir Q ambunaprecisío� donada?Aquestaprecisío � no ésunaaltracosaqueunafita de l’error

absolutmàxim 3 �
	:� Q�
�3 ambel qualvolemcoǹeixer Q i ser̀a,habitualment,
del tipus + / 9<� , + / 9<� , + / 9 0 = , ..., en funció del nostreproblemai de les

nostresnecessitats.

Aix ı́ doncs,suposeuquevolem aconseguir Q ambunaprecisío � (tamb́e

s’acostumaadir ambunerror inferior o igual a � ). Sabemquesi l’interval
inicial és T V<�LWLX , aleshoresla longituddel’interval �-¡ , obtingutdespŕesde¢

iteracions,́es � W1�EV£
��*! ¡ . Pertant,n’hi haproudedemanarque� � Wu�7V! ¡ (1.1)

ja qued’aquestamaneraqualsevol valor �M_{�-¡ estrobar̀a a unadist̀ancia
de Q méspetitao igual que � , la precisío demanada.Podemprendreaix́ı

qualsevol delsdosextremsde �-¡ coma aproximacío de Q . A més,de la
igualtat(1.1)esdedueixque Recordeuque ...

... la par t entera d’un
nombre real

o
es defineix de

la manera següent: si
considerem tots els nombres
enters que són més petits o
igual que

o
, aleshores la part

entera de
o

, que denotem per¤ o^¥
, és el més gran d’aquests

nombres. Aixı́, per exemple,¤ �5¦ § ¥-¨ � . En canvi,¤ 9 �5¦ © ¥�¨ 9 © .
! ¡ � W���V� ª¬« s?! ¡ � « sv­ Wu�7V� ®¯ª ¢ « s?!j� « sv­ Wu�7V� ®ª ¢ �¬° « sU± e 9 	²�³« s?! ´ � +*� (1.2)

on T �<X indicala partenteradel nombre� .
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– Sempreconvergeixcapal zerobuscatQ , ja quela successíod’intervalsque
s’obt́econt́esempreQ i la longitudd’aquestsintervalstendeixcapa zero.

– Malauradament,la sevaconvergènciaésmolt lenta.

– Tot i això, abansd’utilitzar qualsevol altre mètodeper a trobar un zero
d’unafunció, ésmolt habitualaplicardueso tresiteracionsdel mètodede

la biseccío pera tenirunabonaaproximacío inicial d’aquestzero.

Exemple2

Suposeuquevolemcalcular Q , zerode P � ��
1��prqIsu����� = queestrobaen

l’interval � i Rµ��T V<�LWLX��6T / � ( ! " �-+5X usantel mètodedela biseccío.

Quantesiteracions
¢

necessitempera obtenirunaprecisío de � �y+ /:9 � ?
Aplicant la fórmulaanterior, tenimque¢ �¬° « s ± i ¦ �r§ �0 i5¶
· ³« s?! ´ � +m�6T ' � "�" ����� X � +�� '?� +�� ) �
on
/ � .$#*" ésla longituddel’interval T / � ( ! " �-+5X . Aleshores,

¸ � � Longitudde � �/ T / � ( ! " �-+5X / � .$#*"+ T / � ' +-! " �-+5X / � + '$#*"*/�/�/�/�/�/! T / � ' +-! " � / � )*/$( ! " X / � /$)�.$#*"*/�/�/�/�/�/. T / � '�"�)�.$#*" � / � )*/$( ! " X / � /*%�(�'$#*"*/�/�/�/�/% T / � '�"�)�.$#*" � / � '�' ! ' +-! " X / � / ! .B%�.$#*"*/�/�/�/" T / � '$# + /$)�.$#*" � / � '�' ! ' +
! " X / � / +�+ # + '$#*"*/�/�/( T / � '$# + /$)�.$#*" � / � '$#�(�)�"�. +-! " X " � '�"�)�.$#*"*/�/�/ ��+ / 9 �# T / � '$#&%$/ ! .B%�.$#*" � / � '�#*(�)�"$. +
! " X ! � ) ! )�(�'$#*"*/�/ ��+ /:9 �' T / � '$#*"B%�'�' ! ' +-! " � / � '�#*($)�"�. +-! " X + � %�(B%�'B%�.$#*"*/ ��+ / 9 �) T / � '$#*"B%�'�' ! ' +-! " � / � '$#�( !�! /�#B/�. +
! " X / � #*. ! % !,+ '$#*"*/ �$+ / 9 �
Observeuque

/ � #*. ! % !,+ '$#*"*/ ��+ /:9 � 8¹+ /:9 � i pertant,podemdir que Q és

aproximadament
/ � '$#*"B%�'�' ! ' +-! " (o tamb́e

/ � '$#*(�)�"�. +-! " ) ambunaprecisío

de � ��+ / 9 � . En realitat,podemprendrecoma aproximacío ambaquesta

precisío de + / 9 � qualsevol delspuntsdel’ últim interval.

Noteuquela convergènciahaestatforça lenta.Quantesiteracions
¢

hau-
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rien calgutperaobtenir Q ambunaprecisío de � ��+ /:9 § ? Comabans,¢ �¬° « s ± i ¦ �r§ �0 i5¶&º ³« s?! ´ � +H�6T»!,+ � '�. ����� X � +��2!,+ � +��2!�! �
Activitat 1

Apliqueuelmètodedelabiseccíopertrobartoteslessolucionsdel’equacío¼ 9 o ��� © ambunaprecisío� de + / 9 = .
½

També s’acostuma a dir
amb un error de 0 i5¾�¿ o amb
un error més petit o igual que0 i5¾�¿ .Activitat 2

L’equacío !�prqts��{�¹� té un zeroenel punt Q i � / . Trobeu,fent servirel

mètodedela biseccío, el zero Q queté enl’interval T À4�*!:�rÀ>X ambun error

inferior a + / 9 = .
Activitat 3

L’equacío ! o �Á� ��" té unasolucío (per comprovació directa)en �2�.
. Feuservir el mètodede la biseccío per a trobar les duessolucionsde

l’equacío � ! � !$
 o � � + � +

Â� ��" � " ambunaprecisío de + /:9 = . Coma ajuda

vegeuenla figura4 lesgràfiquesdelesfuncions � ! � !$
 o i � + � +

Â� �z" � " .

−12 −10 −8 −6 −4 −2  2 4 6 8 10 12

−12

−10

−8

−6

−4

−2

 

2

4

6

8

10

12

Figura4: Gràfiquesdelesfuncions � ! � !$
 o i � + � +

Â� ��" � "
1.2. Mètodede Newton

1.2.1. Idea geom̀etrica

El mètodedeNewton esbasaenl’aproximacío de la gràfica
x �CP � ��
 enun

certpunt � � i �LP � � i 
�
 per la seva rectatangent.Recordeuquel’equacío de la
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rectatangenta
x ��P � ��
 enun punt � � i �LP � � i 
�
 ésdonadaperx �2P � � i 
 � P>Ã � � i 
 � ���7� i 
 �

Observeu queaquestarectaequival al polinomi de Taylor de grau + de la

x

f(x )

0

0

Figura5: Rectatangenta
x ��P � ��
 enel punt � � i �LP � � i 
�


El mètode de Newton és
també conegut com a
mètode de Newton-Raphson.

funció P � ��
 al voltant del punt � i . La ideadel mètodeconsisteixa prendre

coma novaaproximacío ��0 de Q (zerode P � ��
 ) el punton la rectax �2P � � i 
 � P>Ã � � i 
 � � �7� i 

talla l’eix

x � / . Ésa dir:/ �2P � � i 
 � P>Ã � � i 
 � �40��M� i 
��
demaneraque,äıllant, s’obt́e�40[�¯� i � P � � i 
P Ã � � i 
 �
Repetimaquestaconstruccío a partir del punt �40 , considerantarala rectatan-

genta la gràfica
x �2P � ��
 enel punt � ��0��LP � ��05
�
 (vegeula figura6)

i aix́ı, obtenim �>=��¯��0[� P � �40�
P Ã � ��05
 �
De manerasimilar calcularem�F� , �F© , etc.

.

Mètode de Newton
Algorisme:

1) Prenem� i aproximacío (prouaprop)de Q , zerode P � ��
 .
2) Calculemla successío d’aproximacionsÄ-� J�Å J&Æ 0 a partir de la re-

curr̀encia � J�Ç 0 ��� J � P � � J 
P Ã � � J 
 � K È / � (1.3)
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x

f(x )

1

1

Figura6: Rectatangenta
x ��P � ��
 enel punt � � 0 �LP � � 0 
�


Exemple3

Calculeml’arrel QÉ_ÊT / � ! " �-+5X de la funció P � ��
M�ËprqIsu���¯� = (vegeu

l’exemple1.1)emprantarael mètodedeNewton. Aix ı́ doncs,prenemcom

aprimeraaproximacío el valor � i � / � " i obtenimelsiterats�40-���F=*���F�B� �����
a partir dela fórmula(1.3),queenaquestcasequival a� J�Ç 0 ��� J � prqtsu� J �7� =JÌ^Í ph� J ��!B� J �
La taulasegüentmostraaquestsiteratsi tamb́e les corresponentsestima-

cionsdel’error absolut(màxim) comès:

Iterat Valor obtingut 3 � J �7� J
9 0 3� i / � "� 0 ! � .$#&% +-! %�(�" ! /$($#�" ! %�)�. + � '$#&% +-! %�(�" ! /$($#*" ! %�)$.�>= + � %�#B/ ! #*)�( + (�"�(�( ! #*"$. / � )*/$.�'B%�"*/$.�"�"*/ +-! %�)�($. !� � + � /$"�)B%�#*"�'�.�(�.�"*/�'�'�.�/ + / � % + /$'*/$.$#*'*/ !,+ "�.�) !�! )�F© / � )*/$"�' ! ($#*'�(*/*%�"$($#B/�#*($" / � + "�.�(B%�)*/$"*/$.*/$" !,+
!�! %�%� � / � '$#�#�# +�+ '$#*' ! "�)�#*'*/�#*) ! / � / ! ' +�+ %�)*/�#�#*'�"�'�'$)�)�# ! "� ; / � '$#*($# ! #&% ! / + %�#*/$)�"$. ! ( / � /�/�/$)�'B%�%�"�' +�+-! (�'$"B%�(�(�"��§ / � '$#*($# ! ( !,+ "�.�)�($'�(�(*% ! # + � ! /*%�#*"*/ !�! '�'�)�'�( ��+ /:9<;� � / � '$#*($# ! ( !,+ "�.�)�"�/$( ! %�%�( + � '*/$.�)�' +�+m�$+ / 9 0 =
Activitat 4

Apliqueuel mètodedeNewtonpertrobarelszerosdel’equacío ¼ o �Î!~���
ambun errorméspetit que + / 9 0 = .� La calculadoraWiris tamb́e permetaplicarel mètodedeNewton, passant
enaquestcascomaargumentsla funció, el punt � i onvolemcomenc¸ar les
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iteracionsi la indicacío delmètodequevolemfer servir(vegeula figura7).

Figura7: Aplicació del mètodedeNewtonambla Wiris

És interessant que assageu
de programar el mètode de
Newton amb el nombre
d’iteracions que us interessi.
La calculadora Wiris us
facilita les eines per fer-ho.

� El mètodede Newton convergeix ràpidament.L’estudi de la velocitatde

convergènciadelsmètodesnumèricspresentatsescapaal propòsit d’aque-
stsapunts.Nomésusvolemdir que,encondicionsadequades,el mètodede

Newton té ordredeconvergènciaquadr̀atic. Aix ò vol dir quel’error en la
iteracío determinadáesaproximadamentel quadratdel’error enla iteracío

anterior: si per exempleaquestfos � J �¬+ / 9 = , l’error de l’aproximacío
següentseriadel tipus � J�Ç 0 � � + /:9 = 
 = ��+ /:9 © .� S’acostumaa precedird’unesquantesiteracionsdel mètodedela biseccío

(vegeuel subapartat1.1.) quepermetinlocalitzar l’arrel i proporcionarun

valor inicial � i propera aquesta.� Presentaproblemesdeconvergènciaenla proximitatdepuntscŕıtics dela
funció P � ��
 , ésadir, puntson P Ã � ��
�� / , ja queel termeP � � J 
��*P Ã � � J 
 pot

fer-semolt gran(vegeula figura 8). Un casparticulard’aquestasituacío

x0 x1

Figura8: ExemplededivergènciadeNewtonapropd’un extremrelatiu

esdónaquanl’arrel Q quebusquemésmúltiple: P � QG
��yP Ã � QG
Ï� ����� �P b � c � QG
�� / i P b � Ç 0 c � Q�
�Ð� / , amb ¸ Ð� / .
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Exemple4

Volem comprovar com escomportael mètodede Newton per a calcular

unaarrel de la funció P � ��
�� Ì^Í ph�M��+ . Jasabemqueaquestaarrel es

trobaen Q�� / , per̀o volemaprofitar-ho pera podercompararlesaproxi-

macionsobtingudesambl’arrel reali motivaralgunareflexió didàctica.En

aquestcas,prenemperexemple � i �Á+ coma valor inicial i obtenimles

aproximacionssegüents� 0 ��� = ��� � � ����� a partir dela fórmula� J�Ç 0 ��� J � Ì^Í p<� J ��+�Ñprqts1� J ��� J � Ì^Í p<� J ��+prqts1� J �
Els resultatsesmostrenenla taulasegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3+ / � %�"�.�(�)�' / � "B%�(�.*/ !! / � !�!�! '$#*( / � ! .*/$' !�!. / � +�+ /$)$#&% / � +�+�+ )*/ !% / � /$"�"B%�.*/ + / � /$"�"�"B%�.�)" / � / ! #�#B/$' / � / ! #�# !�!,+( / � / + .�'�"�. + / � / + .�'�"B%�)# / � /�/$(�) ! (B%�% / � /�/$(�) ! (�(�(' / � /�/$.B%�(�. ! / � /�/$.B%�(�. ! %) / � /�/ + #*. + ( / � /�/ + #*. + (+ / / � /�/�/$'�(�"�' / � /�/�/$'�(�"�'+�+ / � /�/�/*%�. ! ) / � /�/�/*%�. ! )+-! / � /�/�/ !,+ "B%�( / � /�/�/ !,+ #&%�%...

...
...! % " � ! 'B%�%�% ��+ / 9<� " � ! 'B%�.�( �$+ / 9<�! " ! � (B% !,+ ' ��+ / 9<� ! � (B% !�! ( �$+ / 9<�

Observeuqueconvergeix capa Q`� / molt lentament:encomptesdefer-

ho demaneraquadr̀atica,ésadir, ambuncomportamentdel’estimacío de

l’error del tipus 3 � J�Ç 0 �}� J 3[�Ë3 � J �}� J&9 0 3 = , el que tenim ésunacon-

vergènciade tipus lineal (concretament3 � J�Ç 0 �z� J 3�� / � " 3 � J ��� J&9 0 3 ).
Aix ò ésdegut al fet que Q�� / ésun zerodoblede la funció P � ��
 , ja queP � / 
���P Ã � / 
�� / i P Ã Ã � / 
ÏÐ� / . Pertant,quan� J s’apropaa Q , P Ã � � J 
 pren

valorspropersa
/

i provocaerrorsenlesaproximacionssuccessives.

Encasoscomaquest,quansospitemquel’arrel buscadaQ ésdoble,podemfer

servirl’anomenatmètodedeNewtonmodificat, onla recurr̀enciaésdonadaper
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2 2

3

2

1

1

2

3

Figura9: Gràficadela funció P � ��
�� Ì^Í ph����+
.

Mètode de Newton modificat ( Q arr el doble)
Algorisme:

1) Prenem� i aproximacío (prou a prop) de Q , zero (suposadament)

doblede P � ��
 .
2) Calculemla successío d’aproximacionsÄ-� J�Å J&Æ 0 a partir de la re-

curr̀encia � J^Ç 0 ��� J ��! P � � J 
P Ã � � J 
 � KvÈ / � (1.4)

En general, si sospitem quek és un zero de multiplicitatÒ de
aBbfo c

, és a dir,a l[Ó&Ô�Õ,Ö iaBb k c ¨Ua^×Ib k c ¨Ua^× ×Øb k c ¨d�d�d ¨UaBÙ Ô ¾ ÖØÚ b k c ¨ i ,a Ù Ô�Ú b k c�Û¨ i , aleshores el
mètode de Newton modificat
s’escriuo
Ü Õ,Ö ¨]o
Ü 9 Ò aBbfo Ü ca × bµo
Ü c ¦

Exemple5

En l’exempleanterior, prenent� i ��+ i fent servirla fórmularecurrent� J^Ç 0 ��� J ��! Ì^Í p<� J ��+�Ñprqts1� J ��� J � ! Ì^Í p£� J ��+prqtsu� J �
s’obt́e la taulasegüentdevalorsaproximatsde Q7� / :K � J 3 � J �7� J&9 0 3+ � / � /$) ! (*/$" + � /$) ! (! ( � ( ! .�( ��+ /:9<� / � /$) ! ($# +. �H! � .�'�)�( !~��+ / 9 0�© ( � ( ! .�( ��+ / 9<�
Observeuquearala convergènciacapa l’arrel Q}� / ésmolt mésràpida

queenl’exempleanterior.

Activitat 5

Feuservirel mètodedeNewtonperatrobarlesduessolucionsdel’equacío
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 o � � + � +

Â� ��" � " .
Activitat 6

Demostreuqueespot calcular Ý # emprant́unicamentsumes,restes,mul-

tiplicacionsi divisions. Observeuque Ý # ésel zeropositiu de l’equacíoP � ��
�� / amb P � ��
���� = � # i escriviu enaquestcasl’esquemadeNewton.

Activitat 7

Apliqueuel mètodedeNewton modificatpertrobar, ambun error inferior

a + / 9 § , l’arrel Q demultiplicitat majorque + queel polinomi Þ � ��
��¯� © �' � � � ! % � = � . !B� � + ( té propde � i � . .
1.3. Mètodede la secant

1.3.1. Idea geom̀etrica

El mètodede la secantcomenc¸a, a diferènciadelsmètodesanteriors,a partir

deduesaproximacionsinicials � i i ��0 . Aleshores,escalculala rectaqueuneix
elspunts � � i �LP � � i 
�
 i � ��0-�LP � ��0�
�
 queésdonadaperl’equacíox ��P � ��0�
�� P � � 0 
G��P � � i 
�40��7� i � ���7��0�
 �
Aquestarectaésen generalsecanta la gràfica

x �|P � ��
 , ésa dir, la talla
demanerano tangent,i d’aqúı repel nomel mètode.L’iterat següent, �>= , és
aquellpuntonla rectatalla l’eix

x � / . Ésadir, substituint
x � / enl’equacío

anterior, i anomenant�>= el valorde � corresponent,tenim/ ��P � ��0�
�� P � �40L
G��P � � i 
�40��E� i � �F=��E��0�
��
d’on, äıllant �>= obtenim�F=H�¯��0[�EP � ��0�
 �40��7� iP � �405
G��P � � i 
 �
La figura10 mostrageom̀etricamentcoms’obt́e �>= : elspuntsmarcatscorre-

sponena � � i �LP � � i 
�
 , � �40-�LP � ��0�
�
 i el puntdetall de la rectaamb
x � / cor-

respona l’aproximacío �F= . De maneraaǹaloga,l’iterat següentl’obtindrem

ambla fórmula �F�H�¯�F=��EP � �F=-
 � = �7� 0P � �>=

G��P � ��0�
 �
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x

f(x )

0

0

x

f(x )

1

1

x2

Figura10: Primeraiteracío delmètodedela secant

.

Mètode de la secant
Algorisme:

1) Prenem� i , ��0 aproximacionsde Q , zerode P � ��
 .
2) Calculemla successío d’aproximacionsÄ-� J�Å J&Æ = a partir de la re-

curr̀encia� J�Ç 0 ��� J ��P � � J 
 � J �7� J&9 0P � � J 
���P � � J&9 0 
 � K È�+ � (1.5)

� Aquestmètodes’acostumaaaplicarquanl’avaluacío dela funció derivadaP Ã � ��
 éscostosa, ésadir, complicadadecalcularo béquerequereixmoltes
operacionsi, pertant,no interessafer servirel mètodedeNewton.� Observeu,apartirdel’algorismepresentat,queelsnousiteratsescalculen
dela següentmanera:

A partir delsiterats: escalcula:� i ��� 0 � =�40^���>= �F��>=&���>� �<©
. . . . . .

Hi ha una variant del mètodede la secantanomenatregula falsi i que

funcionadela manerasegüent:

– Comencemambdosvalorsinicials � i , � 0 demaneraque Q`_�T � i ��� 0 X .
– Calculem�F= ambla fórmula�F=H���40[�EP � ��05
 �40��E� iP � �40L
G��P � � i 
 �
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Aleshoresmenyspreementre� i i � 0 aquellquela sevaimatgeper P tingui
el mateixsigneque P � �>=�
 . Aix ı́, perexemple,si P � � i 
 �¹/ , P � ��0�
~\ / iP � � = 
j\ / , menyspreem� 0 i consideraremcomlesduesdarreresaproxi-
macionsbones� i i �>= . D’aquestamanera,aplicantel teoremadeBolzano
(vegeuel subapartat1.1.) podemassegurarque Q�_�T � i ��� = X . La recurr̀encia
continuaamb � � ��� = �EP � � = 
 �>=1�E� iP � �>=�
G��P � � i 
 �
i aix́ı successivament.

L’avantatgede la regula falsi respectedel mètodede la secantés,fona-
mentalment,assegurarquel’arrel Q buscadaestrobasempredinsl’interval
consideratencadapas.Malgrataixò el nombredecomparacionsquene-

cessitapot fer queenscalguinmoltesiteracionsperaobtenirel zerobuscat
ambla precisío volguda.

Exemple6

Comaresumdelsmètodespresentats(biseccío,Newtoni secant),calculem

numèricamentunaaproximacío del’arrel Q quela funció P � ��
�� % prqIsu� �+?�E� té enl’interval Tß�?À��-�HÀ4�*!&X . Aquestaésla taularesultant:

¸ Biseccío Newton Secant/ Tß�?À��-�?À4�*!&X �?À �HÀ+ Tß�H! � .�"�( + )B%�%�) �-�~+ � "$#B/�#�)�(�.�. X �H! � . + . ! #&% +-! �HÀ4�*!! Tß�H! � .�"�( + )B%�%�) �-�~+ � )�(�.B%�)�"�% +^X �H! � !,+ %�%�%�) + . �~+ � )$#*.$#*'�(*/�/. Tß�H! � .�"�( + )B%�%�) �-�H! � + "�)�'*%�%:)�" X �H! � !,+ /�/$) ! ) ! �H! � .�(�(�)B%�)�)�.% Tß�H! � ! "�'*/ + )$# !:�-�H! � + "�)�'*%�%:)�" X �H! � !,+ /�/ '�.�)B% �H! � + ) + %�%�. ! %" Tß�H! � ! "�'*/ + )$# !:�-�H! � ! /$'�)$. ! .�. X �H! � !,+ /�/$'�.�)B% �H! � ! /$'�' ! (�)B%( Tß�H! � ! .�.B%�#*(*/$. �-�H! � ! /$'�)$. ! .�. X �H! � ! + /�/$)�" !,+# Tß�H! � !�!,+-! /*% + ' �-�H! � ! /$'�)$. ! .�. X �H! � !,+ /�/ '�.�)�.' Tß�H! � ! + "*/$(�' ! ( �-�H! � ! /$'�)�. ! .�. X �H! � !,+ /�/$'�.�) %...
...!�! Tß�H! � !,+ /�/$' %�. !:�-�H! � !,+ /�/$' .�)B% X! . Tß�H! � !,+ /�/$' % + . �-�H! � !,+ /�/$' .�)B% X

Destaquemles xifres decimalsque coincideixen amb l’anterior aproxi-

macío i que,numèricament,podemconsiderarcomacorrectes,subratllant-

les. Més precisament,considereuper exempleles aproximacions�F����H! � !,+ /�/$) ! ) ! i �<©¯� �H! � !,+ /�/$'�.�)B% obtingudesutilitzant el mètodede

Newton. Observeuquecoincideixenenlesquatreprimeresxifresdecimals
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( !,+ /�/ ). Si calculemla sevadiferèncias’obt́e3 �F©?�7�F�$3�� 3 � �H! � !,+ /�/$'�.�)B% 
1� � �H! � !,+ /�/$) ! ) !$
�3£�/ � /�/�/�/�/$'�)�' � / � '�)�' �$+ / 9<� \�+ / 9<�
Sabemqueel nostremètodeensproporcionacadavegadamillors aproxi-

macionsde l’arrel Q buscadaa mesuraquecalculemmésiteracions.Per

tant,podemdir quela millora quecomportal’aproximacío �<© respectede

la sevaprecedent,� � , ésinferior a + / 9<� . Ésadir, podempensarquel’arrelQ comenc¸adela forma Q{����! � !,+ /�/ ����� i, encaraquenosiguiestrictament

correcte,que 3 �-	�� �F©&
�3��à3 Q����<©�3G8 0= �h+ /:9 © si prenem�F© aproximacío

perarrodonimentde Q .

Vegeutamb́e coms’aplicarienambla Wiris elsmètodesestudiatspera trobar

unaaproximacío de la solucío quel’equacío
% prqts�� � +Î�y� té en l’intervalTß�?À��-�?À4�*!&X (vegeula figura11).

Figura11: Càlculd’unaarreldel’equacío
% prqIsu� � +��¯� ambla Wiris

Activitat 8

TrobeuQ quecompleixi « s?Q7� . �*Q ambunerrorinferior a + / 9<� usantels

mètodesdela secanti dela regulafalsi.
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2. Inter polació de funcions
.

2.1. Intr oducció

Suposeuqueconeixemunatauladevalorsperaunadeterminadafunció P � ��
 ,
ésadir, unconjuntdevalors Ä
� J$Å -queanomenemabscisses- i lessevesimat-
ges P � � J 
 que,demaneraabreujada,escriuremcomla P J :� J + ! % " 'P J + / " ! % + %
Aleshores,a partir d’aquestainformacío, somcapac¸os de donarunaaproxi-
macío per a valors � propersa l’interval Tß+*� ' X queno siguin capde les ab-

scissesanteriors?

Aquestés l’objectiu principal de l’anomenatproblema de la interpolació,
queconsisteixa trobarunafunció á � ��
 , semblanta P , demaneraquela seva

imatgeenlesabscisses� i ����0-���>=*� ����� � � coincideixiambla de P � ��
 , ésa dir,á � � J 
��2P J pera KÎ� / �-+*� ����� � ¸ .

En primer lloc, i coma normageneral,cal decidirquin ésel tipus defunció
quepot reproduirmillor el comportamentdela funció donadaP � ��
 . Aix ı́, per

exemple:� Escollirem á � ��
 com a combinacío de funcions prqtsu� , Ì^Í ph� , si la funcióP � ��
 presentauncomportamentperiòdic.� Si P � ��
 presentavalors molt grans(positiuso negatius),concentratsen
certspunts-possiblecomportamentasimpt̀otic- buscaremá � ��
 unafunció
racional, ésadir, quocientdedospolinomis.� Si, encanvi, P � ��
 presentauncomportamentsuau, sensegransvariacions,
consideraremá � ��
 un polinomi; enaquestcass’acostumaa escriureÞ � ��

enlloc de á � ��
 .

Aquestúltim casésel méssenzill, repel nomd’interpolacío polinomial i és

el quetractaremenaquestsapunts.

Amb la calculadoraWiris podeucalcularel polinomi interpolador. Vegeuuna
possiblesintaxicorresponental’exempleanteriorenla figura12o,unasintaxi

alternativa,enla figura13.
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Figura12: Interpolantambla Wiris (1)

Figura13: Interpolantambla Wiris (2)

Podemdestacarquela interpolacío,al’igual queel càlculdezerosdefuncions,

ésunaeinadel Càlcul Numèric queenspermetdonarsolucionsaproximades
a certsproblemesdela vidaquotidiana.Unamostrad’aquestfet ésl’exemple
següent:suposeuqueesté el censd’unacertapoblacío â enquatremoments

diferentsdelsúltimsquarantaanys

any + )$#B/ + )�'*/ + )�)*/ ! /�/�/
nombred’habitants

%$/$"B%�. .�"�)$#�# " + /$(�' (�"B% ! )
Aleshores,podemdonaruna xifra aproximadadel nombred’habitantsque

teniaaquestapoblacío â l’any 1992?Al finald’aquesttemavosaltresmateixos
podreudonarunarespostaa aquestapregunta.

2.2. Existènciai unicitat del polinomi interpolador

Respectedel problemad’interpolacío, en el caspolinomial, es té el resultat

següent (la demostracío del qual podreutrobar en la majoria de llibres de
Càlcul Numèric): .

Teorema: Donatş
� + punts � � i �LP i 
 , � �40-�LP�05
 , � �F=*�LP*=-
 , . . . , � � � �LP � 
 ,

amblesabscisses� J totesdiferents,existeixunúnicpolinomi Þ � � ��
 de

graumenoro igualque ¸ tal queÞ � � J 
��2P J peratot Kã� / �-+*�L!:� ����� � ¸ .

½
També es diu que ä-å bfo c és

el polinomi interpolador de
grau més petit o igual que� de la taulaæ bµo
Ü n açÜ céè Üçê$ëíì Ö ì î î î ì å .� Es diu que Þ<� � ��
 interpola� la funció P � ��
 en els punts � � J �LP J 
 , per aKÎ� / �-+*� ����� � ¸ .� Observeuqueles abscissesenel problemad’interpolacío polinomial s’a-

costumena numerarapartir del sub́ındex
/

(ésadir, � i ��� 0 � ����� ).� Una maneradir ecta de trobar Þ<� � ��
ã��V���� � � ����� � V = � = � V 0 � � V i
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que interpoli Ä � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � és plantejarel sistemalineal de ¸ � +
equacionsi ¸ � + incògnitessegüentÞ<� � � J 
��2P J Kã� / �-+*�L!:� ����� � ¸ �
ésa dir, ðñññññò ñññññó V � �

� i � ����� � V:=5� =i � V<0�� i � V i � P iV � � � 0 � ����� � V:=5� = 0 � V<0���0 � V i � P�0
...V���� �� � ����� � V = � =� � V 0 �F� � V i � PB�

i resoldre’l (vegeula figura14). Tanmateix,a la pràctica,aquestno ésel

Figura14: Resolucío directadelpolinomi interpolador

mètodeméseficaç.

En elsapartatssegüentsesmostrenalgunsdelsmètodesusualspera calcular
el polinomi interpoladord’unataula Ä � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � donada.

2.3. Mètodede Lagrange

Aquestésel mètodeméssenzill,desdelpuntdevistaconceptual,peraobtenir
el polinomi interpoladorÞ<� � ��
 enelspunts � � J �LP J 
 , KÎ� / �-+*� ����� � ¸ . A partir

dela tauladonadaesconstrueixenels ¸ � + polinomissegüents:ô�õ � ��
�� � ���7��0�
 � � �7�F=

 � � �M�F�

F����� � �D�7� õ 9 0L
 � � �7� õ Ç 0�
F����� � ���M� � 
� � õ �7��0�
 � � õ �7�>=-
 � � õ �M�F�

F����� � � õ �7� õ 9 0�
 � � õ �7� õ Ç 05
F����� � � õ �7� � 
 �
pera ö�� / �-+*� ����� ¸ , ésadir,ô i�� ��
Ë� � �D�E��0�
 � ���E�F=

 � � �M�F�

F����� � ���7� � 
� � i �7��0�
 � � i �E�F=

 � � i �E�F�-
F����� � � i �7� � 
ô 0 � ��
Ë� � �D�E� i 
 � ���E�F=

 � � �M�F�

F����� � ���7� � 
� �40[�7� i 
 � ��0[�E�F=

 � ��0[�E�F�-
F����� � �40[�7� � 
ô = � ��
Ë� � �D�E� i 
 � ���E��05
 � � �M�F�

F����� � ���7� � 
� �>=��7� i 
 � �F=��E��05
 � �F=��E�F�-
F����� � �>=��7� � 


...
...ô � � ��
Ë� � �D�E� i 
 � �D�E��05
 � � �M�F�

F����� � ���7� � 9 0�
� � � �7� i 
 � � � �E��05
 � � � �M�F�

F����� � � � �7� � 9 0�
 �
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Aquests
ô�õ � ��
 , öÑ� / �-+*� ����� � ¸ s’anomenenpolinomisde Lagrange i veri-

fiquenlespropietatssegüents:

1) Cada
ô õ � ��
 ésunpolinomi degrau ¸ .

2)
ô õ � �,�&
v�A÷ õ � per a tot ör� ø�� / �-+*� ����� ¸ i on ÷ õ � és l’anomenadafunció

Delta deDirac: ÷ õ ��� w / si ö�Ð�zøh�+ si ö��zø �
3) Observeuquetamb́e espodenescriuredela formasegüent:ô�õ � ��
�� ùúéû
ü ý þ þ þ ÿ� Û¨ õ ���7�:�� õ �7�:� �
Aleshores,elpolinomi interpolador deLagrangeenelspuntsÄ � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n ¦ï¦ï¦ �
s’obt́ea partir deÞ � � ��
��2P i ô i�� ��
 � P�0 ô 0 � ��
 � ����� � P � ô � � ��
�� �� õ ¨ i P õ ô õ � ��
 �
.

Mètode de Lagrang e
Algorisme:

1) Pera ö�� / �-+*�L!:� ����� � ¸ calculemelspolinomisdeLagrangeô[õ � ��
�� ùúØû&ü ý þ þ þ ÿ� Û¨ õ �D�E�:�� õ �7�,� �
2) Aleshores,el polinomi interpoladorenelspunts Ä � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ �

ésdonatperl’expressíoÞ � � ��
[�2P i ô i�� ��
 � P�0 ô 0 � ��
 � ����� � P � ô � � ��
�� �� õ ¨ i P õ ô õ � ��
 �
Exemple7

Apliquemel mètodedeLagrangepera trobarel polinomi interpoladorde

grauméspetit o igual que
%
, Þ<© � ��
 , corresponenta la taula� J + ! % " 'P J + / " ! % + %
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CalculemelscorresponentspolinomisdeLagrange
ô i � ��
��������&� ô © � ��
 :ô i$� ��
Ë� � ����!$
 � �v� % 
 � � � " 
 � ��� ' 
� +?��!$
 � +�� % 
 � +?� " 
 � +�� ' 
 �+'B% ± � © ��+ ) � � � +-! ( � = � .B%�% � �z. ! / ³ �

ô 0 � ��
Ë� � ����+

 � �v� % 
 � � � " 
 � ��� ' 
� !Ï��+

 � !j� % 
 � !Ï� " 
 � !j� ' 
 �� +.�( ± � © ��+ ' � � � + /$) � = ��! " !B� � + (*/ ³ �
ô = � ��
Ë� � ����+

 � �v��!$
 � � � " 
 � ��� ' 
� % ��+

 � % ��!$
 � % � " 
 � % � ' 
 �+! % ± � © ��+ ( � � ��' +^� = ��+ %�( � ��'*/ ³ �
ô � � ��
Ë� � ����+

 � �v��!$
 � � � % 
 � ��� ' 
� " ��+

 � " ��!$
 � " � % 
 � " � ' 
 �� +.�( ± � © ��+ " � � ��#B/ � = ��+-! / � �z(B% ³
ô © � ��
Ë� � ����+

 � �v��!$
 � � � % 
 � ��� " 
� ' ��+

 � ' ��!$
 � ' � % 
 � ' � " 
 �+"*/*% ± � © ��+-!B� � �`%�) � = � #*' � ��%$/ ³ �

Aleshores, Þ<© � ��
�� ©�� ¨ i P�� ô � � ��
[�P i ô i � ��
 � P 0 ô 0 � ��
 � ����� � P © ô © � ��
��� "! " ! � © � "!,+ � � � #.�( � = � + %�(!,+ � �y+ /*% !(�. �
Vegeula gràficacorresponenta la figura15.

La calculadoraWiris permetconstruirun gràfic interactiupera visualitzar

el polinomi interpoladori estudiarcom influeixenels possiblescanvis en
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Figura15: El polinomi interpoladorÞ © � ��

lesdades(vegeula figura16).

Figura16: Interpolacío interactivaambla Wiris

Activitat 9

Trobeuel polinomi interpoladordela taulasegüent:� J �~+ / % "P J " � . ! -4� Quèenstrobemsi volemreferelscàlculsdelpolinomiinterpoladorafegint-

hi unaabscissa� � (i el seuvalorcorresponentP � ) més?

En aquestcascal tornara calculartots els polinomisde Lagrangesense
poderaprofitarelscàlculsanteriors.Aquestésundelsseusgransinconve-

nients.� El polinomi interpoladorÞ<© � ��
 ens proporcionauna aproximacío de la

funció P � ��
 -quenomésconeixem per mitjà del seuvalor en un conjunt
depunts-.Aix ı́ doncs,unamanerad’aproximarel valor de P � Q�
 pera un

cert Q propera l’interval Tß+*� ' X ésprendreÞ<© � Q�
 . Caldestacarquesi aquest
valor Q estroballuny de l’interval d’interpolacío Tß+*� ' X , l’error comèspot

sermolt grani, fins i tot, impossibled’estimara priori .

Imaginem,perexemple,queprenemQM� . . CompodemavaluarÞ<© � . 
 ?
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Amb la Wiris la respostáesclara: n’hi haproudedonarnomal polinomi
interpoladori calcularel valor corresponent(vegeula figura17).

Figura17: Avaluacío de Þ<© � Q�
 utilitzant la Wiris

Ara bé, si no disposemd’una calculadorasimbòlica potent,com podem
avaluar ÞF© � . 
 (manualmento programant-lo)fent servirel mı́nim nombre
d’operacions?

La respostaaaquestapreguntala proporcional’anomenadaregladeHorner,
queconsisteixa identificaraquestaavaluacío ambunadivisió adequadade
polinomis. Expliquemen primer lloc d’on prové i el seufuncionament

bàsic,perdonarposteriormentel seualgorisme.

En quèconsisteixla regladeHorner?

Suposeuquefem la divisió entreÞ<© � ��
 i el monomi �v� . (o, si voleu,en

general,entreÞ � ��
 i �~� Q si el quevolemescalcularÞ � Q�
 ); at̀esque �~� .
ésdegrau + i el residu� ésunaconstant,podemescriureÞ<© � ��
���� � ��
 � ��� . 
 � �B�
on � � ��
 ésel quocient.ObserveualeshoresqueÞ © � . 
���� � . 
 � . � . 
 � �U�� . Pertant,engeneral,pera avaluarÞ � Q�
 noméscal coǹeixer el residude
la divisió entreelspolinomisÞ � ��
 i �U� Q . A més,pera fer-ho, la reglade
Ruffini ensproporcionaunmètodesenzill i ràpid.Enel nostrecas� " �*! " ! " �*!,+ # � .�( �~+ %�( �*!,+ + /*% !$� (�.. � �~+ " �*! " ! + " �*! ' + .�' � (�. � .*/�/ �*!,+� " �*! " ! " �*! ' %�( � (�. �~+ /�/ �*!,+ + % !$� (�.
Llavors, ÞF© � . 
���+ % !$� (�. .
Quin ésel seualgorismegeneral?

SuposemaraqueÞ � ��
��¯V � � � � V � 9 0�� � 9 0 � ����� � Vh0�� � V i i quevolem
avaluar Þ � Q�
 . Com abans,calculemla divisió Þ � ��
Ï��� � ��
 � �{��QG
 � � ,
amb � � ��
[�2W � 9 0�� � 9 0 � W � 9 =5� � 9 = � ����� � W
0r� � W i , gràciesa la reglade

Ruffini. Aix ı́ tindremunasituacío del tipusV � V � 9 0 V � 9 = ����� Vh0 V iQ �
? ? ? ?W � 9 0 W � 9 = W � 9 � ����� W i W 9 0 �
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on els interrogantsindiquenquantitatsa calcular. Observeuqueles W � es
determinendemanerarecurrent,o béapartirdel’esquemadeRuffini com-

plet V � V � 9 0 V � 9 = ����� Vh0 V iQ � Q W�� 9 0 Q W�� 9 = Q W�� 9 � Q W 0W�� 9 0 W�� 9 = W�� 9 � ����� W i W 9 0
o béamblesfórmules:W�� 9 0 � V��F�W � 9 = � V � 9 0 � QÑW � 9 0��W�� 9 � � V�� 9 = � QÑW�� 9 = �

...W i � Vh0 � Q W
0^�
fins a arribara Þ � Q�
����j�2W 9 0 �¯V i � QÑW i .
.

Regla de Horner
Algorisme: donatÞ � ��
��¯V � � � � V � 9 0�� � 9 0 � ����� � Vh0r� � V i avaluemÞ � Q�
 a partir dela recurr̀encia:W � 9 0 � V � �W J � V J�Ç 0 � Q W J�Ç 0 � Kã� ¸ ��!:� ¸ � . � ����� � / �-�j+ �
Aleshores,Þ � Q�
��2W 9 0 .

També ...

... es pot usar la regla de
Horner, modificada
convenientment, per a
determinarä × b k c n ä × × b k c n ¦�¦�¦ n ä Ù å Ú b k c .Activitat 10

Feuservir la Regla deHornerpera avaluarÞ � !$
 on Þ � ��
 éscadascundels

polinomissegüents:( � � � . � = �`% �D� " � � § � � ; � � � � � © � � � � � = � � � + �
2.4. Mètodede Newton

Peraexplicar-hod’unamaneraméssenzilla,introduiremla sevateoriaapartir

d’un exemple,extraurempropietatsi finalmentescriuremel seualgorismeen
el casgeneral.Pera fer-ho,consideraremnovamentl’exempleintrodüıt pera

il.lustrarel mètodedeLagrange.
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Exemple8

Volem calcularel polinomi interpoladorde grauméspetit o igual que
%
,Þ<© � ��
 , corresponenta la taula� J + ! % " 'P J + / " ! % + %

fent servir l’anomenatmètodedeNewton.

En primer lloc escrivim les dadesen forma de duescolumnes,definint

prèviamentP�T �:�^X��2P�� : � i P�T � i X>�2P i�40 P�T �40çX>�2P�0�>= P�T �>=�X>�2P*=�>� P�T �>��X>�2P*��F© P�T �F©5X>�2PB©
A partir d’aquestesduescolumness’obt́eunatercera� i P�T � i X P�T � i ����0�X��0 P�T ��0çX P�T ��0����F=5X�F= P�T �F=�X P�T � = ��� � X� � P�T � � X P�T �F�B���<©^X�<© P�T �<©5X
segonslesexpressionsP�T � i ��� 0 X>� P�T �40çX<��P�T � i X�40��7� i � P�T � 0 ��� = X�� P�T �F=�X<��P�T ��0çX�F=u�7��0 �P�T �F=B���F�5X>� P�T �>��X<��P�T �F=�X�>�u�7�F= � P�T �F�&���<©^X�� P�T �<©5X<��P�T �F��X�<©��7�F� �
Noteuquecadaun d’aquestsnousvalorsestrobajustamententrelesdues



c
�

FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 35 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric

fileresquenecessitaperasercalculat,ésa dir� i P�T � i X �� P�T � i ����0�X>� P�T ��0çXF��P�T � i X��0[�7� i��0 P�T ��0çX �� P�T � 0 ��� = X>� P�T �F=�XF��P�T �40ÂX�F=��7�40�F= P�T �F=�X �� P�T �F=B���F�5X>� P�T �F��XF��P�T �>=rX� � �7� =�F� P�T �F��X �� P�T � � ��� © X>� P�T �<©5XF��P�T �>�rX�<©?�7�>��<© P�T �<©5X
Anàlogament,calculemunaquartacolumnaa partir delesexpressionsP�T � i ����0����F=5X � P�T ��0����F=5X<��P�T � i ����0�X� = �E� i �

P�T ��0����F=B���F�5X � P�T � = ��� � X<��P�T � 0 ��� = X�>�1�E��0 �
P�T � = ��� � ��� © X � P�T �F�B���<©^X<��P�T �F=B���F�5X�F©u�E�F=

ésa dir, � i P�T � i X P�T � i ����0�X�40 P�T ��0çX P�T � i ����0-���>=LXP�T � 0 ��� = X� = P�T � = X P�T � 0 ��� = ��� � XP�T � = ��� � X�>� P�T �F��X P�T �F=B���F�*���F©�XP�T �>�B���<©^X�F© P�T �<©5X
Peraobtenirlesdarrerescolumnesd’aquestesquematriangularnoméscal

calcularlesexpressionsP�T � i ����0-���>=*���F�5X � P�T ��0����F=B���F�5X>�EP�T � i ����0-���>=5X�>���M� iP�T ��0����F=*���>�*���<©^X � P�T �F=B���F�B���<©^X>�EP�T ��0����F=*���>�5X� © �M� 0P�T � i ����0-���F=*���>�*���<©^X � P�T ��0����F=B���F�*���F©^X<��P�T � i ���40-���F=*���F�5X�<©��7� i
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demaneraquel’esquemafinal ques’obt́epresental’aspectesegüent:� i P�T � i X P�T � i ����0�X��0 P�T ��0çX P�T � i ����0-���>=5XP�T ��0����F=5X P�T � i ����0-���F=*���>��X�F= P�T �F=�X P�T ��0����F=*���>�5X P�T � i ����0����F=*���>�*���<©^XP�T �F=B���F�5X P�T �40����F=*���F�*���F©5X� � P�T � � X P�T � = ��� � ��� © XP�T � � ��� © X� © P�T � © X
Els quocients

El mètode d’interpolació de
Newton també es coneix com
a mètode de les dif erències
dividides .

P�T � i X�� ����� �LP�T � © X��LP�T � i ��� 0 X�� ����� �LP�T � i ��� 0 ��� = X�� ����� �LP�T � i ��� 0 � ����� ��� © X
s’anomenendiferènciesdivididesi escalculenapartir delesfórmulesP�T �,�5X>�2P��*�

P�T � õ � ����� ���,�^X>� P�T � õ Ç 0 � ����� ��� � 9 0 ��� � X<��P�T � õ ��� õ Ç 0 � ����� ��� � 9 0 X�:���E� õ �
Aleshores,el polinomi interpoladorde grauméspetit o igual que

%
que

busqueḿesdonatperl’expressíoÞ<© � ��
��2P�T � i X � P�T � i ����0�X � �D�7� i 
 �
P�T � i ����0����F=5X � ���E� i 
 � ���E��0�
 �
P�T � i ����0����F=*���>�5X � � �M� i 
 � � �7��0�
 � � �7�F=-
 �
P�T � i ��� 0 ��� = ��� � ��� © X � �D�7� i 
 � �D�7� 0 
 � ���7� = 
 � ���7� � 
 �

ObserveuqueelscoeficientsqueconformenÞF© � ��
 sónelstermesdelcostat
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superiordel’esquematriangularanterior:� i P�T � i X P�T � i ����0�X��0 P�T �40íX P�T � i ���40^���>=5XP�T �40����F=5X P�T � i ���40-���F=B���F�5X�F= P�T �>=LX P�T ��0����>=&���>�5X P�T � i ����0-���F=*���>�B���<©^XP�T �>=B���F�5X P�T �40^���>=*���F�B���<©^X�F� P�T �>�LX P�T �F=B���>�&���F©^XP�T �>�B���<©^X�<© P�T �F©�X
Aplicat al nostreexemple,l’esquematriangularques’obt́e ésel següent+ + / � "! " # � (� . �*! /% ! # � ( � " �*! " !! � " � .�(" % +
� .+ / � .' + %
quedónalloc aÞ<© � ��
���+ / � " � �1�D+

 � #( � �1�D+

 � �1�]!$
*� "! " ! � �1�D+

 � �1�]!$
 � �1� % 
 � �1� " 
 �� ComproveuqueÞ<© � ��
Ë� + / � " � ����+

 � #( � �D��+

 � �v��!$
��"! " ! � ����+

 � �v��!$
 � � � % 
 � ��� " 
��� "! " ! � © � "!,+ � � � #.�( � = � + %�(!,+ � � + /*% !(�. �
ésadir, quecoincideixambel polinomiinterpoladorobtingut(perlamateixa
taula)aplicantel mètodede Lagrange.Aix ò ja ho sab́ıem pel fet queel

polinomi interpoladoŕesúnic,uncopfixadala taula Ä � � J �LP J 
 Å devalors.� Habitualmentno s’acostumena desenvolupar tots els productesque for-

men ÞF© � ��
 . Ans el contrari,per a avaluar ÞF© � ��
 enun cert punt Q ésútil
reescriure’l dela formaÞ<© � ��
���+ /?� � �ã�`+

 ­ � "?� � ����!$
 ­ #( � � �D� % 
 ­ � "! " ! � �D� " 
 ®m®H®
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ja queel nombred’operacionsnecess̀ariesper a obtenir Þ © � Q�
 ésmı́nim.
Observeuqueaquestaexpressío s’haobtinguttreientfactorcomú deman-

erarecurrentelsmonomis� �j�7+

 , � �j� !$
 i � �j� % 
 . Enel nostreexemple,
si prenemQ7� . s’obt́eÞ<© � . 
[��+ /1� � . ��+

 ­ � "?� � . ��!$
 ­ #( � � . � % 
 ­ � "! " ! � . � " 
 ®m®H® �
ésa dir, ÞF© � . 
���+ % !$� (�. .� Com varia el mètodedeNewton si afegim una abscissanova?

Com araveuremambun exemple,el mètodedeNewton té a mésl’avan-
tatgeque en afegir novesdadestots els càlculs anteriorss’aprofiten,de

maneraqueel nombred’operacionsnecess̀ariespera obtenirel noupoli-
nomi interpoladoŕespetit. Aquestapropietatprovédel resultatsegüent:

Lesdifer ènciesdividides P�T � õ ��� õ Ç 0�� ����� ���:� 9 0����:��X són funcionssimètriques
en els valors � õ ��� õ Ç 0�� ����� ���,� , és a dir, són invariants sota permuta-
cions de les � J . Aix ı́, per exemple, P�T ��0����>=*���F�5XM� P�T �>�B���F=*����0çXM�P�T �>=&���40-���F�5X>�2P�T �>�B����0-���F=5X .
Aix ı́ doncs,suposeuquevolemafegir la dada � � � �LP � 
�� � # �-+-!$
 i calcularÞ � � ��
 , el polinomi interpoladordegrauméspetit o igual que

"
dela nova

taula. En aquestcasnoméscal afegir � # �-+-!$
 al final de lesduesprimeres

columnesde l’esquematriangularanteriori calcularaquellesdiferències
divididesqueensfalten.Ésa dir, consideremla taula� J + ! % " ' 	P J + / " ! % + % 
�� �
on observeu que no hem ordenat les abscissessinó que hem situat les
novesdadesal final de la taula. Ara, en l’esquemaanteriorde Newton

calculemnomésaquellesdiferènciesdivididesquehi hasubratllades:+ + / � "! " # � (� . �*! /% ! # � ( � " �*! " !! � " � .�( �~+
� . + "" % +
� . � # �:+ '*/+ / � . �j+
� .' + % �H!$� .!# +-!
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Aix ı́ el polinomi interpoladorquebusqueḿesÞ � � ��
Ë� + / � " � � ��+

 � #( � � ��+

 � � ��!$
��"! " ! � ����+

 � ����!$
 � � � % 
 � �v� " 
��+. + " � ����+

 � ����!$
 � � � % 
 � �v� " 
 � �v� ' 
 �
Observeuquenoméshacalgutafegir unterme(polinomial,ésclar)al poli-
nomi ÞF© � ��
 .� És importantdestacarqueel nombred’abscissesd’unataulano determina
el graudelpolinomiinterpoladorsinó únicamentel seugraumàxim. Conc-

retament,donadaunataula Ä � � J �LP o 
 Å J � / � ����� � ¸ amb ¸ � + abscisses(ja
quela K vadesde

/
finsa ¸ ), el polinomi interpoladorÞF� � ��
 nohadetenir,

a priori , grauexactament ¸ , sinó quenomésespot assegurarqueté grau
méspetit o igual que ¸ . L’exemplesegüentil.lustraaquestfet.

BusquemÞ ; � ��
 el polinomi interpoladorassociata la taulasegüentdeval-

ors: � J + ! . % " ( #P J + " + % .*/ "�" ) + + %$/
Aleshores,calculeml’esquematriangulardeNewton+ + %! " " �*!) +
� .. + % # �*! /+ ( +
� . /% .*/ ) �*! / /! " +
� . /" "�" +�+
�*! /.�( +
� .( ) + + . �*!%�)# + %$/
demaneraqueel polinomi interpoladoŕesÞ ; � ��
[��+ �`% � � �z+

 � "! � ����+

 � � ��!$
 � +. � ����+

 � � ��!$
 � �v� . 

queté grauexactament

.
i no

(
comespodriaesperara priori .
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.

Mètode de Newton
Algorisme:� Calculemlesdifer ènciesdividides:P�T �:�^X>�2P��*�P�T � õ � ����� ���,�^X>� P�T � õ Ç 0 � ����� ��� � X<��P�T � õ � ����� ��� � 9 0 X�:���7� õ �

dinsl’esquematriangular� i P�T � i X P�T � i ��� 0 X� 0 P�T � 0 X P�T � i ��� 0 ��� = XP�T � 0 ��� = X ������F= P�T �F=�X ����� P�T � i ����0�� ����� ��� � X����� �����...
... P�T � � 9 =&��� � 9 0-��� � XP�T � � 9 0^��� � X� � P�T � � X� Aleshores,el polinomi interpoladorenelspunts Ä � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ �

ésdonatperl’expressíoÞ<� � ��
Ë� P�T � i X � P�T � i ��� 0 X � �D�7� i 
 �P�T � i ���40-���F=�X � ���7� i 
 � ���7�40�
 ������ � P�T � i ����0-� ����� ��� � X � �D�E� i 
 � �D�E��05
F����� � � �7� � 9 0�
 �
Activitat 11

Utilitzeu el mètodedeNewtonpera interpolarla taulasegüentdevalors:� J ��! + ! "P J � # / . +
Comproveuambla calculadoraWiris el resultat.

La interpolacío polinomialnoesredueixexclusivamentaaproximarunataula

devalorsambun comportamentpolinomial sinó que,devegades,pot aprox-
imar comportamentsfins i tot exponencialso potencials,comespot veureen

l’exemplesegüent.
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Exemple9

Sesospitaquela taulasegüentdevalors� J + !P J ! .
correspona una funció P � ��
Ñ� V ¼ e o amb V � / , W duesconstantsde-

sconegudes.Faremservirel mètodedeNewtonperaaproximarVF�LW i P � ��
 .
En primer lloc, observeu quesi prenemlogaritmesa tots dos costatsde

l’expressío P � ��
��¯V ¼ e o obtenim« s?P � ��
�� « s�
�V ¼ e o�� � « s�V � « s�
 ¼ e o�� � « s�V � W�� �
Pertant,si definim á � ��
�� « s?P � ��
 , ��� « suV , � ��W , la igualtatanterior

esdevé á � ��
���� � �]�4� (2.1)

ésa dir, unafunció quepresentaun comportamentclaramentpolinomial

(en realitat, lineal). El que faremés calcular la taula corresponenta la

funció á � ��
 i interpolar-la per un polinomi de grau + (ja quetenim dues

abscisses).Amb això hauremcalculat � i � enl’expressío (2.1). Desfent

el canvi devariables,obtindremV i W . En efecte,la nova taula,calculadaa

partir de á J � « s?P J , ésdonadaper� J + !á J « s?! « s .
Constrüım l’esquematriangulardeNewton+ « s?! « s . � « s?!!���+ � « s .!! « s .
i aix́ı, el polinomi de grauméspetit o igual a + queinterpolala taulade

valors Ä � � J �çá J 
 Å J ¨ i5n 0 ésÞ�0 � ��
Ë� « s?! � ­ « s .! ® � ����+

�� ­ « s?!Ï� « s .! ® � ­ « s .! ® � �« s ! �= � ­ « s .! ® � � « s % . � ­ « s .! ® � �
Si la comparemamb á � ��
u��� � �]� s’obt́e �@� « s � % � . 
 i ��� « s � . �*!$
 .
Fentserviraraque VD� ¼�� i que Wm��� esté que V � % � . i Wm� « s � . �*!$
 i

finalment P � ��
��¯V ¼ e o � % . ¼ b����Bb ���ç= cØc o �
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Aquestaexpressíopera P � ��
 encaraespotsimplificarunamicamés:noteu

que ¼ b����*b ���ç= cIc o � 
 ¼ ���&b ���ç= c � o �Ê­ .! ® o �
demaneraque P � ��
 espot aproximarper% . ­ .! ® o �2!�� ­ !. ® ­ .! ® o �2! ­ .! ® o 9 0 �

2.5. Fórmula de l’err or en la interpolació polinomial

Un aspectemolt importantdela interpolacío polinomiali, engeneral,dequal-

sevol aproximacío d’unafunció perunaaltra,éstrobarfórmulesqueensper-
metinestimarl’error comèsenaquestaaproximacío. Pera sermésprecisos,

suposemqueÞ<� � ��
 ésel polinomi interpoladord’unafunció P � ��
 enelspunts
(totsdiferents)Ä&� J�Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � . Sabemqueenaquestspunts,l’error enl’aprox-

imació compleixqueP � � J 
���Þ � � � J 
�� / � KÎ� / �-+*� ����� � ¸
ja quejustamentÞ � � � J 
m��P J són lescondicionsques’imposenpera deter-

minar Þ � � ��
 . Siguiara Q unpuntdiferentdelesabscissesd’interpolacío (ésa
dir, Q2Ð�2� J , pera tot K�� / �-+*� ����� � ¸ ). Aleshores,compodemestimarl’error
comèsenaproximarP � QG
 per Þ � � Q�
 ? La respostaaaquestapreguntaestroba

enel resultatsegüent:

.

Teorema: donada P una funció amb derivades cont́ınues fins a

ordre ¸ � + � , sigui Þ � � ��
 el polinomi interpolador en els puntsÄ � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � . Aleshores,l’error (absolut)comèsen aproximarP � Q�
 per Þ � � QG
 ésdonatperP � QG
�� Þ � � Q�
�� P b � Ç 0 c ��� k 
�é¸ � +

 � � Q{�7� i 
 � QM�E��0�
F����� � Q{�7� � 
��
on � k pertany a l’interval més petit que cont́e els punts� i ��� 0 � ����� ���<�>�LQ .

½
És a dir, tal quea n a × n a × × n ¦ ¦�¦ n aBÙ å Õ,ÖØÚ siguin

funcions contı́nues.
Activitat 12

La taulasegüentcorrespona la funció P � ��
�� ¼ o :� J �j+ / +P J / � .�($#*'$#*)B%�% +-! + ! � # + ' ! ' + ' ! '
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CalculeuÞ = � ��
 polinomi interpoladordegraumenoro igualque ! i trobeu

el seuvalorenel punt �v��+
�*! fent servir la regladeHorner.

Exemple10

Considereunovamentl’activitat anterior. Sigui Qz�y+
�*! . Aleshores,quin

és l’error absolut(màxim) quecometemen aproximar P � +
�*!$
 � ¼ 0!�ç= �Ý ¼ per ÞF= � +
�*!$
 ?
Per a fer-ho apliquemel teoremaanterior. En primer lloc, noteuquesi

prenemvalorabsolutenla fórmuladel’error tenimque"""" P ­ +! ® � Þ =Ï­ +! ® """" � (2.2)"" P b � c ��� 0#�ç= 
 "". � """" +! � � �~+

 """" """" +! � / """" """" +! ��+ """" �
on � 0��ç= _�Tß�~+*�-+5X , l’interval méspetitquecont́eelspunts �~+*� / �-+*�-+
�*! . Per

tant,cal trobarunafita superiorpera""" P b � c ��� 0#�ç= 
 """ � � 0��ç= _ETß�~+*�-+5X �
Atèsque P � ��
1� ¼ o ª P Ã � ��
u��P Ã Ã � ��
���P b � c � ��
�� ¼ o i quela funció ¼ o
ésestrictamentcreixent,podemdedüır que""" P b � c ��� 0#�ç= 
 """ 8 ¼ 0 �2! � # + ' ! ' + ' ! ' �
Substituintaquestafita enl’expressío (2.2) i operants’obt́e"""" P ­ +! ® �vÞF= ­ +! ® """"%$ ! � # + ' ! ' + ' ! '( ­ .! ® ­ +! ® = � / � + (�)�'�) ! ( + % !:�
ésa dir, unafita superiordel’error comèsésdonadaper"""" Ý ¼ �vÞ =Ï­ +! ® """"%$ / � + (�)�'�) ! ( + % !:�
Pera tenirunaestimacío mésrealistadel’error comès,ésconvenientcom-

pararl’error absolutambel valoraproximat,́esadir, treballarambl’ error

relatiu (del qual ja hemparlaten la introduccío d’aquestmòdul) que,en

aquestcas,presental’expressío� � ­ +! ® � "" Ý ¼ � ÞF=�± 0= ³ ""Þ =�± 0= ³ �
Calculeu-lo.
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Activitat 13

Considereula tauladela funció ¼ o del’activitat 12. Aleshores:� V£
 Calculeuelvalorrealde Ý ¼ , compareu-loambelvalorobtingutmitjançant

interpolacío, Þ>= � +
�*!$
 , en l’activitat 12. Quin errors’hacomès?Com-

pareuaquesterrorambl’estimacío obtingudaenl’exempleanterior.� W�
 Considereula funció P � ��
���prqts � ! � !B� � + � +

 i escriviu la taulacorre-

sponentdevalorsperalesabscisses� � / � +*� / � !:� / � % i
/ � " (enradiants).

A continuacío:

– ApliqueuelmètodedeNewtonpertrobarel polinomiinterpoladorÞF� � ��

dela taulaobtinguda.

– Avalueu,fentservir la regladeHorner, ÞF� � ��
 , enel punt � � / � . .
– Calculeul’error comèsenaquestaaproximacío comparantÞ>� � / � . 
 amb

el valorexacteP � / � . 
 .
– Dedüıu unafita de l’error absolutmàxim per a aquestaaproximacío,3 P � / � . 
���ÞF� � / � . 
�3 , fent servirel teoremaanteriori compareu-laambel

valor obtingutenl’apartatprecedent.

2.6. Inter polació inversa

Permeteu-nosintroduir aquestaaplicacío dela interpolacío ambunexemple.

Exemple11

Donadala taulasegüentdevalorsperaunadeterminadafunció P � ��
 :� J �j+ / . %P J ��! + " (
enspreguntemper a quin valor aproximat Q aquestafunció prenel valor��� . � " .
Una primerapossibilitatde resoldre-hóes la següent: consideremÞF� � ��

el seupolinomi interpoladori mirem de trobar Q quecompleixi ÞF� � QG
~�� . Gràficamentcorrespona la figura 18 i noteuque resoldrel’equacíoÞ � � Q�
���� pot ser, engeneral,no trivial.
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Figura18: Interseccío entre
x ��Þ � � ��
 i

x ���¯� . � " � A la pràctica, el que
demanem és no tenir dues
abscisses amb el mateix
valor de

a
, és a dir,

o Ü
i
o'&

diferents de manera quea Ü ¨�a(&
.

Una altra possibilitat és l’anomenadaInter polació inversa, que consis-

teix en la ideasegüent: si la taula de valorsde la funció P � ��
 és creix-

ent o decreixent podemsuposarque com a mı́nim en l’interval consid-

erat la funció P � ��
 és invertible� . Sigui á � ��
 la seva inversa,és a dir,x ��P � ��
*) ��� á � x 
 . Considereuara la taulade valorscorresponent

a la funció á � x 
 . Aquestataulano ésresmésquela tauladela funció P � ��

invertint elspapersd’abscissesi lessevesimatges:x J �H! + " (á J �~+ / . %
Si calculem �
� � x 
 el polinomi interpoladord’aquestataula (aplicant el

mètodedeNewton)a partir del’esquematriangular�H! �~+ +
� .+ / " � 'B%. � % �~+
� 'B%$/" . +
�*! /+( %
tenimque�-� � x 
����~+ � +. � x � !$
 � "'B% � x � !$
 � x ��+

4� +'B%$/ � x � !$
 � x �`+

 � x � " 
 �
Aleshorestrobar un valor aproximatde Q que compleixi P � QG
{�+� és

equivalenta obtenir Q¯��á � �Ï
 . Pertant,en el nostrecas,fent servir que��� . � " , tenimque Q{��� � � ��
���� � � . � " 
 �
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Si peraavaluar � � � x 
 utilitzem l’expressío�
� � x 
����j+ � � x � !$
u­ +. � � x ��+

u­ "'B% � +'B%$/ � x � " 
 ®m® �
queminimitzael nombred’operacions,s’obt́e QM���-� � . � " 
[��+ � ($#*(�.�.�) ! ) .

2.7. Inter polació d’Hermite

El problemadela interpolacío d’Hermiteconsisteixa trobarel polinomi inter-
poladord’unatauladevalorscorresponentsaunacertafunció P � ��
 on,amés,

s’imposencondicionssobreles derivadesen algunesde les sevesabscisses.
Perexemple: � J � i �40 �F=P � � J 
 P i P�0 P*=P Ã � � J 
 P Ãi P Ã=
Noteu queaquestataula imposacinc condicionssobreel polinomi interpo-

lador, els qualsdeterminencinc coeficientsi, per tant, el polinomi interpo-
lador ésdegrauméspetit o igual que

%
, ,ã© � ��
 . Aquestpolinomi repel nom

depolinomi d’Hermite dela taulaanterior. Igual queel casdel polinomi in-
terpolador, el polinomid’Hermite ,�© � ��
 espottrobarimposantlescondicions,�© � � J 
��2P J � KÎ� / �-+*�L! , Ã© � � i 
[�2P Ãi � , Ã© � �F=-
���P Ã= �
i resolentel sistemalineal obtingut(vegeula figura19).

Figura19: Resolucío directadel polinomid’Hermite

El polinomid’Hermitecorresponentaunatauladevalors Ä � � J �LP J �LP ÃJB
 Å J ¨ i5n ¦ï¦ï¦ n �
es pot calcular a partir d’una generalitzacío del mètodede Newton que a
continuacío detallemi quepresentalesvariacionssegüentsrespected’aquest

mètode:� En la primerai segonacolumnescal repetirelsvalors � � J �LP J 
 si coneixem

el valor P ÃJ de la derivadaen l’abscissa� J . Perexemple,en el nostrecas
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voldriadir � i P�T � i X>�2P i� i P�T � i X>�2P i� 0 P�T � 0 X>�2P 0� = P�T � = X>�2P =� = P�T � = X>�2P =� Calculemarala terceracolumna:� i P�T � i X P�T � i ��� i X� i P�T � i X P�T � i ����0�X��0 P�T ��0çX P�T ��0����F=5X�F= P�T �F=�X P�T � = ��� = X� = P�T � = X
Observeu que apareixen duesdiferènciesdividides que, en principi, no
tenensentitperqùes’avaluenenel mateixpunt: P�T � i ��� i X i P�T �F=B���>=5X . Pera

calcular-lescal tenirencomptequeP�T � i ��� i X � « q.-o0/Ïo ü P�T � i ���hX�� « q.-o0/�o ü P�T �<X<��P�T � i X���7� i �« q.-o0/Ïo ü P � ��
���P � � i 
���E� i �2P>Ã � � i 
��2P>Ãi �
De maneraaǹalogaes dedueixque P�T �F=B���F=5X � P Ã � �>=-
�� P Ã= , i aix́ı

Per aquest motiu el mètode
que explicarem és conegut
també com de les
dif erències dividides
generalitzades .

l’esquemaanteriors’escriu� i P�T � i X P�T � i ��� i X��2P Ãi� i P�T � i X P�T � i ���40çX��0 P�T �40ÂX P�T �40^���>=�X�F= P�T �>=rX P�T �>=&���>=�X��2P Ã=�F= P�T �>=rX� A partir d’aquestpas,l’esquemaescompletademanerasimilar a comes
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fa enel mètodedeNewton� i P�T � i X P�T � i ��� i X>�2P Ãi� i P�T � i X P�T � i ��� i ��� 0 XP�T � i ��� 0 X P�T � i ��� i ��� 0 ��� = X� 0 P�T � 0 X P�T � i ��� 0 ��� = X P�T � i ��� i ��� 0 ��� = ��� = XP�T ��0����F=5X P�T � i ����0-���F=*���>=�X�F= P�T �F=�X P�T ��0����F=*���>=5XP�T �F=B���F=5X>�2P Ã=�F= P�T �F=�X
Llavors,el polinomi d’Hermiteésdonatperl’expressío, © � ��
 � P�T � i X � P�T � i ��� i X � ���7� i 
 � P�T � i ��� i ��� 0 X � ���E� i 
 = �P�T � i ��� i ���40-���F=5X � �D�E� i 
 = � �D�E��0�
 �P�T � i ��� i ��� 0 ��� = ��� = X � � �7� i 
 = � � �7� 0 
 � � �7� = 
 �� Espot generalitzarla mateixaideaperal casenquè siguinconegudesal-
gunesderivadesd’ordre superiorde la funció P � ��
 en algunesde les ab-

scisses,́esadir, perexemple,unatauladel tipussegüent:� J � i ��0 �>= �F�P � � J 
 P i P�0 P*= P*�P Ã � � J 
 P Ãi P Ã= P Ã�P Ã Ã � � J 
 P Ã Ãi P Ã Ã�
En aquestcascaldr̀a fer servirque P�T �,�*���:�$���:��X>�2P Ã Ã� .

Exemple12

Volemcalcularel polinomid’Hermitecorresponenta la taula� J / + !P J / ! %P ÃJ + �~+
Són cinc condicionsques’hande verificar i quedeterminenun polinomi

degrauméspetit o igual que
%
, ,�© � ��
 . Calculeml’esquemacorresponent
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dediferènciesdivididesgeneralitzades/ P i � / P�T � i ��� i X��2P Ãi ��+/ P i � / +P�T � i ����0çX��2! �~+
�*!+ P�0[��! / �~+
�*!P�T �40����F=�X���+ � . �*!! P = � % � .P�T � = ��� = X��2P Ã= ���~+! P = � %
Finalment,, © � ��
Ë� /�� + � � � / 
 � + � ��� / 
 = � +! � �D� / 
 = � �D��+

��+! � � � / 
 = � �D��+

 � � ��!$
��� � � = � +! � = � ����+

�� +! � = � � ��+

 � ����!$
 �

2.7.1. Fórmula de l’err or en la interpolació d’Hermite

Com en el caspolinomial, el resultatsegüentproporcionaunaexpressío de
l’error comèsen la interpolacío d’Hermite. Pera simplificar la seva notacío,
ensrestringimnomésal casen el què la taulaest̀a formadaper valorsde la

funció i la derivada,ésadir, Ä � � J �LP J �LP ÃJ 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � .
.

Teorema: donada P una funció amb derivadescont́ınuesfins a or-

dre ! ¸ � ! , sigui ,ã= � Ç 0 � ��
 el polinomi d’Hermite en els puntsÄ � � J �LP J �LP ÃJ 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � . Aleshores,l’error (absolut)comèsen aproxi-

mar P � Q�
 per ,ã= � Ç 0 � QG
 ésdonatperP � QG
��1,ã= � Ç 0 � Q�
[� P b = � Ç = c ��� k 
� ! ¸ � !$
 � T � Q{�7� i 
 � Q �E��05
F����� � Q{�7� � 
 X = �
on � k pertany a l’interval més petit que cont́e els punts� i ���40-� ����� ��� � �LQ .

Activitat 14

En l’activitat 12 heubuscatÞF= � ��
 polinomi interpoladorde la funció ¼ o
en els punts ��� �j+*� / �-+ i l’heu utilitzat per a donaruna aproximacíoÞF= � +
�*!$
 de Ý ¼ . Considereuarala mateixataulai afegiu la condicío perala
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derivada: P Ã � / 
?��+ . Busqueuel polinomi d’Hermite ,ã� � ��
 corresponent

i feu-lo servirpera estimar Ý ¼ . Compareul’aproximacío obtingudaamb

el valorrealde Ý ¼ . Hamillorat l’aproximacío respectedela queheutrobat

enaquellaocasío?

Activitat 15

Trobeuel polinomid’Hermite , � � ��
 queinterpolala taula� J �~+ . %P J + �H! %P ÃJ / + !
i avalueu, � � / 
 fent servir la regladeHorner.

2.8. FenomendeRunge

Semblaintüıtivamentraonablepensarque,si volemaproximarunacertafuncióP � ��
 , enun interval T V<�LWLX , commésgransigui el nombred’abscissesquein-
terpolemmésgranser̀a la semblanc¸a entrela funció i el seupolinomi inter-

polador. Malgrat això, aquestresultatés en generalfals i un exempleque
ho demostráes l’anomenatfenomende Runge. Aquestfenomens’observa

quanprenemun conjunt relativamentgran( ¸ È ) �-+ / , aprox.) d’abscisses
equiespaciades(ésa dir, ambla mateixadist̀anciaentreduesd’ellesconsecu-

tives)i calculemel polinomi interpoladorcorresponentÞ � ��
 . Espot observar
aleshoresque, tot i que la semblanc¸a entre Þ � ��
 i la funció P � ��
 ésgranal
centredel’interval d’interpolacío, la discrep̀anciaentreambduesgràfiquesals

extremsde l’interval ésmolt gran: d’altra bandaaquestadiferènciaésmés
acusadacommésalt ésel graudel polinomi interpolador.

Exemple13

Consideremla funció P � ��
���+
� � .�" � = � !$
 i sigui Þ40 i*� ��
 el polinomiinter-

poladordegrauméspetito iguala + / enelspunts�j+*�-� / � ' �-� / � ( � ����� � / � ����� �/ � ( � / � ' �-+ . El dibuix delesduesgràfiquess’observaenla figura20.

Pera evitar aquestfenomenconvé no treballarambgrausd’interpolacío alts
ni, enaquestcas,ambabscissesequiespaciades.Elsmètodesques’acostumen
a fer servir divideixen l’interval d’interpolacío en subintervals amb poques

abscissesper interval. Despŕes busquenels polinomis interpoladorscorre-
sponents(arade graubaix, normalment

.
o
%
) i demanencom a condicions

afegidesque aquestspolinomis “encaixin”bé entreells: a més de coincidir
aquestspolinomisenelspuntsd’interseccío entresubintervals,tamb́eesdem-

anaquecoincideixinlesprimeresi segonesderivadesenaquestspunts.Aix ı́
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Figura20: Gràfiquesdela funció P � ��
��6+
� � .�" � = � !$
 i el polinomi interpo-
lador Þ�0 i�� ��

s’obtenenfuncionspolinomialsdefinidesa trossosi que, en el seuconjunt
formen una funció de classe2 = (o sigui cont́ınua,derivableduesvegadesi

ambsegonaderivadacont́ınua)Aquestspolinomisinterpoladorsa trossoses
denominensplinesi sónmolt utilitzats,sobretot,enl’enginyeria.
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3. Aplicacionsde la interpolació de funcions
.

A bandade la seva utilitat per secom a einad’aproximacío de funcions,la

interpolacío polinòmicaproporcionafórmulesd’aproximacío de derivadesi
d’integralsd’aquestesfuncions.Enelssubapartatssegüentspresentarembreu-

mentalgunesdelesmésutilitzades.

3.1. Derivació numèrica

3.1.1. Intr oducció

Suposeuqueconeixemla taulasegüentdevalorsrelativaa unafunció P � ��
 :� J + � ' + � ) ! ! � + ! � !P J + � ! '*/�# ! " + � .B%�"�"�' + + � % + # !�! . + � %�'�.�)�( ! + � "�" ! '�.$# (3.1)

i quevolem aproximar P Ã � ��
 . Una possiblemanerade fer-ho és la següent:

consideremÞ<© � ��
 el seupolinomi interpoladordegrauméspetito igualque
%

i aleshorespodempensarque P Ã � ��
���Þ Ã© � ��
 �
Malauradament,aquestafórmulano ésdel tot satisfact̀oria at̀esqueno tenim
unaexpressío pera l’error comèsenunpunt � qualsevol. Ho expliquembreu-
ment.Recordeu(vegeu2.2)que,enel nostrecasP � ��
G� Þ<© � ��
�� P b � c ��� o 
" � � ���E� i 
 � ���E��0�
 � ���E�F=-
 � ���E�F�-
 � ���E�<©&

o, equivalentment, P � ��
G� ÞF© � ��
��}á � ��
434© � ��
��
onhemdefinitá � ��
�� P b � c ��� o 
" � � 3�© � ��
�� � ���7� i 
 � � �M��05
 � � �7�F=-
 � � �7�F�-
 � � �7�<©


i � o pertany a l’interval méspetit quecont́e � i ����0-� ����� ���F©���� . Observeuque,
derivantl’expressío anteriorobtenimP Ã � ��
�� Þ Ã© � ��
��}á Ã � ��
43 © � ��
 � á � ��
53 Ã© � ��
��
fórmuladel’error comèsenaproximarP Ã � ��
 perÞ Ã© � ��
 . L’inconvenientd’aque-
stafórmulaésqueá � ��
 dep̀end’unacertafunció � o quedesconeixem,deman-

eraquea priori nopodemcoǹeixer á Ã � ��
 enunpunt � qualsevol. El queśı que
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podemfer, en canvi, ésavaluaraquestaexpressío en el sup̀osit que ���y� J ,
on � J ésqualsevol de lesabscissesd’interpolacío. En aquestcassabemque34© � � J 
�� / i, pertant,tenimqueP Ã � � J 
�� Þ Ã© � � J 
��}á Ã � � J 
434© � � J 
 � á � � J 
63 Ã© � � J 
��}á � � J 
53 Ã© � � J 

pera KÎ� / �-+*� ����� � % . A més,no ésdifı́cil comprovarque3 Ã© � � J 
�� � ���E� i 
F����� � ���7� J&9 0 
 � ���E� J�Ç 0 
F����� � ���E�<©

��
demaneraquepodemescriureP Ã � � J 
5��Þ Ã© � � J 
[� P b � c ��� o07 
" � � � J ��� i 
F����� � � J ��� J&9 0 
 � � J ��� J^Ç 0 
F����� � � J �?� © 
��
on � o07 pertany a l’interval T � i ���F©^X . Perexemple,tindremqueP>Ã � �F=-
�� Þ<Ã© � �>=

�� P b � c ��� o�8 
" � � �>=��7� i 
 � �>=��7��0�
 � �>=?�7�F�-
 � �>=��7�<©&
��
o tamb́equeP>Ã � �<©

�� Þ<Ã© � �F©&
�� P b � c ��� o:9 
" � � �F©?�7� i 
 � �F©?�7��0�
 � �F©H�7�F=-
 � �F©?�7�F�

 �
En generalesté el resultatsegüent:.

Teorema: donadaP unafunció ambderivadescont́ınuesfinsaordrȩ
�+ , sigui Þ � � ��
 el polinomiinterpoladorenelspuntsÄ � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � .

Aleshores,l’error (absolut)comèsenaproximarP Ã � � J 
 per Þ Ã� � � J 
 , perK _MÄ / �-+*� ����� � ¸ Å ésdonatperP Ã � � J 
�� Þ Ã� � � J 
��P b � Ç 0 c ��� o07 
�é¸ � +

 � � � J �7� i 
F����� � � J �E� J&9 0 
 � � J �7� J�Ç 0 
F����� � � J �7� � 
��
on � o07 _�T � i ��� � X .

Peraquestaraó noméspodremfer aproximacionsde P Ã � ��
 en les abscisses
d’interpolacío. Mostremaralesfórmulesbàsiquesmésusuals.

3.1.2. Difer ènciescap endavant i difer ènciescentrades

Persimplicitat,suposaremquelesnostresabscissesestrobenequiespaciades,

ésa dir, entreduesabscissesconsecutivesqualssevol la dist̀anciaéssempre;
. A més,si suposemquevolemaproximarP Ã � � i 
 , habitualmentcentremla

taulad’abscissesentornseu.Ésadir, lesescriurem� J ��� i � K ; � KÎ� / � <U+*� <~!:� �����
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Per exemple,si a partir de la taula 3.1 de la funció P � ��
 volem aproximarP Ã � !$
 , numeremlesabscissesdemaneraque � i �2! :K �H! �j+ = + !� J + � ' + � ) � ! � + ! � !P J + � ! '*/�# ! " + � .B%�"�"�' + 
?>A@B
C	D�?�DE + � %�'�.�)�( ! + � "�" ! '�.$#
En aquestexempleesté

; � / � + .
Lesduesfórmulesqueintroduiremenprimer lloc esbasena aproximarP � ��

per Þ40 � ��
 , polinomi interpoladordegrauméspetit o igualque + . Enel primer
cas,aquestainterpolacío esportaa termeenelspunts � � i �LP i 
 i � � 0 �LP 0 
 , men-

tre queenel segon la interpolacío esportaa efecteenelspunts � � 9 0-�LP 9 0�
 i� � 0 �LP 0 
 .� En el primercashemcomentat,aplicantel mètodedeNewton, tenimqueP � ��
Ë� Þ�0 � ��
���P�T � i X � P�T � i ���40�X � ���7� i 
��P i � P�0���P i��0��7� i � ���7� i 
��2P i � P�0���P i; � �D�7� i 
��
d’on esdedueixque P>Ã � ��
���Þ<Ã 0 � ��
�� P�0[�EP i;
i, pertant,que P>Ãi �2P>Ã � � i 
���Þ<Ã 0 � � i 
�� P�0���P i; �
Ésadir, si

;
ésproupetita(encascontraril’error potsermolt gran),podem

aproximar P Ãi � P�0���P i; (3.2)

o, equivalentment,P Ã � � i 
�� P � � i � ; 
���P � � i 
; � P � ��0�
G��P � � i 
; �
Aquestquocients’anomenadifer ència cap endavant en el punt � i . Si

l’apliquemenel nostreexemples’obt́eP Ã � !$
[�2P Ãi � P�0���P i; � + � %�'�.�)�( ! ��+ � % + # !�! ./ � + � / � (�($#*.�)*/ �� La segonafórmulaprové d’aproximar P � ��
 pel seupolinomi interpolador

a lesabscisses� 9 0 i ��0 :P � ��
Ë� Þ�0 � ��
���P�T � 9 0çX � P�T � 9 0����40�X � ���7� 9 0�
��P 9 0 ��P 0 ��P 9 0��0[�7� 9 0 � ���7� 9 0�
��2P 9 0 �6P 0 ��P 9 0! ; � �D�7� 9 0�
 �
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Anàlogamental casanteriorP Ã � ��
���Þ Ã 0 � ��
�� P�0���P 9 0! ; �
d’on s’obt́e l’anomenadaaproximacío de la derivadaper difer ència cen-
trada: P>Ãi � P�0���P 9 0! ; (3.3)

o, equivalentment,P Ã � � i 
�� P � � i � ; 
���P � � i � ; 
! ; � P � �40�
G��P � � 9 0�
! ;
Amb aquestafórmula,l’aproximacío quetenimper P Ã � !$
 ésP Ã � !$
���P Ãi � P�0���P 9 0! ; � + � %�'�.�)�( ! ��+ � .B%�"�"�' +!m� / � + � / � (�) + )*/$" �
Observeuquehi hacertadiscrep̀anciaentreambduesaproximacions.Sense
entraren l’estudi de l’error encadaunadelesduesfórmulespresentades,

usdiremúnicamentque,engeneralP>Ãi � P�0���P i; �GF � ; 
P Ãi � P�0���P 9 0! ; �GF � ; = 
��
on

F � ; 
 indica que l’error en la primera fórmula, difer ència cap en-
davant, és aproximadamentde la forma V%H ; , amb VIH una constantde-
sconeguda. De la mateixamanera,

F � ; = 
 en la fórmulade la difer ència
centradaensindicaquel’error quecometemambaquestaaproximacío és
deltipus V%J ; = , amb V%J unaaltraconstantdesconegudaa priori . Enel nostre

exempleaixò voldriadir queP Ã � !$
[� / � (�($#*.�)*/ � ambunerrordela forma V H ��+ / 9 0
si fem servirdiferènciacapendavanti queP Ã � !$
�� / � (�) + )*/$" � ambunerrordela forma V%J���+ /:9 =
si fem servirdiferènciacentrada.Pertant,observeuque,coma regla gen-
eral, l’aproximacío per diferènciacentradade la derivadaés millor que

l’obtingudautilitzant diferènciacapendavant.

Activitat 16

Doneuaproximacionsper a P Ã � + � ) 
 i P Ã � ! � +

 , de la mateixataula, fent ½
Recordeu que si el grau del

polinomi interpolador és alt,
aleshores es dóna el
fenomen de Runge: per tant
més alt cal entendre-ho com
fins a grau ; , § .

servir la fórmuladela diferènciacentrada.

A partirdela mateixaidea,podemobtenirfórmulesmésacurades(ambmenys

error), interpolant P � ��
 per polinomisde graumésalt� . En particular, si in-
terpolem P � ��
 en els punts Ä � � J �LP J 
 Å J ¨ 9 = n ¦ï¦ï¦ n = per Þ<© � ��
 , i el reescrivim de

maneraconvenient,obtenimla fórmulasegüent:
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�� ++-! ; � �HP*= �z' P�0�� ' P 9 0 � P 9 =-
 (3.4)

ésa dir, P Ã � � i 
Ë� Þ Ã© � � i 
�� ++-! ; � �HP � � i � ! ; 
 �' P � � i � ; 
�� ' P � � i � ; 
 � P � � i ��! ; 
�
��
l’error dela qualésdel tipus

F � ; © 
 . Observeuquel’error éssignificativament
méspetit (pertantl’aproximacío ésmillor), per̀o acanvi necessitacoǹeixerel

valordela funció P � ��
 enméspunts.Aplicant aquestafórmulatenimP Ã � !$
 � P Ãi � ++-!�� / � + � �j+ � "�" ! '�.$#��' ��+ � %�'�.�)�( ! � ' �$+ � .B%�"�"�' + � + � ! '*/�# ! " 
u� / � (�)�"$#*' �
Exemple14

Considereula taulasegüentdevalorspera la funció P � ��
[� prqtsu�+ � ¼ o :� J P J � J P J+ � ( / � + ($#*)*/$)�)�' ! � + / � /$)B% + #*.�.�)�'+ � # / � + "�. + #�#�#*( ! � ! / � /$'*/$(B%�#*) +-!+ � ' / � + .�' + % + . ! ! � . / � /$($#*)�"*/$'�($#+ � ) / � +-! . +-!,+ (�( ! � % / � /$"�( + '*/�/$)B%! � / / � + /$'�.�)*/$) +
VolemaproximarP Ã � !$
 prenent

; � / � ! i
; � / � + i comparar-ho despŕes

ambel valor real P Ã � !$
��6� / � + %�"*/�#*(�. + . Aix ı́ doncs,� Pera
; � / � ! cal considerarabscissesequidistantsadist̀ancia

; � / � ! .
En el nostrecasequival a prendreel trosdetaulasegüent:� J P J+ � ( / � + ($#*)*/$)�)�'+ � ' / � + .�' + % + . !! � / / � + /$'�.�)*/$) +! � ! / � /$'*/$(B%�#*) +-!! � % / � /$"�( + '*/�/$)B%
Aplicant la fórmula(3.4)s’obt́eP Ã � !$
 � ++-!�� / � ! � � / � /$"�( + '*/�/$)B%��' � / � /$'*/$(B%�#*) +-!U� ' � / � + .�' + % + . ! �z/ � + ($#*)*/$)�)�' 
��� / � + %�"*/$)*/$"$# �
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Observeuquel’error comèshaestat,aproximadament,3f� / � + %�"*/�#*(�. +�� � � / � + %�"*/$)*/$"$# 
�3£� / � + % ! ( �$+ / 9 © �� Pera
; � / � + , necessitemla partsegüentdela taulainicial:� J P J+ � ' / � + .�' + % + . !+ � ) / � +-! . +-!,+ (�(! � / / � + /$'�.�)*/$) +! � + / � /$)B% + #*.�.�)�'! � ! / � /$'*/$(B%�#*) +-!

En aquestcasla fórmula(3.4)s’escriuP>Ã � !$
 � ++-!Ï� / � + � � / � /$'*/$(B%�#*) +-! �' � / � /$)B% + #*.�.�)�' � ' � / � +-! . +-!,+ (�(~��/ � + .�' + % + . !$
�6� / � + %�"*/�#�# ! % �
Ara l’error comèshaestat,aproximadament,3f� / � + %�"*/�#*(�. +�� � � / � + %�"*/�#�# ! % 
�3£� ) � . �$+ / 9 § �

.

Apr oximaci ó numèrica de la deriv ada

Donada una taula de valors Ä � � J �LP J 
 Å J ¨ 9 � n ¦ï¦ï¦ n � , amb abscisses

equidistants� J � � i � K ; , K@�K<U+*� <Ï!:� ����� les fórmulessegüents
proporcionenunaaproximacío de P Ãi �2P Ã � � i 
 :� Diferènciacapendavant: P Ãi � P�0���P i; �GF � ; 
 �� Diferènciacentrada: P Ãi � P 0 �EP 9 0! ; �LF � ; = 
 �� Diferènciacentradadegrau

%
:P>Ãi ��Þ<Ã© � � i 
�� ++-! ; � �HP*= �z' P�0�� ' P 9 0 � P 9 =-
 �GF � ; © 
 �
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Activitat 17

Considereula tauladevalorssegüent,corresponentaunacertafunció P � ��
 :� J P J+ � /�/ + � "*/$)�"B%+ � ! " + � (�)�'B%�.+ � "*/ + � )*/*%�. !+ � #*" ! � +-! )�" !! � /�/ ! � .�(B%�"�)
CalculeuaproximadamentP Ã � + � "*/ 
 fent servir les tres fórmulesdel re-

quadreanterior.

3.2. Integració numèrica

3.2.1. Intr oducció

Una altra de les aplicacionsde la interpolacío polinomial és la integracío

numèrica,queproporcionafórmulesaproximadespercalcularintegralsdefinidesM e	 P � ��
%N�� � (3.5)

Anàlogamental ques’ha fet en el temade derivació numèrica,donaremles

ideesquecondueixenaaquestaaproximacíoper̀onoentrarem(noésel propòsit
d’aquestsapunts)enunestudiexhaustiudelsseusmètodesni del’error comès.

La calculadoraWiris té incorporatel càlcul de primitivesi, semprequeli és
possible,el fa servir per al càlcul d’integrals. Tamb́e té incorporadala inte-

gracíonumèricai, quanenfaústreuunavı́senla finestrainferior dela pantalla
(vegeula figura21).

Figura21: Integracío numèricaambla Wiris
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Aix ı́ doncs,pera aproximarl’expressío (3.5)consideremabscissesVÎ�2� i \��0 \ ����� \S� � �àW equiespaciades( � J �Ê� i � K ; , K�� / �-+*� ����� � ¸ ). SiÞ � � ��
 ésel polinomi interpoladordegrauméspetit o igual que ¸ de la taulaÄ � � J �LP J 
 Å J ¨ i5n 0 n ¦ï¦ï¦ n � , aleshorespodremaproximarM o ÿo ü P � ��
%N$�v� M o ÿo ü Þ � � ��
%N$� �
Tenint en compteque la part de la dretad’aquestaexpressío és la integral

d’un polinomi, que podemresoldreexplı́citament,podemdeduir fórmules
numèriquesaproximadespera (3.5).

3.2.2. Regladelstrapeziscomposta

Consideremprimerel caş ��+ . Observeuqueel polinomi interpoladoŕesde
grau + i s’obt́e,aplicantel mètodedeNewtonenelspunts � � i �LP i 
 , i � ��0-�LP�0�
 :Þ�0 � ��
[�2P i � P�T � i ����0�X � � �7� i 
[�2P i � P�0���P i��0��7� i � � �7� i 
 �
AleshoresM e	 P � ��
%N$� � M oPOo ü Þ40 � ��
%N$� � M oPOo ü P i ��P�0���P i��0��7� i � ���E� i 
%N$� �P i � ��P�0���P i�40[�7� i � ���7� i 
 =! Q oPOo ü �P i*� ��0[�7� i 
 � P�0���P i! � �40[�7� i 
����0[�7� i! � P i � P�0�
 �
Pertant,tenimque M e	 P � ��
%N��v� ��0��7� i! � P i � P�0�

o, si fem servirque

; ���40[�7� i ,M e	 P � ��
%N$� � ; ! � P i � P�0�
F� (3.6)

queésl’anomenadaregladel trapezi, at̀esque�40[�7� i! � P i � P�0�

noésaltracosaquel’ àreadel trapezidebase�40<�ã� i i alturesP i i P�0 (vegeula

figura22). Observeuquecomméspetitaésla base�40��E� i , millor aproxima
l’ àreadel trapezila integral de P � ��
 . La preguntanaturalésara la següent:

suposeuqueconsideremRH� � V � W�
��*! el puntmitjàdel’interval T V<�LWLX ; sabem,
perlespropietatsdela integral,queM e	 P � ��
%N$�v� M J	 P � ��
%N�� � M eJ P � ��
%N$�BS
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Figura22:
M e	 P � ��
%N$� i la sevaaproximacío perla regladel trapezi

per tant, què succeeixsi apliquemla regla del trapezia cadasubinterval i

despŕessumemelsseusresultats?Millora l’aproximacío dela integral inicial?

La respostáesśı. Dónalloc a unafórmulacompactaqueeviti aplicarla regla
diversesvegades?De seguidaveuremquetamb́e ésaix́ı. Observeuenprimer
lloc, gràficament,quea mesuraqueanemaugmentantel nombredesubinter-

vals l’aproximacío va millorant (vegeula figura23). Estudiem-hoperal cas

Figura23: Aproximacío de
M e	 P � ��
%N�� pera

"
i + / trapezis

enel qualdividim l’interval T VF�LWLX en
¢ � . subintervalsiguals. T

s’acostuma a anomenar
pas d’integració.

Donat l’interval T V<�LWLX definim
; � � W �2V,
�� ¢ � � W �2V,
�� . i considerem

les abscisses� i �SV i � J � � i � K ; , per a K`� / �-+*� ����� � . . Observeuque�F�H��� i ��. ; �¯V � � W1�EV£
��2W . CalculemP J , Kã� / �-+*� ����� � . . SabemqueM e	 P � ��
%N$�v� M o ·o ü P � ��
%N$�v� M oPOo ü P � ��
%N$� � M o�8oPO P � ��
%N$� � M o ·o�8 P � ��
%N$� �
Pertant,si apliquemla regladel trapeziacadaunad’aquestesintegralss’obt́e
que M e	 P � ��
%N�� � ; ! � P i � P�0�
 � ; ! � P�0 � P*=^
 � ; ! � P*= � P*�-
��; ! � P i � !�P�0 � !�P*= � P*�-
 �
La fórmulaques’obt́eenaplicarla regladel trapeziacadaundelssubintervals
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enelsqualss’hadividit l’interval T V<�LWLX inicial s’anomenaregladels trapezis
compostai ésdonadaperla fórmulasegüent:

.

Regla dels trapezis (composta):

Donatl’interval T VF�LWLX prenem
¢ È�+ subintervalsi definim; � W1�EV¢ � � J �¯� i � K ; � Kã� / �-+*� ����� � ¢

demaneraque � i �¯V , ��¡���W i P J �2P � � J 
 . AleshoresM e	 P � ��
%N$� �VU ¡ � P�
 �LW � ; = 
��
onU�¡ � P�
�� ; ! � P i � !�P�0 � !mP*= � ����� � !�P�¡ 9 = � !mP�¡ 9 0 � P�¡�
 �
Exemple15

Volemcalcularunaaproximacío deM 0�¦ �i ¦ � ¼ 9 o 8 N$�
fent servir la regla delstrapeziscompostaamb

¢ � " subintervals(vegeu

la figura24).

f(x) = e x2

0.25 0.250.25 0.250.5 0.50.75 0.751. 1.1.25 1.251.5 1.51.75 1.75

0.25 0.25

0.5 0.5

0.75 0.75

1. 1.

1.25 1.25

Figura24: Regladelstrapeziscompostaperla funció P � ��
�� ¼ 9 o 8
En aquestcastenim V�� / � " , W?�@+ � " i; � W1�EV¢ � + � " � / � "" � / � ! �
Pertant,consideremlesabscissesK / + ! . % "� J / � " / � # / � ) + � + + � . + � " �
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Si calculemP J �2P � � J 
 pera cadapuntobtenim� J / � " / � # / � ) + � + + � . + � "P J / � #�#*'�'*/ / � ( +-! (�. / � %�%�%�'�( / � ! )�' ! / / � + 'B%�" ! / � + /$"B%$/
AleshoresU � � P�
Ë� / � !! � / � #�#*'�'*/�� !�� / � ( +-! (�.Ï� !m� / � %�%�%�'�($�!m� / � ! )�' ! /�� !m� / � + 'B%�" ! �z/ � + /$"B%$/ 
1� / � .�)�(B%�( !
i aix́ı, M 0�¦ �i ¦ � ¼ 9 o 8 N$� �VU � � P�
[� / � .�)�(B%�( ! �
Activitat 18

La funció P � ��
]�+X�Y �£oo no té primitiva expressablede maneraanaĺıtica i

pertantqualsevol integral definidadel tipusM e	 prqtsu�� N��
hadesernecess̀ariamentcalculadaapartirdemètodesnumèrics.Apliqueu

la regladelstrapeziscompostapercalcularM[ZZ �ç= prqts1�� N$�
amb

¢ � ' subintervals.

3.2.3. RegladeSimpsoncomposta

La deduccío de la regla de Simpsoncorresponal casen què en l’intervalT V<�LWLX interpolemP � ��
 perunpolinomi degrauméspetit o igual que ! , Þ = � ��
 .
Aleshores M e	 P � ��
%N$� � M e	 ÞF= � ��
%N�� �
NoteuqueÞ>= � ��
 éssenzillamentunapar̀abola.Aix ı́ la reglade Simpsonper

a un únic interval s’expressadela manerasegüent:M e	 P � ��
%N��v� ; . ­ P � V£
 �`% P ­ V � W! ® � P � W�
 ® � (3.7)

Anàlogamental casdela regladelstrapeziscomposta,podemsubdividir l’in-

terval donat T VF�LWLX en diferentssubintervals, tots ells de la mateixalongitud,
i obtenir aix́ı una fórmula derivadad’aplicar a cadasubinterval la regla de

Simpson(vegeula figura25).
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Figura25: Aproximacío de
M e	 P � ��
%N$� perla regladeSimpson

Fem-hotamb́e per a un valor petit
¢

de subintervals abansde donar l’ex-

pressío general.Aix ı́, doncs,considereml’interval T V<�LWLX i el dividim en
¢ � .

subintervalsiguals.Comenel casdela regladelstrapeziscomposta,escrivimM e	 P � ��
%N��v� MC\ O P � ��
%N�� � MC\ 8 P � ��
%N�� � M%\ · P � ��
%N��4�
on �B0 , ��= , ��� són els tres subintervals (de la mateixalongitud) obtinguts,i
aproximemcadaunad’aquestesintegralsperla integraldelcorresponentpoli-

nomi interpoladordegrauméspetit o igual que ! . Aix ò implica quehaurem
deconsiderartresabscissesencadainterval � � : elsseusextremsi el puntmitjà

corresponent.Pertant,encadaun delssubintervalstindrem�B0?R abscisses:� i ����0-���F=B���=�R abscisses:�>=*���F�*���<©*�����R abscisses:�F©���� � ��� ; �
on ��0 ésel punt mitjà de l’interval T � i ���>=�X , �F� de l’interval T �F=*���F©5X i � � deT �<©���� ; X . Aquestapartició de T V<�LWLX equival a considerar� i ��V i a definir les

abscisses� J ��� i � K ; � KD� / �-+*�L!:� ����� �L! ¢ � on
; � W���V! ¢ �

Calculantaleshoreselsvalors P J corresponentsi aplicantla regla deSimpson
a cadasubinterval �r� s’obt́eM e	 P � ��
%N�� � M o 8o ü P � ��
%N�� � M o 9o�8 P � ��
%N�� � M o�]o:9 P � ��
%N�� �; . � P i �`% P�0 � P*=-
 � ; . � P*= �`% P*� � PB©-
 �; . � PB© �`% P � � P ; 
��; . � P i �`% P�0 � !�P*= �`% P*� � !mPB© �`% P � � P ; 
 �
A diferènciadel casdelstrapezis,enla regla compostadeSimpsonnecessita
coǹeixer P � ��
 en un nombresenard’abscisses.Aleshoresla regla general

s’escriuaix́ı:
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.

Regla de Simpson (composta):

Donat l’interval T VF�LWLX prenemun nombre
¢ È + de subintervals i

definim � i �¯V ,; � W���V! ¢ � � J ��� i � K ; � Kã� / �-+*� ����� �L! ¢
i P J �2P � � J 
 . AleshoresM e	 P � ��
%N��v�_^�¡ � P�
 �LW � ; © 
��
on^ ¡ � P�
�� ; . � P i �`% P 0 � !mP = �`% P � � ����� � !mP =r¡ 9 = �`% P =r¡ 9 0 � P =r¡ 

Exemple16

Consideremnovamentl’exemple3.2 i calculemla mateixaaproximacío

fent servir la regla deSimpson(composta)per a
¢ � . subintervals (un

exempledecomesveugràficamentpera
¢ �2! subintervalsel teniuenla

figura26). Enel nostrecastenim

−0.4 −0.2  0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

−0.4

−0.2

 

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0.6 0.8 1. 1.2 1.4

Figura26: Aproximacío perSimpson:dossubintervals

; � Wu��V! ¢ � + � " � / � "( � / � + (�(�(�(�($# �
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Pertant,podemconsiderarla taulaK � J P J/ / � " / � #�#*'�'*/�/$'+ / � (�(�(�(�(�($# / � (B% +�+ '*/*%! / � '�.�.�.�.�.�. / � %�)�)�.�" + '. + � / � .�($#*'$#*)B%% + � + (�(�(�(�($# / � ! "�(�.$#*"�'" + � .�.�.�.�.�.�. / � + (�)*/ + .�.( + � " / � + /$"�.�)�) !
Aleshores, M 0�¦ �i ¦ � ¼ 9 o 8 N$� �`^�� � P�
��
on ^�� � P�
Ë� / � + (�(�(�(�($#. � / � #�#*'�'*/�/$'~��% � / � (B% +�+ '*/*%��!�� / � %�)�)�.�" + 'Ï�`% � / � .�($#*'$#*)B%j� !�� / � ! "�(�.$#*"�'$�% � / � + (�)*/ + .�.Ï��/ � + /$"�.�)�) !$
�� / � .�)B%�'�'�( +
Activitat 19

Apliqueula regladeSimpsoncompostapercalcularM[ZZ �ç= prqts1�� N$�
amb

¢ � % .
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Resum

Enaquestmòduls’havolgutintroduirl’estudiantenl’ úsd’algorismesnumèrics
pera la resolucío deproblemesdedifı́cil si no impossibleresolucío anaĺıtica.
S’hanpresentatalgorismesbàsicsendueslı́niesdiferents:càlcul dezerosde

funcionsi interpolacío de funcions;derivan en aquestúltim apartatun altre
apartatd’aplicacionsa la derivació i la integracío numèricadefuncions.



c
�

FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 67 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric

Exercicis d’autoavaluació

+ � � Sabemquela funció P � ��
 �É� .~� � � prqIs � ��
 � � té un zeroen l’inter-
val T / �L!&X . Calculeu-loambunaprecisío de + /:9 © aplicantel mètodede la
biseccío. Quantesiteracionscalen?! � � Repetiuel càlcul anterioraplicantel mètodedeNewton, prenent� i �6!
coma valor inicial i ambunaprecisío de + /:9 0 = .. � � Resoleuel mateixproblemaaplicantarael mètodede la secant,a partir
delspunts� i � / i � 0 �2! , i ambunaprecisío de + / 9 0�0 .% � � Apliqueuel mètodedela regulafalsi al mateixproblemaambvalorsini-
cials � i � / i �40[��! i unaprecisío de + / 9 § ." � � Calculeuel polinomi interpoladorÞF� � ��
 dela taulasegüent:� J / � ! / � ' + � . + � )P J . ! � ! + � # ! � +
fentservirel mètodedeLagrange.Un copobtingutÞF� � ��
 , desenvolupeu-lo

enpot̀enciesde � i calculeuÞ>� � +

 fentservir la regladeHorner.( � � D’una funció P ésconeixenelsvalorssegüents:� J � / � " ! . . � "P J ! . �j+ / � "
Utilitzant el mètodede Newton, calculeuel polinomi Þ � � ��
 quela inter-
pola. Feu-loservir per donarunaaproximacío, ÞF� � +

 , de P � +

 . AvalueuÞF� � +

 usantla regladeHorner. Quinpolinomiinterpoladors’obt́esi afegim

la dada � �<©��LPB©

�� � / �-+ � !$
 ?# � � Considereula tauladevalorssegüent,corresponentaunafunció P � ��
 :� J � / � " / � + + ! � "P J ! � " ! # . � '$#*) ( � %�" ! + / � .B%�(
Useuinterpolacío inversaper a donaruna aproximacío del valor Q que

compleix P � QG
[� ) .' � � Calculeuel polinomid’Hermitecorresponenta la tauladevalorssegüent:� J ! . %P J # � . ! " ' � )$#*" ( � / + 'P ÃJ ! � ! .B% � / � %�"�. + � / + '
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FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 68 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric) � � Feuservirla regladelstrapeziscompostaperatrobarunaaproximacío de
la integral M ©� 
Ia � � � + � « su�bN$�
amb

¢ � % � ' i + ( subintervals.+ / � � Apliqueula fórmuladeSimpsoncompostapera aproximarla integralM 0i � = ¼ o 8 N$�
amb

¢ � " subintervals.
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Solucionaric

Activitats+ � � Si definim P � ��
m� ¼ 9 o ��� © , trobarunasolucío de l’equacío ¼ 9 o ��� ©
ésequivalenta trobarun zerode la funció (cont́ınua) P � ��
 . Busquemara

un interval T VF�LWrX on P presentiun canvi de signe. Aix ò podemfer-ho a
partir de la seva gràficao bé calculant P � ��
 en unasèrie de punts. En el

nostrecaspodemcomprovar queen V{� / i WU� . esté P � V,
��Á+ �6/ iP � W�
u��� '*/ � )�"*/ ! \ / . Pertant,existeix Q�_�T / � . X quecompleix P � Q�
1�/
. Aleshores,esté¸ � � longitudde � �+ T / � /�/�/�/�/�/�/�/ �-+ � "*/$/�/�/$/�/�/ X + � "*/�/�/�/�/! T / � #*"*/�/�/�/�/�/ �-+ � "*/$/�/�/$/�/�/ X # � "*/�/�/�/�/ �$+ / 9 0. T / � #*"*/�/�/�/�/�/ �-+ � +-! "*/�/$/�/�/ X . � #*"*/�/�/�/ �$+ /:9 0% T / � #*"*/�/�/�/�/�/ � / � )�.�#*"*/$/�/�/ X + � '$#*"*/�/�/ �$+ / 9 0" T / � #*"*/�/�/�/�/�/ � / � 'B%�.$#*"�/�/�/ X ) � .$#*"*/�/�/ �$+ / 9 =( T / � #*)�(�'$#*"*/�/ � / � 'B%�.$#*"�/�/�/ X % � (�'$#*"*/�/ �$+ /:9 =# T / � #*)�(�'$#*"*/�/ � / � ' ! /$. +
! "$/ X ! � .B%�.$#*"*/ �$+ / 9 =' T / � '*/$'�"�)�.$#*" � / � ' ! /$. +
! "$/ X + � + # + '$#*" �$+ /:9 =) T / � ' + %�%�"�. + . � / � ' ! /$. +
! "$/ X " � '�"�)�.$#*" �$+ / 9 �

Pertant,podemdonarcomarespostaqualsevol valordel’intervalT / � ' + %�%�"�. + . � / � ' ! /$. +-! "*/ X . Habitualment,s’acostumaa donarel seupunt
mitjà, queenaquestcasés

/ � ' + #*.�' ! ' + , ésa dir, Q�� / � ' + #*.�' ! ' + . Com-

proveu que P � / � ' + #*.�' ! ' +

�� � / � /�/*%�#*) + .�" i observeu que el nombre
(mı́nim) d’iteracionsnecess̀ariesper a obtenir la precisío volgudaés

)
, i

espot deduirdela fórmula¢ � ° « s � 9 i0 i5¶ 8« s?!A´ � +�� ) �
! � � Consideremla funció (cont́ınua) P � ��
E� !�prqIsu�`�2� i busquemQÉ_T À4�*!:�rÀ>X quecompleixi P � Q�
H� / ambunaprecisío de + / 9 = . Si apliquem
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el mètodedela biseccío s’obt́e la taulad’aproximacionssegüent:¸ � � longitudde � �/ Tß+ � "$#B/�#*)�(�.�. � . � + % + "�) ! (�" X + � "$#B/�#*)�(�.�.+ Tß+ � "$#B/�#*)�(�.�. �L! � .�"$( + )*%�%:) X # � '�"�.�)�' ! �$+ /:9 0! Tß+ � "$#B/�#*)�(�.�. �-+ � )�($.B%�)$"B% +5X . � ) ! (�)�) +m�$+ / 9 0. Tß+ � #*($# + %�"�'$# �-+ � )�($.B%�)$"B% +5X + � )�(�.B%�)�" �$+ / 9 0% Tß+ � '�(�"�. ! /$(B% �-+ � )�($.B%�)$"B% +5X ) � ' + #&%�#�# �$+ /:9 =" Tß+ � '�(�"�. ! /$(B% �-+ � ) + %�%$/�'*/ !&X % � )*/$'$#*.�) �$+ / 9 =( Tß+ � '�'�)�'�(B%�.�. �-+ � ) + %�%$/�'*/ !&X ! � %�"B%�.�(�) �$+ /:9 =# Tß+ � '�'�)�'�(B%�.�. �-+ � )*/ !,+ .$( + ' X + � !�! # + '�" �$+ / 9 =' Tß+ � '�'�)�'�(B%�.�. �-+ � '�)$(*/�/$/ ! " X ( � + .�"�) ! . �$+ / 9 �
Si donemel punt mitjà de l’ últim interval coma aproximacío tenim Q��+ � '�) ! )�. !�! ) i P � + � '�) ! )�. !�! ) 
u� / � /�/*% + )*/*% + .. � � Consideremla funció P � ��
�� � ! � !$
 o � � + � +

Â� � " � " . Aleshorestrobar Q
solucío del’equacío � ! � !$
 o � � + � +

Â� �z" � " equival a trobar Q , puntdetall
delescorbes

x � � ! � !$
 o i
x � � + � +

Â� �v" � " . Dela mateixamanera,equival

atrobar Q , zerodela funció cont́ınua P � ��
 . Segonss’observaenla figura4,
aquestesgràfiquesestallenenunpuntsituatenl’interval T VF�LWrX��6Tï!:� % X . En
efecte,P � V£
��2P � !$
��6�H! � '�( \ / i P � W�
��2P � % 
[��+ . � " ! "�(Î��/ . Aplicant

el mètodedela Biseccío obtenimelsintervalssegüents:¸ � � longitudde � �+ Tï! � /�/�/�/�/�/�/�/ � . � /�/$/�/�/$/�/�/ X + � /�/�/�/�/�/! Tï! � "*/�/�/�/�/�/�/ � . � /�/$/�/�/$/�/�/ X " � /�/�/�/�/�/ �$+ / 9 0. Tï! � "*/�/�/�/�/�/�/ �L! � #*"�/�/�/$/�/�/ X ! � "*/�/�/�/�/ �$+ /:9 0% Tï! � ( ! "*/�/�/�/�/ �L! � #*"�/�/�/$/�/�/ X + � ! "*/�/�/�/ �$+ / 9 0" Tï! � (�'$#*"*/�/�/�/ �L! � #*"�/�/�/$/�/�/ X ( � ! "*/�/�/�/ �$+ / 9 =( Tï! � (�'$#*"*/�/�/�/ �L! � # + '$#*"�/�/�/ X . � +-! "*/�/�/ �$+ /:9 =# Tï! � #B/$. +-! "*/�/ �L! � # + '$#*"�/�/�/ X + � "�( ! "*/�/ �$+ / 9 =' Tï! � # + /$)�.$#*"*/ �L! � # + '$#*"�/�/�/ X # � ' +-! "*/�/ �$+ /:9 �
Observeu que si volem una aproximacío de Q molt més precisacal un

nombreconsiderabled’iteracions. Igual queabansdonemcom a aprox-
imació de Q el puntmitjà del’ últim interval: ! � # + %�'B%�.$#*" . ComproveuqueP � ! � # + %�'B%�.$#*" 
�� / � / + #*(�'�'*/�/ i queel nombred’iteracionsnecess̀ariesés'
. Efectivament, ¢ �¬° « s © 9 =0 i5¶ 8« s?!A´ � +�� ' �

Pertrobarl’altra arrel procedimde maneraaǹaloga: noteuque P � � ( 
~�
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����~+ � /$"$#*. +]\ / . Aleshores,¸ � � longitudde � �+ T � " � /�/�/�/�/�/�/�/ �-� % � /�/�/�/�/�/�/$/ X + � /�/�/�/�/�/! T � " � /�/�/�/�/�/�/�/ �-� % � "*/�/�/�/�/�/$/ X " � /�/�/�/�/�/ �$+ / 9 0. T � " � /�/�/�/�/�/�/�/ �-� % � #*"*/�/�/�/�/$/ X ! � "*/�/�/�/�/ �$+ /:9 0% T � " � /�/�/�/�/�/�/�/ �-� % � '$#*"*/�/�/�/$/ X + � ! "*/�/�/�/ �$+ / 9 0" T � " � /�/�/�/�/�/�/�/ �-� % � )�.$#*"*/�/�/$/ X ( � ! "*/�/�/�/ �$+ /:9 =( T � " � /�/�/�/�/�/�/�/ �-� % � )�(�'$#*"$/�/$/ X . � +-! "*/�/�/ �$+ / 9 =# T � % � )�'B%�.$#*"*/�/ �-� % � )�(�'$#*"$/�/$/ X + � "�( ! "*/�/ �$+ / 9 =' T � % � )�'B%�.$#*"*/�/ �-� % � )$#*(�"�( ! "�/ X # � ' +-! "*/�/ �$+ /:9 �
PertantpodemprendreQ7��� % � )�'*/*%�(�'$#*" . Comproveuqueenaquestpunt
el valorde P ésproupetit: P � � % � )�'*/*%�(�'$#*" 
u��� / � /�/ + #�#*)B%�( .% � � Si dibuixeulesgràfiquesdelesfuncions

x � ¼ o �{! i
x �¯� podeuobser-

var queestallenúnicamenta dospunts Q�0 , Q4= situats,aproximadament,a
propde �Ñ����! i � ��+ , respectivament.Aix ı́ doncs,apliquemel mètode

deNewton,queenel nostrecasequival a la fórmularecurrent� J�Ç 0 �}� J � P � � J 
P Ã � � J 
 �¯� J � ¼ o 7 ��!��7� J¼ o 7 ��+
En el cas Q 0 , prenemvalor inicial � i ���H! i obtenimla taulasegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ ��! � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/+ �~+ � 'B%�.B%�' ! .�"$# ! "*/$.$.B%�" + � "�(�" + ' �$+ /:9 0! �~+ � 'B% + %$/$(*/$(�( + "$#*) ! ($( ! � /�#*( ! ) �$+ /:9 �. �~+ � 'B% + %$/$"�(�(*/*%�.�(�)�#*( ! % � /$"$# !,+m�$+ /:9 §% �~+ � 'B% + %$/$"�(�(*/*%�.�(�)$(*/�( + � "�"B%�. +��$+ /:9 0�©
D’aquestamaneraesté Q�0��S�~+ � 'B% + %$/$"�(�(*/*%�.$#B/ . Podeucomprovar queP � �~+ � 'B% + %$/$"�(�(*/*%�.$#B/ 
�� / � /�/�/�/�/�/ ����� .
Anàlogament,peracalcular Q4= prenem� i �6+ i obtenimK � J 3 � J �7� J&9 0 3/ + � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/+ + � + (�.�)�"�.B% + .$#*.�'�(�" ! ) + � (�.�)�"�. ��+ / 9 0! + � + %�(B% !,+�+ '�"*/*%�.*/�/�'�( + � #*"�. !�!~��+ / 9 =. + � + %�( + )�. ! "�'$#B/*%�%�)$'$# ! � ! #*) ! ( ��+ /:9 ©% + � + %�( + )�. !�! /$( ! /$"�'$.�( . � '*/$'�.�) ��+ /:9<�" + � + %�( + )�. !�! /$( ! /$"�' ! " + � +�+ / !�! �$+ /:9 0 �
Pertant, Q = �|+ � + %�( + )�. !�! /$( ! /$( , ambun error inferior a + / 9 0 = (de fet,
inferior a + / 9 0�© ). Comproveu que P � + � + %�( + )�. !�! /$( ! /$( 
�� �H! � !�! /*%�" �+ / 9 0 ; .
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FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 72 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric" � � Si dibuixem les gráfiquesde les funcions � ! � !$
 o i � + � +

Â� �¹" � " podem
observar queestallen en dospunts: un en l’interval Tß� ( �-� % X i l’altre en

l’interval Tï!:� % X . En altresparaules,si definim P � ��
�� � ! � !$
 o � � + � +

Â�{�" � " , aquestafunció té duesarrelsen els intervals anteriors. Aleshores,

l’esquemadelmètodedeNewtonés� J�Ç 0 ��� J � P � � J 
P Ã � � J 
 ��� J � � ! � !$
 o07 � � + � +

Â� J � " � "� ! � !$
 o07 « s?! � !Ï��+ � + �
Pelprimerzeroprenemcondicío inicial � i ��� ( i obtenimK � J 3 � J �7� J&9 0 3/ � ( �+ � % � )�'�"�"�(�'$#&%�%�"$#*(�'�(�%�' + � / + %�%�.! � % � )�' !,+ /$)�(�(�)�) ! )�.�)�($# . � %�"�)*/�# �$+ / 9 �. � % � )�' !,+ /$)�(*/ ! "�( ! " !�! / ( � #*.�(�(�) �$+ / 9<�% � % � )�' !,+ /$)�(*/ ! "�( ! " !�! / \2+ / 9 0�©
Podeucomprovar que P � � % � )�' !,+ /$)�(*/ ! "�( ! " !$! / 
Ï� . � .�.�"*/ +��:+ / 9 0 ; . Per
tant Q�0Î�É� % � )�' !,+ /$)�(*/ ! "�( ! " !$! / ambunaprecisío de + /:9 0 = . Respecte
del segonzero,prenem� i �¯! i obtenimK � J 3 � J �7� J&9 0 3/ ! �+ . � /$" ! )�($#*.B%$/$)�'�(�'�($.�' + � /$" ! )$#! ! � #*"�)$#*)*/$"*/�#*"*/$"*/$.$)�" ! � )�. + #�# ��+ /:9 0. ! � # +-! #*"�.$#*"�.�"*/�/ ! /$/$( % � #B/$.�(�' ��+ /:9 =% ! � # +�+ (�'�.�'�(*/$)�.�'*/ ! )�( + � /$(�)�'�) ��+ / 9 �" ! � # +�+ (�'�.�. ! /$"B%�# ! .�#*) " � %$/$.�) +H��+ / 9 §( ! � # +�+ (�'�.�. ! /$"B%�# + /$/$. + � .$#*(�(�' �$+ / 9 0 �
Pertant, Q4=?�2! � # +�+ (�'�.�. ! /$"B%�# + /�/�. ambunerrorinferior a + / 9 0 = . Podeu
comprovarqueP � Q�=�
[� / . Enefecte,P � ! � # +�+ (�'�.�. ! /$"B%�# + /�/�. 
H� % � ! "*/�/�# �+ / 9 0 ; . Compareuel nombred’iteracionsefectuadesi la precisío obtinguda
ambla resolucío pelmètodedela biseccío.( � ��Ý # és l’arrel positiva de l’equacío P � ��
Î� / amb P � ��
��Ê� = � # . Si
escrivim enaquestcasl’algorismedeNewton tenim� J�Ç 0 ��� J � P � � J 
P Ã � � J 
 ��� J � � =J�� #!B� J �¯� J � � J! � #!B� J �
Observeuqueaquestafórmulanomésnecessitaoperacionselementals:sumes,
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restes,productesi divisions.Si apliquemaquestalgorismes’obt́eK � J 3 � J �7� J&9 0 3/ + �+ % � . �! ! � '$#*" + � +-! ". ! � (�"B%�'�) + .*/*%�.B%�#*' ! ( ! ! � ! / + /$) � � / +% ! � (B%�"$#*($#B/*%�% + )*/ ! '$)�) ) � +-! % ! ( � � /$." ! � (B%�"$#*" + . +�+�+�+�+ .�($)�. + � "$#*.�. + � � /$"( ! � (B%�"$#*" + . +�+ /$(B%�"�)�/�# % � ($#�#*'�( � ��+�+# ! � (B%�"$#*" + . +�+ /$(B%�"�)�/�# / � /�/�/�/�/ � ��/�/
Per tant, Ý # ��! � (B%�"$#*" + . +�+ /$(B%�"�)�/�# ambun error inferior a 0= �F+ / 9 0 i .
Podemdir -tot i querecordeuqueno ésestrictamentcorrecte-queaquesta

aproximacío téal menys + / xifresdecimalscorrectesfentservirl’arrodon-
iment.# � � Si apliquemel mètodedeNewton� J�Ç 0 ��� J � P � � J 
P Ã � � J 
 �}� J � � © J � ' � �J � ! % � =J � . !B� � + (% � �J ��! % � = �`%�' � � . !
la convergènciaésmolt lenta:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ . � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/+ ! � #*"*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ ! � "*/�/�/�/ �$+ / 9 0! ! � "�( ! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ + � '$#*"*/�/ �$+ / 9 0. ! � % !,+ '$#*"*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ + � %$/$( ! " �$+ / 9 0% ! � . + (B%$/$( ! "*/�/�/�/�/�/�/�/ + � /$"B%�(�) �$+ / 9 0" ! � ! .$#*.*/*%�(�'$#*"*/�/�/�/�/�/ # � ) + / + ( �$+ / 9 =...

...
...!,+ ! � /�/ ! .$#*'B%$/$.�.�( ! .�) + # # � ) ! '*/$( �$+ /:9 ©!�! ! � /�/ + #*'�.�'*/$"$# + /$"�. ! ( " � )B%�"�)�' �$+ /:9 ©! . ! � /�/ + .�.$#*)*/ + (�(�' +�+ .*/ % � %�"�)*/*% �$+ /:9 ©! % ! � /�/ + /�/$.B%�"$# +�+ .B% + "B% . � .B%�%�%�" �$+ / 9 ©! " ! � /�/�/�#*" ! )B%$/$.�'�)�( !�! ) ! � "*/$" + # �$+ / 9 ©! ( ! � /�/�/$"�(�" ! "*/$'$# ! '�" !�! + � '$#*(�)*/ �$+ / 9 ©

En canvi, at̀esquel’arrel buscadaté multiplicitat mésgranque + , podem
utilitzar el mètodedeNewton modificatincorporantla multiplicitat sospi-

tada.Aix ı́, perexemple,podemconsiderar� J^Ç 0 ��� J ��! P � � J 
P Ã � � J 
 �}� J ��! � ©J � ' � �J � ! % � =J � . !B� � + (% � �J ��! % � = �`%�' ��� . !
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queproporcionala tauladevalorssegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ . � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/+ ! � "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ " � /�/�/�/�/ �$+ / 9 0! ! � ! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ ! � "*/�/�/�/ �$+ /:9 0. ! � +-! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ + � ! "*/�/�/ �$+ /:9 0% ! � /$( ! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ ( � ! "*/�/�/ �$+ /:9 =" ! � /$. +-! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ . � +-! "*/�/ �$+ /:9 =( ! � / + "�( ! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/ + � "�( ! "*/ �$+ /:9 =# ! � /�/�#*' +-! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/ # � ' +-! "*/ �$+ /:9 �' ! � /�/$.�)*/$( ! "*/�/�/�/�/�/�/�/ . � )*/$( ! " �$+ / 9 �) ! � /�/ + )�"�. +-! "*/�/�/�/�/�/�/ + � )�"�. +-! �$+ / 9 �+ / ! � /�/�/$)$#*(�"�( ! "*/�/�/�/�/�/ ) � #*(�"�( ! �$+ / 9 ©+�+ ! � /�/�/*%�'�' ! ' +-! "*/�/�/�/�/ % � '�' ! ' +m�$+ / 9 ©+-! ! � /�/�/ ! %�% + %$/$( ! "*/�/�/�/ ! � %�% + % +m�$+ / 9 ©+ . ! � /�/�/ +-!�! /�#B/$. +-! "*/�/�/ + � !�! /�#B/ �$+ / 9 ©+ % ! � /�/�/ +-!�! /�#B/$. +-! "*/�/�/ \�+ / 9<�
En canvi, si usem� J^Ç 0 ��� J � . P � � J 
P Ã � � J 
 �}� J � . � © J � ' � �J � ! % � =J � . !B� � + (% � �Jm��! % � = �`%�' ��� . !
obtenim K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ . � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/+ ! � ! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/ # � "*/�/�/�/ ��+ /:9 0! ! � /$( ! "*/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/ + � '$#*"*/�/ ��+ / 9 0. ! � / + "�( ! "*/�/�/�/�/�/�/$/�/�/ % � (�'$#*"*/ ��+ / 9 =% ! � /�/$.�)*/$( ! "*/�/�/�/�/$/�/�/ + � + # + '�' ��+ / 9 =" ! � /�/�/$)$#*(�"�( ! "*/�/�/$/�/�/ ! � ) ! )�(�) ��+ / 9 �( ! � /�/�/ ! %�% + %$/$( ! "*/$/�/�/ # � . ! % !�!~��+ / 9 ©# ! � /�/�/�/$( + /$.�" + "�( ! "*/�/ + � '�. + /$" ��+ / 9 ©' ! � /�/�/�/$( + /$.�" + "�( ! "*/�/ \�+ / 9<�
queproporcional’aproximacío Q�� ! � /�/�/�/$( + /$.�" + "�( ! "*/$/ ambun error
inferior a + /:9<� . Si araprovemamb d�� % , ésa dir,� J^Ç 0 ��� J � %�P � � J 
P Ã � � J 
 �}� J � % � © Jm� ' � �J � ! % � =Jm� . !B� � + (% � �J ��! % � = �`%�' ��� . !
tenim problemesde càlcul efectiude les aproximacions� J ja queel de-

nominadores fa molt petit (i en conseq̈uència, P � � J 
��*P Ã � � J 
 es fa molt
gran). Pertant, prenemcom a millor aproximacío la corresponental casd�� . .
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Figura27: Gràficadela funció P � ��
�� « su�D� �o' � � Dibuixem(vegeula figura27) la funció P � ��
1� « su� � �o . Observeuque

presentaun zero Q enl’interval Tï!:� % X . Si fem servirel mètodedela secant
ambvalorsinicials � i �¯! i �401� % s’obt́e la seq̈uènciad’iteratssegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ ! � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/+ % � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/! . � +�+ ' + '�"*/�#*"�.�'*/$'$($#$' ' � ' + ' + " ��+ / 9 0. ! � #*'�. ! %�)$#&%$/$.B%�#*' ! #$( . � .B%�)�.�" ��+ / 9 0% ! � '�( ! %�(B%�#B/�# + 'B%�(*% !h+ # � ) !,+ "*/ ��+ / 9 =" ! � '�"$#&%�)*/$(�"$#*"�)�'�'$"�.�" % � )$#&%$/$" ��+ / 9 �( ! � '�"$#*.�)*/$(B%�)B%�"�($#�.�($/ + � /�/�/�/$' ��+ / 9 ©# ! � '�"$#*.�)*/�#*'�.�" + #*)�/$'�% + � .B%$/$( +H��+ / 9 §
queproporcional’aproximacío Q6�Ê! � '�"$#*.�)*/�#*'�.�" + #�)*/�'B% ambunapre-
cisió superiora + /:9<� . Si, encanvi, apliquemel mètodede la regula falsi

-on recordeuqueencadaiteracío ensquedemambaquellsdospuntsque
presentencanvi designedela funció P - s’obt́eK � J 3 � J �7� J&9 0 3/ ! � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/+ % � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/+ . � +�+ ' + '�"*/�#*"�.�'*/$'$($#$' ' � ' + ' + " ��+ / 9 0! ! � ) + '$#&% ! #*)�)B% + '�'$'�"�. + � )�)B%�% !~��+ / 9 0. ! � '$# + )�.�"�'�"B%�'�(�" ! (�(�# % � (�'*/$(�) ��+ / 9 =% ! � '�(*/$'B%�"�" !�! "�'B%�%�.�' ! + � + /$)*/$. ��+ / 9 =" ! � '�"�' !,+�+ # + ' + .*/$(�#*'�. ! � (�.�.�'*/ ��+ / 9 �( ! � '�"$#*"�'�"�'$#*)�.�(*/ ! /�#$( ( � ! "�'�.�) ��+ / 9 ©# ! � '�"$#&%�.$# + %�)�.�'$#*"�/ + / + � %�'$#*.*/ ��+ / 9 ©' ! � '�"$#&%$/ + '*/ ! #&%�)�)$)*/�. . � "�.B%�(�( ��+ / 9<�) ! � '�"$#*.�)�.B%$/ ! .�. +�+ "�.�% ' � %$/�/*% !~��+ /:9<;
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queproporcionaQ7�2! � '�"$#*.�)�.B%$/ ! .�. +�+ "�.B% ambla precisío volguda.) � � Calculemels polinomisdeLagrangeassociatsa lesabscisses� i �Á�~+ ,�401� / , �F=H� % i �F�H� " :ô i$� ��
Ë� � ��� / 
 � � � % 
 � � � " 
� �j+?� / 
 � �~+?� % 
 � �~+?� " 
 �6� +.*/ � � � .+ / � = � !. �ô 0 � ��
Ë� � � � +

 � �v� % 
 � � � " 
� /m� +

 � / � % 
 � / � " 
 � +! / � � � !" � = �y+�+! / � � +ô = � ��
Ë� � � � +

 � �v� / 
 � � � " 
� %�� +

 � % � / 
 � % � " 
 ��� +! / � � � +" � = � +% �ô � � ��
Ë� � � � +

 � �v� / 
 � � � % 
� "�� +

 � " � / 
 � " � % 
 � +.*/ � � � ++ / � = � !+ " � �
Aleshores,el polinomiinterpoladordegrauméspetito igualque

.
esdonat

per ÞF� � ��
 � P i ô i�� ��
 � P�0 ô 0 � ��
 � P*= ô = � ��
 � P*� ô � � ��
��� " ô i$� ��
G� . ô 0 � ��
 � ! ô = � ��
�� % ô � � ��
��� � +�+! / � � � #! � = � #*)! / ��� . �+ / � � Si prenemÞ � ��
�� ( � � � . � = �`% ��� " tenim( / / � . % � "! � +-! ! % %�' )*/ + '�'( +-! ! % %�" )B% + '�. �
Pertant, Þ � !$
1��+ '�. . En el segoncas,Þ � ��
1��� § � � ;�� � ��� � © � � � �� = � � � + . Anàlogament:+ + + + + + + +! � ! ( + % .*/ ( ! +-! ( ! "B%+ . # + " . + (�. +-! # ! "�"
demaneraqueÞ � !$
��2! "�" .+�+ � � L’esquematriangulardediferènciesdivididesés��! � # #.+ / +(. � + .'B%! . � +�++-!� !." +
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i, pertant,el polinomi interpoladoŕesÞF� � ��
���� #?� #. � � � !$
 � +( � � � !$
 � � ��+

�� + .'B% � � � !$
 � ����+

 � ����!$
 �+-! � � L’esquemadediferènciesdivididesés�~+ / � .�($#*'$#*)B%�% +-! / � (�. !,+-! /$"�"�'�'/ + / � "B%�.*/$'*/$(�.B%�(+ � # + ' ! ' + ' ! '+ ! � # + ' ! ' + ' ! '
queproporcionael polinomi interpoladorÞF= � ��
�� / � .�($#*'$#*)B%�% +-! �{/ � (�. !,+
! /�"�"$'�' � � � +&
 �{/ � "�%�.�/$'�/$($.B%�( � � � +

í� �
RecordeuqueperaavaluarÞF= � ��
 enunpunt � donat,minimitzantel nom-
bred’operacionsnecess̀aries,convé reescriure’l dela manerasegüent:Þ>= � ��
�� / � .�($#*'$#*)B%�% +-! � � � � +

 � / � (�. !,+-! /$"�"�'�'~��/ � "B%�.*/$'*/$(�.B%�( ��
 �
Aleshores,ÞF= � / � " 
 � / � .�($#*'$#*)B%�% +-! � � / � "H� +

 � / � (�. !,+-! /$"�"�'�'$�/ � "B%�.*/$'*/$(�.B%�( � / � " 
[��+ � # ! .�.$#B/�#*"�"�.�" �+ . � � � V,
 Si calculemelvalorde Ý ¼ � ¼ 0!�ç= ambla Wiris s’obt́e + � (B%�'$# !,+-! #B/�# �
Pertant,l’error aproximatquecometemenaproximar¼ 0!�ç= per ÞF= � / � " 
 és ½

Si escrivim a la Wiris e ëíî f
s’obté en realitat 0�¦ ; © � § . Si
volem que ens proporcioni
aquest resultat amb més
xifres decimals podem variar
la precisió escrivint abans
l’ordre precisi ó(N); on ¡ és
el nombre de xifres volgudes.

� 01� """ ¼ 0!�ç= � ÞF= � / � " 
 """ �3ß+ � (B%�'$# !,+-! #B/�# ��+ � # ! .�.$#B/�#*"�"�.�" 3<� / � /�#&%�(B%�)B%�'B%�(�" �
Per altra banda,en l’exemple2.4 hem calculatuna estimacío de l’error
comésenaproximar¼ 0!�ç= per Þ>= � / � " 
 a partir dela fórmuladel’error enla
interpolacío. La fita obtingudahaestat� =H� """ ¼ 0!�ç= � ÞF= � / � " 
 """ 8 / � + (�)�'�) ! ( + % ! �
Fixeu-vosquelafitaaproximadadel’error ésgaireb́eeldobledela diferència
real: � 01� / � /�#&%�(B%�)B%�'B%�(�" \ / � + (�)�'�) ! ( + % !Î� � = �
Això és molt habitual ja que les fites proporcionadesper la fórmula de
l’error no sónmai tanprecisescomesvol.� W�
 Consideremarala funció P � ��
~� pLqts � ! � !B� � + � +

 . La seva taulade

valorscorresponenta lesabscisses
/ � +*� / � !:� / � % i

/ � " ésla següent:� J / � + / � ! / � % / � "P J / � )�(�'$# + " + /�/ + / � )�)�)�" ! "�'�.*/$( / � ) + #&%�.$#*)�"�"�. / � '*/$'B%�)�(B%$/*%
Aleshores:
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– L’esquemadediferènciesdivididescorresponent́es/ � + / � )�(�'$# + " + /�/ + / � .*/$' + /�#*.*/*%�)/ � ! / � )�)�)�" ! "�'�.*/$( �H! � .�)�" + "�"�(*/$"*/� / � % + /*%�.�)�.$#*(�( / � . ! )$#*"B%�" ! ) +/ � % / � ) + #&%�.$#*)�"�"�. �H! � ! (�. ! "�.$#*)�.�.�j+ � /$'�)B% + "�" + %�(/ � " / � '*/$'B%�)�(B%$/$.�'
i el polinomi interpoladorassociat:ÞF� � ��
Ë� / � )�(�'$# + " + /�/ + ��/ � .*/$' + /�#*.*/*%�) � �D� / � +

��! � .�)�" + "�"�(*/$"*/ � � � / � +

 � �v� / � !$
 �/ � . ! )$#*"B%�" ! ) + � � � / � +

 � �v� / � !$
 � �v� / � % 
 �

– AvaluemÞF� � / � . 
 usantla regladeHornerque,enaquestcas,s’escriuÞF� � ��
Ë� / � )�(�'$# + " + /�/ + � � � � / � +

 � / � .*/$' + /�#*.*/*%�) �� �D� / � !$
 � ! � .�)�" + "�"�(*/$"*/ ��/ � . ! )$#*"B%�" ! ) + � �D� / � % 
�
�
 �
i queproporcionaÞF� � / � . 
[� / � )�(�'$# + " + /�/ + � � / � . � / � +

 � / � .*/$' + /�#*.*/*%�) �� / � . � / � !$
 � ! � .�)�" + "�"�(*/$"*/j��/ � . ! )$#*"B%�" ! ) + � / � . � / � % 
�
�
��/ � )�' + #�#*.�)�.�)�) �

– Fentservir la Wiris obtenim P � / � . 
�� / � )�' !,+ "B%�. + # + .�' , de maneraque
l’error realenl’aproximacío és3 P � / � . 
�� ÞF� � / � . 
�3��3 / � )�' !,+ "B%�. + # +~� / � )�' + #�#*.�)�.�)�) 3£� / � /�/�/$.�'*/$.$#�# !D� / � .�' �$+ / 9 � �

– Si apliquemla fórmuladel’error enla interpolacío tenimP � / � . 
�� ÞF� � / � . 
[�P b © c ��� i ¦ � 
% � � / � . � / � +

 � / � . � / � !$
 � / � . � / � % 
 � / � . � / � " 
��
on �-i ¦ ��_�T / � +*� / � % X . Si prenemvalorabsoluttenim3 P � / � . 
�� Þ � � / � . 
�3h8"" P b © c ���-i ¦ �

 ""% � 3 � / � . � / � +

 � / � . � / � !$
 � / � . � / � % 
 � / � . � / � " 
�3£8! . � % ! "�(! % � / � !$
 = � / � +

 = � / � /�/�/$.�)*/*% ! ($# � / � .�) ��+ / 9 � �
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on hemutilitzat la fitaP b © c � ��
��2! . � % ! "�( pLqts � ! � !B� � + � +

 ª """ P b © c � ��
 """ 8�! . � % ! "�( �
Noteuquela fita teòricade l’error obtingudaésproperaa l’error realcal-

culatenl’apartatanterior. L’aproximacío és,pertant,satisfact̀oria.+ % � � Tenimla tauladevalorssegüent:dela funció P � ��
�� ¼ o :� J �j+ / +P J / � .�($#*'$#*)B%�% +-! + ! � # + ' ! ' + ' ! 'P ÃJ +
L’esquemadediferènciesgeneralitzadesassociat́es�~+ / � .�($#*'$#*)B%�% +-! / � (�. !,+-! /�/$"�(/ + / � .�($#*'$#*)B%�% +
 / � + #*" ! / +�+ )�./ + / � # + ' ! ' + ' ! '+ � # + ' ! ' + ' ! '+ ! � # + ' ! ' + ' ! '

�
D’aquestesquemaesdedueixel polinomi d’Hermitecorresponent:, � � ��
[� / � .�($#*'$#*)B%�% +-! ��/ � (�. !,+-! /�/$"�( � � � +

 �/ � .�($#*'$#*)B%�% + � � � +

Â� ��/ � + #*" ! / +�+ )�. � � � +

Â� = �
Tamb́eenaquestcas,pera avaluar ,ã� � ��
 en � � / � " , escrivim,Î� � ��
�� / � .�($#*'$#*)B%�% +-! � � � � +

 � / � (�. !,+-! /�/$"�($�� � / � .�($#*'$#*)B%�% + ��/ � + #*" ! / +�+ )�. ��
r

i obtenim , � � / � " 
z� + � (�"$#*(�(�)�"�"�.�. . Si comparemles aproximacions

obtingudesamb el valor real s’observa una millora respectede l’acon-
seguidaenl’activitat 12. Enefecte,Ý ¼ � + � (B%�'$# !,+-! #B/�#Þ = � / � " 
 � + � # ! .�.$#B/�#*"�"B% (activitat 12),ã� � / � " 
 � + � (�"$#*(�(�)�"�"�.�. �+ " � � A partir dela taulasegüent:� J �~+ . %P J + �H! %P ÃJ / + !
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esconstrueixl’esquemadediferènciesdivididesgeneralitzades�~+ + =�~+ + � . �:+ (� . � % " � . !. ��! # �:+ ( +-!,+
� '*/�/
 #*. � '*/ �~+ #B/�# � %$/�/�/. ��! " � #*)�. � %$/�/( � )% % � %�% %
queproporciona, � � ��
[��+�� .+ ( � � � +

 = � ". ! � � � +

 = � ��� . 
 �+-!,+'*/�/ � � � +

 = � ��� . 
 = � + #B/�#%$/�/�/ � � � +

 = � � � . 
 = � � � % 
 �
Peraavaluar-lo enel punt �v� / escrivim , � � ��
 dela formasegüent:, � � ��
Ë� + � � � � +

 = ­�� .+ ( � � �D� . 
u­ ". ! �� �D� . 
 ­ +-!,+'*/�/ � + #B/�#%$/�/�/ � � � % 
 ®H®�® �
Substitüınt en � � / s’obt́e , � � / 
[� % ! ($#! "*/ .+ ( � � A partir dela taulasegüent:K �H! �~+ = + !� J + � ' + � ) � ! � + ! � !P J + � ! '*/�# ! " + � .B%�"�"�' + 
D>g@B
C	C�h�DE + � %�'�.�)�( ! + � "�" ! '�.$#
calculem P Ã � + � ) 
 � + � % + # !�! . ��+ � ! '*/�# ! "/ � ! � / � (�' ! %�)P Ã � ! � +

 � + � "�" ! '�.$# ��+ � % + # !�! ./ � ! � / � ($#*'*/�# �+ # � � Donadala taulasegüent: � J P J+ � /�/ + � "*/$)�"B%+ � ! " + � (�)�'B%�.+ � "*/ + � )*/*%�. !+ � #*" ! � +-! )�" !! � /�/ ! � .�(B%�"�)
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tenimP Ã � + � "*/ 
 � ! � +-! )�" !j��+ � )*/*%�. !/ � ! " � / � )*/�/$' (capendavant)P Ã � + � "*/ 
 � ! � +-! )�" !j��+ � (�)�'B%�./ � " � / � '�( !,+ ' (centrada)P Ã � + � "*/ 
 � +. � �H! � .�(B%�"�)���' �
! � +-! )�" !]� ' ��+ � (�)�'B%�.�� + � "*/$)�"B% 
��/ � '�(B%�"�"�($# (centradad’ordre
%
) �+ ' � � Enaquestcas M[ZZ �ç= prqts1�� N$�

tenim Vv�@À4�*! i WÏ�@À . Si el nombredesubintervalsés
¢ � ' aleshores

el pasd’integraci ó
;

ésdonatper; � Wu�7V¢ � Àv�EÀ4�*!' � / � + )�(�.B%�)�"B% �
Aleshores,considerem,pera Kã� / �-+*� ����� � ' :� J �¯V � K]� ; � À ! � KU� / � + )�(�.B%�)�"B% � P J �2P � � J 
�� prqtsu� J� J �
quedonenlloc a la tauladevalorssegüent:K � J P J/ + � "$#B/�#*)�(�.�. / � (�.�(�( + )$#�#+ + � #*($# + %�"�'$# / � "�"�"*/ + /$)B%! + � )�(�.B%�)�"B% + / � %�#B/$" ! #*)�'. ! � + "�)�'B%�%�)�" / � .�'B%�)�($# ! #% ! � .�"�( + )B%�%�) / � .*/�/ + /$"B%�%" ! � "�" ! "B%�%$/$. / � !,+ #*(�"�.�"B%( ! � #&%�'�'�)�.�"$# / � + .�) !,+ .�( !# ! � )B%�" ! %�. +�+ / � /$(�( ! .�) +-!' . � + % + "�) ! (�" / � /�/�/�/�/�/�/�/
Apliquemla fórmuladetrapeziscomposta:U�¡ � P�
�� ; ! � P i � !mP�0 � !�P*= � ����� � !mP�¡ 9 0 � P�¡m

que,enel nostrecas,proporcionaU � � P�
�� / � + )�(�.B%�)�"B%! � P i � !mP�0 � !mP*= � ����� � !�P�§ � P � 
�� / � %�' + %�"B%�"�. �+ ) � � Novamentconsiderem M[ZZ �ç= prqts1�� N$�
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amb VU�¯À4�*! i Wu�2À . Si apliquemla fórmuladeSimpsoncompostatenim,
per
¢ � % subintervals,; � Wu�7V! ¢ � Àv�EÀ4�*!' � / � + )�(�.B%�)�"B% �

Aleshores,considerem,pera Kã� / �-+*� ����� � ' :� J �¯V � K]� ; � À ! � KU� / � + )�(�.B%�)�"B% � P J �2P � � J 
�� prqtsu� J� J �
quedefineixenla tauladevalorssegüent:K � J P J/ + � "$#B/�#*)�(�.�. / � (�.�(�( + )$#�#+ + � #*($# + %�"�'$# / � "�"�"*/ + /$)B%! + � )�(�.B%�)�"B% + / � %�#B/$" ! #*)�'. ! � + "�)�'B%�%�)�" / � .�'B%�)�($# ! #% ! � .�"�( + )B%�%�) / � .*/�/ + /$"B%�%" ! � "�" ! "B%�%$/$. / � !,+ #*(�"�.�"B%( ! � #&%�'�'�)�.�"$# / � + .�) !,+ .�( !# ! � )B%�" ! %�. +�+ / � /$(�( ! .�) +-!' . � + % + "�) ! (�" / � /�/�/�/�/�/�/�/
En aquestcas,la fórmuladeSimpsons’escriu^>© � P�
�� ; . � P i ��% P�0 � !mP*= ��% P*� � !�PB© �`% P � � !�P ; ��% P�§ � P � 
>�
i proporcional’aproximacío ^�© � P�
�� / � %�' +�+ #&%$/ + . Podeucomprovaraquest
resultatambla Wiris i obtindreuMiZZ �ç= prqtsu�� Y / � %�' +�+ #&%�'�'�.�( �
si seleccioneuprèviamentl’opcióprecisío(10)(vegeulafigura28). Observeu

Figura28: Integracío numèricaambWiris

la millora enl’aproximacío respectea la quehemobtingutenl’activitat an-
terior, onesvaaplicarla fórmuladetrapeziscomposta.
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Exercicis d’autoavaluació+ � � Tenim (al menys) un zerode la funció P � ��
]�¬� .j� � � prqts � ��
 � � en

l’interval T / �L!&X . En efecte,si apliquemel teoremade Bolzano: P ésuna
funció cont́ınua en tota la rectareal i presentaun canvi de signeen els

extremsdel’interval, ja que P � / 
?� � . \ / i P � !$
?� ( � ! #&%�% ����� �2/ . El
nombred’iteracionsésdonatper la fórmula(1.2),amb � ��+ /:9 © , V � / iW?�2! : ¢ � ° « s ± e 9 	²z³« s?! ´ � +�� ° « s ± = 9 i0 i ¶ 9 ³« s?! ´ � +���+ " �
Aleshores,tenim+ Tß+ � /�/�/�/�/�/�/�/ �L! � /�/$/�/$/�/$/�/ X + � /�/�/�/�/�/! Tß+ � /�/�/�/�/�/�/�/ �-+ � "*/$/�/$/�/$/�/ X " � /�/�/�/�/�/ ��+ /:9 0. Tß+ � /�/�/�/�/�/�/�/ �-+ � ! "�/�/$/�/$/�/ X ! � "*/�/�/�/�/ ��+ / 9 0% Tß+ � +-! "*/�/�/�/�/ �-+ � ! "�/�/$/�/$/�/ X + � ! "*/�/�/�/ ��+ / 9 0" Tß+ � + '$#*"*/�/�/�/ �-+ � ! "�/�/$/�/$/�/ X ( � ! "*/�/�/�/ ��+ /:9 =( Tß+ � !,+ '$#*"*/�/�/ �-+ � ! "�/�/$/�/$/�/ X . � +-! "*/�/�/ ��+ / 9 =# Tß+ � !,+ '$#*"*/�/�/ �-+ � ! .*%�.�#*"�/�/ X + � "�( ! "*/�/ ��+ /:9 =' Tß+ � !�! (�"�( ! "*/ �-+ � ! .*%�.�#*"�/�/ X # � ' +-! "*/�/ ��+ / 9 �) Tß+ � ! .*/*%�(�'$#*" �-+ � ! .*%�.�#*"�/�/ X . � )*/$( ! "*/ ��+ / 9 �+ / Tß+ � ! . ! % !,+ '�' �-+ � ! .*%�.�#*"�/�/ X + � )�"�. +-! " ��+ /:9 �+�+ Tß+ � ! . ! % !,+ '�' �-+ � ! .$.�.$)�'*%�% X ) � #*(�"�( ! " ��+ / 9 ©+-! Tß+ � ! . ! % !,+ '�' �-+ � ! . ! ) + / + ( X % � '�' ! ' + . ��+ /:9 ©+ . Tß+ � ! . ! (�(�(*/ !:�-+ � ! . ! ) + / + ( X ! � %�% + %$/$( ��+ / 9 ©+ % Tß+ � ! . ! (�(�(*/ !:�-+ � ! . ! #�'�'�/$) X + � !�! /�#B/$. ��+ / 9 ©+ " Tß+ � ! . ! # ! #B/$" �-+ � ! . ! #�'�'�/$) X ( � + /$.�" + ( ��+ /:9<�
queproporcionael puntmitjàdel’ últim interval, + � ! . ! #*"$#*"$# , comaaprox-
imació del zerobuscat.! � � En aquestcas,si prenemcom a valor inicial � i �É! i apliquemla re-

curr̀encia� J�Ç 0 ��� J � P � � J 
P Ã � � J 
 ��� J � � .?� � �J prqts � � J 
 � � J. � =J prqtsu� J � � �J Ì^Í p£� J � + �
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obtenimla taulad’iteratssegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ ! � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/+ + � ! (�'�) ! %�.�(�)�)�'�" + .�#&% # � . + /�#*( ��+ / 9 0! + � ! .�.�"�)$#*.�.B%�(�(*/$( + . + . � "�. ! #B/ ��+ / 9 =. + � ! . ! #*.�.�.�'B% !,+ (B%�'$'�) ' � (�.�)�"*/ ��+ / 9 ©% + � ! . ! #*. ! '�(�"�.*/$)�)$#�($# " � + '�)*/�# ��+ / 9 §" + � ! . ! #*. ! '�(�"�.*/$)$#*'$)�" + � '$# + 'B% �$+ /:9 0 �
Pertant,s’obt́e coma valor aproximat + � ! . ! #*. ! '�(�"�.*/$)$#�'�)�" ambunes +-!
xifres decimalscorrectes.. � � Enaquestcasprenemcoma valorsinicials � i � / i ��01��! . L’algorisme

és � J�Ç 0 ��� J ��P � � J 
 � J �7� J
9 0P � � J 
���P � � J
9 0 
 � K È�+
amb P � ��
���� .>� � � pLqts � ��
 � � . D’aquestamaneras’obt́e la taulad’aprox-

imacionssegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ / � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/�/+ ! � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/�/�/! / � (B%�(�)B%�.�"�"�( + )�(*%�%�)�' + � .�"�.*/$(. / � )�)$#B/�/$.�'$#*)$#*)$# +�+ '�( . � "*/�/$(*/ �$+ / 9 0% + � .�)�)*/$)�)$#B/$"*/ ! %�(�. ! " % � / ! /$)�( �$+ / 9 0" + � ! /*%�"�.B% + "�"�. + /�%�. ! . + � )B%�"�(�( �$+ / 9 0( + � !�! )$#*)*/$.�(�.�'*/ ! #&%�% + ! � " ! "�( !j�$+ / 9 =# + � ! . ! #*) + 'B%�(*/�#B/�)$#&%:( . � /�/ + %�' �$+ / 9 �' + � ! . ! #*. ! #&%�%�%$/$. +-! (�) " � ) + / + # �$+ / 9<�) + � ! . ! #*. ! '�(�"�.*/*%�'�. + ) + � ! /$)*/ !j�$+ /:9 §+ / + � ! . ! #*. ! '�(�"�.*/$)�#*'�)�" % � )�"$#*"�) ��+ /:9 0 =
�

queproporciona+ � ! . ! #*. ! '�(�"�.*/$)$#$'�)$" coma aproximacío del zerobuscat
ambunaprecisío de 0= �$+ /:9 0�0 .% � � Iniciant el proćes a partir de � i � /

i �40�� ! obtenimla seqùencia
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d’aproximacionssegüent:K � J 3 � J �7� J&9 0 3/ / � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/$/+ ! � /�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/�/$/�/$/+ / � (B%�(�)B%�.�"�"�( + )�(B%$%�)$' + � .�"�.*/$(! / � )�)$#B/�/$.�'$#*)$#*)$# +$+ '$( . � "*/�/$(*/ �$+ /:9 0. + � + "B%�# + (�'B%�#&%�.*/$'$)�($( + � "$#�# + . �$+ /:9 0% + � ! /$)$#*"�.$#*.�(B% + '�"�/$'�/ " � "*/$.�(�) �$+ /:9 =" + � !�! ( ! ($# + (B%�(�'B%$/�#*.$) + � (�" + .B% �$+ / 9 =( + � ! .*/$)�.�)B%�.�"�(B%�'B%�.�"$( % � ($# !�! # �$+ / 9 �# + � ! . !�! .$#&%�%�"�)�'*/$($' ! / + � ! )�'*/ +��$+ / 9 �' + � ! . ! "�)�( + (�(�.B% ! "�#*($' . � "�'$# ! / �$+ / 9 ©) + � ! . ! (�)�" + "�'B%�( ! %:# ! % ) � '�)�) !,+��$+ / 9<�+ / + � ! . ! # !�! %�(�" !,+ %�(*% ! / ! � #*.*/$(�' �$+ / 9<�+�+ + � ! . ! # ! )�)�)�(�'�' + ' ! ($( # � "�. + ($# �$+ / 9<;+-! + � ! . ! #*. ! /�#&% + '*/�/�# +$+ ! � /�#�#*.*/ �$+ / 9<;+ . + � ! . ! #*. ! (B%�# +�+�+ '*%�" ! " � # ! )�. !j�$+ /:9 §+ % + � ! . ! #*. ! '*/$" +-! )�( !�! / + � "�'*/ + ' �$+ /:9 §+ " + � ! . ! #*. ! 'B%�'$# +�+ #$#�#$# % � .�"�' !�!j�$+ /:9<�

�

queproporciona+ � ! . ! #*. ! 'B%�'$# +�+ #�#$#�# com a aproximacío, ambun error

inferior a + / 9 § ." � � CalculemelspolinomisdeLagrangeassociats:ô i�� ��
 � � � � / � ' 
 � � ��+ � . 
 � � ��+ � ) 
� / � !Ï� / � ' 
 � / � !]�z+ � . 
 � / � !]��+ � ) 
 �� / � '�) + . � � ��. � (�"�( � = � % � %�'�. � � + � #*( +ô 0 � ��
 � � � � / � !$
 � � ��+ � . 
 � � ��+ � ) 
� / � ' � / � !$
 � / � ' �z+ � . 
 � / � ' ��+ � ) 
 �. � /$. � � ��+ / � . � = �z) � % ! % �v��+ � %�)$#ô = � ��
 � � � � / � !$
 � � � / � ' 
 � � ��+ � ) 
� + � . � / � !$
 � + � . � / � ' 
 � + � . ��+ � ) 
 �� . � /$. � � �z' � #*'�' � = � ( � ! % !B� �z/ � ) !,+-!ô � � ��
 � � � � / � !$
 � � � / � ' 
 � � ��+ � . 
� + � ) � / � !$
 � + � ) � / � ' 
 � + � ) ��+ � . 
 �/ � '�) + . � � ��! � /$" � = � + � .*/ +^� � / � + '�"B% �
Aleshores,el polinomi interpoladorÞF� � ��
 s’obt́eambla fórmulaÞF� � ��
 � P i ô i � P�0 ô 0 � P*= ô = � P*� ô �H� . ô i � ! � ! ô 0 � + � # ô = � ! � + ô �H�/ � # + . � � ��+ � .�.$# � = � / � "�)�"B% � �z. � + ($# �
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Si volem ara avaluar Þ � � +

 apliquemla regla de Horner -segonsla seva
versío Ruffini-: / � # + . �~+ � .�.$# � / � "�)�"B% . � + ($#+ � / � # + . � / � ( ! % �j+ � !,+ )B%/ � # + . � / � ( ! % �~+ � !,+ )B% + � )B%�#*(
Pertant, ÞF� � +

���+ � )B%�#*( .( � � L’esquematriangulardeNewtonés,enaquestcas,el següent:� / � " ! / � %! . �~+ � ! "$# + %� % + � %�'*/$)�". �~+ % � (�(�(�($#.. � " / � "
i proporcionael polinomi interpoladorÞF� � ��
��2! ��/ � % � � ��/ � " 
5�~+ � ! "$# + % � � �Ï/ � " 
 � ����!$
 � + � %�'�/$)$" � � ��/ � " 
 � �G�H!$
 � �G� . 
 �
Recordeuquepera avaluar-lo ésmillor escriure’l dela formaÞF� � ��
���! � � � �z/ � " 
 � / � %m� � � ��!$
 � �j+ � ! "$# + %Ï� + � %�'*/$)�" � � � . 
�
r
>�
i aix́ı obtenimÞF� � +

[�2! � � + ��/ � " 
 � / � %m� � +?��!$
 � �~+ � ! "$# + %~� + � %�'*/$)�" � +�� . 
�
r
�� ' � ) ! '�"$# �
Si ara afegim � �<©��LPB©

�� � / �-+ � !$
 l’esquemaanteriores modifica de la
següentmanera(aprofitant,per̀o, elscàlculsanteriors):� / � " ! / � %! . �j+ � ! "$# + %� % + � %�'*/$)�". �~+ % � (�(�(�($# = �kj E?l4
. 
 � l. � " / � " 
 � = jhj 	�m= � �/ + � !
El polinomi interpoladoŕesaraÞ<© � ��
��2! ��/ � % � � ��/ � " 
���+ � ! "$# + % � � ��/ � " 
 � �v��!$
 �+ � %�'*/$)�" � � ��/ � " 
 � �v��!$
 � ��� . 
 ��/ � (�.�' + � � ��/ � " 
 � �v��!$
 � � � . 
Â�4�
ésa dir, ÞF© � ��
���ÞF� � ��
 ��/ � (�.�' + � � ��/ � " 
 � �v�E!$
 � �v� . 
Â� �
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 és creixent en les abscissesdonades,de
maneraquepodemsuposarqueenaquestinterval P � ��
 ésinvertible.Siguiá la funció inversade P en aquestinterval:

x � P � ��
n) �z��á � x 
 . Per
tant, buscar Q quecompleixi P � Q�
 � ) ésequivalenta trobar Q���á � ) 
 .
Atèsquenoconeixem á � x 
 el quefemésaproximar-la pelpolinomi � � � x 
 ,
queinterpolala taula:x J ! � " ! # . � '$#*) ( � %�" ! + / � .B%�(á J � / � " / � + + ! � " �
obtingudaa l’invertir la taulainicial. L’esquematriangulardeNewton és! � " ! # � / � " / � %�%�.�'. � '$#*) / � + � / � / ! %$// � .B%�)�' / � /�/$.�'( � %�" ! + / � /�/$"�"/ � .�'�" !+ / � .B%�( ! � "
i el polinomi interpoladorassociat:�-� � x 
 � � / � "H��/ � %�%�.�' � x ��! � " ! # 
��/ � / ! %$/ � x ��! � " ! # 
 � x � . � '$#*) 
 �/ � /�/$.�' � x ��! � " ! # 
 � x � . � '$#*) 
 � x � ( � %�" !$
 �
Peraavaluar �
� � x 
 enel punt

x � ) l’escrivim dela forma�-� � x 
���� / � "m� � x ��! � " ! # 
 � / � %�%�.�'$�� x � . � '$#*) 
 � � / � / ! %$/m�z/ � /�/$.�' � x � ( � %�" !$
�
5
 �
Aleshores,Q7�}á � ) 
[���-� � ) 
 on�-� � ) 
���� / � "�� � ) ��! � " ! # 
 � / � %�%�.�'$�� ) � . � '$#*) 
 � � / � / ! %$/���/ � /�/$.�' � ) � ( � %�" !$
�
�
��6+ � '�)�' + �
Ésadir, P � + � '�)�' +

1� ) .' � � Considereula tauladevalorssegüent:� J ! . %P J # � . ! " ' � )$#*" ( � / + 'P ÃJ ! � ! .B% � / � %�"�. + � / + '
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Aleshores,l’esquemadediferènciesgeneralitzadeśes:! # � . ! " � � �?ED@! # � . ! " � / � "�'B%+ � (�" �~+ � " + ). ' � )$#*" ��! � + /$. / � (�"�)�m= � @poDE � / � ! /�/$" + � .B%$/. ' � )$#*" ��! � "*/*% . � .B%$/��! � )�"$# ( � %�#*)% ( � / + ' . � )$#*"
 � = 
Il% ( � / + '
i proporcionael polinomi d’Hermite, � � ��
�� # � . ! "m� ! � ! .B% � � ��!$
�� / � "�'B% � � ��!$
 = �+ � " + ) � � ��!$
 = � �D� . 
 ��/ � (�"�)�. � � ��!$
 = � � � . 
 = �+ � .B%$/ � � ��!$
 = � �D� . 
 = � �D� % 
 �) � � Femservir la regla delstrapeziscompostapera aproximarel valor de la
integral M ©� 
 a � � � + � « su�bN$�
amb

¢ � % � ' i + ( subintervals. Sabemque VÑ� . i W � % . En el primer

castenim ; � % � .% � / � ! "
quedónalloc a � J �ÁV � K � ; � .j� Kv� / � ! " , per a Kz� / �-+*� ����� � % iP J �2P � � J 
�� 
rq � �J � + � « su� J , i a la taulaK � J P J/ . � /�/�/�/�/�/�/�/ " � ' + .�.*/$)�' ++ . � ! "*/�/�/�/�/�/ # � /�/$"�( ! ($#*(! . � "*/�/�/�/�/�/�/ ' � ! )�'*/�#�# !�!. . � #*"*/�/�/�/�/�/ ) � (�'�'�)�(�.�) !% % � /�/�/�/�/�/�/�/ +�+ � + #*(�(�( ! %�"
La fórmulade trapezisproporciona,per a

¢ � % subintervals, l’aproxi-
macío U © � P�
�� ' � .$# + ) + .�" + .
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Anàlogamentpera
¢ � ' tenim:

; ��+
� ' � / � +-! " i dela taulaK � J P J/ . � /�/�/�/�/�/�/�/ " � ' + .�.*/$)�' ++ . � +-! "*/�/�/�/�/ ( � .�)�(�'B%�. + %! . � ! "*/�/�/�/�/�/ # � /�/$"�( ! ($#*(. . � .$#*"*/�/�/�/�/ # � (�.�)B%�% ! ) !% . � "*/�/�/�/�/�/�/ ' � ! )�'*/�#�# !�!" . � ( ! "*/�/�/�/�/ ' � )�' + . + )B% !( . � #*"*/�/�/�/�/�/ ) � (�'�'�)�(�.�) !# . � '$#*"*/�/�/�/�/ + / � % ! /$' + / +-!' % � /�/�/�/�/�/�/�/ +�+ � + #*(�(�( ! %�"
obtenimU � � P�
�� ' � .�(�"$#*"�'$#B/ .
De manerasimilar, pera

¢ ��+ ( subintervals:
; �C+
�:+ ( � / � /$( ! " i dela

taula K � J P J/ . � /�/�/�/�/�/�/�/ " � ' + .�.*/$)�' ++ . � /$( ! "*/�/�/�/ ( � + / + )*/$(B%�'! . � +-! "*/�/�/�/�/ ( � .�)�(�'B%�. + %. . � + '$#*"*/�/�/�/ ( � (�)�'*/$) ! .B%% . � ! "*/�/�/�/�/�/ # � /�/$"�( ! ($#*(" . � . +-! "*/�/�/�/ # � . + )B% + ) ! (( . � .$#*"*/�/�/�/�/ # � (�.�)B%�% ! ) !# . � %�.$#*"*/�/�/�/ # � )�(�"�($# + /$"' . � "*/�/�/�/�/�/�/ ' � ! )�'*/�#�# !�!) . � "�( ! "*/�/�/�/ ' � (�.�(�(�.�" ! )+ / . � ( ! "*/�/�/�/�/ ' � )�' + . + )B% !+�+ . � (�'$#*"*/�/�/�/ ) � .�. !,+ /*%$/*%+-! . � #*"*/�/�/�/�/�/ ) � (�'�'�)�(�.�) !+ . . � ' +-! "*/�/�/�/ + / � /$" + '$#&% + "+ % . � '$#*"*/�/�/�/�/ + / � % ! /$' + / +-!+ " . � )�.$#*"*/�/�/�/ + / � #*)�"$#&%�#*"B%+ ( % � /�/�/�/�/�/�/�/ +�+ � + #*(�(�( ! %�"
s’obt́e UG0 ; � P�
H� ' � .�(B% !,+ )�)�) . Si demanemla wiris quefaci aquestcàlcul
obtenim

' � .�(�.$#B/�#B/�#*) (vegeula figura29).+ / � � Enaquestcastenim VU� / � W?��+*� ¢ � "
i, per tant,

; � +?� /!�� " � / � + . Aleshores,les abscissesi les imatgesque



c
�

FUOC � P06/05005/00995.M̀odul 5 90 MètodesbàsicsdeCàlcul Numèric

Figura29: Integracío numèricaambla Wiris

hemdeconsiderarsón lessegüents:� J �¯V � K]� ; �2K]� / � +*� P J ��P � � J 
[��� =J ¼ o 8 7 �
quecorresponena la taulasegüent:K � J P J/ / � /�/�/�/�/�/�/�/ / � /�/�/�/�/�/�/�/+ / � + /�/�/�/�/�/�/ / � / + / + /�/$"*/! / � ! /�/�/�/�/�/�/ / � /*% + (�. ! %�.. / � .*/�/�/�/�/�/�/ / � /$)�'B%�#*"�(�)% / � %$/�/�/�/�/�/�/ / � + '$#�#*( + #&%" / � "*/�/�/�/�/�/�/ / � . !,+ /�/$(�.�"( / � (*/�/�/�/�/�/�/ / � " + "�)�)�'�"�)# / � #B/�/�/�/�/�/�/ / � #*)�)�'�.B%�)�"' / � '*/�/�/�/�/�/�/ + � !,+ .$#&%�#�#*() / � )*/�/�/�/�/�/�/ + � ' ! /$'*/$"B%�#+ / + � /�/�/�/�/�/�/�/ ! � # + ' ! ' + '�.
Obtenim:^ � � P�
�� / � +. � P i ��% P�0 � !�P*= � ����� � !mP � �`% Pts � P�0 i 
�� / � ( ! #*) + " + ( �
Recordeuquel’error comésenaplicarla fórmulacompostadeSimpsońes
del tipus

F � ; © 
 . Atèsque
; � / � + , enel nostrecasaquesterrorésdel tipus+ / 9 © , de maneraquepodemdir que ^ � � P�
 té entre

.
i
%

xifres decimals
correctes,aproximadament.
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Glossari

abscissa(d’inter polació) f Primeracomponento abscissade cadaun dels

puntsdelsqualsbusquemel polinomi interpolador.
algorismenumèric mProcedimentdecàlculqueconsisteixaacomplirunse-
guit ordenati finit d’instruccionsquecondueix,uncopespecificadeslesdades,

a unasolucío aproximadadelproblema.
fenomendeRungem Grandivergènciaenelsextremsdel’interval d’interpo-

lació entreunafunció i el polinomi interpoladorquanaquestté graualt (més
grano iguala

)
, aproximadament).

interpolació d’Hermite f Problemaenquèesbuscaunpolinomiqueinterpoli
la funció i algunesdelessevesderivadesenunconjuntdonatdepunts.

mètodede la biseccío m Mètodepertrobarun zerod’unafunció consistenta
situar-lo enuninterval delongitudcadacopla meitatdela longituddel’inter-
val precedent.

mètodedeLagrangemMètode,d’interèsteòricper̀opoceficientnumèricament,
peraobtenirel polinomi interpoladord’un conjuntdepunts.

mètodede la secantmMètodesimilaral deNewtonenel quall’aproximacío
dela funció esrealitzapermitjà dela rectasecant.

mètodede Newton (interpolació de funcions) m Mètodeméshabituali efi-
cientdecàlcul del polinomi interpolador, basatenun desenvolupamentde la
fórmuladeTaylor, aplicathàbilmental problemaqueensinteressa.

mètodede Newton (zerosde funcions) m Mètodequeproporcionaunasuc-
cessío d’iteratsobtingutsenaproximarla funció enun puntper la seva recta

tangent.Tamb́econegutcomamètodedeNewton-Raphson.
mètodede regula falsi m Variantdel mètodedela secantenel qualencada

iteracío, obtingudaaproximantla funció perla rectasecant,seseleccional’in-
terval quemostrauncanvi designedela funció.

polinomi interpolador d’un conjunt depunts mPolinomi,la gràficadelqual
passapelspuntsdonats.
regladeHorner f Algorisme,basatenla regladeRuffini, quepermetavaluar

unpolinomi enunpuntambel mı́nim nombred’operacions.
reglade Simpsonf Mètodedecàlcul aproximatd’una integral a partir de la

interpolacío degrau ! .
regladelstrapezis f Mètodeaǹaleg a l’anterior, peŕo queinterpolala funció

ambun polinomidegrau + .
zero d’una funció m Valor de la variablequedónacoma resultatzerosi hi
avaluemla funció donada.
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