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Intr oduccion

Durantemuchosanos,la creenciadequela Unicaformadellegarala solucibn
deun problemamatenaticoeraa partir de un procesaanaltico y exacto,mas
0 menoscomplejo,hizo quelas matematicas fuesenmuchasvecesreferidas
conel nombrede cienciasexactas No fue hastaos afios40y, masconcreta-
mente hastael aflo 1947,conla fundacbn del Institute of Numerical Anal-
ysis enLos Angeles(USA), quela comunidadmatenaticacomend a pensar
enla posibilidadderesoherproblemaso sblo demanerasxactasinotambién
aproximadamenteaon unaprecisbn arbitrariay a partir de un nimerofinito
de pasosde un determinadaalgoritmonumérico. Desdeentoncessu desar
rollo hasido vertiginosoy hoy endia esunaramafundamentablentrode la
maten@ticamoderna.

La intencibn de estebreve manualde Calculo Numérico es presentamlgu-

nasde los (tiles basicos(y no por estomenosimportantesynasusadosjue

el Analisis Numérico ponea nuestroalcancea la horade resolher de man-

eraaproximadgroblemagde dificil resolucbn anaitica. Sehahechoun es-

fuerzo por reduciral maximo los contenidostebricos (que pockis encontrar
en muchoslibros sobreel temay, en particular en la bibliografia indicada
al final del mddulo), dandoespecialenfasisen su simplicidady su aspecto
practico. Hemospretendidaque seaun materialde consultaagil, conalgorit-

mosclaramentalestacadogjemplosresueltosy comentariosobreaquellos
puntosmasimportantes.

Como podtéis obsenar a lo largo de estembddulo, cadaconceptoo método
numeérico ira acomp#éadode ejemplosresueltosy de actividadespropuestas
(tambénresueltasal final del médulo), enlos quelos algoritmosestudiados
seaplicanenproblemasoncretosEstasactvidadesvienenseparadaendos
tiposdiferentes:

e Unprimertipo, manual enel quesepideal estudianteuedesarrolleunal-
goritmoy queefectielos calculoscorrespondientesonla ayudade papel,
lapizy unacalculadoracientficaestéindar

e Un sgyundo,enun ambitode programaddn maselevado,enel queel es-
tudiantedebesaberresoler estasactividadesconla ayudade un software
adecuadofipicamenteuna calculadora simbblica aunquetambién seiia
posiblesu programaddn en algiin lenguajede alto nivel: C, C++, FOR-
TRAN, etc. En estembdulo la calculadorasimbblica escogidahasido la
calculadorawiris, de facil manipulacbny grandegrestacionetantoma-
nipulatvascomodocentes.
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Cabedestacamgue estembdulo esla versibn papelde un proyecto mas
ambiciosoen el que la gran mayoiia de los ejemplosy actividadesson
interactvos. Esto permitira visualizarde maneramuy docentelas ideas
geonetricasquejustificanmuchosde los métodosnunéricospresentados,
ad comola manipulacbn y exploracbn por partedel estudiantede gran
cantidadde ejemplos.

Parecezntoncesaturalpreguntarseorlanecesidadiesaberesolherestosal-
goritmosde maneramanualcuandodisponemosle instruccionegveréis mu-
chosejemplosen la calculadorawiris) que buscandirectamentesoluciones
numéricasde un problemadado. Estaesunapreguntahabitualenla docencia
actualdela matendtica.

Seguramentegl Calculo Numérico esun buenejemploque justifica ambos
conocimientos.Si bien esbasicoconoceros métodosnuméricosimplemen-
tadosen nuestracalculadorasimbblica de caraa la resolucon rapidade un

problemano menosimportanteespoderdeterminarcuandoy cualessonlos

métodosmas adecuadogparallevarlo a caboen cadasituacbn. Si el soft-

warenosproporcionavelocidady comaodidadde calculo, el dominiode cada
métodonosdebeaportarunavision critica de susresultados limitacionesy

unacorrectaelecconensuaplicacbn.

Paraterminar sblo comentargue los apartadogjue formanestemédulo son
tres:

e Cerosdefunciones.
e Interpolacon (polinbmica)defunciones.

e Aplicacionesdela interpolacon defunciones.

Sinembago, Gltimo sepuedeconsideraun pequéo apendicedel segundo.

Algunas definicionesbasicas

Antes de entraren el contenidodel modulo en si, permitidnosrecordarde
maneramuy breve unaseriede definicioneshasicasde AnalisisNumérico:

Seaz unnumerorealy # unaaproximacbn al mismo. Entoncessedefineel
error absolutode estaaproximacbn como

ea(.’II) == i'a

cantidadgquenosproporcionaunaideade qué lejos seencuentralichaaprox-
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imacion z delvaloracalcularz. El error relativo sedefinecomo

~ ea(j)
eT(x) = T I
y nosdaunaestimacdn del error cometidoen proporcbn a la magnituddel
valor z buscadoPuestaquez enprincipiono esconocido el errorrelativo se

acostumbra aproximarpor

Supongamoguequeremosepresentagl nUmerorealr = 2.5748679212874. ..

utilizandounacantidaddeterminadaecifrasdecimalesporejemplo6. ¢ Gdmo
podemosacerloy cual esel errorqguecometemogncadacaso?

e Unaprimeraposibilidadvienedadaporla denominadaepresentadin por
truncado y consisteen considerarde z Unicamenteel nUmerode cifras
decimalesieterminadoAsi, ennuestroejemplola aproximacdn por trun-
cadoconé6 cifrasdecimalegel valor z vienedadapor

1 = 2.574867.

El errorcometidoenestecasocumpleque|e,(z1)| = |z — z1| < 107,

e Otraformade llevarlo a caboes mediantela denominadaepresentaéin
por redondeoy queconsisteenla siguienteidea: seconsiderars coinci-
denteconz en6 cifrasdecimalesjncremenandoseen la Gltima cifra si
el séptimodecimaldel nimeroz esmayoro igual queb. Porejemplo,en
nuestrocaso,escribiremos

To = 2.574868

debidoa quela séptimacifra decimalde z, ( x = 2.5748679212874...)
es9, valor superiora 5. En otraspalabras|a representaéin por redondeo
con6 cifrasdecimalesde z seobtieneconsiderandsu aproximacdn por
truncadogzy, y laaproximacdn z, queconsisteenaumentaenunaunidad
la sextacifradecimalde sz ; entoncesgeestosdosvaloresseescogeel mas
cercan@az.

Sirepresentamaa nUmeroz porsuaproximacdnporredondea; el error
absolutocometidosatistce

T
lea(z2)| = |z — z2| < 3 107,

Notad queesteerror esinferior (o igual) al obtenidoen la representaén
portruncado.

En general,aungqueno esestrictamenteierto, si zo esunaaproximacdn

porredondealez cumpliendde,(z2)| = |z — 22| < 3 -10~* seacostum-
braadecirque z y z, coincidenen las primeras k cifras decimales Lo

mismosedice si z; esla aproximacdn por truncadode z y satishceque
lea(z1)| = |z — 1] < 107F.
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Objetivos

El objetivo principaldeestemobduloesintroduciral alumnoenel usodeGtiles
numéricospararesoherecuacioney paraaproximarfuncionessusderivadas
y susintegrales. En particulay los objetivos docentegjue se pretendecon-
sgyuir enestemodduloson:

1. Presentaal alumnomanerasaproximadagie resolucon de problemas
gueno permitenunaresolucbn analtica.

2. Introducir métodosbasicosde Calculo Numérico comoherramientaha-
bitual detrabajo.

3. Familiarizaral alumnoconel manejode algoritmosnuméricosy suapli-
cacbn en unacalculadorabasica,seaen un ambito de programadn o
conel empleode softwarecomercial.
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Conocimientosprevios

Es fundamentalgque el alumnohayaadquiridolas habilidadesbasicasrela-
tivasa funcionesde unavariable,tantodesdeel puntode vista calculstico—
especialmentenla derivaciondefunciones-comodesuinterpretaddngeonétrica.
La comprensbn, enestenivel, delos modulosprecedentesssuficiente.

Estambénmuyimportantedemostraciertahabilidadconla calculadorawiris,
puessei la plataformaempleadgaraaplicare implementaros algoritmos
numeéricosquepresentaremos.
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1. Cerosdefunciones

A menudo,en situacionespracticas,corviene encontrarsolucionesaproxi-
madagleecuacionequenopodemogo sabemosjesolerdemaneranaitica.
El CalculoNuméricoes,dentrode la MatermaticaAplicada,la disciplinaque
seocupade esteproblema,y presentamétodosde resolucon aproximaday

estudiasuscaracteisticas. Por estarazon, muchascalculadorasimbolicas,
entreéstasWiris, tienenincorporadasnodulosde resolucon aproximadade
ecuaciones.

A pesarde estasfacilidades escorvenienteconocercualessonlos métodos
numéricosmas usadosy cualesson las circunstanciagjue nosllevan a una
solucibn satishctoriade nuestragproblema.

Veremoensguidaquetodasasecuacioneguequeremosesoher sepueden
consideracomounaciertafuncion f igualadaa cero,motivo por el cual este
apartadseacostumbratitular Cerosde funciones Esinteresanteomentar
gue,enel casadefuncionegpolinbmicas)ainstruccbnresoler_numéricamente
de Wiris ya tiene incorporadosnétodosnuméricosque nosdan, si es nece-
sario,valoresaproximadoglelos ceroso raices(véasdigural).

Eﬂlﬁ@nlOperaciUnesI SimbUIUSIAnéhsisl Mamcesl Umdadesl Cumbmaturial Geometria P

HEe| T .juoc

= @&l |a
H resolver_numeéricamente(2* = x+5) =» {x=-4.9681}

I}

?

H resolver_numéricamente(sin x = x2) =» {x=0.}

Figural: La instruccbnresoher_numéricamenteconla calculadorairis

1.1. Métodode la biseccbn

Estees,sin duda,el métodomassimpleparabuscarunasolucibn aproximada
a delaecuacdn f(z) = 0 unavezconocemosinintervalo al cualpertenece.
Estamotivadopor el siguienteresultado:
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Teorema (Bolzano) Seaf : [a,b] — R una funcion continua
cumpliendof(a) - f(b) < 0 (esdecir, f(a) y f(b) tienensignosop-
uestos) Entoncesexistea € [a, b] quesatishceque f(a) = 0.

Antes de detallarsu algoritmo, ilustraremossu uso, en un ambito intuitivo,
conunejemploconcreto.

Ejemplo 1
Supongamoguebuscamosinasolucbnaproximadalelaecuacbnsin z =

z?. Obsenadqueestoequivalea encontraun puntode intersecadn entre

y = sinz
y = a

las cualesse cortanenz = 0 y paraun cierto valor « perteneciental

lascurvas

intervalo [0.25, 1] (véasefigura 2). Paraencontrare. de maneraaprox-

Figura2: Lasfuncionessin z y z?

imada, lo primero que se hacees escribir nuestraecuacon de la forma
f(z) = 0 con f(z) = sinz — z2. Notadque f esunafuncion con-
tinua. Ademas, f(0.25) = sin(0.25) — (0.25)% = 0.1849039593 > 0y
f(1) =sin(1) — 12 = —0.1585290152 < 0, porlo tanto,aplicandcel teo-
remade Bolzano podemosaseurar que existe (como minimo) un valor
a € [0.25,1] quecumplef(«) = 0y, enconsecuenciasatisiciendoque

sina = o?2.

Consideramoahorael puntomedioentre0.25 y 1, esdecir(0.25+1)/2 =

Observad que del hecho que
f(a) - f(b) < 0 no se deduce
gue exista una Unica raiz

a € (a,b) de la funcion f(z)
si no que podria haber
muchas otras; lo nico que
asegura este teorema es
gue, como minimo, existe
una.
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0.625, y calculamosf (0.625) = 0.1944722729 > 0. Puestaque f(0.625)
espositivo, y teniendeencuentagque f(1) < 0, podemogoncluirqueenel
intervalo[0.625, 1] setiene(comominimo)uncerode f. Denuevo, consid-
eramosel puntomediode estelltimo intervalo: (0.625 + 1)/2 = 0.8125.
Evaluandof enestepuntoencontramog (0.8125) = 0.0658524053 > 0.
Estevalorespositivo y portantopodemosiueramentededucirque f tiene

(comominimo) un ceroa enel intervalo [0.8125, 1].

De maneraaraloga,procedemosastaencontramun intervalo de longitud
tan pequéiacomoqueramogjue contengax. Esteintervalo proporciona

unaaproximacbn del ceroqueestamoduscando.

Método de la bisecci 6n
Algoritmo

Supongamosgueun ceroa dela funcion f(z), continua,seencuentra
enelintervalo [a, b]. Entonces,

1) Denominamos;y = a, z; = by definimoszy, = (¢ + z1)/2, punto
mediodelintervalo Iy = [z, z1].

2) Calculamosf(z2) y comparamogon f(zg) Y f(z1): si f(zo) -
f(z2) < 0 entoncesaplicandoel teoremade Bolzano, sabemos
queenelintervalo [z, z2] setiene(comominimo) uncerode f. En
estecasoconsideramosomo nuevo intervalo el intervalo [zg, z2].
Si, encambio,setieneque f(z2) - f(z1) < 0, entoncesomamosel
intenvalo [z2, 1].

3) Engeneraldadoun intervalo [z, z;], calculamossu puntomedio
zs = (zx + ;)/2 y consideramosomo nuevo intervalo el subin-
tervalo [z, z.] que[z,, z;] quepresentaun cambiode signode la
funcion f.

La calculadorawiris permiteaplicarel métodode la biseccbn paraobtener
el valor del cerode unafuncién continuaen un cierto intervalo —en el cual

setieneun cambiode signode la funcibn—. La instrucbn quelo ejecutaes
resoher_numéricamentey necesitda funcion, el intervaloy el nombredel

métodoquesequiereutilizar (veasdigura3)

Aparte de efectuar el calculo
directo de un cero de una
funcion con Wiris, es
interesante que intentéis
programar el método de la
biseccion.
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Edicidn |Operac|ones| Sl’mbmosl Anél|5|s| Mamcesl Un\uadesl Combmatonal Geometrl’al 4

(=N %- guoc

0& & @
U resolver_numéricamente(sin x - x2, [0.25, 1], {método="biseccién"})

resolver_numeéricamente(2¥-x-5, [0.25, 1], {método="biseccion"})
Figura3: El métododela biseccon conWiris

e Convergencia: obsenad que esteprocesoproporcionaunasucesbn de
intervalos,por ejemplo:

IO = [‘To’xl]? Il = [$2a$1]7 IZ - [.’EQ,IL‘,?,],...,

encajadody D I D I,... D I, D ..., demaneraguea, cerode f, est
contenidoentodoséstos;adends,la longitud de cadaintervalo essiempre
la mitad dela del anterior Concretamentssi el intenalo I tienelongitud
. . b— . b— . b—

b — a entonced; tienelongitud —a, I tlene2—2a, I3 tlene2—3a y, en
generakl intervalo I, tienelongitud

b—a

on

Notad que la longitud de talesintervalos es cadavez menory continia
conteniendain cerode f.

e ¢Cuandoacabaesteproceso?

Si bien hemosvisto que, conceptualmentda realizacon de esteproceso
infinitasvecegroporcionaxactamentel ceroa queestamosuscandoges
necesariain criterio quenospermitaobtenemunaaproximacbn suficiente-
mentesatistctoriade «. Concretamente;, podemosabera priori cuantas
iteracioneslel métododela biseccon sedeberefectuamparaobtener con
unaprecisbn e dada?Notadqueestaprecisbn £ no esotracosaqueuna
cotadel error absolutomaximo |e, («)| con el que sedeseaconocera y
se@, habitualmentegel tipo 102, 108, 10~ '2, ..., enfunciéon de nuestro
problemay denuestrasiecesidades.

Asi pues, supongamogjue queremosconsguir o con una precisbn e
(tambin seacostumbraa decir“con un errorinferior o iguala<”). Sabe-
mosquesi el intenalo inicial es[a, b] entonceda longitud del intervalo
Iy, obtenidodesp@sde N iteracionesges (b — a)/2N. Porlo tantoes

suficientepedirque
b—a
aN

(1.1)

E =

puesdeestamaneracualquiervalorz € Iy seencuentraunadistanciade
a menoro igual quee, la precisbn exigida. Podemogomaras cualquiera
delos dosextremosde Iy, comoaproximacdn de . Ademas,dela igual-
dad(1.1)sededuceque

N — b_a:>ln2N:ln(b_a> :>N1n2:ln(b_a>
€ € €
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In (=2
:>N:ln(€) 1, (1.2)
In
donde[z] indicala parteenteradel nGmeroz.

Ventajasy des\entajasdel métodode la biseccbn:

Siemprecorverge al cerobuscado, pueslos intervalosque seobtienen
contienersiemprex y sulongitudtiendea sercero.

Desafortunadamentsy corvergenciaesmuy lenta.

A pesarde esto,antesde utilizar cualquierotro métodode busquedade
cerosde unafuncibn, esmuy habitualefectuardos o tresiteracionesdel
métododela biseccbn paraobtenerad unabuenaaproximacbninicial del
cerobuscado.

Ejemplo 2
Supongamosguequeremosgalculara, cerode f(z) = sinz — 22 quese
encuentraenel intenalo Iy := [a,b] = [0.625, 1] usandcel métododela

biseccon.

¢ ClantasiteracionesN necesitamogparaobtenerunaprecisbn dee =

10~3? Aplicandola formulaanterior tenemosjue

v lln(‘iﬁ’f?)
2

In

+1=[855..]+1=8+1=09

donde(.375 esla longituddelintenalo [0.625, 1]. Entonces,

Recordadque...

...la parte entera de un
numero real z se define
como sigue: si consideramos
todos los nimeros enteros
menores o iguales que z,
entonces la parte entera de
z, que denotamos por [z], es
el mayor de estos nimeros.
Asi, por ejemplo [3.7] = 3.
En cambio, [—3.4] = —4.

n I, longitudde I,

0 [0.625, 1] 0.375

1 [0.8125,1] 0.1875000000

2 [0.8125,0.90625] 0.09375000000

3 [0.859375,0.90625] 0.04687500000

4 [0.859375, 0.8828125] 0.02343750000

5 [0.87109375,0.8828125] 0.01171875000

6 [0.87109375,0.876953125] 5.859375000 - 1073
7 [0.8740234375,0.876953125] 2.929687500 - 1073
8 | [0.87548828125,0.876953125] 1.464843750 - 103
9 | [0.87548828125,0.876220703125] | 0.7324218750 - 1073
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Obsenad que0.7324218750 - 103 < 1073 y, por lo tanto, podemogle-
cir que o esaproximadament6.87548828125 (o tambin 0.876953125)
conunaprecisbndee = 10~3. Enrealidad podemogomarcomoaprox-
imacion con dicha precisbn, 1073, cualquierade los puntosdel (ltimo

intervalo calculado.

Notad que la cornvergenciaha sido relatvamentelenta. ¢Clantasitera-
cionesN necesitaiamosparaobtenera conunaprecisbndee = 10772

Al igual queantessetiene

. lln(qu;)

1=12183...]+1=21+1=22.
02 + [21.83...] + +

Actividad 1
Aplicad el métododela biseccbn paraencontratodaslassolucionesiela

ecuacbne™* = z* conunaprecisbn* de10~2.

* También se acostumbra a
decir “con un error de 10~2"0
“con un error menor o igual
Actividad 2 que 10—2"

La ecuacbn 2sinz = zx tieneun ceroenel puntoay = 0. Encontrad,
utilizando el métodode la biseccon, el cero o quetiene en el intenalo

[ /2, 7] conunerrorinferior a10~2.

Actividad 3

Laecuacdn2® = z+5 tieneunasolucibn (porcomprobadindirecta)para
z = 3. Utilizad el métododela biseccon paraencontratasdossoluciones
dela ecuacdn (2.2)* = (1.1)z + 5.5 conunaprecisbnde 10-2 . Como
ayuda,sehandibujadoenla figura4 lasgraficasde lasfunciones(2.2)* y

(1.1)z + 5.5.

1.2. Métodode Newton

1.2.1. Idea geonttrica

El métodode Newton sebasaen la aproximacdn de la graficay = f(x) en
un ciertopunto(zo, f(xo)) por surectatangenteental punto. Recordadjue
la ecuacdn dela rectatangenteala curnvay = f(z) enun punto(z, f(zo))
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10

-10

Figura4: Graficasdelasfunciones(2.2)” y (1.1)z + 5.5

vienedadapor
y = f(zo) + f'(0)(x — o).

Obsenad queestarectaesel polinomio de Taylor de grado1 dela funcién

N

f(x )1 \

Figura5: Rectatangenteay = f(z) enel punto(zg, f(zo))

f(z) enunentornodel puntoz. Laideadel métodoconsisteentomarcomo El método de Newton se
nuevaaproximacdbn z; dea (cerode f(z)) el puntoz dondela recta :gt‘;fji‘z?b'e” como el

Newton—Raphson.

y = f(wo) + f'(0)(z — zo)

cortaal ejey = 0. Esdecir:

0 = f(zo) + f'(z0) (21 — 20),
demanerague,despejandcseobtiene

f(z0)
f(wo)”

Repetimosestaconstrucobnapartirdel puntoz, considerandahorala recta
tangentea la graficay = f(x) enel punto(zy, f(x1)) (véaseigura6)y, ag,

1 = Xy —
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Xy

<)

Figura6: Rectatangenteay = f(z) enel punto(zy, f(z1))

seobtiene

f(z1)
f(z1)

De manerasimilar calculamoses, x4, etc.

ro = T1 —

Método de Newton
Algoritmo

1) Consideremos, aproximacbn (suficientementeercanajle«, cero
de f(z).
2) Calculamoda sucesbn de aproximacionegzy },~, a partir de la

recurrencia

Tl = Tk — J{,((z,;)), kE>o0. (1.3)

Ejemplo 3

Calculamoda réiz o € [0.25,1] dela funcion f(z) = sinz — z? (véase
ejemplol1.1) empleandahorael métodode Newton. Paraesto,consid-
eramoscomo primeraaproximacdn el valor o, = 0.5 y obtenemodas
siguientesaproximacioneszy, zo, x3, . . . a partirdela féormula(1.3), que
enestecasoequialea

sinxy — xi

T+l = T — .
+ COS Tf — 2T}

La siguientetabla muestraestositeradosjunto con suscorrespondientes
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estimacioneslel errorabsoluto(maximo) cometido:

Iterado | Valorobtenido |zK — Tp—1]
To 0.5
T1 2.37412465206752493 | 1.87412465206752493
T2 1.4702796165662753 0.903845035501249632
T3 1.05947583635088301 | 0.41080378021539229
T4 0.905826786045670765 | 0.153649050305212244
Ts 0.877711878259780792 | 0.0281149077858899725
T6 0.876727420147095326 | 0.0009844581126854665
T7 0.876726215396866427 | 1.2047502288986 - 10~6
T8 0.876726215395062446 | 1.8039811 - 10~!2

Actividad 4
Aplicad el métodode Newton paraencontratos cerosdela ecuacbne® —

2 = z conunerrormenorquel0— 2.

La calculadoraNiris tambEénpermiteaplicarel métodode Newton, paralo
cualdebemogpasarlecomoargumentoda funcién, el puntoz, dondequer
emosiniciar lasiteracioneg/ el nombredel métodoquequeremositilizar
(véasdigura?).

EdiCiﬁﬂlOperaC|ones| S\'mholosIAnéllsml Matrlcesl Umdadesl Commnatonal Geometrl’al »

BEBe s & -
Ojl&s E: |2 ‘m@

H resolver_numéricamente(sin x - x2, 0.5, {método="newton"})

H resolver_numeéricamente(2*-x-5, 2.5, {método="newton"})

Figura7: Aplicacion del métodode Newton conWiris

El métodode Newton corvergerapidamenteEl estudiodela velocidadde
convergenciadelosdiferentesméetodosnuméricosseescapal propdsitode
estasnotas. Unicamentedecir que,en condicionesadecuadase! método
de Newton tiene ordende corvergenciacuadatico. Estoquieredecirque
el errorenunaiteracbn determinadasaproximadamentel cuadradael
errorenla iteracibn anterior:si por ejemploéstefueses;, ~ 102, el error
enla aproximaocbn siguientesefiadeltipo e, 1 ~ (1072)? = 1074,

Sesueleprecederde unascuantasteracionesdel métodode la biseccbn
(véaseseccdn 1.).quepermitenlocalizarunaraiz y proporcionamun valor
inicial z( cercanca ésta.

Es interesante que intentéis
programar el método de
Newton. La calculadora Wiris
os facilita las herramientas
para hacerlo.
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e Presentproblemasiecornvergenciaenla proximidadde puntoscriticosde
la funcion f(z), esdecir, puntosquecumplenf’(z) = 0, puesel termino
f(zx)/f'(z) puedetomarvaloresmuy grandegveasefigura8). Un caso

0 X155

Figura8: Ejemplodedivergenciade Newton cercade un extremorelativo

particularde estasituacbn es el casoen el quela raiz @ que buscamos
esmiltiple: f(a) = f'(a) = ... = fM(a) = 0y fD(a) # 0,
conn # 0. Ental situacbn sei& corveniente,comoen seguidaveremos,
utilizar unapequéiavariantedel métodoeséindar

Ejemplo 4

Queremogstudiarel comportamientalel métodode Newtonenel calculo
de unaraiz de la funcion f(z) = cosz — 1. Ya sabemogsjue estaraiz
seencuentreen o = 0; a pesarde estopermitidnosutilizarlo parapoder
comparatasdiferentesaproximacionesbtenidasondicharaiz y motivar
a partir de estoalgunareflexion didactica. Paraesto,consideramospor
ejemplozy = 1 comovalor inicial y obtenemodas siguientesaproxima-

cioneszi, z9, 3, . .. apartirdelaformula

cosxp — 1 cosxp — 1
T4l =T — ———— =T+ ———.
—sinzy sin xy,

Losresultadosemuestrarenla siguientetabla:
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k Tp |Tg — 1]
1 0.453698 0.546302

2 0.222876 0.230822

3 0.110974 0.111902

4 0.0554301 0.0555439

5 0.027708 0.0277221

6 0.0138531 0.0138549

7 | 0.00692644 0.00692666
8 0.0034632 0.00346324
9 0.0017316 0.0017316
10 | 0.0008658 0.0008658
11 | 0.0004329 0.0004329
12 | 0.00021546 0.00021744
24 | 5.28444 -10~% | 5.28436 - 1078
25 | 2.64218 - 1078 | 2.64226 - 1078

Obsenad que estositeradoscorvergenhaciac = 0 muy lentamente:en
vezdehacerlodemanerauadatica,esdecir conuncomportamientalela
estimacondelerrordeltipo |z41 —zx| =~ |z —zk—1|2, l0 quetenemon
realidadesunacornvergenciadetipo lineal (concretamentéry 1 — x| ~
0.5|zy — zx_1|). Estoesdebidoal hechodequea = 0 esuncerodoblede
la funcion f(z) puesf(0) = f'(0) =0y f”(0) # 0. Porlo tanto,cuando
x seaproximaac, f'(xj) tomavalorescercanos a0 provocandcerrores

deconsiderad®n enlassucesrasaproximaciones.

Figura9: Graficadela funcion f(z) = cosz — 1

En casoscomo éste,cuandosospechamogue la raiz buscadan puedeser
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doble,escorvenienteutilizar el métodode Newton maodificado, enel quela
recurrenciavienedadaa partir del procedimientaiguiente.

Método de Newton modificado (« raiz doble)
Algoritmo

1) Seaz, aproximacdn (suficientementeercanaye «, cero(supues-
tamentedoblede f(z).

2) Calculamoda sucesbn de aproximacionegzy },~, a partir de la

recurrencia
f(zp) E> 0.

f'(zx)’ -

Tl = T — 2 (1.4)

Ejemplo 5
En el ejemploanterior si consideramosy = 1 y utilizamosla formula
recurrente
cosxp — 1 cosxp — 1
37k+1:$k_2-7:37k+2-7
— Sin T SIn Ty,

seobtienela siguientetablade aproximacionesle« = 0:

k Tk | — Tp—1]
1 —0.092605 1.0926

2 6.6236 - 10~° 0.092671

3| —2.38962 .10 | 6.6236 - 107

Obsenadqueahorala corvergenciahaciala raiz o = 0 esclaramentenas
rapidaqueen el ejemploanterior en el que seusd el métodode Newton

convencional.

Actividad 5
Aplicad el métodode Newton paraencontratlas dosunicassolucionesle

la ecuacdn (2.2)* = (1.1)z + 5.5.

Actividad 6

Demostradjueesposiblecalculary/7, hastaunaprecisbnfijadacualquiera,
utilizando Unicamentesumas restas multiplicacionesy divisiones. Indi-
cacibn: obsenadque+/7 esel ceropositivo delaecuacon f(z) = 0 donde

f(z) = 2% — 7y escribidparaestecasoel esquemale Newton.

En general, si se sospecha
gue a es un cero de
multiplicidad m de f(z), es
decir, tal que cumple

fecmtly
fa) = f(e)=f"(a) =
e = f(m_l)(a) =0,

fm)(a) # 0, entonces el
método de Newton
modificado se escribe

sr = o —m Fl@r)
I (zk)
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Actividad 7
Aplicad el métodode Newton modificadoparaaproximar con un error
inferior a 107, la raiz o de multiplicidad mayorque 1 queel polinomio

p(z) = z* — 823 4 2422 — 32 + 16 tienecercanaazy = 3.

1.3. Métodode la secante
1.3.1. Idea geonetrica

El métodode la secanteseinicia, a diferenciade los métodosanterioresa
partir de dosaproximacionesnicialeszy y z1. A partir de estosse calcula
la rectaque unelos puntos(zg, f(zo)) ¥ (z1, f(z1)) queviene dadapor la

ecuacbn
IR CV (2
1 — X

Estarectaes,engeneral,secante la graficay = f(x), esdecir, la cortade
maneranotangente De aqu recibeel nombreel método.El siguienteterado,
To, €saquelpuntoenel cualla rectacortael ejey = 0. O sea,sustituyendo
y = 0 enlaecuacbnanteriory denominanda el valordez correspondiente,

setiene
0- flan) = LU =L20)

dedonde despejandas, obtenemos

(x — 7).

x9 —.’L‘l),

= o1~ flo)
PR @) = o)
La figura 10 muestracomo se obtienegeonétricamenter,: los puntosmar
cadoscorrespondem (o, f(zo)), (z1, f(z1)) y el puntode cortedela recta
cony = 0 esla aproximacdn z». De maneraaraloga,el siguienteiteradose
obtieneapartirdela féormula

T2 — T

3 = Ty — f(ﬂﬂz)m-

Método de la secante
Algoritmo

1) Seanzy, x; aproximacionesle o, cerode f(x).

2) Calculamodasucesbndeaproximacione$zy } .., obtenidaspar
tir dela recurrencia

Tk — Tk—1

Tl = Tg — f(xk)f(wk) = F (o) k>1. (1.5)




© FUOC - P06/75005/01001.6Hulo 5 24 Métodoshasicosde CalculoNumérico

T
(x) \

Figural0: Primeraiteracibn del métododela secante

e Estemétodoseacostumbraa aplicar cuandola evaluacbn de la funcion
derivadaf’(z) esrelatvamentecostosagsdecir, si escomplicadade cal-
cularo bienrequieremuchasoperacioney, por lo tanto,no interesausar
el métodode Newton.

e Obsenad, a partir del algoritmo presentadoque los nuevos iteradosse
obtienendela siguienteforma:

A partirdelositerados:| secalcula:

Zo,Z1 9
Ty T2 z3
Z2,%3 T4

Existe unavariantedel métodode la secantadenominadaegula falsi y
guefuncionacomosigue:

— Comenzamos partir de dosvaloresinicialeszy, 1 de maneraquea €

[zo,z1].

— Calculamose, apartirdelaférmula

r1 — X0

2 =0 = ) e T )

Entoncesserechazade entrez( y z1, aguelque cumplaque suimagen
por f tengael mismosignoque f(z2). Asi, por ejemplo,si f(zg) > 0,

f(z1) <0y f(z2) < 0, despreciamos; y consideramosomoaproxima-
cionesvalidasz, y z2. De estamaneraaplicandoel teoremade Bolzano
(véaseseccdn 1.1) podemosasgurarque o € [zg,z2]. La recurrencia

continllacon
T2 — X0

) ) = e

y ad sucesramente.
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La ventajaque suponéda regula Falsi respectal métodode la secantees,
fundamentalmentegseyurar que la raiz oo buscadase encuentrasiempre
dentrodelintervalo considerad@n cadapaso.A pesardeesto,el nlimero
decomparacioneguenecesitpuedehacerquenecesitemomuchastera-
cionesparaobtenerel cerobuscadaconla precisbn deseada.

Ejemplo 6

A mododeresumerde los métodospresentadogiseccon, Newtony se-
cante),calculamosnuméricamentaunaaproximacbn de la raiz « quela
funcion f(z) = 4sinz + 1 — z tieneenel intervalo [—, —7/2]. Estaes

la tablaresultante:

n Biseccbn Newton Secante
0 [—m, —m/2] - -

1 | [-2.35619449, —1.57079633] | —2.31327412 —m/2

2 | [-2.35619449, —1.96349541] | —2.21444913 | —1.97378600
3 | [-2.35619449, —2.15984495] | —2.21009292 | —2.36694993
4 | [—2.25801972, —2.15984495] | —2.21008394 | —2.19144324
5 | [—2.25801972, —2.20893233] | —2.21008394 | —2.20882694
6 | [—2.23347603, —2.20893233] —2.21009521
7 | [-2.22120418, —2.20893233] —2.21008393
8 | [-2.21506826, —2.20893233] —2.21008394
22 | [—2.21008432, —2.21008394]

23 | [—2.21008413, —2.21008394]

Sehandestacadsubrayadakas cifrasdecimalegjuecoincidenconla an-
terior aproximacdny que, numéricamentepodemogomarcomocorrec-
tas. Masprecisamentesi consideramospor ejemplo,las aproximaciones
—2.21009292 y z; = —2.21008394 obtenidaspor el métodode

Newton, podemo®bsenarguecoincidenenlascuatroprimerasifrasdec-

r3 =

imales(2100). Sudiferenciaes

z4 — x5 = |(—2.21008394) — (—2.21009292)| =

0.00000898 = 0.898 - 1075 < 10™°

Sabemosjueel métodoempleadgroporcionagncondicionesadecuadas,
aproximacionesadavezmejoresdelaraiz o buscadaPorlo tanto,pode-

mosdecirquela mejoraquerepresentda aproximacbn x4 respectale su



© FUOC - P06/75005/01001.6Hulo 5 26 Métodoshasicosde CalculoNumérico

precedentezs, esinferior a10~>. Podemogpensaquela raiz o comienza

delaformaa = —2.2100. .. y, aunqueno seaestrictamenteorrecto,que

lea(z4)| = | — z4] < §-107* si consideramos, aproximacdn por

redondedea.

Osreferimosa la figura11 paracomprobarcémo Wiris aplicalos diferentes
métodosestudiadogparaencontraruna aproximacon de la solucbn quela
ecuacdn4sinz + 1 = z tieneenelintervalo [—m, —7/2].

P CH oH WUN|esess NEQ
Sz e € @ F s ROE

| resclver_numaricaments(4 - sin{x)+ 1 - x,[— 7,a] {método="biseccitn"})

| resolver_numaricamenta{d - sin{x)+ 1-x,[- 7, 8] {método="newton"})

| resolver_numéricamente(4- sin(x)+ 1-x,[- m,n] {método="secante"}) il
| resolver_numéaricamente(d sin{x)+ 1=-x,[= n,ﬁ],{método:“regula_falsi"}]|

Figurall: Calculodeunaraiz dela ecuacbn4sinz + 1 = z conWiris

Actividad 8
Encontrade tal que cumplelna = 3/«, con un error inferior a 102,

usanddos métodosdela secantey dela regulafalsi.
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2. Inter polacion de funciones

2.1. Intr oduccion

Supongamogueconocemosinatabladevaloresde unadeterminadduncion
f(z), o sea,un conjuntode valores{z } -quedenominamosbscisasy de
susimagenes (zy) (que,demaneraabresiada,denotaremogpor fy):

|1 2 4 5 8
fr 10 5 2 4 14

La preguntabasicaguenosplanteamognestaseccbn esla siguiente:apartir
de estainformacbn, ¢ somoscapacesie proporcionaruna aproximacon de
valorese delintenalo(1, 8] (y quenoseamingunadelasabscisasnteriores)?

Esteesel objetivo principal del denominadgroblemade la inter polacion
y queconsisteen encontramunafuncion g(x), cercanaa f(x) de manerague
cumplaque su imagenen las abscisaseg, 1, z2, - - - £, coincidacon la de
f(z), esdecir, g(zx) = fr parak = 0,1,...,n.

En primer lugar, y como normageneral,es necesariadecidir qué tipo de
funcion puedereproducirmejor el comportamientale f(z). Asi, por ejem-
plo:

e escogeremog(z) comocombinacondefuncionesin z, cos z, silafuncion
f(x) presentain comportamient@eriodico;

e si f(z) presentavaloresmuy grandegpositvoso negativos),concentrados
enciertospuntos-un posiblecomportamientasinbtico-, buscaremog(z)
enformadefuncibnracional,0 sea,un cocientede dospolinomios;

e si,encambio,f(z) presentain comportamientsuave, sin grandesaria-
cionesconsideraremog(x) polinomios;enestecasosesueleescribirp(x)
envezdeg(z).

Estelltimo casoesel massencillo,recibeel nombredeinterpolacibon polino-
mial y esel quetrataremognesteapartado.

Conla calculadorawiris podemoscalculardirectamentes| polinomio inter
polador Véaseaunaposiblesintaxis,correspondiental ejemploanteriot enla
figural2 o, unasintaxisalternatvaenla figural3
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Emflf‘"lOperamnnesI Simbalas | Andlisis | Matrices | Unidades | Gombinataria | Gaometria | sriegn | Programacisi ®

=] B s & -
8% B: % «JUOCH
[ interpolar({1,2,4,5,8},{10,5,2,4,14}, x) =» —%-x*+%-x3+%-x2—¥-x+%
Figural2: InterpolandaconWiris (1)
Emﬁlﬂl"loueraciunesl S\'mbu\usl Ama’hs\sl Mamuesl Umdauesl Comhbinat \iql i | Gnegul Pro T g
HBe®e i |& -
e [<1UOC[S

\ A=punto(1,10); B=punto(2,5);C=punto(4,2);D=punto(5,4);E=punto(8,14);
5 5 7 146 1042

i O RPNV JULAYs PP S

‘|nterpolar({A,B,C,D,E},x) 253 xt+ 21 X7+ 3% X 21 x+ 53

Figural3: InterpolandaconWiris (2)

Esconvenientedestacaguelainterpolacon,al igualqueel calculodecerosde
funcionessonherramientasgjueel CalculoNuméricoponeennuestrasnanos
para,a menudo,permitirnosdar solucionesaproximadasie problemadie la
vida cotidiana.Un ejemplode estehechopuedeserel siguiente:supongamaos
gueseposeeel censadeunaciertapoblacbn P encuatromomentodlistintos
delos Gltimos cuarentaafios:

ary‘ 1970 1980 1990 2000
nUmerodehabitante# 40543 35977 51068 65429

Entonces¢ podfamosdarunacifra aproximadalel nUmerode habitantegjue
teria dicha poblacbn en el afio 1992? Al final de estetemapodiéis dar
vosotrosmismosunarespuesta estapregunta.

2.2. Existenciay unicidad del polinomio inter polador

Respectal problemade interpolacdn, en el casopolinomial, esconocidoel
siguienteresultadqcuyademostradn podeisencontrarenla mayoiia delos
libros de CalculoNumérico).

Teorema dadosn + 1 puntOS(.’Eo, f0)1 (1‘17 f1)1 ($27 f2)| sy (wna fn),
deabscisasy, todasdistintasexisteun tnicopolinomiop,, (z) degrado
menoro igual quen tal quep(zy) = fx paratodok =0,1,2,...,n.

e Decimosguep, (z) interpola* lafuncion f(z) enlos puntos(zy, fi), para
k=0,1,...,n.

e Obsenad quelas abscisa®n el problemade interpolacon polinomial se
acostumbram numerara partir del sulindice0 (o seazg, z1, . . .).

e Unamaneradirectadeencontrap, (z) = ap,z™ + - -+ + asx? + a1z + ag

* O bien que p,(z) es el
polinomio interpolador de
grado menor o igual que n
de la tabla

{(Cckyfk)}kzo,l,...,n'
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que interpole {(z, fk)} =01, €SPlantearel sistemalineal den + 1
ecuacioney n + 1 incognitasasociado

pn(ack):fk k:O,1,2,...,n,

esdecir,

n 2 _
anzy + - +axi+ai1zo+ag = fo
anx + -+ + agx% +aiz1+ay = fi
anTh + -+ agri + a1z +ag = fo

y resoherlo (véasefigura 14). Sin embago, enla practica,no esésteel

Edicujnl Operationes |Simbu|us | Anélisisl Matricesl Umdadesl Cumbmaturial Geumetn’al Grieg ¥

O@o@ &0 LM resalver ecuacic b -
resolver sistern ‘ .j U 0 c e}

dibujar
ol o 28 % 0, T IT | (0] | representar

| px) i =axt+bx3+cx2+dx+e;
p(1)=10

p2)=5 5 5 7 146 1042
resolver[p(d)——Q - {{a—-——252 ,b-——,I o=y ,d————1 T }}

p(5)=4
pE)=14

Figural4: Resolucbndirectadel polinomiointerpolador

métodomaseficaz.

Enlassiguienteseccionesnostraremoslgunosde los métodosmasusuales
paracalcularel polinomiointerpoladomdeunatabla{ (z, fx) }x—o 1, dada.

2.3. Métodode Lagrange

Esteesel métodomassencillo, conceptualmentgaraobtenerel polinomio
interpoladorp, (z). A partir de unatabla {(zx, f)}x_,. , dadasecon-
struyenlos siguientes: + 1 polinomios:

(z —z1)(z —z2)(z —23) - (2 — 2i—1) (T — @it1) - (T — Tn)
(zi — 1) (zi — z2) (i — 23) -~ (% — i 1) (@i — Tig1) -~ (T3 — Tp)’

parai = 0,1, ...n, esdecir,

(- m)(e—m)(x —15) - (2 — z0)
L()(CC) = (370 — .’IJ1)(~TO _ 1-2)(;1;0 — 1173) . (.770 — -’L'n)

(- mp)(z—za)(z —3) - (2 — z0)
Lu(=) = (z1 — m0) (71 — w2) (21 — @3) - - - (X1 — )

_ (=) —z)(z —=23) - (z — zp)
La(@) = (z2 — m0) (w2 — 1) (z2 — @3) - - (w2 — )
Lp(z) = (z = 20)(x — 21) (¢ —x3) -~ (2 — Tn 1)

(T — z0)(Tn — 21)(Tr, — 73) -+ (T — Tn—1) ’
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EstosL;(z),7 = 0,1,...,n sedenominarpolinomios de Lagrangey satis-
facenlassiguientegpropiedades:

1) CadaL;(x) esun polinomiodegradon.

2) Li(z;) = é;; paratodoi,j = 0,1,...n donded;; esla conocidafuncion

Delta de Dirac:
0 sii#j,
dij = T
1 sii=j.

3) Obseradquetambiénsepuederescribirdela manerasiguiente:

LZ(.’L‘): H T —T;

.Ii—:L'j'

0,...n

j=. .
J#i

Entoncesel polinomio inter polador de Lagrangeenlos puntos{(z, fx)} o, .

seobtienea partir de

pu(@) = foLo(x) + fila(z) + -+ + faLn(z) =Y fiLi().
i=0

Método de Lagrang e
Algoritmo

1) Parai =0,1,2,...,n calculamosos polinomiosde Lagrange

Li(z) = H T — T

=0, Ti— Zj
J#i

2) Entonces, el polinomio que interpola la tabla de valores
{(zk, &)} k=0 1,.n Vienedadoporla expresdn

n

pn(@) = foLo(z) + frLl1(z) + -+ + fuln(z) =Y fili(x).

1=0

Ejemplo 7
Aplicamosel métododeLagranggparaencontrael polinomiointerpolador

degradomenoro igual que4, p4(x), correspondientala tabla:

|1 2 45 8
fr 10 5 2 4 14




© FUOC - P06/75005/01001.6Hulo 5 31 Métodoshasicosde CalculoNumérico

Calculamodos polinomiosde Lagrangeasociadod.y(z), - - - , L4 (z):

(- 2)(z—4)(z-5)(z—8) _
L= = T9a-na-su-3

1
< (z* — 192° + 1262” — 344z + 320),

1
~36 (z* — 182® + 109z° — 2527 + 160) ,

(5: (s - 2)(5-4)(5-9)

1
~36 (z* — 1523 + 7022 — 120z + 64)

(z —1)(z —2)(x —4)(z - 5) _
(8-1)(8—-2)(8—-4)(8 —5)
L (04 1948 4 4927 — 782 + 40) .

L4(.’L‘) =

50z

Entonces,
4
pa(@) = fiLj(x) =
=0

foLo(z) + fili(z) + - - + faLa(z) =
252 21 36 21 63 °

El resultadssepuedeobsenarenla figurals.

La calculadoraWiris permite construirun grafico interactivo paravisu-

alizarel polinomiointerpoladory estudiarcomoinfluyenenel mismolos
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18

16

5

Figural5: El polinomiointerpoladom,(x)

diferentescambiosenlos datos(véasefigura 16).

Edicm’n' Operationes |S\'mbolos| Anélisis' Matrices' Unidades' Combinator\a' Geometn’a' Griego *

DOogwr s a|O o JUOCH
c

(u o R R T A s i

| A=punto(1,10);B=punteo(2,5);C=punto(4,2);D=punto(5,4);E=punto(8,14);
| p(x) : =interpolar({A,B,C,D,E}, x);

| dibujar({A,B,C,D.E, p(x)});

resolver ecuacion b
resalver sistems

dibujar
representar

Figural6: Interpolacbninteractva conWiris

Actividad 9
Encontracel polinomiointerpoladordela tablasiguiente:

m| -1 04 5
fr) 5 -3 2 -4

e ¢ Queocurresi quisisemosehacetos calculosdel polinomiointerpolador
al ahadirunaabscisars (y suvalor correspondientgs)?

En tal casoes necesariacalcularde nuevo todoslos polinomiosde La-
grangesin poderapenasprovecharos calculosanterioresEsteesunode
susmayoresncorvenientes.

e Elpolinomiointerpoladomp4(z) proporcionainaaproximacbndelafuncion
f(x). Porlo tanto,paraaproximarel valor de f («) paraun ciertovalor o
proximo al intenvalo [1, 8], podemosconsideraps(«). Debemoslestacar
quesi estevalor a seencuentrdejos del intervalo de interpolacén [1, 8]
el errorcometidopuedesermuy grandee, incluso,imposiblede estimara
priori.

Tomemospor ejemplo,a = 3. ¢ Gdmopodemosevaluarp,(3) demanera
eficiente?
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ConWiris larespuestasclara: bastadarun nombreal polinomiointerpo-
ladory calcularel valor correspondientévéasdigural?).

Emcwénl Operaciones |Simbulus | Ana’\lslsl Malncesl Umuauesl Cumhmatur\al Geumetn’al Griego ¥

Mm@ 8vioc £ 2|m o:IUOC
o

oo =85 o, T@|pm

| A=punto(1,10);B=punto(2,5);C=punto(4,2);D=punto(5,4);E=punto(8,14);
| p(x)=interpolar({A,B,C,D,E}, x);

‘ 142

p3) = =l

resolver ecuaciin b
resolver sistems

dibujar
representar

Figural7: Evaluacbndeps(«) utilizandoWiris

Ahorabien,si nodisponemosleunacalculadorasimbblicapotente ¢ ©mo
podemosevaluarp4(3) (manualment® medianteun lenguajede progra-
macibn) empleandgaraestoel minimo nUmerode operaciones?

Larespuestaestgoreguntala proporcionda denominadaeglade Hor ner,
gue consisteen identificar estaevaluacbn con unadivision adecuadale
polinomios. Expliguemosen primer lugar de donde provieney su fun-
cionamentdasico,paradar posteriormentsualgoritmo.

¢ Engué consistda RegladeHorner?

Supongamosguerealizamoda division entrep,(x) y el monomioz — 3 (o,
si sequiere,engeneralentrep(z) y z — « silo quequeremosscalcular
p(a)); puestoquez — 3 esdegradol el residuor esunaconstantey, por
lo tanto,podemosescribir

pa(z) = q(z) (z - 3) +r,

dondeg(z) esel cociente.Obsenadentoncegjueps(3) = ¢(3)(3 — 3) +
r = r. Asi pues,paraevaluarp(«) bastacon conocerel residuode la
division entrelos polinomiosp(z) y = — «. Ademas,paraefectuardicha
division, la reglade Ruffini nosproporcionaun métodosencilloy rapido.
En nuestrocaso

—5/252 5/21  7/36 —146/21 1042/63
3 L —15/252 15/28  138/63 —300/21

—5/252 5/28 46/63 —100/21 |142/63

Enconsecuenciai(3) = 142/63.
¢,Cual esel algoritmogeneral?
Supongamoguep(z) = a,z"+a, 13" +---+aiz+ag y quequeremos

evaluarp(a). Comoantescalculamoda divisionp(z) = ¢(z) (z —a) +,
cong(z) = by,_1z™ ' 4 by_ozx™ 2+ -+ + by + by, graciasalareglade
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Ruffini. Asi, tendremosinasituacbndeltipo

ap Gp—1 Gp-2 T a1 ago
o L [2] [2][2][2]
bp-1 by2 b3 -+ by | by

dondelos interrogantesndican cantidadegjue hay que calcularcalcular
Obsenadquelasb; sedeterminarde manerarecurrentepien a partir del
esquemale Ruffini completo:

anp anp—1 ap—2 e ay ago
« d ‘abn_l‘ ‘abn_g‘ ‘abn_g‘ ‘ ab ‘
bp-1 byo b3 E bo b1

o bienaplicanddasformulas:

bp—1 = apn,

bp—2 = ap—1+aby_1,

bp-3 = apn—2+aby o,
by = a1+ aby,

hastdlegarap(a) =r =b_1 = ap + a by.

Regla de Horner
Algoritmo

Dadop(z) = apz™ + ap_12"" " + - -+ + a13 + ag, paraevaluarp(c)
aplicamoda recurrencia:

bp—1 = ap,

by = ag41+ by, k=n-2n-3,...,0,-1.

Entoncesp(a) = b_;.

Actividad 10
Utilizad la Reglade Hornerparaevaluarp(2), siendop(z) cadaunodelos

siguientegolinomios:

62° — 322 + 4z — 5, A Y A Y |

También...

...se puede usar la regla de
Horner, modificada
convenientemente, para
determinar

P'(@),p"(@),...,p(™ ().
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2.4. Métodode Newton

Paraexplicarlodemaneramassencilla,presentaremosuteofia a partirdeun
ejemplo,extraeremopropiedadey, finalmente gscribiremosualgoritmoen
el casogeneral.Paraesto,consideremogsiue/amenteel ejemplointroducido
parailustrarel métodode Lagrange.

Ejemplo 8
Sequierecalcularel polinomiointerpoladorde gradomenoro igual que4,

pa(x), correspondientala tabla

ze| 1 2 4 5 8
fr 1005 2 4 14

utilizandoel denominadanétodode Newton.

Enprimerlugarescribimodos datosenformadedoscolumnasgdefiniendo

previamentef[z;] = f;:

zo | flzo] = fo
1| flz] = fu
T2 | flz2] = fo
z3 | flzs] = fs
T4 | flza] = fa

A partir deestasloscolumnasseobtieneunatercera

zo | flzo]
flzo, z1]
z1 | flz1]
flz1, zo]
T2 | flzo]
flzo, x3]
z3 | flzs]
f[$3,$4]
Ty | flz4]
sgylnlasexpresiones
flava) = LA g = S 2 S
1 — To ZTo — I1
JIE ) ) T R . i {1

Ir3 — T2 r4 — T3
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Notadquecadaunode estosnuesosvaloresseencuentrgustamententre

lasdosfilas quenecesitgarasercalculadogsdecir

zo | f[zo]

3 flan ) = L)
z1 | flz1]

2 flos, 2] = %
T2 | flzo]

2 Floz, ws] = %
z3 | flz3]

>‘ flzs, z4] = %ﬁ:gﬂﬂ
T4 | flza]

Analogamentegalculamosinacuartacolumnaa partir de lasexpresiones

flz1, 2] — flzo, z1]

flzo,mm] = T — X )
f[$1’$2,$3] _ f[-'EQ;ij?]’ :iEﬁL’l,.’EQ]’
f[xz’ T3, .’E4] — f[x?n l’;j : ££$2, .23]
osea,
o | flzo]
f[‘TOa'Tl]
z1 | flz1] flzo, 1, 32)
f[wl,l‘Q]
T2 f[.'L'Q] f[331,x2,x3]
flza, z3]
z3 | flz3] flza, x3, 24]
f[$37$4]
Ty | flm4]

Para obtenerlas Gltimas columnasde esteesquemariangular bastacon

calcularlasexpresiones

flr1, 22, 23] — flT0, 71, 2]
r3 — Io

f[‘TOaxlax?ax?)] =

flz2, z3, x4] — flz1, 22, T3]
T4 — 1

f[$1,$2,$3,$4] -

f[xl,x25$3a$4] B f[$0,$1,il32,$3]
T4 — To

f[$0,$1,$2,1'3,$4] =
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de maneraque el esquemdinal que se obtienepresentael siguienteas-

pecto:

zo | flzo]

flzo, 71]

z1 | flz1] flzo,z1,72]

flz1, zo] flwo, 1, T2, 73]

T2 | flzo] flz1, 2, 23] flzo, 1, 22, 23, 4]
flz2, 73] flr1, 2, 73, 74

z3 | flzs] flz2, T3, 74]

f[$3, 374]

T4 | flz4]

Los cocientes

El método d'interpolacion de
Newton también se conoce
f['TO]a NN f[$4]’ f[$07 xl]a e af[$07 T, fL‘Z], e af[‘z‘oa ATERE ,.’L‘4] como método de las

diferencias divididas .

sedenominardiferenciasdivididasy secalculana partir delasformulas
flzs] = i,

] _ f[wi+la e ,.’Ejfl,.’L'j] - f[xiaxi+17 .- 7-’5]'71]
Tj— T '

flziy -,z

Finalmente el polinomio interpoladorde gradomenoro igual que4 que

buscamowienedadoporla expresbn

pa(z) = fzo] + flzo,71] (z — T0)+

flzo, z1, z2] (x — zo)(z — x1) +

flzo, z1, T2, 73] (x — x0) (T — 71) (T — T2) +

flzo, 21,2, 23, 4] (. — 20) (2 — 21) (2T — 22) (T — T3).

Obsenad quelos coeficientegjue constituyernp,(z) sonlos terminosdel
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ladosuperiordel esquemadriangularanterior:

zo | | f[zo]

Ty | flz1] flwo, 1, 2]
flw1, 2] ‘ flwo, T1, T2, 73] ‘

T2 | flzo] flr1, w2, 3] ‘ flzo, 1,72, T3, T4] ‘
flr2, 23] flz1, w2, 23, 74]

z3 | flzs] flze, w3, 14]
flz3, 4]

Ty | flz4]

Aplicado a nuestroejemplo, el esquemadriangularque se obtienees el

siguiente:

2 —5/36
5| 4 1/3
10/3
8| 14
guedalugara
7 5
pa(z) = 10—5($—1)+E($—1)($—2)—ﬁ(w—l)($—2)($—4)($—5).
Comprobadjue
pa(z) = 10—5(30—1)—}—%(&6—1)(&0—2)—
5
53t~ D -2)(@-4)(z-5) =
5 5 5 T 5 146 1042

—_— 4 [ —_— _ —
9527 To1% T36% T 1 ¥ g3

es decir, que coincide con el polinomio interpoladorobtenido (parala
mismatabla de valores)aplicandoel método de Lagrange. Estoya lo
saljamosa priori pues,unavez fijada la tabla {(z, fx)} de valores,el
polinomiointerpoladoresinico.

Habitualmenteno se suelendesarrollaros productosque formanp4(z).
Todo lo contrario, de caraa evaluar ps(z) en un cierto punto « es (til
reescribirps(z) delaforma

w10+t (5 (e (e -5))
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puesad el nUmerodeoperacionesecesariaparaobtenemp, (a) esminimo.
Obsenad que estaexpresbn se ha obtenidosacandaomofactorcomin,
demaneraecurrentelosmonomios(z — 1), (z —2) y (z — 4). Ennuestro
ejemplo,si consideramos = 3 setieneque

pa(3) =10+ (3—1) (—5+(3—2) <g+(3—4) (-%(3—5)))),

queproporcioneel valorp(3) = 142/63.
e ¢Enquévaria el métodode Newton si seafiade una abscisanueva?

Comoveremosen el siguienteejemplo,unade las grandesventajasdel
método de Newton consisteen que al afiadir nuevas abscisasodoslos
calculosanterioresse aprovechande manerague el nimerode operacio-
nesquedebemogfectuamparaobtenerel nuevo polinomiointerpoladores
relatvamentepequdio. Tal propiedadsebasaenel siguienteresultado:

Las diferenciasdivididas f[z;, z;41,. .., ;] sonfuncionessimétricas

en los valores z;, z;41,...,7;, O S€a,son invariantes bajo permuta-
cionesdelaszy’s. Por ejemplo, f[x1, 2, x3] = f[xs, z2,z1] = flxe, x1,23] =
flzs, x1,z2].

Asi pues, supongamogjue queremosanadir a la tabla anterior el dato
(zs5, f5) = (7,12) y calcularps(x), el polinomio interpoladorde grado
menoro igual que5 dela nuevatabla. En estecasobastaconafadir(7,12)
al final delasdosprimerascolumnagiel esquemadriangularanteriory cal-
cularaquelladiferenciadivididasquenosfaltan. Esdecir, consideramos
latabla

|1 2 45 8 7

fr10 5 2 4 14 12

dondeobsenad queno sehan ordenado las abscisasino que hemossi-
tuadolos nuesos datosal final de la tabla. Ahora, en el anterioresquema
deNewton calculamossolamenteiquelladiferenciagdivididasqueseen-

cuentrarsubrayadas:

1|10
-5

25 7/6
—3/2 0

412 7/6 —5/252
2 —5/36 —1/315

54 1/3 —17/180
10/3 -1/3

8|14 i/?)
2

7112
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De maneragueel polinomiointerpoladotuscadces

ps(z) = 10-5(z—1)+ g(x —1)(z-2)—

5
ﬁ(w —1(z —2)(x —4)(x —5) —
1
E(z —1)(z — 2)(z — 4)(z — 5)(z — 8).

Obsenadguelnicamentdiemosecesitadaiadiruntérmino(polinomial,
claro)al polinomiopy(x).

e Esimportantedestacaqueel nUmerodeabscisasleunatablanodetermina
el gradodel polinomio interpoladorsino Ginicamentesu grado maximo.
Concretamentedadaunatabla{(zy, fz)}, = 0,...,n conn + 1 abscisas
(puesrecordadquek semueve desdd) hastan), el polinomiointerpolador
pn(x) Notienepor qué tener a priori, gradoexactamenten sinoquesodlo
se puedeaseaurar que tengagradomenor o igual que n. El siguiente
ejemploilustraestehecho.

Buscamogps(z), el polinomiointerpoladorasociada@ la siguientetablade

valores:
w|1 2 3 4 5 6 7

fell 5 14 30 55 91 140

Entoncescalculamosl esquemariangularde Newton

11
4
2 5 5/2
9 1/3
3 14 7/2 0
16 1/3 0
4130 9/2 0 0
25 1/3 0
5| 55 11/2 0
36 1/3
6 91 13/2
49
71140

demaneragueel polinomiointerpoladores

po(e) = 1+4(x 1) + (@~ 1)(a —2) + %(a: )z - 2)(z—3)

cuyogradoesexactament@ y no6 comosepodiia esperar



© FUOC - P06/75005/01001.6Hulo 5 41 Métodoshasicosde CalculoNumérico

Actividad 11
Utilizad el métodode Newton parainterpolarla siguientetabladevalores:

o -2 1 2 5
fo -7 0 31

Comprobactonla calculadoraWiris el resultado.

La interpolacon polinomial no se reduceexclusvamentea aproximaruna
tablade valoresque presenterun comportamientgolinomial sinoque,a ve-
ces,puedetambien aproximaralgunoscomportamientogxponenciale® po-
tencialescomosepuedever enel siguienteejemplo.
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Ejemplo 9
Sesospechguela siguientetablade valores

iCle
fe |2 3

corresponde unafuncion f(z) = ae®® cona > 0, b dosconstantesle-

sconocidasUtilizaremosel métodode Newton paraaproximara, by f(zx).

En primerlugar, obsenad guesi tomamodogaritmosa ambosladosdela

expresbn f(z) = aeb® setiene
Inf(z) =1n (aebx> =Ina+In (ebm) =Ina + bz.

Porlo tanto, si definimosg(z) = In f(z), A = Ina, B = b, laigualdad
anteriorsecorvierteen
g9(z) = A+ Bz, (2.1)

dondeahorag(z) presentain comportamientalaramenteolinomial (en
realidad Jineal). Calcularemosa tablacorrespondientala funciong(z) y
la interpolaremogpor un polinomiode gradomenoro igual quel (puesse
tienendosabscisas)De estamaneraobtendremogproximacioneparaA
y B en(2.1). Deshaciend@&l cambiode variablesobtendremos y b. En

efecto,la nuevatabla,calculadaa partirde g, = In fj, vienedadapor

o | 1 2
gk‘ln2 In3

Constramosel esquemdriangularde Newton

1|In2
In3—1n2 _

—ln§
2—-1 2

21In3

y aq, el polinomiode gradomenoro igual que1 queinterpolala tablade

valores{(z, g) }y—o,1 €S

pi(z) = In2+ (m%) (@ —1) = <1n2—lng) n (1ng)$:
4 3

Si la comparamogon g(z) = A + Bz seobtienedA = In(4/3) y B =
In(3/2). Teniendoen cuentaquea = e y queb = B sededuceque
a=4/3yb=1n(3/2)y, finalmente,

f(l‘) _ aebw _ % e(ln(3/2))z.
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Estaexpresbnde f(x) admiteunamayorsimplificacibn: notadque

T 3 z
(In(3/2))z _ (on(3/2))" _ (2
¢ - (e ) - (2) ’

demaneraguepodemosaproximarf (z) por
4 T T z—1
L3Ny (2)(3) o (3
3\ 2 3 2 2
2.5. Férmula del error enla interpolacion polinomial

Un aspectanuy importantede la interpolacén polinomialy, en general,de
cualquieraproximacbn de unafuncién por otra, es encontrarférmulasque
nospermitanestimarel error cometidoen dichaaproximacbn. Parasermas
precisossupongamosguep, (z) esel polinomiointerpoladorde unafuncién
f(z) enlos puntos(todoséstosdiferentesfzx},_o; - Sabemosjueen
estospuntos.el errorenla aproximacbn cumpleque

f(zg) —pn(zk) =0, k=0,1,...,n

puesjustamente, () = fx sonlascondicionegjueseimponenparadeter
minar p,(z). Tomemosahoraa, un puntodiferentede las abscisasle inter-
polacibn (esdecir, o # zy, paratodok = 0,1, ...,n). Entonces¢ esposible
estimarel error cometidoal aproximar f(«) por p,(«)? La respuesta tal
preguntasebasaenel siguienteresultado:

Teorema seanf unafuncion conderivadascontinuashastaordenn +
1"y pn(z) el polinomiointerpoladorenlos puntos{(z, fx) } =0 1....n-
Entonces.el error (absoluto)cometidoal aproximar f («) por p,(«)
vienedadopor

_ fD(E)

£(0) = pal@) = T (o= mo)(@ — o)+ (- 7)

donde &, perteneceal menor intervalo que contiene los puntos

LYy L1ye--yLp, O

Actividad 12

La siguientetablacorrespondala funcion f(z) = e”:

o | 1 0 1
fi | 03678794412 1 2.718281828

*es decir, tal que

Lf 1, D) son
funciones continuas.




© FUOC - P06/75005/01001.6Hulo 5 a4 Métodoshasicosde CalculoNumérico

Calculadpy(z), polinomio interpoladorde gradomenoro igual que 2, y

obtenedsuvalor enel puntoz = 1/2 usandaraestola reglade Horner

Ejemplo 10
Considerachuevamentda actvidad anteriory tomada = 1/2. Entonces,

¢cul esel errorabsoluto(maximo) quesecometeal aproximarf(1/2) =

Y2 = /e porps(1/2)?

Paradeterminarloapliguemosel teoremaanterior En primerlugar, notad

guesi tomamosvalor absolutenla formuladel errorsetieneque

)+

51/2| 1
ol

dondey/, € [—1, 1], intervalomenorquecontiendos puntos—1,0, 1, 1/2.

Porlo tanto,debemogncontratunacotasuperiorpara

)|, & el-L1L

Puestoque f(z) = e* = f'(z) = f"(z) = f®)(z) = ® y teniendoen

cuentaquela funcibne® esestrictamenterecientepodemosieducirque
‘f(?’) (61/2)‘ < e! ~ 2.718281828.
Sustituyendestacotaenla expresbn (2.2) y operandseobtiene
1 1 2.718281828 (3) (12
I Z < T Z — =0.1 26142
7(3) 7 (3)| =25 (3) (3) —ormonmie
demodoqueunacotasuperiordel errorcometidoes

1
‘\/é — P2 (§> ‘ < 0.1698926142,

Paratenerunaestimacbn masrealistadel error cometidoes cornveniente
comparatel errorabsolutoconel valor aproximadogsdecir, considerael
errorrelativo (el cualyadefinimosenlaintroduccbn deestembddulo)que,

enestecaso,vienedadopor la expresbn siguiente:

v (2> Wép;f?) =

Calculadlo.
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Actividad 13
Considerada tabladela funcion e® dela actividad12. Entonces:

1) Calculadel valor real de y/e y comparadliccon el valor obtenidogra-
ciasa la interpolacon, p2(1/2), enla actvidad 12. ¢QLe error seha
cometido?Comparadesteerrorconla estimacdn obtenidaenel ejem-

plo anterior

2) Considerada funcion f(z) = sin(2.2z + 1.1) y escribidla correspon-
dientetabladevaloresdeabscisaz = 0.1,0.2,0.4 y 0.5 (enradianes).
Entonces:

e Aplicad el métodode Newton paraencontrarel polinomio interpo-

ladorps(z) delatablaobtenida.
e Evaluadps(x) enel puntox = 0.3, usandda regladeHorner

e Calculadel errorcometidoenestaaproximacbncomparandes(0.3)

conel valorexactof(0.3).

e Deducidunacotadelerrorabsolutamaximoparaestaaproximacon,
| £(0.3) — p3(0.3)], utilizandoel teoremaanteriory comparadlaon

el valor obtenidoenel apartadgrecedente.

2.6. Inter polacion inversa

Permitidnos,nuevamente presentaestaaplicacbn de la interpolacon me-
dianteun ejemplo.

Ejemplo 11
Dadala siguientetablade valoresde unadeterminadduncion f(z):

z| -1 0 3 4
fr | —2 1 5 6

nospreguntamogaraqué valor (aproximado)x estafuncibntomael valor
A =3.5.

Unaprimeraposibilidadpararesoherloesla siguiente:consideramogs ()
supolinomiointerpoladory buscamosg: quecumplaps(«) = A. Graficamente

corresponda la figural8,y notadqueresoherla ecuacbnps(a) = A es,
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engeneralnotrivial. Otraposibilidadesla denominadanterpolacion

pa(x) :1% xL% x%%% X+1

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

Figural8: Intersecabnentrey = p3(z) ey = A = 3.5

inversagueconsisteenla siguienteidea:silatabladevaloresdela funcion * En la practica, lo que se
suele exigir es no tener dos
f(x) escrecienteo decrecient@odemosuponeigue,comominimo, enel abscisas con el mismo valor

de f,osea, azy Yy x;
diferentes les deben
corresponder fi y f;
oseay = f(z) & z = g(y). Consideradhorala tablade valorescorre- diferentes.

intervalo consideradda funcion f(z) esinvertible*. Seag(z) suinversa

spondientalafunciong(y). Estatablanoesotraquelatabladelafuncion

f(z) invirtiendolos papelesie abscisay susimagenes:

ye | —2 1 5 6
g | —1 0 3 4

Sicalculamogys(y) el polinomiointerpoladodeestatablaseobtiene(apli-

candoel métodode Newton), enprimerlugar, el esquemadriangular

—2 -1
1/3
1] 0 5/84
3/4 —1/840
5| 3 1/20
1
6 | 4

delcualsededuce

1 5 1
= 14+-(y+2)+—(y+2)(y—1)— —(y+2)(y —1)(y —5).
a3(y) +3+2)+ gy +2)(y—1) - gn(y+2)(y -1y - 5)
Conlo queencontrarun valor aproximadode o quecumplaf(a) = A
equiale a calculara = g(A). Asi pues,en nuestrocaso,teniendoen

cuentaque A = 3.5, tenemogjue

a~q3(A) = q3(3.5).
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Si paraevaluargs(y) utilizamosla expresbn

w) =1+ 0+2 (3+0-1 (g - 550-9) ).

queminimizael nimerodeoperacionesseobtienex ~ ¢3(3.5) = 1.67633929.

2.7. Inter polacion de Hermite

El problemadelainterpolacon deHermiteconsisteenencontrael polinomio
interpoladomeunatabladevalorescorrespondienta unaciertafuncion f ()
donde adend@s,seconocervaloresdesusderivadasnalgunasiesusabscisas.
Porejemplo:
T o T1 X2

flze) | fo [ fo

f'(@k) | fo f2
Notad que estatablaimpone cinco condicionessobreel polinomio interpo-
lador Estasdeterminarcinco coeficientey, porlo tanto,el polinomiointer
poladoresde gradomenoro igual que4, Hy(z). Estepolinomio recibeel
nombrede polinomiode Hermitede la tablaanterior Al igual gueenel caso
del polinomiointerpolador el polinomio de Hermite H,(z) sepuedeencon-
trarimponienddascondiciones

H4(zk) = fka k=0,1,2 Hé’l("EO) = f(l)’ HAIL(‘TZ) = fé’

y resolviendcel sistemdineal obtenido(véasefigural19).

2 Mozilla Firefox

Fitcer  Edta  Visualtza Wés  Adecesdinterés  Eines  Ajuda

a - t_: o @ @ 3 3 [ feicmomme~ v @ wes [[GL

D %7EC @) eduats.com () Atenea UPC €] UOC, Universitat Ob... | | Traductor [ | WIRIS, UOC caste

Edmlt’ml Operaciones |Simhu\ns|Aﬂél\sla| Matrmesl Umdaneal Cumhmalnr\al Genmetn’al Gria?

OoMo@sar g & M .juoc >
e

ool (==t o0, OO0
Queremos aproximar por un polinomio una funcién f que cumple
f(0)=0; f(1)=2; f(2)=4; f* (0)=1; f'(2)=-1
| prg=ax? +bx3+cx? +dx+e;
[p'x) = 4-a-x3+3-b-x?+2-¢-x+d
Por ejemplo p(1)=atb+c+d+e; p'(2)=32a+12b+4c+d
p(0)=0
p(1)=2 1 1
resolver{ p(2)=4 - {{a:—E,b=1,c=E,d=1,e=D]}
p'0)=1
p'2)=-1

dibujar resolver scuac b

resolver sister

representar

—_——

Figural9: Obtencdndirectadel polinomiode Hermite

El polinomiodeHermitecorrespondientaunatabladevalores{(z, fx, f;)},
sepuedecalculara partir de unageneralizadn del métodode Newton quea
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continuacon detallamosy que presentdas siguientesvariacionesespectaa
tal método:

e Enla primeray segundacolumnasdebemosepetirlos valores(zy, fx) Si
conocemosl valor f; dela dervadaen la abscisaz. Porejemplo,en
nuestrocasoseiia

zo | flzo] = fo
zo | flzo] = fo
1| flz] = h
T2 | flz2] = fo
z2 | flza] = f2

e Calculamosahorala terceracolumna:

zo | flzo]

fzo, o]
zo | f[zo]

flmo, 1]
z1 | flz1]

flm1, 2]
T2 | flzo]

flm2, 9]
T2 | flzo]

Obsenad que aparecerdos diferenciasdivididas que, en principio, no
tienen sentidopuesse estn evaluandoen el mismo punto: f|zg, zo] Y
f[z2, z2]. Paracalcularlascorvienetenerencuentaque

f[xo’ :L.O] B zli)n-rlo f[a:O; -’17] - Ili—gtlo w -
i 1@ = @)

T—To r — X9

De maneraanaloga,se deduceque f[z2,z2] = f'(z2) = f5, y ad el
esquemanteriorseescribe:

zo | flzo]

flzo, o] = fo
zo | flzo]

flzo, 71]
z1 | flz1]

flw1, zo]
T2 | flzo]

flze,za] = f3
T2 | flzo]

Por este motivo el método
gue explicamos se conoce
también como de las
diferencias divididas
generalizadas .
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e A partirdeestepaso el esquemaecompletade manerasimilaracomose
haceenel métodode Newton:

zo | flzo]
flzo, o] = fo
zo | f[wo] flzo, Zo, 1]
flwo, z1] flzo, zo, 1, 2]
z1 | flz1] flzo, x1, 2] flzo, xo, 1, T2, 2]
flz1, zo] flzo, w1, 22, 2]
T2 | flm2] flz1, z2, 2]
flze, z2] = f3
T2 | flz2]

Porlo tanto,el polinomiodeHermitevienedadopor la expresbn

Hy(z) = flmo] + flzo, zo](x — zo) + f[z0, 20, 21](z — m0)* +
f[-’BO,-TO,-’El,.TQ](.’E - 3:())2(55 — .Tl) +
f[xﬂ,x07$l,$27$2]($ — .’L'())2(.T — .Il)(.'L' — .’I,'Q).

e Sepuedgyeneralizaestamismaideaal casoenel queseconozcarderivadas

de ordensuperiorde la funcion f(z) enalgunasde las abscisasgsdecir,
por ejemplo,unatabladel siguientetipo:

Tp o T1 T2 X3
flze) | fo fr fo f3
f'ze) | fo 2 J3
[ (ze) | fo 5

Ental casodeberemositilizar que f[z;, z;, z;] = f;.

Ejemplo 12

Sedeseaalcularel polinomiode Hermitecorrespondienta la tabla

Tk 0 1 2
fr 0 2 4
fi1 -1

El nUumerode condicionegjue se debensatishcersoncincoy quedeter

minanun polinomiode gradomenoro igual que4, H,(z). Calculamosel
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correspondientesquemale diferenciaglivididasgeneralizadas

0 fo=0
flzo,z0] = fy=1

0| fo=0 1
flzo,z1] =2 -1/2

11 f1=2 0 -1/2
flz1,z2] =1 -3/2

2| fo=4 -3
flz2,m2] = f3 = —1

2| fo=4

Finalmente,

Hy(z) = 0+1(z—0)+1(z—0)? - %(x —0)%(z—1) -

02— 1)z -2 =

2
2 1, 1 o
T+ — 5 (w—l)—iw (x —1)(z —2).

2.7.1. Formula del error enla interpolacion de Hermite

De maneraanalogaal casopolinomial, el siguienteresultadoproporciona
unaexpresbn del error cometidoen la interpolacén de Hermite. Parasim-
plificar su formulacibn nos restringiremosinicamenteal casoen el que la
tablaest formadapor valoresde la funciony de suderivada,concretamente,

{ (@K, fr, fllc)}k:O,l,...,n'

Teorema sean f una funcidon con derivadas continuashasta or-
den 2n + 2 y Hs,yi1(x) el polinomio de Hermite en los puntos
{(z, fr» fi)}r—o1. - [Entonces,el error (absoluto) cometido al
aproximarf («) p’o’r ﬁ2n+1(a) vienedadopor

Fn+2(¢,)

(2n + 2)! [(@ — zo) (@ — z1) -+ (@ — )],

fla) = Hopp1(a) =

donde &, perteneceal intervalo menor que contiene los puntos

T, L1y .-y, Q.

Actividad 14
Enlaactividad 12 sebus® p,(z), polinomiointerpoladordela funcion e*
enlospuntosr = —1,0, 1, y seutilizé paraproporcionaunaaproximacbn

p2(1/2) dey/e. Consideraéhoraamismatablay afiadidla condicbnpara
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la derivada: f'(0) = 1. Buscadel correspondientpolinomio de Hermite
Hj(z) y usadloparaestimar,/e. Comparada aproximacbn obtenidacon
el valor real de y/e. ¢Hamejoradola aproximacdn respectaa la que se

encontb enaquellaocasbn?

Actividad 15

Encontracel polinomiode Hermite H5(z) queinterpolala tabla
zp | —1 3

frl 1 =2
fll 0 1 2

y evaluadH;(0) usandda reglade Horner

2.8. Fenbmenode Runge

Parecentuitivamenterazonablgensalue,si queremosproximarunacierta
funcion f(z), enunintervalo [a, b], cuantomayorseael nUmerode abscisas
gueinterpolemogamayorsea la similitud entrela funcion y su polinomioin-
terpolador A pesarde esto,esteresultadoes,engeneralfalsoy un ejemplo
quelo demuestrasel denominaddenémenode Runge. Estefenomense
obsenaal consideraun conjuntorelatvamentegrande(n > 9, 10, aprox.)de
abscisagquiespaciada®gsdecir, la distanciaentredosabscisagonsecutias
essiemprea misma)y calculamosl correspondientpolinomiointerpolador
p(z). Seobsenaentoncegjue,aunquela similitud entrep(z) y la funcién
f(x) esgrandeenel centrodelintervalo deinterpolacon, la discrepancian-
tre ambasgraficasen los extremosdel intenalo es muy grande,siendoesta
diferenciamasacusad@uantomayoresel gradodel polinomiointerpolador

Ejemplo 13
Consideremota funcion f(z) = 1/(35z2 + 2) y seapio(z) el polinomio
interpoladorde gradomenoro igual que10 enlos puntos—1, —0.8, —0.6,

..,0,...,0.6,0.8, 1. Eldibujo delasdosgraficasseobsenaenlafigura20.

Paraevitar estefenbmenocorvieneevitar manejargradosdeinterpolacon al-
tos ni, en tal caso,usarabscisaequiespaciadasLos métodosalternatvos
que se suelenutilizar dividen el intervalo de interpolacon en subintenalos
conun niumeropequédio de abscisagn cadauno delos mismos. Despliesse
buscanlos correspondientegolinomiosinterpoladoregahorade gradobajo,
tipicamente3) y selesimponencondicionesafiadidasparaque dichospoli-
nomios“encajen”bienentresi: adenésde coincidir en los puntosde inter-
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Figura20: Graficasde la funcion f(z) = 1/(35x2 + 2) y el polinomiointer

poladorpo(z)

secconentresubintenalostambénselesexige quecoincidanensusprimeras
y sggundasderivadas. De estamanerase obtienenfuncionespolinomiales
definidasatrozosy que,ensuconjuntoformanunafunciondeclaseC? (o sea,
continua,derivabledosvecesy con segundaderivadacontinua). Estospoli-

nomiosinterpoladoresa trozos se denominansplinesy sonmuy utilizados,

especialmenteningenieia.
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3. Aplicacionesde la interpolacion de funciones

Apartedesuutilidad per secomoherramientale aproximacbn defunciones,
lainterpolacdnpolindbmicaproporciongormulasdeaproximacbndederivadas
e integralesde estasfunciones. En las siguientesseccionegresentaremos
brevementealgunasdelas masutilizadas.

3.1. Derivacion numeérica
3.1.1. Intr oduccion

Supongamogueconocemota siguientaabladevaloresrelatvaaunafuncion

f(=):

o | 18 1.9 2 2.1 2.2
fr | 1280725 1345581 1417223 1483962 1.552837

(3.1)

y quequeremosproximarf’(z). Unaposibleformadehacerlcesla siguiente:
consideramog,(z) supolinomiointerpoladorde gradomenoro igual que4
y entoncepodemosaproximar

f'(z) = py(z).

Lamentablementastaformulano esdel todosatishctoriaya queno setiene
unaexpresbndel errorcometidoenun puntoz cualquieraExplicamosbreve-
menteel motivo de esto.Recordadvéase?2.2) que,ennuestrocaso:

(&)
51

(z —zo)(x — z1)(x — 22)(x — z3) (T — x4)

f(z) — pa(z) =
0, equivalentemente,
f(@) — pa(z) = g(z) wa(x)

dondehemosdefinido

O (&)
517

g(z) = wy(z) = (& = z0) (2 — 1) (z — 22) (¢ — 73) (2 — 4)

y &, perteneceal intenalo menorque contienexg, z1, . . ., x4, z. Obserad
guederivandola anteriorexpresbn obtenemos

f'(z) — pi(z) = ¢'(z) wa(z) + g(z) wi(z),
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formuladel errorcometidoal aproximarf’(z) porp)(z). El inconvenientede
estaformulaesqueg(z) dependeale unaciertafuncion ¢, quedesconocemos,
demanerajuea priori nopodemosleterminag’(z) enunpuntoz cualquiera.
Lo que si podemoshacer en cambio, es evaluar estaexpresbn en valores
z = x;, dondex;, escualquierade lasabscisasle interpolacbn. En estecaso
sabemosjuew,(zx) = 0y, comoconsecuencide esto,tenemosjue

f(ak) = pi(r) = g'(zx) walze) + g(zk) wi(zx) = g(zr) i(zx)
parak = 0,1,...,4. Ademas,no esdificil comprobainque
wy(zk) = (z — 20) -+ (& — Tp—1) (T — Th41) -+ (z — 72),
demaneraguepodemosescribir

(5)
[ (@) —py(zr) = % (zx—m0) -+ (Th—Tk—1)(Th—Tk11) - - (TH—Ta)

con¢,, perteneciental intervalo [z, z4]. Porejemplo,tendiamosque

®)
£(@2) - piten) = T8 @y~ zi) 2 - 21) 2~ )22~ ),
o tambénque
! / f(5) (5154)
F@a) —pa(@s) = == (24 — 20) (24 — 21) (24 — 2) (24 — 23).

En generaketieneel siguienteresultado.

Teorema seanf unafuncion conderivadascontinuashasteordenn + 1
Y pn(z) el polinomio interpoladoren los puntos{(zx, fx)}r—o 1, n-
Entoncesel error (absoluto)cometidoal aproximarf’(zy) por pl,(zk),
parak € {0,1,...,n} vienedadopor

fxr) — prlar) =

FD(g,,)

(n+1)! (xk — o) -+ (xk — Tp—1) (T — Tp11) -+~ (T — Tp)

coné,, € [ro,xn).

Porestarazon, solamentepodremosefectuaraproximacionesle f/(z) enlas
abscisasleinterpolacon. Mostraremoshoralasférmulasmasusuales.

3.1.2. Diferenciashaciadelantey diferenciascentradas

Porsimplicidad,supondremoguenuestragbscisasedistribuyendemanera
equiespaciadaesdecir, entredosabscisagonsecutiasla distanciaesh, fi-
jada. Ademas,si suponemosjuequeremoaproximarf’(zq) lo quesehace,
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habitualmentees centrarla tablade abscisagn torno al mismo. O sea,las
supondremosdela forma

Ty = x9 + kh, k=0,£1,£2,...

Porejemplo,si a partirdela tabla3.1 dela funcion f (z) queremosproximar
f'(2), numeramosasabscisaslemaneraguezxy = 2:

k -2 -1 0 1 2
Tk 1.8 1.9 2 2.1 2.2
fr | 1.280725 1.345581 1.417223 1.483962 1.552837

En esteejemplosetieneh = 0.1.

Lasdosformulasguepresentaremosebasarenla aproximacbnde f(x) por
p1(z), polinomio interpoladorde gradomenoro igual que 1. En el primer
casoestainterpolacon sellevaacaboenlos puntos(zy, fo) Y (21, f1), mien-
trasqueen el sggundola interpolacon serealizaenlos puntos(z_1, f-1) ¥

(w1, f1).

e Enelprimerodelos casosaplicandcel métodode Newton, tenemosjue

fl@) = pi(x) = flzo] + flzo, 21)(z — 20) =

fot 0 gy = fo 4 P (o - )
dedondesededuceque
@) ~ ph(a) = P00
y, porlo tanto,que
hi—fo

fo = f'(x0) = pi(x0) = A

Esdecir, si h essuficientementpequéio (encasocontrarioel errorpuede
sermuy grande) podemosaproximar

=l (32)

O, equivalentemente,

£(w0) ~ J(zo + h}i — f(zo0) _ flz1) ; f(zo)

Estecocienterecibeel nombredediferenciahacia delanteenel puntoz.
Sila aplicamosanuestroejemplo,seobtiene:
fi—fo 1.483962 — 1.417223

! gl — —
['@2)=fo~ 3 01 0.667390.
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e La segundaférmulasededuceal aproximarf(z) por supolinomiointer-
poladorenlasabscisag_1 y z1:

f(@) = pi(@) = floa]+ fle,m)(z —21) =
fa+ Q — i_ll (#—z1)=/f1+ i 2hf - (z -2 1).
Analogamental casoanterior
@) = phia) = 1512

dedondeseobtienela denominadaproximacdbn dela derivadapor difer-
enciacentrada:
fi—fa

o (3.3)

fo =~
O, equivalentemente,

f(.l‘() + h) —
2h

fleo—h) _ fla1) — fla—1)

2h

f'(wo) =~
Conestaformula,la aproximacbn quetenemode f/(2) es

fi—fa

f() fo oh =

1.483962 — 1.345581
2.0.1

Obsenad queexiste ciertadiscrepanciantreambasaproximacionesSin
entraren el estudiodel errorde cadaunade las dosformulaspresentadas,
diremoslnicamentejue,engeneral

= 0.691905.

o= 1=Lron
! fl f—
f = L5 o)

dondeO(h) indica queel error en la primeraférmula, diferencia hacia
delante esaproximadamentde la formaa.h, cona, unaconstantele-
sconocida.De igual manerael termino O(h?) enla formulade la difer-
encia centrada nosindica queel error que estamosometiendacon esta
aproximacbn esdeltipo a.h?, cona, otraconstantelesconocida priori.
En nuestroejemplo,estoquieredecirque

f'(2) ~0.667390, conunerrordelaforma a.-10"!
si usamodgliferenciahaciadelantey que

f'(2) ~ 0.691905, conunerrordelaforma a.-1072

si utilizamosdiferenciacentrada.Porlo tanto,obsenad que,comoregla
generalla aproximacdnusanddliferenciacentradalela derivadaesmejor
guela obtenidautilizandodiferenciahaciadelante
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Actividad 16
Obtenedaproximacionesle f'(1.9) y f'(2.1), a partir dela mismatabla,

usandda formuladela diferenciacentrada.

Siguiendda mismaidea,podemosbteneformulasmasprecisagconmenos
error) si interpolamosf(z) por polinomiosde gradomas alto*. En partic-
ular, si interpolamosf (z) enlos puntos{(zy, fx)},—_5 o POrpa(z), y lo
reescribimosie maneracorveniente pbtenemoda siguienteformula

!

fo = py(wo) = —fo+8fi—8f 1+ f2). (3.4)

1
12 h (
Esdecir,

fl(zo) =~ py(zo) = 2h (=f(zo+2h)+

8 f(xo +h) —8 f(xo — h) + f(zo — 2R)),

cuyo error esdel tipo O(h*). Obsenad que esteerror es significatvamente
menor(y porlo tantomejoresla aproximacbn queproporcionaperoencam-
bio necesitaonocerl valordelafuncion f (z) enmaspuntos.Aplicandoesta
formulatenemos

1
1@ = fo=5o7

8.1.483962 — 8 - 1.345581 + 1.280725) = 0.69578.

(—1.552837+

Ejemplo 14

Considerada siguientetablade valoresdela funcion f(z) = flf .’Ew ;
€

T Tk T, Tk

1.6 | 0.16790998 || 2.1 | 0.094173398
1.7 1 0.15317776 || 2.2 | 0.080647912
1.8 | 0.13814132 || 2.3 | 0.067950867
1.9 | 0.12312166 || 2.4 | 0.056180094
2.0 | 0.10839091

Se deseaaproximar f/(2) tomandoh = 0.2 y h = 0.1 y comparando
despslos resultadoobtenidoscon el valorreal f/(2) = —0.14507631.

Asi pues:

e Parah = 0.2 debemosonsideramabscisagquidistantegon distancia

h = 0.2. Ennuestrocasoequivale a considerata siguientepartede la

* Recordad que si el grado
del polinomio interpolador es
alto entonces aparece el
fendbmeno de Runge. Por lo
tanto “mas alto"debe
entenderse como “hasta
grado 6, 7".
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tablaanterior:

Tk

i

1.6 | 0.16790998
1.8 | 0.13814132
2.0 | 0.10839091
2.2 0.080647912
2.4 | 0.056180094

Aplicandola formula(3.4) setiene

'@ = 53

8-0.080647912 — 8- 0.13814132 + 0.16790998) =

—0.14509057.

(—0.056180094+

Obsenadqueel errorcometidoes,aproximadamente,

|—0.14507631 — (—0.14509057)| = 0.1426 - 10*.

e Parah = 0.1, necesitamofa siguienteporcion dela tablainicial:

Tk

T

1.8 | 0.13814132
1.9 | 0.12312166
2.0 | 0.10839091
2.1 | 0.094173398
2.2 | 0.080647912

Ahoralaformula(3.4) seescribe

1
(2) ~ (—0.080647912-+

12.0.1

8-0.094173398 — 8-0.12312166 + 0.13814132)

= —0.14507724,

siendoel errorcometidoaproximadamente,

|—0.14507631 — (—0.14507724)| = 9.3-10".



®© FUOC - P06/75005/01001.6tulo5 59

Métodoshasicosde CalculoNumérico

Aproximaci 6n numérica de la deriv ada

Dadaunatablade valores{(z, fk)}y—_, _,, conabscisaequidis-
tantesxzy, = zo + kh, k = +£1,£2,... las siguientesformulas
proporcionarunaaproximaconde fj = f'(zo).

e Diferenciahaciadelante: fj ~ h ; fo + O(h).

¢ Diferenciacentrada: f(’)zfl;ihf_l + O(h?).

e Diferenciacentradalegrado4:

fo= pe0) = o7 (~fo +8 f1~8 71+ f2) +O(h).

Actividad 17

Considerada tabladevaloressiguiente correspondientaunaciertafunciéon

f(@):

Tk I
1.00 | 1.50954

1.25 | 1.69843
1.50 | 1.90432
1.75 | 2.12952
2.00 | 2.36459

Calculadaproximadamentg’(1.50) empleand@araestolastresformulas

del cuadroanterior

3.2. Integracion numérica
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3.2.1. Intr oduccion

Otradelasaplicacioneslelainterpolaconpolinomialeslaintegracibnnumérica,
gueproporcionadbérmulasaproximadasle calculodeintegralesdefinidas

b
/ f(z)dz. (3.5)

Analogamente lo que se hizo en el temade derivacion numérica,daremos
las ideasque conducena estaaproximacbn pero no entraremogno es el
proposito de estosapuntes)en un estudioexhaustivo de susmétodosni del
errorcometido.

La calculadoraWiris tieneincorporadael calculode primitivasy, siempreque
le esposible |o utiliza parael calculodeintegrales.Tambintieneincorporada
la integracbn numéricay, cuandda usa,emiteun aviso enla ventananferior
dela pantalla(véasdigura21)

Edicm’nl Operaciunesl Simbalos |Anélisis| Matricesl Unidadesl Cumbinalorial Geom ¥

>2<< T UN N Z Q .juoc
@

T 4. @z

=i === 3> > | € ¢|i w-w:m/ R C

2.5
f x-e ¥ dx =» 0.47943
0.

.2

1.5
f e~ dx = 0.39491
0.5

0: Aviso, dificultad: Mo se ha encontrado una primitiva
1: Aviso, aviso general: Procediendo con integracidn numérica.

v

Figura21l: Integracbn numéricaconWiris

Asi pues,paraaproximar(3.5) lo que haremoses considerarabscisas: =
T < 11 < ... <z, = bequiespaciadasy = o + kh,k =0,1,...,n). Si
pn(z) esel polinomiointerpoladorde gradomenoro igual quen dela tabla
{(@ks fr) Y=o 1,.. n ENtONCERPrOXimaremos

/ flaydo = [ pa(z) dz.

Teniendoencuentaquela partederechale estaexpresbn esla integral deun
polinomio,quepodemosesolerexplicitamentededuciremosleéstaformulas
numéricasaproximadasle (3.5).

3.2.2. Regladelostrapecioscompuesta

Consideremogrimeroel cason = 1. Obsenad que el polinomio interpo-
ladoresdegradol y seobtieneaplicandoel métodode Newton enlos puntos

($0af0)1y (wlafl):
fi—fo

pi(z) = fo + flwo, z1](z — x0) = fo + o1 — 1o (z — o).
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Entonces

/abf(w)da: = /:pl dm—/ f+ f(())(iv—:vo)da;:

fi—fo (z —370)2r1 _

T1 — Zo 2

fi—fo fo

f()x +

Zo

fo(z1 — x0) + (x1 — 20) =

xl—a:o

(fo+ f1)-

Porlo tantotenemosjue

b X x
[ 1@de= 202 (o4 £
0, Siusamogjueh = 1 — xy,
b h
[ 1@ de =5 o+ 1) (356)
gueesla denominadaegladel trapecio, yaque
r1 — I
2 (fo + f1)

no esotraquela formuladel areade un trapeciode basex; — z¢ y alturas
foy f1 (véasefigura22). Obsenad que cuantomenoresla basex; — zg,

b
Figura22: / f(z) dz y suaproximacdbn mediantda regla del trapecio
a

mejoraproximael areadeltrapeciolaintegralde f (z). La preguntanaturales
entonceda siguiente:supongamosgueconsideramos = (a + b)/2 el punto
mediodelintervalo [a, b]; sabemospor laspropiedadeslela integral, que

/abf(:c)dac:/acf(m)d:c—lr/cbf(x)d:c

porlo tanto,¢ que sucedssi aplicamoda regla deltrapecioa cadasubintenalo
y sumamoslesp@slosresultadoparciales? Mejoraestola aproximacbnde
laiintegralinicial?

Larespuestassi. ¢ Daestolugaraunaférmulacompactajueevite aplicarla
reglavariasveceslemanergaralela?En sgguidaveremogjuetambinesasd.
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b
Figura23: Aproximacbn de/ f(x) dx concincoy dieztrapecios
a

Obsenadenprimerlugar, graficamentegueconformeaumentamosl nlimero
de subintenalosla aproximacbn mejora(véasefigura 23). Estudemosloen
el casoenel quedividimoselintenalo [a, b] en N = 3 subintenalosiguales.

Dadoel intervalo [a, b] definimosh = (b—a)/N = (b—a)/3 y consideramos

lasabscisasy = a Yy zx = x9 + kh, parak = 0,1,...,3. Obsenadque
xz3 = z9 + 3h = a + (b — a) = b. Calculamosfy, kK = 0,1,...,3. Sabemos
que

/abf(:l:)d:vZ/:sf(x)da?:/ﬂ:f(:v)d:v+/:2f(x)dx+/acj3f(x)d$_

Porlo tanto,si aplicamoda regla del trapecioa cadaunade estasntegrales
tenemosjue

b
[ 1@ds = 5o+ h) g i+ fo) 4 (fat fo) =

g(f0+2f1+2f2+f3)-

La formulaque se obtieneal aplicarla regla del trapecioa cadauno de los
subinteralosenlos quesehadividido el intervalo [a, b] inicial sedenomina
regladelostrapecioscompuestay vienedadapor la siguienteformula:
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Regla de los trapecios (compuesta):

Dadoel intervalo [a, b] consideramo®V > 1 subintenalosy definimos

N zy=x9+kh, k=0,1,...,N

demaneraguezy = a,zny = by fx = f(xx). Entonces

b
/ f(z)dz ~ Ty (f) +O(K?)

donde

o | S

In(f) == (fo+2fi+2fo+---+2fv2+2 v+ fn)-

Ejemplo 15
Sequierecalcularunaaproximacobn de

5
/ e ¥ dzx
0.5

utilizandola regla de los trapecioscompuestaon N = 5 subintenalos

(véasdigura24).

f(x) = e

2

Figura24: Regladelostrapecioscompuestgarala funcion f(z) = e *

Enestecasotenemos: = 0.5,b=15y
b—a 15-05
N 5

Porlo tanto,consideramofasabscisas

h = 0.2

Ko 1 2 3 4 5
ze 05 0.7 09 L1 13 15

Si calculamosf;, = f(zy) paracadapuntonosqueda

xk\ 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5
fi | 0.77880 0.61263 0.44486 0.20820 0.18452 0.10540
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Entonces

0.2

Ts(f) = = (077880 +2-0.61263 + 2 - 0.44486+

2-0.29820 + 2 - 0.18452 + 0.10540) = 0.396462

y a4,
15
/ e ¥ dzr ~T5(f) = 0.396462.
0.5

Actividad 18

La funcion f(z) = % no tieneprimitiva expresablede maneraanaltica

y porlo tantocualquierintegral definidadel tipo

b .
sinz
/ dr
o T

debesernecesariamentealculadaa partir demétodosnumeéricos.Aplicad

laregladelostrapecioxcompuestgaracalcular

——
sinx
/ dz
n/2 T

con N = 8 subinteralos.

3.2.3. Reglade Simpsoncompuesta

La deduccbndela reglade Simpsoncorrespondal casoenel queenel inter
valo [a, b] interpolamosf (z) por un polinomiode gradomenoro igual que2,

p2(x). Entonces
b b
/f(m)dx:/pg(:z;)dw

Notadquep,(z) essencillamenteinapatabola.Asi, la reglade Simpsonde
un Unicointenalo seexpresadela siguientemanera:

/abf('x)dx’:g (f(a)+4f(a-2|_b>+f(b)>. (3.7)

Anéalogamental casodela regladelos trapecioscompuestapodemossubdi-
vidir el intervalo dado|a, b] en diferentessubintenalos,todoséstosde igual
longitudy obtenerad unaférmuladerivadade aplicara cadasubintenalo la
reglade Simpson(véasdigura25).

Deduzé@moslotambin paraun valor pequéio N de subintenalos antesde

dar la expresbn general. Paraestoconsideremogl intervalo [a, b] dividido

en N = 3 subintenalosiguales.Comoenel casodela regladelostrapecios
compuestagscribimos

b
/ f@do= [ f@dz+ [ f@)do+ [ f(z)da
a I I I3
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b
Figura25: Aproximacbn de/ f(x) dz porla Reglade Simpson
a

dondely, I,, I3 sonlostressubintenalosobtenidosy aproximamogadauna
de estagntegralespor la integral del correspondienteolinomio interpolador
de gradomenoro igual que2. Estoimplica quedebemogonsideratresab-
scisasen cadaintervalo I;: susextremosy su correspondienteunto medio.
Porlo tanto,encadasubintenalo tendremos

I : abscisasrg, 1, 2,
I : abscisasirsy, 3, T4,
I3: abscisaszy, x5, Tg,

dondez; esel puntomediodel intenvalo [zg, z2], 3 delintervalo [ze, z4] ¥
x5 de x4, xg]. Estaparticionde [a, b] equivaleaconsiderary = a y adefinir
lasabscisas

b—a
2N

T, =x9+kh, k=0,1,2,...,2N, donde h=

Calculandcentoncedos respectrosvaloresf;, y aplicandola regla de Simp-
sonacadasubinteralo I; sededuce

b T2 T4 Te

/f(x)dx - / f(:c)dx—ir/ f(x)dx—l—/ F(5) dz ~
Lo A fi f2) 5 (k4 St i)+

(fa+4 fs+ fo) =

(fot+tdfi+2fo+afs+2fs+afs+f6).

WS Wl w

A diferenciadel casodelostrapeciosenlareglacompuestale Simpsomece-
sitamosconocerf (z) enunnimeroimpardeabscisasEntonceda reglagen-
eralseescribead:
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Regla de Simpson (compuesta):

Dadoel intenvalo [a, b] consideramosn nimeroN > 1 desubintena-
losy definimoszg = a,

b—a
h N’ Tk zg+ kh, k 0,1, g

Y fr = f(z1). Entonces

b
/ f(@)de =~ Sy(f) +O(hY)

donde

h
Sn(f) = 3 (fotdfi+2fo+4fs+---+2fon o+4 fon1+ fon)
Ejemplo 16

Consideradnuevamenteel ejemplo 3.2 y calculemosla misma aproxi-
macibn usandaahorala regla de Simpson(compuestaparaN = 3 subin-
tenalos(unejemplodecomoseve graficamentgaraN = 2 subintenalos

lo podeisencontraenla figura26). En nuestrocasotenemos

14

-0.2

Figura26: Aproximacibn por Simpson:dossubintenalos

b—a_ 1.5 —-0.5
2N

h = ~ (.1666667.
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Porlo tantopodemosconsiderata tabla

Tk

Tk

0.5
0.6666667
0.8333333

1.
1.1666667
1.3333333

0.7788008
0.6411804
0.4993518
0.3678794
0.2563758
0.1690133

S O xRN = O

1.5 0.1053992

Entonces,

L5
/0 e ¥ dr ~ Ss5(f)

.5

0.1666667
83(f) = ~—5— (0.7788008 + 4-0.6411804+

2-0.4993518 +4-0.3678794 + 2 - 0.2563758+

4-0.1690133 + 0.1053992) ~ 0.3948861

Actividad 19

Aplicad la reglade Simpsoncompuestgaracalcular

T
ST
/ dr
w/2 z

conN =4.
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Resumen

El propdsito de estemodulo esintroducir al alumnoen el usode algoritmos
numéricos parala resolucon de problemasde dificil, si no imposible, res-
oluciébn anaitica. Se han presentadgrocedimientosasicosen dos lineas
diferentes:calculo de cerosde funcionese interpolacon polinbmicade fun-

cionesy sehaderivadode estelltimo apartadainaseccbn deaplicaciones

la derivacibny la integracibn numéricasde funciones.
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Ejerciciosde autoevaluacion

1.— Sabemogjuela funcion f(z) = —3 + z3sin(z) + = tieneun ceroen
el intervalo [0,2]. Calculadlo,con unaprecisbn de 10~*, aplicandoel
métododela biseccon. ¢, Clantasteracionesiecesitaremos?

2.— Repetidel mismo calculo aplicandoel método de Newton y tomando
zo = 2 comovalorinicial y conunaprecisbnde 1012,

3.— Resoled el mismo problema,aplicandoahorael métodode la secante,
iniciandoloa partirdelos puntoszy = 0y z; = 2, y conunaprecisbn de
1071,

4.— Aplicad el métodode la regula falsi al mismo problemaa partir de los
valoresinicialeszy = 0y z; = 2 y conunaprecisbnde10~7.

5.— Calculadps(z), polinomiointerpoladordela tablasiguiente:

rg |02 08 13 19
fk\ 3 22 17 21

usandcel métodode Lagrange.Unavez obtenidops(x), desarrolladicen
potenciagiez y calculadps(1) utilizandola regladeHorner

6.— De unafuncion f seconocerlos siguientes/alores:

o | 05 2 3 35
fr 2 3 -1 05

Calculadel polinomiops(z) quela interpolautilizandoel métodode New-
ton. Usadloparadar unaaproximacon, p3(1), de f(1). Evaluadps(1)
usandola regla de Horner ¢ Qe polinomio interpoladorse obtienesi
anadimosel dato(z4, f4) = (0,1.2)?

7.— Considerada siguientetabla de valorescorrespondienta unafunciéon
f(=):
m| 05 01 1 2.5

fk‘2.527 3.879 6.452 10.346

Usad interpolacén inversaparadar una aproximacdn del valor o que
cumplaf(a) = 9.

8.— Calculadel polinomiode Hermitecorrespondienta la siguientetablade
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valores
T 2 3 4

fr | 7325 8975 6.018
fl | 2.234 —0.453 1.018

9.— Usadla regla delos trapecioscompuestgaraobtenerunaaproximacbn
delaintegral

4
/ (\/ z3 + 1) Inz dz,
3

conN = 4,8y 16 subintenalos.

10.— Aplicad la féermulade Simpsoncompuestgaraaproximara integral

1
2
/ z2e” dz
0

conN = 5 subinteralos.
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Sdlucionario

Actividades

1.— Si definimos f(z) = e ® — z* entoncesencontrarunasolucin de la
ecuacbne™? = z* esequivalentea encontraun cerode la funcion (con-
tinua) f(z). Busquemoshoraun intenalo [a, b] enel que f presentaun
cambiode signo.Podemodhacerloa partir de sugraficao biencalculando
f(z) paraunaseriede puntos.En nuestrocasopodeiscomprobaiquepara
a=0yb=3tenemosf(a) =1 >0y f(b) = —80.9502 < 0. Porlo
tanto,existea € [0, 3] tal que f(a) = 0. Entoncesetiene

I, longitudde T,
[0.00000000, 1.50000000] 1.500000
[0.75000000, 1.50000000] | 7-500000 - 10!
[0.75000000, 1.12500000] | 3.750000 - 10~!
[0.75000000, 0.93750000] | 1.875000 - 10!
[0.75000000, 0.84375000] | 9.375000 - 102
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

0.79687500, 0.84375000] | 4.687500 - 102
0.79687500, 0.82031250] | 2.343750 - 102
0.80859375,0.82031250] | 1.171875 - 1072
0.81445313,0.82031250] | 5.859375 - 103

© |00 | NI | Utk |WwW N =3

Porlo quepodemosiarcomorespuestaualquiervalor delintervalo
[0.81445313,0.82031250]. Habitualmentese sueledar su punto medio,
gueenestecasoes0.81738281, o sea,a ~ 0.81738281. Comprobacdjue
£(0.81738281) = —0.00479135. Obsenad que el nUmero(minimo) de
iteracionesnecesariaparacons@uir la precisbn pedidaha sido 9, que
vienedadopor la formula

N [ln f’(;—_()z

1=09.
In2 +

2.— Consideremoka funcion (continua)f (z) = 2sinz — x y busquemosr €
[x/2, 7] tal quecumplaf(a) = 0 conunaprecisbnde10~2. Aplicandoel
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métodode la biseccon seobtienela tablade aproximacionesiguiente:

I, longitudde T,
[1.57079633, 3.14159265] 1.57079633
[1.57079633, 2.35619449] | 7.853982 - 10!
[1.57079633, 1.96349541] | 3.926991 - 10!
[1.76714587,1.96349541] | 1.963495 - 10!
[1.86532064, 1.96349541] | 9.817477 - 102
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.86532064, 1.91440802] | 4.908739 - 102
1.88986433,1.91440802] | 2.454369 - 10~2
1.88986433,1.90213618] | 1.227185 - 102
1.88986433,1.89600025] | 6.135923 - 103

I N|ISH || W N = O3

Si damosel punto medio del Gltimo intervalo como aproximacdn de «
tendremosy ~ 1.89293229 y f(1.89293229) = 0.00419041.

3.— Consideremosa funcion f(z) = (2.2)* — (1.1)z — 5.5. Entoncesen-
contrara solucbn de la ecuacdn (2.2)* = (1.1)z + 5.5 equivaleaen-
contrara, puntode corteentrelascurvasy = (2.2)* ey = (1.1)z + 5.5
y, a suvez, a encontrare, cerode la funcion continuaf(z). Segln se
obsena en la figura 4, estasgraficasse cortanen un punto situadoen
el intenalo [a,b] = [2,4]. En efecto, f(a) = f(2) = —2.86 < 0y
f(b) = f(4) = 13.5256 > 0. Aplicandoel métododela biseccon obten-
emoslos siguientesntervalos:

I, longitudde I,
[2.00000000, 3.00000000] 1.000000
[2.50000000, 3.00000000] | 5.000000 - 10~!
[2.50000000, 2.75000000] | 2.500000 - 107!
[2.62500000, 2.75000000] | 1.250000 - 10~*
[2.68750000, 2.75000000] | 6.250000 - 10~2
[ ]
[ ]
[ ]

2.68750000, 2.71875000] | 3.125000 - 102
2.70312500, 2.71875000] | 1.562500 - 102
2.71093750, 2.71875000] | 7.812500 - 103

0 N | SO W N =3

Obsenad que si queremosuna aproximacdn de ¢ mucho mas precisa
necesitalamosun nimeroconsiderabl@eiteracionesAl igualquehemos
hechohastaahoradamoscomo aproximacdn de « el punto medio del
dltimointenvalo: 2.71484375. Comprobadjuef(2.71484375) = 0.01768800
y queel nUimerodeiteracionesecesariass8. Efectivamente,

In +2
N = [nhll—(g]ﬂ:&

Paraencontrata otraraiz procedemodemaneranraloga:notadquef(—6) =
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1.10882 > 0y que f(—4) = —1.05731 < 0. Entonces,

I, longituddeI,
[—5.00000000, —4.00000000] 1.000000
[—5.00000000, —4.50000000] | 5.000000 - 10!
[—5.00000000, —4.75000000] | 2.500000 - 101
[—5.00000000, —4.87500000] | 1.250000 - 10~*
[—5.00000000, —4.93750000] | 6.250000 - 102
[—5.00000000, —4.96875000] | 3.125000 - 102
[—4.98437500, —4.96875000] | 1.562500 - 1072
[—4.98437500, —4.97656250] | 7.812500 - 103

| | OO | W N =3

Por tanto podemostomar o ~ —4.98046875 y comprobadque en este
puntoel valorde f esrelatvamentegequéio: f(—4.98046875) = —0.00177946.

4.— Si dibujamoslas graficasde las funcionesy = e¢* — 2 ey = z pockis
obsenar quesecortanlnicamenteen dospuntosas, as Situadosaproxi-
madamentecercadez = —2y 1, respectramente Asi puesaplicamosel
métodode Newton, queennuestrocasoequivaleala formularecurrente

o flmy) e =23y
TR =R T ) TR T T e —1

Paraa; tomamosvalorinicial zg = —2 y obtenemoda siguientetabla:

Tk |Tp — Tp1]
—2.0000000000000
—1.8434823572503345 | 1.56518 - 10+
—1.8414060661579266 | 2.07629 - 103
—1.8414056604369762 | 4.05721 - 10~7
—1.8414056604369606 | 1.55431 - 10~

B W NN = O

De maneragquesetienea; ~ —1.8414056604370. Pockisde nueso com-
probarque f(—1.8414056604370) = 0.000000.. ..

Analogamenteparacalcularas tomamosey = 1y seobtiene

T |7 — Tk 1]
0 1.0000000000000
1| 1.1639534137386529 | 1.63953 - 10~!
2 | 1.1464211850430086 | 1.75322 - 102
3 | 1.1461932587044987 | 2.27926 - 10~
4
5

1.1461932206205836 | 3.80839 - 108
1.1461932206205825 | 1.11022 - 10715

Portanto,podemosiecirtambénqueas = 1.1461932206206 conunerror
inferiora10~'2 (dehechotambiénesinferior a10~1%). Paracomprobarlo,
obseradque f(1.1461932206206) = —2.22045 - 10 16.
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5.— Si dibujamoslas graficasde las funciones(2.2)” y (1.1)z + 5.5 pode-
mos obsenar gque se cortanen dos puntos: uno en el intervalo [—6, —4]
y el otro en el intervalo [2,4]. En otraspalabrassi definimosf(z) =
(2.2)* — (1.1)z — 5.5, estafuncion tienedosraicesenlos intervalosante-
riores.Entoncesel esquemale Newton es

_ flzg) (2.2)* — (1.1)z) — 5.5
TR Z TR T Gy T R T T 22)m 2.2 — 1.1

Parael primerceroconsideramosondicibninicial o = —6 y seobtiene

k Ty |z — zg1|
0 —6.
1| —4.9855687445768648 1.01443
2 | —4.9821096699293967 | 3.45907 - 103
3
4

—4.9821096025625220 | 6.73669 - 108
—4.9821096025625220 <101

Pockiscomprobaique f (—4.9821096025625220) = 3.33501 - 10~16. Por
lo tantor; ~ —4.9821096025625220 con unaprecisbn de 10~ 2. Re-
spectoal segundocero,consideramog, = 2 y obtenemos

Tk |z — T

2.
3.0529673409868638 1.05297
2.7597905075050395 | 2.93177 - 107!
2.7127537535002006 | 4.70368 - 10~2
2.7116838609380296 | 1.06989 - 103
2.7116833205472379 | 5.40391 - 10~
2.7116833205471003 | 1.37668 - 1013

S O W N = O

Portanto,as ~ 2.7116833205471003 conunerrorinferioral0~'2. Pockis
comprobaquef(az) ~ 0. Enefecto,f (2.7116833205471003) = 4.25007-

10~'6. Comparadtl numerodeiteracionesfectuadayg la precisbnobtenida

conlaresoluconusandoel métododela biseccon.

6.— En estecaso,/7 esla raiz positva dela ecuacon f(z) = 0 con f(z) =
z? — 7. Si escribimosenestecasoel algoritmode Newton tenemos

— f(zk) _ IE% -7 Tk 7
Tk4+1 = Tk Filzp) k 2 = T 9 + 21y

Obsenad que estaférmula sdlo necesitaoperacioneglementalegsuma,
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resta,productoy division). Aplicandoloseobtiene

Tk

|z, — Tp—1]

N S Ot N = O

1.
4.

2.875
2.6548913043478262
2.6457670441902899
2.6457513111113693
2.6457513110645907
2.6457513110645907

3.

1.125
2.20109e — 01
9.12426e — 03
1.57331e — 05
4.67786e — 11
0.00000e + 00

Por esto,v/7 ~ 2.6457513110645907 con un error inferior a% . 10710,
Podiamosdecir (aunquerecordadque no es exactamentecorrecto)que
estaaproximacbn tieneal menosdiez cifras decimalescorrectageniendo

encuentael redondeo.

7.— Siaplicamosel métodode Newton

T4l = Tk —

flzg) Ty — 823 + 24z7 — 32z + 16

fze)

la corvergenciaesmuy lenta:

43:2 — 242 + 48z — 32

Tk

|z — Tp—1]

T W N = O

21
22
23
24
25
26

3.0000000000000000
2.7500000000000000
2.5625000000000000
2.4218750000000000
2.3164062500000000
2.2373046875000000

2.0023784033623917
2.0017838057105326
2.0013379016681130
2.0010034571134154
2.0007529403896229
2.0005652508728522

2.50000

2.505617
1.87690

7.92806 -
5.94598 -
4.45904 -
3.34445 -
-1074
-1074

1071
1.87500 -
1.40625 -
1.05469 -
7.91016 -

107!
107!
1071
102

10~4
10~4
1074
1074

En cambio, puestoque sabemogyue la raiz buscadatiene multiplicidad
mayorque 1, podemosautilizar el métodode Newton modificadovariando
la multiplicidad sospechadaAsi, por ejemplo,podemosonsiderar

Tk+1 = Tk —

2 flay) T

f(zk) 5 Ty — 823 + 24z — 32z + 16
43 — 2422 + 48z — 32
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gueproporcionda siguientetabladevalores

T, |zg, — g1
3.0000000000000000
2.5000000000000000 | 5.00000 - 10+
2.2500000000000000 | 2.50000 - 10~
2.1250000000000000 | 1.25000 - 10~
2.0625000000000000 | 6.25000 - 10~2
2.0312500000000000 | 3.12500 - 102
2.0156250000000000 | 1.56250 - 102
2.0078125000000000 | 7.81250 - 103
2.0039062500000000 | 3.90625 - 10~3
2.0019531250000000 | 1.95312 - 1073
2.0009765625000000 | 9.76562 - 104
2.0004882812500000 | 4.88281 - 10~*
2.0002441406250000 | 2.44141 -10~*
2.0001220703125000 | 1.22070 - 10~*
14 | 2.0001220703125000 <1078

© 00 N O U kW N = O

I
w N = O

Si encambiousamos

Tt = Th — f(zk) — 3 Ty — 8z3 + 2422 — 322+ 16
! (zk) 4z3 — 2422 + 48z — 32
obtenemos
T |z — Tp—1]
3.0000000000000000

2.2500000000000000 | 7.50000 - 101
2.0625000000000000 | 1.87500 - 10~*
2.0156250000000000 | 4.68750 - 10~2
2.0039062500000000 | 1.17188 - 102
2.0009765625000000 | 2.92969 - 103
2.0002441406250000 | 7.32422 - 10~4
2.0000610351562500 | 1.83105 - 10~4
2.0000610351562500 <1078

0 N O TR W N = O

queproporcionaunaaproximacbn de estaraiz a ~ 2.0000610351562500
conunerrorinferiora10—8. Siahoraprobasemogonm = 4, esdecir,
f(zk) A Ty — 8z3 + 247 — 32z + 16

— oz —4 —
R I R 473 — 2472 + 487 — 32

tendiamosproblemasiecalculoefectvo delasaproximaciones, yaque
el denominadose hacemuy pequéio (y, en consecuenciaf (zx)/f' (zk)

muy grande). Por tanto, tomamoscomo mejor aproximacdn la anterior

menteenunciada.
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-10

Figura27: Graficadela funcion f(z) = Inz —

8.— Dibujamoda funcion f(z) = Inz —% (véasdafigura27). Obsenadque
presentain ceroa enelintenvalo [2, 4]. Siusamogel métododela secante
convaloresinicialeszy = 2y 1 = 4 seobtienela siguientesucesbn de

iterados:

Tk

|zk — zp—1]

S O W N = O

3

2.0000000000000000
4.0000000000000000
3.1181850753808678
2.7832497403478276
2.8624647071846421
2.8574906575988535
2.8573906494567360
2.8573907835179084

8.81815 -
3.34935 -
7.92150 -
4.97405 -
1.00008 -
1077

1.34061

1071
1071
1072
1073
10~4

gueproporcionda aproximacbn a ~ 2.8573907835179084 conunapre-
cision superiora 1075, Si en cambioaplicamosel métodode la regula
falsi, donderecordadque en cadaiteracbn elegimosaquellosdos puntos
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guepresentatambiode signodela funcién f, seobtiene

T |z — Tp—1]
2.0000000000000000
4.0000000000000000
3.1181850753808678 | 8.81815 - 10~
2.9187427994188853 | 1.99442 - 10~}
2.8719358548652667 | 4.68069 - 10~2
2.8608455225844382 | 1.10903 - 102
2.8582117181306783 | 2.63380 - 10~3
2.8575858793602076 | 6.25839 - 10~*
2.8574371493875010 | 1.48730 - 10~*
2.8574018027499903 | 3.53466 - 10~
2.8573934023311534 | 8.40042 - 10~

© 00 J O U kW N == O

guenosdaa ~ 2.8573934023311534 conla precisbn pedida.

9.— Paralasabscisasy = —1, z;1 = 0, 290 = 4y 23 = 5 calculamodos
correspondientegsolinomiosde Lagrange:

Ly(z) = S S

B +1)(z—4)(z-5) 1 1
L= = oo =n0-5 20° "5 Tt Tl
e+ ) -0)(z-5) 1 1
L@ = Ghaoe-s - w° T i
Ly(s) = (ac+1)(x—0)(x—4)_ilﬁ_iwz_lqu
T BrDG-0(5-4) 307 10" 15

Entoncesgl polinomio interpoladorde gradomenoro igual que 3 viene
dadopor

p3(z) = foLo(z) + fiLli(z) + faLo(z) + f3L3(z) =

= 5Lg(z) — 3Ly (2) + 2La(z) — 4L3(z) =

10.— Sitomamow(z) = 6z° — 322 + 47 — 5 tenemos

6 0 0 -3 4 -5
2 L 12 24 48 90 188

6 12 24 45 94 [ 183 |

Portanto,p(2) = 183. Enel sggundocasop(z) = z7 + 2 + 25 4+ z* +
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z2 + z? + = + 1. Analogamental casoanterior:

111 1 1 1 1 1
2 J 2 6 14 30 62 126 254

1 3 7 15 31 63 127 [ 255 |

demaneragquep(2) = 255.

11.— El esquemadriangulardediferenciadivididases

-2 | =7
7
110 : !
S
) , E 84
2 12
3
5 1
y, porlo tanto,el polinomiointerpoladores
7 1 13
Pa(a) = —T+ 5@ +2)+ L@+ (@ —1) - e +2(@—1)(z—2).

12.— El esquemalediferenciadivididasseescribe

—10.3678794412

0.6321205588

0 1 0.5430806346
1.718281828

1 | 2.718281828

y dalugaral siguientepolinomiointerpolador:
p2(z) = 0.3678794412 4+ 0.6321205588(z + 1) + 0.5430806346(z + 1).

Recordadque, paraevaluarps(z) enun puntodadoz de maneraque el
niimerode operacionesealizadaseaminimo, corvienereescribirlode la
manerasiguiente:

po(x) = 0.3678794412 + (z + 1) (0.6321205588 + 0.5430806346x) .
Porlo tanto,

p2(0.5) = 0.3678794412 + (0.5 + 1) (0.6321205588+
0.5430806346 - 0.5) = 1.72337075535.
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13.— (a) Si calculamosel valor de \/e = e'/? conla calculadoraWiris se
obtienel.6487212707* Porlo tanto,el errorcometidoal aproximarel/2
porpy(0.5) (veasela actividad anterior)es,aproximadamente,

e1 = |e'/? —p2(0.5)| =
|1.6487212707 — 1.72337075535| = 0.07464948465.

Porotrolado,enel ejemplo2.4secalcub unaestimacbndelerrorcometido
al aproximare'/2 por py(0.5) mediantda formuladel errorenla interpo-
lacion. La cotaobtenidafue la siguiente:

ea = |e'/? — pa(0.5)| < 0.1698926142.

Obsenad queestacotadel erroresaproximadamentel dobledela difer-
enciareal:

e; = 0.07464948465 < 0.1698926142 = eq.
Estehechoes muy habitualy esdebidoa quelas cotasempleadagn la

formuladel errorno puedersernuncatanprecisasomodesediamos.

(b) Consideremoshorala funcion f(z) = sin(2.2z + 1.1). Latablade
valorescorrespondientalasabscisa$.1,0.2,0.4 y 0.5 esla siguiente:

- 0.1 0.2 0.4 0.5
fr | 0.9687151001 0.9995258306 0.9174379553 0.808496404

Entonces:

— El esquemalediferenciaglivididasasociadaes

0.1 |1 0.9687151001
0.3081073049
0.2 1 0.9995258306 —2.3951556050

0.3297545291

—2.2632537933

—0.4104393766
0.4 | 0.9174379553
—1.0894155146

0.5 | 0.8084964038
gueproporcionael polinomiointerpolador
ps(z) = 0.9687151001 + 0.3081073049 (x — 0.1) —

2.3951556050 (z — 0.1)(z — 0.2) +
0.3297545291 (z — 0.1)(z — 0.2)(z — 0.4).

— Paraevaluarp3(0.3) usamoda regla de Hornerque,enestecaso presenta
laforma

p3(z) = 0.9687151001 + (z — 0.1) (0.3081073049—
(z — 0.2) (2.3951556050 + 0.3297545291 (z — 0.4))).

* En realidad, si escribimos
€9-5 en Wiris se obtiene
1.6487. Si queremos que nos
proporcione un mayor
numero de cifras decimales,
podemos variar la precision
de los resultados ejecutando
previamente la orden

precisi 6n(N), donde N es el
nimero de cifras que
gueremos que aparezcan en
los calculos.
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y proporciona

3(0.3) = 0.9687151001 + (0.3 — 0.1) (0.3081073049—
(0.3 — 0.2) (2.3951556050 + 0.3297545291 (0.3 — 0.4))) =
0.9817739399.

— Usandola calculadoraWiris, obtenemosf(0.3) = 0.982154317138, de
manereagueel errorrealdela aproximacon es

|7(0.3) — p3(0.3)] =

|0.9821543171 — 0.9817739399| = 0.0003803772 ~ 0.38 - 1073,

— Utilizandola férmuladel errorenla interpolacon, tenemosjue
f(0.3) —p3(0.3) =

ﬂi%ﬁzms—&nws—ﬁﬂwﬁ—&®w3_&m’

dondegy s € [0.1,0.4]. Sitomamosvalorabsolutatenemos
7(0.3) —p3(0.3)] <

(1)

Uiﬂ (0.3 —0.1)(0.3 — 0.2)(0.3 — 0.4)(0.3 — 0.5)| <

23.4256
24

enel quehemosusadda cota

(0.2)?(0.1)% = 0.0003904267 ~ 0.39 - 1073,

F@(z) = 23.4256 sin(2.2¢ + 1.1) = ‘f(“) (:1:)‘ < 23.4256.

Obsenadquela cotatedricadel errorobtenidaescercanal errorreal,cal-
culadoen apartadosnteriores.Porlo tanto,la aproximacdn considerada
esmuy satishctoria.

14.— Tenemoda siguientetabladevaloresdela funcion f(z) = e*:

Tk -1 0 1
fr | 0.3678794412 1 2.718281828
Tk 1

El esquemalediferenciaggeneralizadasorrespondientes

—110.3678794412

0.632120056

0 1 0.367879441

1 0.175201193 ,
0 1 0.718281828

1.718281828

1 | 2.718281828
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delquededucimosel polinomiode Hermite

Hs(z) = 0.3678794412 + 0.632120056 (z + 1)+
0.367879441 (z + 1)z + 0.175201193 (z + 1)z°.

De nuevo, paraevaluarHs(z) enz = 0.5 escribimos

Hs(z) = 0.3678794412 + (z + 1) (0.632120056+
x (0.367879441 + 0.175201193 z))
y obtenemodd3(0.5) = 1.6576695533. Si comparamo®stasaproxima-

cionescon el valor real, podemoscomprobarciertamejoiia respectaa la
obtenidaenla actividad 12. En efecto,

Ve = 16487212707
p2(0.5) = 1.7233707554  (actvidad12)
Hs(0.5) = 1.6576695533.

15.— A partirdelatabla
Ty | -1 3 4
ful 1 -2 4
I 0 1 2
seconstruyeel esquemalediferenciaglivididasgeneralizadas

11
0
11 —3/16
—3/4 5/32
3 | -2 7/16 121/800
1 73/80 —1707/4000 ,
3 | -2 5 —793/400
6 -9
4 | 4 —4
2
4|4

delquededucimos

H5($)=1—%(z+1)2+3%(x+1)2($_3)+
% (z+ 1)2(:16 —3)2 — % (z + 1)2(:1;—3)2(55 _4).

Paraevaluarloenel puntoz = 0, lo escribimosdela forma

Hs(z) = 1+ (z+1)? (—%—1—(1}—3) <35_2+

(z—3) <E—ﬂ($—4)>)>.

800 4000
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. o . 42
Si sustitimosz por 0, seobtieneH5(0) = fﬁ(j
16.— A partirdelatabla
k —2 -1 0 1 2
Tk 1.8 1.9 2 2.1 2.2
fr | 1.280725 1.345581 1.417223 1.483962 1.552837

calculamos
1.417223 — 1.28072
F1g) ~ LAIT22 L2807 peon
0.2
1.552837 — 1.417223
fl(21) =~ = 0.67807.
0.2
17.— Dadala tabla
Tk T
1.00 | 1.50954
1.25 | 1.69843
1.50 | 1.90432
1.75 | 2.12952
2.00 | 2.36459
tenemos
2.12952 — 1.90432 .
f'(1.50) =~ 025 = 0.9008 (haciadelante)
2.12952 — 1.6984
f(1.50) =~ 9 0F 69843 _ 0.86218  (centrada)
1
f'(1.50) =~ 3 (—2.36459 + 8 - 2.12952 — 8 - 1.69843 + 1.50954) =

0.8645567 (centradadeordend4).

18.— Enestecaso,

S
sinz
/ dr,
/2 T

tenemosa = 7/2y b = w. Si el nUmerode subintenalosesN = 8
entonce®l pasode integracion h vienedadopor
b—a w—7/2

h = = = (0.19634954.
N 8

Porlo tanto,debemosonsiderar

tp=a+k-h= g +k-0.19634954,  fir = f(z) = :
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parak = 0,1,...,8, quedanlugarala siguientetabladevalores

Tk

Tk

0w N O Otk W N = O

1.57079633
1.76714587
1.96349541
2.15984495
2.35619449
2.55254403
2.74889357
2.94524311
3.14159265

0.63661977
0.55501094
0.47052798
0.38496727
0.30010544
0.21765354
0.13921362
0.06623912
0.00000000

Siusamoda férmuladetrapecioscompuesta:

TN(f):ﬁ(f0+2f1+2f2+"'+2fN—1+fN)

2

seobtiene enestecaso,
0.19634954
(f) = ——F—

2

19.— Consideremosjenuevo,

/” sinx
/2 T

cona = 7/2y b = w. Siaplicamoda formulade Simpsoncompuestaon

N = 4 subintenalostenemos

b—a 7w—m/2

(fo+2f1+2 fa4---+2fr+ fs) = 0.48145453.

b=

wk:a+k-h:g+k-0.19634954,

2N
Porlo tanto,debemogonsiderarparak = 0,1, ..., 8, los puntos:

guedefinenla tablade valoressiguiente:

= 0.19634954.

fr=flzx) =

Tk

Tk

0 N O Ok W N = O

1.57079633
1.76714587
1.96349541
2.15984495
2.35619449
2.55254403
2.74889357
2.94524311
3.14159265

0.63661977
0.55501094
0.47052798
0.38496727
0.30010544
0.21765354
0.13921362
0.06623912
0.00000000
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En estecaso Ja formulade Simpsonseescribe

S4(f):g(f0+4f1+2f2+4f3+2f4+4f5+2f6+4f7+f8)7

y proporcionagnnuestracasoja aproximacdn Sy (f) = 0.48117401. Pockéis
comprobaresteresultadaconla Wiris y obtendgis

/ ST, 0.4811748836,
/2 T

si seselecciongreviamentela opcion precisbn(10) (véasda figura 28).
Obsenadla mejofia en estaaproximacdn respecta la obtenidaenla ac-

Edician| Operationes | simbalos | Andlisis | Matrices | Unidades | combinatoria | »

OOo@ s 2 &M =
O | 510 i ¢ JUOC

oo s %o, | T |0

dibujar  #

representa

| precision(10);

¥ 19
f s':x dx = 04811748836
T2

Figura28: Integracibn numéricaconWiris

tividad anterior enla queseaplico la formuladetrapecioscompuesta.
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Ejerciciosde autoevaluacion

1.— Pockiscomprobalquetenemogal menos)un cerodela funcion f(z) =
—3 + z3sin(x) + x enelintervalo [0, 2] aplicandcel teoremade Bolzano:
f esunafunciobn continuaen todala rectareal y tenemosun cambiode
signoenlos extremosdel intervalo, puestoque f(0) = -3 < 0y f(2) =
6.2744... > 0. Sabemogjueel nUmerode iteracionemecesariasiene
dadoporlaférmula(1.2),dondeahoras = 107%,a =0y b = 2:

N {@] 1o lln(ﬁ);-‘i)

1 =15.
In2 In2 + 5

Porlo tanto,tenemos

1.00000000, 2.00000000
1.00000000, 1.50000000
1.00000000, 1.25000000
1.12500000, 1.25000000
1.18750000, 1.25000000
1.21875000, 1.25000000] | 3.125000 - 10~2
1.21875000, 1.23437500] | 1.562500 - 10~2

[ ]| 1.000000
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[1.22656250, 1.23437500] | 7.812500 - 103
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

5.000000 - 1071
2.500000 - 1071
1.250000 - 10~ !
6.250000 - 102

O (00| N | O | Ot x| W N

1.23046875,1.23437500] | 3.906250 - 10~3
1.23242188,1.23437500] | 1.953125 - 103
1.23242188,1.23339844] | 9.765625 - 10~4
1.23242188,1.23291016] | 4.882813 - 10~4
1.23266602,1.23291016] | 2.441406 - 10~
1.23266602, 1.23278809] | 1.220703 - 10~*
1.23272705,1.23278809] | 6.103516 - 10~

—
o]

[y
—_

—_
N

—_
w

[a—
B

15

gue proporcionacomo aproximacbn del cero buscado,por ejemplo, el
puntomediodel Gltimo intenalo: 1.23275757.

2.— En estecaso,tomamoscomovalor inicial zo = 2 y aplicamosla recu-
rrencia

oy @) —3+alsin(e) +
T )

3:15% sinzy + :1:2 coszy + 1

y obtenemoda tabladevaloressiguiente:

T |z — Tp—1]
2.0000000000000000
1.2689243699851374 | 7.31076 - 10~
1.2335973346606131 | 3.53270 - 10~2
1.2327333842164889 | 8.63950 - 104
1.2327328653099767 | 5.18907 - 107
1.2327328653097895 | 1.87184 - 10~13

Ot s W N = O
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Porlo tanto, se obtienel.2327328653097895 con unasdocecifras deci-
malescorrectasaproximadamente.

3.— En estecaso,tomamoscomo valoresinicialeszy = 0y z; = 2. El
algoritmoes,aq,

I Tg — Tg-1
Pert = 0 = T ) )

k> 1,

con f(r) = —3 + z3sin(z) + z. De estamanerase obtienela tablade
aproximacionesiguiente:

Tk |7k — g1
0.0000000000000000
2.0000000000000000
0.6469435561964498 1.35306
0.9970038797971186 | 3.50060 - 10~
1.3990997050246325 | 4.02096 - 10!
1.2045341553104323 | 1.94566 - 10!
1.2297903638027441 | 2.52562 - 102
1.2327918460709746 | 3.00148 - 1073
1.2327327444031269 | 5.91017 - 107>
1.2327328653048319 | 1.20902 - 10~ 7
1.2327328653097895 | 4.95759 - 10712

© 00 N O Ot W N = O R

—_
)

que proporcional .2327328653097895 como aproximacbn del cero bus-
cado,conunaprecisbnde 3 - 10711,

4.— Recordadyjue el métodode la Regula Falsi difiere del métodode la se-
canteenel hechogue,encadaiteracbn, seescogeel intenalo enel quela
funcibn presentaun cambiode signo. En estecaso,si iniciamostambin
el algoritmoapartirdezo = 0y z1 = 2, obtenemoda siguientetablade
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aproximaciones:

Tk \xk — Tg—-1

0.0000000000000000
2.0000000000000000

1.1547168474308966 | 1.57713
1.2097537364185080 | 5.50369

1.2322374459806820 | 1.29801

© 0 N O Otk W N == O

1.2326951584624724 | 9.89921

_ =
= o

1.2327299968818266 | 7.53167
1.2327320741800711 | 2.07730

e T
U )

1.2262671646840739 | 1.65134 -
1.2309394356484356 | 4.67227 -
1073
1.2325961663425768 | 3.58720 -
+10°°
1.2327224652146420 | 2.73068 -
1076
1076
1.2327326471118452 | 5.72932 -
1.2327328051296220 | 1.58018 -
15 | 1.2327328487117777 | 4.35822 -

0.6469435561964498 1.35306
0.9970038797971186 | 3.50060 -
<1071
1072

101

102

1073

104

1079

10~7

10~7
108

gueproporcionda aproximacdbn 1.2327328487117777, conun errorinfe-

rioral0—7.

5.— Calculamodos polinomiosde Lagrangeasociados:

(x —0.8)(z — 1.3)(x — 1.9)

—0.8913z> + 3.6562° — 4.483z + 1.761
(x —0.2)(z — 1.3)(z — 1.9)

(0.2 — 0.8)(0.2 — 1.3)(0.2 — 1.9)

(0.8—0.2)(0.8 — 1.3)(0.8 — 1.9)

3.03z% — 10.3z% + 9.42471 — 1.497

(x —0.2)(z — 0.8)(x — 1.9)

—3.032% + 8.7882% — 6.242z + 0.9212
(z —0.2)(z — 0.8)(z — 1.3)

(1.3 - 0.2)(1.3 — 0.8)(1.3 — 1.9)

0.8913z% — 2.052% + 1.301z — 0.1854

Porlo tanto,el polinomiointerpoladorms(z) vienedadopor

(1.9 — 0.2)(1.9 — 0.8)(1.9 — 1.3)

p3(xz) = foLo+ fili+ foLa + f3Lg =3Lo + 2.2L1 + 1.7Ly + 2.1L3 =

0.7132% — 1.3372% — 0.5954z + 3.167.
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Si queremosahoraevaluarps(1), podemosaplicarla regla de Horner(en
su“verson Ruffini”):

0.713
1 \
0.713 —-0.624 —1.2194 | 1.9476

—1.337
0.713

—0.5954
—0.624

3.167
—1.2194

Finalmenteps (1) = 1.9476.

6.— El esquemadriangularde Newton es,enestecaso el siguiente:

—-0.5] 2
0.4
2 3 —1.25714
—4 1.48095
3 | -1 4.66667
3
3.5 | 0.5

y proporcionael polinomiointerpolador

p3(z) = 240.4(2+0.5)—1.25714(2+0.5) (z—2)+1.48095(z+0.5) (z—2) (z—3).

Recordadjue, paraevaluarloen un puntodado,escorvenienteescribirlo
delaforma

p3(z) = 2+ (z + 0.5) (0.4 + (z — 2) (—1.25714 + 1.48095(z — 3))),

demanerague

p3(1) = 24+(1+0.5) (0.4 + (1 — 2) (—1.25714 + 1.48095(1 — 3))) = 8.92857.

Si ahadimos(z4, f1) = (0,1.2), el esquemaanteriorse modificade la
siguientemaneraaprorechandosin embago, los calculosefectuadosn-
teriormente):

0.5 2
0.4
2 3 —1.25714
—4 1.48095
3 | -1 4.66667 0.6381
3 1.8
3.5 105 1.0667
-0.2
0 |12

El polinomiointerpoladoresahora

pa(z) =2+ 0.4(z + 0.5) — 1.25714(xz + 0.5)(x — 2)+
1.48095(z + 0.5)(z — 2)(z — 3) + 0.6381(z + 0.5)(z — 2)(z — 3)=,
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esdecir,

pa(z) = p3(z) + 0.6381(z + 0.5)(x — 2)(z — 3)z.

7.— Notadquela funcibn f(z) escrecienteenlasabscisasladasde manera

que podemossuponergue, en esteintervalo, f(z) esinvertible. Seag la
funcibninversade f enesteintervalo: y = f(z) < = = g(y). Porlo tanto,
buscara quecumplaf(a) = 9 esequialentea buscara = ¢(9). Puesto
queno conocemog(y), lo quehacemosesaproximarlapor el polinomio
g3(y) queinterpolala tabla

yk | 2527 3.879 6.452 10.346
g | —05 01 1 2.5

bl

obtenidaal invertir la tablainicial. EI esquemariangularde Newton es

2.527 | —0.5
0.4438
3.879 | 0.1 —0.0240
0.3498 0.0038
6.452 1 0.0055
0.3852
10.346 | 2.5

y el polinomiointerpoladorasociado

aa(y) = —0.5+0.4438(y — 2.527) —
0.0240(y — 2.527)(y — 3.879) +
0.0038(y — 2.527)(y — 3.879)(y — 6.452).

Paraevaluargs(y) enel puntoy = 9, lo escribimosdela forma

g3(y) = —0.5 + (y — 2.527) (0.4438+
(y — 3.879) (—0.0240 + 0.0038(y — 6.452))).

Porlo tanto,a = g(9) ~ ¢3(9) donde

g3(9) = —0.5 + (9 — 2.527) (0.4438+
(9 — 3.879) (—0.0240 + 0.0038(9 — 6.452))) = 1.8981.

Esdecir, tenemogjue f (1.8981) ~ 9.

8.— Consideremofa tabladevaloressiguiente:

Tk 2 3 4
fr | 7325  8.975 6.018
fi 12234 —0.453 1.018
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Entoncesel esquemalediferenciaggeneralizadass:

2| 7.325
2.234
27325 —0.584
1.65 —1.519
3| 8.975 —2.103 0.659
—0.453 —0.2005 1.340 ,
3| 8.975 —2.504 3.340
—2.957 6.479
416.018 3.975
1.018
416.018

guedalugaral polinomiode Hermite

Hs(z) = 7.325 4 2.234(z — 2) — 0.584(z — 2)%—
1.519(z — 2)*(z — 3) + 0.6593(z — 2)*(z — 3)* +
1.340(z — 2)%(z — 3)%(z — 4).

9.— Queremosisararegladelostrapecioxompuestparaaproximarel valor
delaintegral

4
/ (\/$3 + 1) Inz dz,
3

con N = 4,8 y 16 subintenalos. Sabemogjuea = 3y b = 4. Enel
primercaso,tenemos

4-3
— 202
h= 1" =025

quedalugaraxk =a+k =3+ k-0.25 parak = 0,1,...,4 1
fx = flzg) = (,/ P+ )lna:k y alatabla

Tk fr
3.00000000 | 5.81330981

3.25000000 | 7.00562676
3.50000000 | 8.29807722
3.75000000 | 9.68896392
4.00000000 | 11.17666245

= W N = O

La férmuladetrapeciosproporcionacon N = 4 subintenalos,la aproxi-
macibn Ty (f) = 8.37191351.



®© FUOC - P06/75005/01001.6tulo5

92

Métodoshasicosde CalculoNumérico

Analogamentegcon N = 8 tenemosh = 1/8 = 0.125 y dela tabla

T

i

0 N O Otk W N = O

3.00000000
3.12500000
3.25000000
3.37500000
3.50000000
3.62500000
3.75000000
3.87500000
4.00000000

5.81330981
6.39684314
7.00562676
7.63944292
8.29807722
8.98131942
9.68896392
10.42081012
11.17666245

obtenemod(f) = 8.36575870.

Siguiendda mismaidea,con N = 16 subintenalos:h = 1/16 = 0.0625

y delatabla

seobtieneTis(f) = 8.36421999. Siusamoswiris parahacerestecalculo

T

iy

© 00 N O Otk WD = O

I T = T
U xR W N = O

16

3.00000000
3.06250000
3.12500000
3.18750000
3.25000000
3.31250000
3.37500000
3.43750000
3.50000000
3.56250000
3.62500000
3.68750000
3.75000000
3.81250000
3.87500000
3.93750000
4.00000000

5.81330981
6.10190648
6.39684314
6.69809234
7.00562676
7.31941926
7.63944292
7.96567105
8.29807722
8.63663529
8.98131942
9.33210404
9.68896392
10.05187415
10.42081012
10.79574754
11.17666245

obtenemo$.363707079 (véasda figura29).

1-— , . o,
y, porlo tanto,h = CR 0.1. Asi pues lasabscisa® imagenes con-

a =0,

10.— Enestecasotenemos

0

b=1, N=5
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O oo
ol o

g1 O0°
QB §f O,

on

]
ol

«]UOC

dibujar W
represents

| precision(10);

4
f (In (x)-\/x3+1) dx => 8.363707079
3

0: Elvalor de "precision” ha cambiado de 5 a 10,
1: Awiso, dificultad: Mo se ha encontrado una primitiva.
2: Aviso, aviso general: Procediendo con integracidn numérica.

Figura29: Integracibn numéricaconWiris

siderarson:

rp,=a+k-h=k-0.1,

guecorrespondea la tablasiguiente:

fr = [(ax) = zhe™,

k T Tk
0 | 0.00000000 | 0.00000000
1 | 0.10000000 | 0.01010050
2 1 0.20000000 | 0.04163243
3 | 0.30000000 | 0.09847569
4 | 0.40000000 | 0.18776174
5 | 0.50000000 | 0.32100635
6 | 0.60000000 | 0.51599859
7 | 0.70000000 | 0.79983495
8 | 0.80000000 | 1.21374776
9 | 0.90000000 | 1.82080547
10 | 1.00000000 | 2.71828183

Porlo tanto,

Ss(f) = = (fo+4fi+2fo+-..+2 fs+4 fo+ fio) = 0.62791516.

)

Recordadjueel errorcometidoal aplicarla férmulacompuestale Simp-
sonesdel tipo O(k*). Puestoqueh = 0.1, ennuestrocasoesteerror es
deltipo 10~*, demaneraguepodiiamosdecirqueSs(f) tieneentretresy
cuatrocifrasdecimalesorrectasaproximadamente.
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Glosario

abscisade inter polacion f Primeracomponent® abscisale cadaunodelos
puntosenlos quebuscamo®l polinomiointerpolador

algoritmo numérico m Procedimientale calculoqueconsisteencumplir un
conjuntoordenadoy finito deinstruccionegjueconduceunavez especifica-
doslos datos,a unasolucibn aproximadalel problema.

cero de una funcion m Valor de la variableque da comoresultadocero si
evaluamosenél la funcibn dada.

fenbmenode Runge m Grandivergenciaenlos extremosdel intervalo dein-
terpolacbn entreunafuncion y el polinomio interpoladorcuandoéstetiene
gradoalto (mayoro igual que9, aproximadamente).

inter polacion de Hermite f Problemaen el que sebuscaun polinomio que
interpolela funcidny algunasie susderivadasenun conjuntodadode puntos.
métododela biseccbn m Métodoparaencontraun cerode unafuncion con-
sistenteensituarloenunintenalo delongitudcadavezla mitaddelalongitud
delinternval precedente.

métodode Lagrange m Método,de interéstebdrico peropocoeficientedesde
un puntodevistanumérico, paraobtenerel polinomiointerpoladordeun con-
junto depuntos.

métodode la secantem Cerosde funciones Métodosimilaral de Newtonen
el quela aproximacon dela funcion seefectiamediantda rectasecante.
método de Newton (ceros de funciones) m Método que proporcionauna
sucesbn de iteradosobtenidosal aproximarla funcibn en un punto por su
rectatangenteTambignseconocecomométodode Newton-Raphson.
métodode Newton (inter polacion de funciones)m Esel métodomashabit-
ualy eficientede calculodel polinomiointerpoladoybasada@nun desarrollo
dela formulade Taylor, aplicadohabilmenteal problemaguenosinteresa.
método de regulafalsi m Cerosde funciones.Variantedel métodode la se-
canteen el que en cadaiteracibn, efectuadaaproximandda funcion por la
rectasecantese seleccionaaquelintenalo que muestraun cambiode signo
dela funcién.

polinomio interpolador de un conjunto de puntos mPolinomiocuyagrafica
pasapor los puntosdados.

regladeHorner f Algoritmo, basadanla regladeRuffini, quepermiteeval-
uarun polinomioenun puntoconel minimo nlimerode operaciones.
reglade Simpsonf Métodode calculoaproximadale unaintegral a partir de
la interpolacon degrado2.

regla de los trapecios f Métodoaralogo al anterior pero que interpolala
funcion conun polinomiodegradol.
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