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1.2.1. Ideageoḿetrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3. Métododela secante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Intr oducción

Durantemuchosaños,la creenciadequela únicaformadellegara la solucíon
deun problemamateḿaticoeraa partir deun procesoanaĺıtico y exacto,más
o menoscomplejo,hizo quelasmatemáticas fuesenmuchasvecesreferidas

conel nombredecienciasexactas. No fue hastalosaños40y, másconcreta-
mente,hastael año 1947,conla fundacíon del Institute of Numerical Anal-
ysis, enLos Ángeles(USA), quela comunidadmateḿaticacomenźo a pensar
enla posibilidadderesolverproblemasnosólo demaneraexactasinotambíen

aproximadamente,conunaprecisíon arbitrariay a partir deun númerofinito
de pasosde un determinadoalgoritmonumérico. Desdeentonces,su desar-

rollo ha sido vertiginosoy hoy en d́ıa esunaramafundamentaldentrode la
mateḿaticamoderna.

La intencíon de estebreve manualde Cálculo Numérico espresentaralgu-
nasde los útiles básicos(y no por estomenosimportantes)másusadosque

el Análisis Numérico ponea nuestroalcancea la horade resolver de man-
eraaproximadaproblemasdedifı́cil resolucíon anaĺıtica. Sehahechoun es-

fuerzopor reduciral máximo los contenidosteóricos (quepod́eis encontrar
en muchoslibros sobreel temay, en particular, en la bibliograf́ıa indicada
al final del módulo), dandoespeciaĺenfasisen su simplicidady su aspecto

práctico.Hemospretendidoqueseaun materialdeconsultaágil, conalgorit-
mosclaramentedestacados,ejemplosresueltosy comentariossobreaquellos

puntosmásimportantes.

Comopodŕeis observar a lo largo de estemódulo, cadaconceptoo método
numérico irá acompãnadode ejemplosresueltosy de actividadespropuestas
(tambíen resueltasal final del módulo),en los quelos algoritmosestudiados

seaplicanenproblemasconcretos.Estasactividadesvienenseparadasendos
tiposdiferentes:� Un primertipo,manual, enel quesepideal estudiantequedesarrolleunal-

goritmoy queefect́ueloscálculoscorrespondientesconla ayudadepapel,
lápizy unacalculadoracient́ıficaest́andar.� Un segundo,enun ámbitodeprogramacíon máselevado,enel queel es-
tudiantedebesaberresolver estasactividadesconla ayudadeun software

adecuado,tı́picamenteunacalculadora simbólica aunquetambíen seŕıa
posiblesu programacíon en algún lenguajede alto nivel: C, C++, FOR-

TRAN, etc. En estemódulo la calculadorasimbólica escogidahasido la
calculadoraWiris, defácil manipulacíon y grandesprestacionestantoma-

nipulativascomodocentes.
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Cabedestacarque estemódulo es la versíon papelde un proyecto más
ambiciosoen el que la gran mayoŕıa de los ejemplosy actividadesson
interactivos. Esto permitiŕa visualizarde maneramuy docentelas ideas

geoḿetricasquejustificanmuchosdelos métodosnuméricospresentados,
aśı comola manipulacíon y exploracíon por partedel estudiantede gran

cantidaddeejemplos.

Pareceentoncesnaturalpreguntarseporla necesidaddesaberresolverestosal-
goritmosdemaneramanualcuandodisponemosdeinstrucciones(veŕeismu-
chosejemplosen la calculadoraWiris) quebuscandirectamentesoluciones

numéricasdeunproblemadado.Éstaesunapreguntahabitualenla docencia
actualdela mateḿatica.

Seguramente,el Cálculo Numérico esun buenejemploque justifica ambos

conocimientos.Si bienesbásicoconocerlos métodosnuméricosimplemen-
tadosen nuestracalculadorasimbólica de caraa la resolucíon rápidade un
problema,no menosimportanteespoderdeterminarcuándoy cuálessonlos

métodosmás adecuadosparallevarlo a caboen cadasituacíon. Si el soft-
warenosproporcionavelocidady comodidaddecálculo,el dominiodecada

métodonosdebeaportarunavisión cŕıtica desusresultadosy limitacionesy
unacorrectaeleccíonensuaplicacíon.

Paraterminar, sólo comentarquelos apartadosqueformanestemódulo son

tres:� Cerosdefunciones.� Interpolacíon (polinómica)defunciones.� Aplicacionesdela interpolacíondefunciones.

Sin embargo,último sepuedeconsiderarunpequẽnoaṕendicedel segundo.

Algunas definicionesbásicas

Antes de entraren el contenidodel módulo en śı, permitidnosrecordarde
maneramuybreveunaseriededefinicionesbásicasdeAnálisisNumérico:

Sea� un númerorealy �� unaaproximacíon al mismo. Entoncessedefineel

error absolutodeestaaproximacíoncomo�
	�� ���
�����������
cantidadquenosproporcionaunaideadequé lejosseencuentradichaaprox-
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imación �� del valoracalcular� . El error relativo sedefinecomo����� ���
�� �
	�� ���
� �
y nosdaunaestimacíon del errorcometidoenproporcíon a la magnituddel
valor � buscado.Puestoque � enprincipionoesconocido,el errorrelativo se
acostumbraaaproximarpor � � � ���
�� �
	�� ���
�� �
Supongamosquequeremosrepresentarelnúmeroreal � �"! � #%$'&�(�)%$+* !-,.! (%$'& �.���
utilizandounacantidaddeterminadadecifrasdecimales,porejemplo

)
. ¿Ćomo

podemoshacerloy cuál esel errorquecometemosencadacaso?� Unaprimeraposibilidadvienedadapor la denominadarepresentaciónpor
truncado y consisteen considerarde � únicamenteel númerode cifras

decimalesdeterminado.Aśı, ennuestroejemplola aproximacíonpor trun-
cadocon

)
cifrasdecimalesdel valor � vienedadapor��/0�"! � #%$'&�(�)%$ �

El errorcometidoenestecasocumpleque 1 �.	2� � / 
�1%�31 ���4� / 1-56,�728:9 .� Otra forma de llevarlo a caboesmediantela denominadarepresentación

por redondeoy queconsisteen la siguienteidea: seconsidera�<; coinci-
dentecon � en

)
cifrasdecimales,increment́andoseen , la última cifra si

el séptimodecimaldel número � esmayoro igual que
#
. Porejemplo,en

nuestrocaso,escribiremos �<;=�"! � #%$'&�(�)�(
debidoa quela séptimacifra decimalde � , ( �>�?! � #%$'&�(�)%$+* !-,.! (%$'& ����� )
es
*
, valor superiora

#
. En otraspalabras,la representaciónpor redondeo

con
)

cifrasdecimalesde � seobtieneconsiderandosuaproximacíon por
truncado,��/ , y la aproximacíon � ; queconsisteenaumentarenunaunidad

la sextacifra decimalde � / ; entonces,deestosdosvaloresseescogeel más
cercanoa � .
Si representamosel número� porsuaproximacíonporredondeo� ; elerror

absolutocometidosatisface1 �
	�� �<;

�1%�31 �@�A�B;%1-5 ,! ��,�7 8:9 �
Notadqueesteerroresinferior (o igual) al obtenidoen la representación
por truncado.

En general,aunqueno esestrictamentecierto,si �<; esunaaproximacíon
por redondeode � cumpliendo1 �.	�� �<;

�1��31 �C�D�<;�1E5 /; �F,�7 8:G seacostum-

braa decirque � y �B; coincidenen las primeras H cifras decimales. Lo
mismosedicesi � / esla aproximacíon por truncadode � y satisfaceque1 �
	2� � / 
�1��31 ���I� / 125�,�728:G .
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 8 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

ObjetiJ K vos

El objetivo principaldeestemóduloesintroduciral alumnoenel usodeútiles
numéricospararesolverecuacionesy paraaproximarfunciones,susderivadas
y susintegrales. En particular, los objetivos docentesquesepretendecon-

seguir enestemóduloson:

1. Presentaral alumnomanerasaproximadasde resolucíon de problemas
quenopermitenunaresolucíonanaĺıtica.

2. Introducir métodosbásicosde Cálculo Numérico comoherramientaha-

bitualdetrabajo.

3. Familiarizaral alumnoconel manejodealgoritmosnuméricosy suapli-

cacíon en unacalculadorabásica,seaen un ámbitode programacíon o
conel empleodesoftwarecomercial.
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Conocimientosprevios

Es fundamentalque el alumnohayaadquiridolas habilidadesbásicasrela-
tivasa funcionesdeunavariable,tantodesdeel puntodevistacalcuĺıstico–
especialmenteenladerivacióndefunciones–comodesuinterpretacíongeoḿetrica.

La comprensíon,enestenivel, delos módulosprecedentesessuficiente.

EstambíenmuyimportantedemostrarciertahabilidadconlacalculadoraWiris,
puesseŕa la plataformaempleadaparaaplicare implementarlos algoritmos

numéricosquepresentaremos.
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1. Cerosde funciones
.

A menudo,en situacionesprácticas,conviene encontrarsolucionesaproxi-

madasdeecuacionesquenopodemos(osabemos)resolverdemaneraanaĺıtica.
El CálculoNuméricoes,dentrode la MateḿaticaAplicada,la disciplinaque

seocupade esteproblema,y presentamétodosde resolucíon aproximaday
estudiasuscaracteŕısticas. Por estaraźon, muchascalculadorassimbólicas,

entreéstasWiris, tienenincorporadasmódulosde resolucíon aproximadade
ecuaciones.

A pesarde estasfacilidades,esconvenienteconocercuálessonlos métodos
numéricosmásusadosy cuálesson las circunstanciasquenos llevan a una

solucíonsatisfactoriadenuestroproblema.

Veremosenseguidaquetodaslasecuacionesquequeremosresolversepueden
considerarcomounaciertafunción L igualadaa cero,motivo por el cualeste

apartadoseacostumbraa titular Cerosde funciones. Esinteresantecomentar
que,enelcasodefuncionespolinómicas,la instruccíonresolver numéricamente
de Wiris ya tieneincorporadosmétodosnuméricosquenosdan,si esnece-

sario,valoresaproximadosdelos ceroso ráıces(véasefigura1 ).

Figura1: La instruccíon resolver numéricamenteconla calculadoraWiris

1.1. Métodode la biseccíon

Éstees,sin duda,el métodomássimpleparabuscarunasolucíonaproximadaM dela ecuacíon L � ��
��"7 unavezconocemosun intervaloal cualpertenece.
Est́amotivadoporel siguienteresultado:
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.

Teorema (Bolzano): Sea L N6O PB�RQRSUT V una función continua
cumpliendoL � P-
W��L � Q�
DXY7 (esdecir, L � PE
 y L � QF
 tienensignosop-

uestos).Entonces,existe M[Z O PB�RQ\S quesatisfaceque L �]M 
��^7 .
Observad que del hecho que_a` 	cb%d _+`fe bhgCi

no se deduce
que exista una única raı́zjlk ` 	.m e b de la función

_+`on b
si no que podrı́a haber
muchas otras; lo único que
asegura este teorema es
que, como mı́nimo, existe
una.

Antesde detallarsu algoritmo, ilustraremossu uso,en un ámbito intuitivo,
conunejemploconcreto.

Ejemplo 1

Supongamosquebuscamosunasolucíonaproximadadelaecuacíon p\qsrt�D�� ; . Observadqueestoequivalea encontrarun puntodeinterseccíonentre

lascurvas uwv � p\qsrt�v � � ;
las cualessecortanen �3�x7 y paraun cierto valor M pertenecienteal

intervalo O 7 � ! # �.,cS (véasefigura 2). Para encontrarM de maneraaprox-

2 21

3

2

1

1

2

3

Figura2: Lasfuncionesp\qyrt� y � ;
imada, lo primero que se hacees escribir nuestraecuacíon de la formaL � ��
A�z7 con L � ��
4�{p\qsrt�|��� ; . Notad que L es una función con-

tinua. Además, L � 7 � ! # 
}�?pRqsr � 7 � ! # 
W� � 7 � ! # 
 ; �Y7 � , (a&�* 7%~ *�#�* ~���7 yL � ,

��"p\qsr � ,

��|, ; ���=7 � , #�(�# ! * 7E, # !DX>7 , por lo tanto,aplicandoel teo-

rema de Bolzano podemosasegurarqueexiste (comomı́nimo) un valorM^Z O 7 � ! # �.,cS quecumple L �]M 
���7 y, enconsecuencia,satisfaciendoquep\qyr M � M ; .
Consideramosahorael puntomedioentre7 � ! # y , , esdecir � 7 � ! #�� ,

��+!��
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t�"7 � , *a&�&�$ !�! $ ! * ��7 . Puestoque L � 7 � ) ! # 

espositivo, y teniendoencuentaque L � ,

0X>7 , podemosconcluirqueenel

intervalo O 7 � ) ! # �.,cS setiene(comomı́nimo)uncerode L . Denuevo,consid-

eramosel puntomediodeesteúltimo intervalo: � 7 � ) ! #�� ,

��+!��U7 � ( ,.! # .
EvaluandoL enestepuntoencontramosL � 7 � ( ,.! # 
=��7 � 7 )�#�(�# ! & 7 # ~��^7 .
Estevalorespositivo y por tantopodemosnuevamentededucirque L tiene

(comomı́nimo)uncero M enel intervalo O 7 � ( ,.! # �.,cS .
De maneraańaloga,procedemoshastaencontrarun intervalo de longitud

tan pequẽnacomoqueramosquecontengaM . Esteintervalo proporciona

unaaproximacíondel ceroqueestamosbuscando.

.

Método de la bisecci ón
Algoritmo

Supongamosqueun cero M de la función L � ��
 , continua,seencuentra
enel intervalo O P:�RQRS . Entonces,

1) Denominamos� i �^P , � / �"Q y definimos�<;W� � � i � � / 
��+! , punto

mediodel intervalo � i ��O � i ��� / S .
2) CalculamosL � � ; 
 y comparamoscon L � � i 
 y L � ��/R
 : si L � � i 
l�L � �B;.
[X�7 entonces,aplicandoel teoremade Bolzano,sabemos

queenel intervalo O � i ��� ; S setiene(comomı́nimo)uncerode L . En
estecasoconsideramoscomonuevo intervalo el intervalo O � i ���B;cS .
Si, encambio,setieneque L � �B;.
��
L � � / 
tX�7 , entoncestomamosel

intervalo O �B;+��� / S .
3) En general,dadoun intervalo O � G ���2�FS , calculamossu puntomedio�<�}� � � G � �2�a
��+! y consideramoscomonuevo intervalo el subin-

tervalo O � G ���<�RS que O �<�a���-�FS quepresenteun cambiode signode la
función L .

La calculadoraWiris permiteaplicarel métodode la biseccíon paraobtener

el valor del cerode unafunción continuaen un cierto intervalo –enel cual
setieneun cambiodesignode la función– . La instrucíon quelo ejecutaes

resolver numéricamentey necesitala función, el intervalo y el nombredel
métodoquesequiereutilizar (véasefigura3)

Aparte de efectuar el cálculo
directo de un cero de una
función con Wiris, es
interesante que intentéis
programar el método de la
bisección.
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Figura3: El métododela biseccíonconWiris� Convergencia: observad que esteprocesoproporcionauna sucesíon de
intervalos,por ejemplo:� i ��O � i ��� / S�� � / ��O �B;a��� / S�� ��;���O �<;'���<�cS�� ����� �
encajados� i�� � / � ��; ����� � �F� � ����� , demaneraque M , cerode L , est́a
contenidoentodoséstos;adeḿas,la longituddecadaintervaloessiempre

la mitaddela del anterior. Concretamente,si el intervalo � i tienelongitudQ���P entonces� / tienelongitud
Q0�AP! , ��; tiene

Q0�AP! ; , ��� tiene
Qt�4P! � y, en

generalel intervalo �F� tienelongitudQ���P! � �
Notad que la longitud de talesintervalos es cadavez menory continúa
conteniendouncerode L .� ¿Cuándoacabaesteproceso?

Si bien hemosvisto que,conceptualmente,la realizacíon de esteproceso
infinitasvecesproporcionaexactamenteelcero M queestamosbuscando,es

necesariouncriterioquenospermitaobtenerunaaproximacíonsuficiente-
mentesatisfactoriade M . Concretamente,¿podemossabera priori cuántas

iteracionesdelmétododela biseccíonsedebenefectuarparaobtenerM con
unaprecisíon � dada?Notadqueestaprecisíon � no esotracosaqueuna

cotadel error absolutomáximo 1 �
	��]M 
�1 con el quesedeseaconocerM y
seŕa, habitualmente,del tipo ,�728:� , ,�728:� , ,�728 / ; , ..., enfunción denuestro
problemay denuestrasnecesidades.

Aśı pues,supongamosque queremosconseguir M con una precisíon �
(tambíenseacostumbraa decir “con un error inferior o igual a � ”). Sabe-
mosquesi el intervalo inicial es O P:�RQRS entoncesla longitud del intervalo�.� , obtenidodespúesde � iteraciones,es � Q��^PE
��+! � . Por lo tanto es
suficientepedirque �l� Qt�4P! � (1.1)

puesdeestamaneracualquiervalor � Z �.� seencuentraaunadistanciadeM menoro igualque � , la precisíonexigida. Podemostomaraśı cualquiera

delos dosextremosde �.� comoaproximacíonde M . Además,dela igual-
dad(1.1)sededuceque! � � Q���P�  ¢¡ r=! � � ¡ r £ Qt�4P� ¤^  � ¡ r=!C� ¡ r £ Qt�4P� ¤
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  �¥�¢¦ ¡ r�§ e 8 	¨ª©¡ r=! « � ,+� (1.2)

donde O �:S indicala parteenteradelnúmero� . Recordadque...

...la par te entera de un
número real

n
se define

como sigue: si consideramos
todos los números enteros
menores o iguales que

n
,

entonces la parte entera den
, que denotamos por ¬ nF­ , es

el mayor de estos números.
Ası́, por ejemplo ¬ �c® ¯ ­
° � .
En cambio, ¬ 8 �c® ± ­.° 8 ± .

� Ventajasy desventajasdel métodode la biseccíon:

– Siempreconvergeal cerobuscado,M , pueslos intervalosqueseobtienen

contienensiempreM y sulongitudtiendea sercero.

– Desafortunadamente,suconvergenciaesmuy lenta.

– A pesarde esto,antesde utilizar cualquierotro métodode búsquedade

cerosde unafunción, esmuy habitualefectuardoso tres iteracionesdel
métododela biseccíonparaobteneraśı unabuenaaproximacíoninicial del

cerobuscado.

Ejemplo 2

Supongamosquequeremoscalcular M , cerode L � ��
²�3p\qyr��³�[� ; quese

encuentraenel intervalo � i No�YO PB�RQRS��YO 7 � ) ! # �.,cS usandoel métodode la

biseccíon.

¿Cúantasiteraciones� necesitamosparaobteneruna precisíon de �´�,�728 � ? Aplicandola fórmulaanterior, tenemosque�µ� ¦ ¡ r § i ® �\¯ �/ ic¶
· ©¡ r=! « � ,���O ( � #�# ����� S � ,�� (²� ,²� *
donde7 � ~ $+# esla longituddel intervalo O 7 � ) ! # �.,cS . Entonces,

¸ � � longitudde � �7 O 7 � ) ! # �.,cS 7 � ~ $+#, O 7 � ( ,.! # �.,cS 7 � , (%$+# 7�7�7�7�7�7! O 7 � ( ,.! # �\7 � * 7 ) ! # S 7 � 7 * ~ $+# 7�7�7�7�7�7~ O 7 � (�#�* ~ $+# �\7 � * 7 ) ! # S 7 � 7 &�)�(%$+# 7�7�7�7�7& O 7 � (�#�* ~ $+# �\7 � (�( ! ( ,.! # S 7 � 7%!�~ & ~ $+# 7�7�7�7# O 7 � (%$ ,�7 * ~ $+# �\7 � (�( ! ( ,
! # S 7 � 7E,�, $ , (%$+# 7�7�7) O 7 � (%$ ,�7 * ~ $+# �\7 � (%$�)�*�# ~E,.! # S # � (�#�* ~ $+# 7�7�7���,�7 8 �$ O 7 � (%$'& 7%!�~ & ~ $+# �\7 � (�$+)�*�# ~-,
! # S ! � * ! *�)�(%$+# 7�7���,�728 �( O 7 � (%$+#a&�(�( ! ( ,.! # �R7 � (�$+)%*�# ~E,.! # S , � &�)a&�(a& ~ $+# 7���,�7 8 �* O 7 � (%$+#a&�(�( ! ( ,.! # �\7 � (%$�) !�!+7 $ 7�~-,
! # S 7 � $ ~�! & !-, (%$+# 7��%,�728 �
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Observadque 7 � $ ~�! & !-, (%$+# 7��E,�7 8 � 5¹,�7 8 � y, por lo tanto,podemosde-

cir que M esaproximadamente7 � (%$+#a&�(�( ! ( ,.! # (o tambíen 7 � (%$+)�*�# ~-,.! # )
conunaprecisíon de �º��,�728 � . En realidad,podemostomarcomoaprox-

imación con dicha precisíon, ,�728 � , cualquierade los puntosdel último

intervalo calculado.

Notad que la convergenciaha sido relativamentelenta. ¿Cúantasitera-

ciones� necesitaŕıamosparaobtenerM conunaprecisíon de �@�»,�7 8 ¯ ?
Al igualqueantes,setiene�¼�¢¦ ¡ r § i ® �\¯ �/ ic¶'½ ©¡ r=! « � ,���O¾!-, � ( ~ ����� S � ,²�"!-, � ,²�"!�! �
Actividad 1

Aplicadel métododela biseccíonparaencontrartodaslassolucionesdela

ecuacíon ¿ 8 n ��� ± conunaprecisíon� de ,�7 8 ; .
À

También se acostumbra a
decir “con un error de / icÁ%Â ”o
“con un error menor o igual
que / icÁ%Â ”Actividad 2

La ecuacíon !�p\qyrW�6�µ� tieneun ceroen el punto M�i �¥7 . Encontrad,

utilizandoel métodode la biseccíon, el cero M que tieneen el intervaloO Ã��+!2�\Ã<S conunerrorinferior a ,�7 8 ; .
Actividad 3

La ecuacíon ! n ��� �@# tieneunasolucíon(porcomprobacíondirecta)para�³�"~ . Utilizad el métododela biseccíonparaencontrarlasdossoluciones

de la ecuacíon � ! � !%
 n � � , � ,

Ä� ��# � # conunaprecisíon de ,�728 ; . Como

ayuda,sehandibujadoenla figura4 lasgráficasdelasfunciones� ! � !%
 n y� , � ,

Ä� �´# � # .
1.2. MétododeNewton

1.2.1. Idea geoḿetrica

El métododeNewton sebasaen la aproximacíon de la gráfica
v �wL � ��
 en

un ciertopunto � � i �RL � � i 
�
 por surectatangenteental punto. Recordadque

la ecuacíon dela rectatangentea la curva
v �ÅL � ��
 enun punto � � i �RL � � i 
�
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Figura4: Gráficasdelasfunciones� ! � !%
 n y � , � ,

Ä� �># � #
vienedadapor v �"L � � i 
 � L<Æ � � i 
 � ���4� i 
 �

Observadqueestarectaesel polinomiodeTaylor degrado , dela función

x

f(x )

0

0

Figura5: Rectatangentea
v �"L � ��
 enel punto � � i �RL � � i 
�


El método de Newton se
conoce también como el
método de
Newton–Raphson.

L � ��
 enunentornodel punto � i . La ideadel métodoconsisteentomarcomo
nuevaaproximacíon � / de M (cerode L � ��
 ) el punto � dondela rectav �"L � � i 
 � L Æ � � i 
 � �D�4� i 

cortaal eje

v �^7 . Esdecir:7C�"L � � i 
 � L Æ � � i 
 � � / �I� i 
Ç�
demaneraque,despejando,seobtiene� / �^� i � L � � i 
L Æ � � i 
 �
Repetimosestaconstruccíonapartirdelpunto � / , considerandoahorala recta
tangentea la gráfica

v �ÈL � ��
 enel punto � � / �RL � � / 
�
 (véasefigura6) y, aśı,
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x

f(x )

1

1

Figura6: Rectatangentea
v �"L � ��
 enel punto � ��/.�RL � ��/c
�


seobtiene � ; �^��/É� L � � / 
L Æ � � / 
��
De manerasimilar calculamos�B� , �B± , etc.

.

Método de Newton
Algoritmo

1) Consideremos� i aproximacíon(suficientementecercana)de M , cero
de L � ��
 .

2) Calculamosla sucesíon de aproximacionesÊ.� G�Ë G'Ì / a partir de la
recurrencia � G�Í / ��� G � L � � G 
L Æ � � G 
 � HDÎ�7 � (1.3)

Ejemplo 3

Calculamosla ráız MÏZ O 7 � ! # �.,cS de la función L � ��
��¹p\qsr0�Ð�ª� ; (véase

ejemplo1.1) empleandoahorael métodode Newton. Paraesto,consid-

eramoscomoprimeraaproximacíon el valor � i �Ñ7 � # y obtenemoslas

siguientesaproximaciones:� / ���B;+���<�+� ����� a partir dela fórmula(1.3),que

enestecasoequivalea � G�Í / ��� G � p\qsrt� G �4� ;GÒFÓ ph� G ��!a� G �
La siguientetabla muestraestositeradosjunto con suscorrespondientes
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estimacionesdelerrorabsoluto(máximo)cometido:

Iterado Valor obtenido 1 � G �4� G'8 / 1� i 7 � #��/ ! � ~ $'& ,.! &�)�# !+7 )%$%# ! &�* ~ , � (%$'& ,.! &�)�# !+7 )%$+# ! &�* ~�<; , � &�$ 7%! $+*�) , )�#�)�) ! $+# ~ 7 � * 7%~ (a&�# 7%~ #�# 7E,.! &�*�) ~%!�<� , � 7 #�*a&�$+#�( ~ ) ~ # 7 (�( ~�7E, 7 � & ,�7 ( 7%~ $+( 7%!-, # ~ * !�! *�B± 7 � * 7 #�( ! )%$+(�) 7 &�#�)%$ 7 $+)%# 7 � , # ~ )a&�* 7 # 7%~+7 # !-,
!�! &%&� � 7 � (%$�$�$ ,�, (%$+( ! #�*�$+( 7 $+* ! 7 � 7%! ( ,�, &�* 7 $�$+(�#�(�(%*�*%$ ! #� 9 7 � (%$+)%$ ! $'& !+7E, &�$ 7 *�# ~�! ) 7 � 7�7�7 *�(a&�&�#�( ,�,.! )�(%#a&�)%)�#��¯ 7 � (%$+)%$ ! ) !-, # ~ *�)�(�)�)+& ! $ , � !+7 &�$+# 7%!�! (�(�*�(�) ��,�728:9� � 7 � (%$+)%$ ! ) !-, # ~ *�# 7 ) ! &�&�) , � ( 7%~ *�( ,�,²�%,�7 8 / ;
Actividad 4

Aplicadel métododeNewtonparaencontrarloscerosdela ecuacíon ¿ n �!C�^� conunerrormenorque ,�728 / ; .� La calculadoraWiris tambíenpermiteaplicarel métododeNewton,paralo
cualdebemospasarlecomoargumentosla función,el punto � i dondequer-

emosiniciar lasiteracionesy el nombredel métodoquequeremosutilizar
(véasefigura7).

Figura7: AplicacióndelmétododeNewtonconWiris

Es interesante que intentéis
programar el método de
Newton. La calculadora Wiris
os facilita las herramientas
para hacerlo.

� El métododeNewtonconvergerápidamente.El estudiodela velocidadde
convergenciadelosdiferentesmétodosnuméricosseescapaal propósitode

estasnotas.Únicamente,decirque,encondicionesadecuadas,el método
deNewton tieneordendeconvergenciacuadŕatico. Estoquieredecirque
el errorenunaiteracíon determinadaesaproximadamenteel cuadradodel

errorenla iteracíon anterior:si por ejemploéstefuese� G ��,�7 8 ; , el error
enla aproximacíonsiguienteseŕıadel tipo � GFÍ / � � ,�728 ; 
 ; �È,�728 ± .� Sesueleprecederde unascuantasiteracionesdel métodode la biseccíon

(véaseseccíon1.1.) quepermitenlocalizarunaráız y proporcionarunvalor
inicial � i cercanoa ésta.
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 20 MétodosbásicosdeCálculoNumérico� Presentaproblemasdeconvergenciaenla proximidaddepuntoscŕıticosde
la función L � ��
 , esdecir, puntosquecumplenL Æ � ��
²�È7 , puesel términoL � � G 
��+L Æ � � G 
 puedetomarvaloresmuy grandes(veásefigura8). Un caso

x0 x1

Figura8: EjemplodedivergenciadeNewtoncercadeunextremorelativo

particularde estasituacíon es el casoen el que la ráız M que buscamos
es múltiple: L �]M 
��ÔL Æ �]M 
I� ����� �ÔL ` � b �]M 
4�Õ7 y L ` � Í / b �]M 
�Ö�×7 ,
con ¸ Ö�w7 . En tal situacíon seŕa conveniente,comoen seguidaveremos,
utilizar unapequẽnavariantedel métodoest́andar.

Ejemplo 4

Queremosestudiarel comportamientodelmétododeNewtonenel cálculo

de unaráız de la función L � ��
@� ÒFÓ p:�A�Ï, . Ya sabemosqueestaráız

seencuentraen M �?7 ; a pesarde estopermitidnosutilizarlo parapoder

compararlasdiferentesaproximacionesobtenidascondicharáız y motivar

a partir de estoalgunareflexión didáctica. Paraesto,consideramos,por

ejemplo � i �», comovalor inicial y obtenemoslassiguientesaproxima-

ciones��/���� ; ��� � � ����� apartir dela fórmula� G�Í / ��� G � ÒFÓ p:� G �>,�Ðp\qsr0� G ��� G � ÒFÓ p:� G �>,p\qsr0� G �
Los resultadossemuestranenla siguientetabla:
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 21 MétodosbásicosdeCálculoNuméricoH � G 1 � G �4� G'8 / 1, 7 � &�# ~ )�*�( 7 � #a&�) ~+7%!! 7 � !�!�! (%$+) 7 � !�~+7 ( !�!~ 7 � ,�,�7 *%$'& 7 � ,�,�, * 7%!& 7 � 7 #�#a& ~+7E, 7 � 7 #�#�#a& ~ *# 7 � 7%! $�$ 7 ( 7 � 7%! $�$ !�!-,) 7 � 7E,.~ (�# ~-, 7 � 7E,.~ (�#a&�*$ 7 � 7�7 )�* ! )a&�& 7 � 7�7 )�* ! )�)�)( 7 � 7�7%~ &�) ~�! 7 � 7�7%~ &�) ~�! &* 7 � 7�7E, $ ~-, ) 7 � 7�7E, $ ~-, ),�7 7 � 7�7�7 (�)�#�( 7 � 7�7�7 (�)�#�(,�, 7 � 7�7�7 & ~�! * 7 � 7�7�7 & ~�! *,.! 7 � 7�7�7%!-, #a&�) 7 � 7�7�7%!-, $'&�&...
...

...! & # � ! (a&�&�& ��,�728:� # � ! (a& ~ ) �%,�728:�! # ! � )a& !-, ( ��,�728:� ! � )a& !�! ) �%,�728:�
Observadqueestositeradosconvergenhacia M �Y7 muy lentamente:en

vezdehacerlodemaneracuadŕatica,esdecir, conuncomportamientodela

estimacíondelerrordeltipo 1 � GFÍ / �º� G 1%�31 � G �º� G'8 / 1 ; , lo quetenemosen

realidadesunaconvergenciadetipo lineal (concretamente1 � G�Í / ��� G 12�7 � # 1 � G � � G'8 / 1 ). Estoesdebidoal hechodeque M �^7 esuncerodoblede

la función L � ��
 puesL � 7�
0�6L Æ � 7�
0��7 y L Æ Æ � 7�
ºÖ�67 . Porlo tanto,cuando� G seaproximaa M , L Æ � � G 
 tomavalorescercanossa 7 provocandoerrores

deconsideracíonenlassucesivasaproximaciones.

2 2

3

2

1

1

2

3

Figura9: Gráficadela función L � ��
�� ÒFÓ ph�@��,
En casoscomo éste,cuandosospechamosque la ráız buscadaM puedeser
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doble,esconvenienteutilizar el métodode Newton modificado, enel quela
recurrenciavienedadaapartir delprocedimientosiguiente.

.

Método de Newton modificado ( M raı́z doble)
Algoritmo

1) Sea� i aproximacíon (suficientementecercana)de M , cero(supues-
tamente)doblede L � ��
 .

2) Calculamosla sucesíon de aproximacionesÊ.� G�Ë G'Ì / a partir de la

recurrencia � GFÍ / ��� G �|! L � � G 
L Æ � � G 
 � H Î>7 � (1.4)

En general, si se sospecha
que j es un cero de
multiplicidad Ø de

_a`on b
, es

decir, tal que cumple_ kÉÙ'Ú�Û-Ü y_a` j b °�_FÝy` j b °�_FÝ ÝÞ` j b °d�d�d °�_aß Ú Á ÜÞà ` j b ° i ,_ ß Ú�à ` j b�á° i , entonces el
método de Newton
modificado se escriben
â Û-Ü °ãn
â 8 Ø _a`fn â b_ Ý `on â b ®

Ejemplo 5

En el ejemploanterior, si consideramos� i �¢, y utilizamosla fórmula

recurrente � GFÍ / ��� G �|! ÒFÓ p:� G �>,�Ðp\qsr0� G ��� G � ! ÒFÓ pE� G �>,p\qsrt� G �
seobtienela siguientetabladeaproximacionesde M �"7 :H � G 1 � G �4� G'8 / 1, �=7 � 7 * ! ) 7 # , � 7 * ! )! ) � ) !�~ ) ��,�7 8:� 7 � 7 * ! )%$ ,~ ��! � ~ (�*�) !���,�7 8 / ± ) � ) !�~ ) ��,�7 8:�
Observadqueahorala convergenciahaciala ráız M �^7 esclaramentemás

rápidaqueen el ejemploanterior, en el queseusó el métodode Newton

convencional.

Actividad 5

Aplicad el métododeNewton paraencontrarlasdosúnicassolucionesde

la ecuacíon � ! � !%
 n � � , � ,

Ä� �ª# � # .
Actividad 6

Demostradqueesposiblecalcularä $ , hastaunaprecisíonfijadacualquiera,

utilizandoúnicamentesumas,restas,multiplicacionesy divisiones. Indi-

cacíon: observadque ä $ esel ceropositivo dela ecuacíon L � ��
��^7 dondeL � ��
���� ; � $ y escribidparaestecasoel esquemadeNewton.
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Actividad 7

Aplicad el métodode Newton modificadoparaaproximar, con un error

inferior a ,�7 8 ¯ , la ráız M de multiplicidad mayorque , queel polinomioå�� ��
���� ± � ( � � � ! & � ; ��~�!a� � , ) tienecercanaa � i �"~ .
1.3. Métodode la secante

1.3.1. Idea geoḿetrica

El métodode la secantese inicia, a diferenciade los métodosanteriores,a
partir de dosaproximacionesiniciales � i y � / . A partir de estossecalcula
la rectaqueunelos puntos � � i �RL � � i 
�
 y � � / �RL � � / 
�
 quevienedadapor la

ecuacíon v ��L � � / 
�� L � � / 
���L � � i 
��/��4� i � ���4� / 
 �
Estarectaes,en general,secantea la gráfica

v �wL � ��
 , esdecir, la cortade

maneranotangente.Deaqúı recibeel nombreel método.El siguienteiterado,�B; , esaquelpuntoenel cual la rectacortael eje
v �Å7 . O sea,sustituyendov �^7 enlaecuacíonanterior, y denominando� ; elvalorde � correspondiente,

setiene 7��|L � � / 
�� L � ��/R
��|L � � i 
� / �A� i � �B;W�A� / 
Ç�
dedonde,despejando� ; , obtenemos�B;��^� / �AL � � / 
 � / �4� iL � � / 
���L � � i 
 �
La figura 10 muestracómo seobtienegeoḿetricamente�<; : los puntosmar-
cadoscorrespondena � � i �RL � � i 
�
 , � � / �RL � � / 
�
 y el puntodecortede la recta

con
v �U7 esla aproximacíon �B; . De maneraańaloga,el siguienteiteradose

obtieneapartir dela fórmula�B���^�B;W�AL � �B;.
 �<;t�4� /L � �<;

���L � � / 
 �
.

Método de la secante
Algoritmo

1) Sean� i , � / aproximacionesde M , cerode L � ��
 .
2) Calculamosla sucesíondeaproximacionesÊ.� G�Ë G'Ì ; obtenidasapar-

tir dela recurrencia� G�Í / ��� G ��L � � G 
 � G �4� G'8 /L � � G 
���L � � G'8 / 
 � HDÎ�, � (1.5)
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x

f(x )
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0
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f(x )

1
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x2

Figura10: Primeraiteracíondelmétododela secante� Estemétodoseacostumbraa aplicarcuandola evaluacíon de la función

derivada L Æ � ��
 esrelativamentecostosa,esdecir, si escomplicadadecal-
cularo bienrequieremuchasoperacionesy, por lo tanto,no interesausar
el métododeNewton.� Observad, a partir del algoritmo presentado,que los nuevos iteradosse

obtienendela siguienteforma:

A partir delos iterados: secalcula:� i ��� / �<;� / ���<; �<��<;'���<� �B±
. . . . . .

Existeunavariantedel métodode la secantedenominadoregula falsi y

quefuncionacomosigue:

– Comenzamosa partir de dosvaloresiniciales � i , ��/ de maneraque MÈZO � i ��� / S .
– Calculamos�B; apartir dela fórmula� ; ����/É�AL � ��/c
 � / �A� iL � � / 
��|L � � i 
2�

Entoncesserechaza,de entre � i y ��/ , aquelquecumplaquesu imagen

por L tengael mismosignoque L � �<;.
 . Aśı, por ejemplo,si L � � i 
��w7 ,L � ��/R
WX>7 y L � � ; 
0X>7 , despreciamos��/ y consideramoscomoaproxima-

cionesválidas � i y �B; . De estamanera,aplicandoel teoremadeBolzano
(véaseseccíon 1.1.) podemosasegurarque MwZ O � i ��� ; S . La recurrencia
continúacon � � ��� ; �AL � � ; 
 �<;0�A� iL � �<;�
��|L � � i 
 �
y aśı sucesivamente.
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 25 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

La ventajaquesuponela regulaFalsi respectoal métododela secantees,
fundamentalmente,asegurarque la ráız M buscadaseencuentrasiempre
dentrodel intervalo consideradoencadapaso.A pesardeesto,el número

decomparacionesquenecesitapuedehacerquenecesitemosmuchasitera-
cionesparaobtenerel cerobuscadoconla precisíondeseada.

Ejemplo 6

A mododeresumendelos métodospresentados(biseccíon,Newton y se-

cante),calculamosnuméricamenteunaaproximacíon de la ráız M quela

función L � ��
=� & p\qyrt� � ,²�|� tieneenel intervalo Oæ�=Ã��.�=Ã��+!'S . Éstaes

la tablaresultante:

¸ Biseccíon Newton Secante7 Oæ�=Ã��.�=Ã��+!'S �=Ã ��Ã, Oæ��! � ~ #�) , *a&�&�* �.��, � #%$ 7 $�*�) ~�~aS ��! � ~-,.~�! $'& ,.! ��Ã��+!! Oæ��! � ~ #�) , *a&�&�* �.��, � *�) ~ &�*�#�& ,FS ��! � !-, &�&�&�* ,.~ ��, � *%$ ~ $+(�) 7�7~ Oæ��! � ~ #�) , *a&�&�* �.��! � , #�*�(+&�&2*�# S ��! � !-, 7�7 * ! * ! ��! � ~ )�)�*a&�*�* ~& Oæ��! � ! #�( 7E, *%$ !2�.��! � , #�*�(+&�&2*�# S ��! � !-,�7�7 ( ~ *a& ��! � , * , &�& ~�! &# Oæ��! � ! #�( 7E, *%$ !2�.��! � !+7 (�* ~�!�~�~aS ��! � !-,�7�7 ( ~ *a& ��! � !+7 (�( ! )�*a&) Oæ��! � !�~�~ &�$+) 7%~2�.��! � !+7 (�* ~�!�~�~aS ��! � ! ,�7�7 *�# !-,$ Oæ��! � !�!-,.!+7 & , ( �.��! � !+7 (�* ~�!�~�~aS ��! � !-,�7�7 ( ~ * ~( Oæ��! � ! , # 7 )�( ! ) �.��! � ! 7 (�* ~�!�~�~'S ��! � !-,�7�7 ( ~ * &...
...!�! Oæ��! � !-,�7�7 ( & ~�!2�.��! � !-,�7�7 ( ~ *a& S!�~ Oæ��! � !-,�7�7 ( & ,.~2�.��! � !-,�7�7 ( ~ *a& S

Sehandestacadosubrayadaslascifrasdecimalesquecoincidenconla an-

terior aproximacíon y que,numéricamente,podemostomarcomocorrec-

tas. Másprecisamente,si consideramos,por ejemplo,lasaproximaciones�<�ª�ç��! � !-,�7�7 * ! * ! y �B±ª�ç��! � !-,�7�7 ( ~ *a& obtenidaspor el métodode

Newton,podemosobservarquecoincidenenlascuatroprimerascifrasdec-

imales( !-,�7�7 ). Sudiferenciaes1 �B±=�4�B�%1è� 1 � ��! � !-,�7�7 ( ~ *a& 
0� � ��! � !-,�7�7 * ! * !%
�1E�7 � 7�7�7�7�7 (�*�( �^7 � (�*�( �%,�7 8:� X6,�7 8:�
Sabemosqueel métodoempleadoproporciona,encondicionesadecuadas,

aproximacionescadavezmejoresdela ráız M buscada.Porlo tanto,pode-

mosdecirquela mejoraquerepresentala aproximacíon � ± respectodesu
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precedente,�<� , esinferior a ,�7 8:� . Podemospensarquela ráız M comienza

dela forma M ����! � !-,�7�7 ����� y, aunqueno seaestrictamentecorrecto,que1 �
	2� �B±.
�1��é1 M ���:±�1l5 /; ��,�728 ± si consideramos�:± aproximacíon por

redondeode M .

Os referimosa la figura11 paracomprobarcómoWiris aplicalos diferentes
métodosestudiadosparaencontraruna aproximacíon de la solucíon que la
ecuacíon

& p\qyrt� � ,²�^� tieneenel intervalo Oæ�=Ã��.��Ã��+!'S .

Figura11: Cálculodeunaráız dela ecuacíon
& p\qsrt� � ,²��� conWiris

Actividad 8

EncontradM tal que cumple ¡ r M �Õ~%� M , con un error inferior a ,�728:� ,
usandolosmétodosdela secantey dela regulafalsi.
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2. Inter polación de funciones
.

2.1. Intr oducción

SupongamosqueconocemosunatabladevaloresdeunadeterminadafunciónL � ��
 , o sea,un conjuntode valores Ê.� G�Ë -quedenominamosabscisas- y de
susimágenesL � � G 
 (que,demaneraabreviada,denotaremospor L G ):� G , ! & # (L G ,�7 # ! & , &
La preguntabásicaquenosplanteamosenestaseccíonesla siguiente:apartir
de estainformacíon, ¿somoscapacesde proporcionarunaaproximacíon de

valores� delintervalo Oæ,+� ( S (y quenoseanningunadelasabscisasanteriores)?

Ésteesel objetivo principal del denominadoproblema de la interpolación
y queconsisteenencontrarunafunción ê � ��
 , cercanaa L � ��
 demaneraque

cumplaque su imagenen las abscisas� i ��� / ���<;+� ����� �:� coincidacon la deL � ��
 , esdecir, ê � � G 
���L G para H��^7-�.,+� ����� � ¸ .

En primer lugar, y como normageneral,es necesariodecidir qué tipo de
función puedereproducirmejor el comportamientode L � ��
 . Aśı, por ejem-

plo:� escogeremosê � ��
 comocombinacíondefuncionespRqsrt� , ÒFÓ p:� , si la funciónL � ��
 presentauncomportamientoperiódico;� si L � ��
 presentavaloresmuygrandes(positivoso negativos),concentrados
enciertospuntos-unposiblecomportamientoasint́otico-,buscaremosê � ��

enformadefunción racional,o sea,uncocientededospolinomios;� si, encambio, L � ��
 presentaun comportamientosuave,sin grandesvaria-
ciones,consideraremosê � ��
 polinomios;enestecasosesueleescribirå�� ��

envezde ê � ��
 .

Esteúltimo casoesel mássencillo,recibeel nombrede interpolacíonpolino-

mial y esel quetrataremosenesteapartado.

Con la calculadoraWiris podemoscalculardirectamenteel polinomio inter-
polador. Véaseunaposiblesintaxis,correspondienteal ejemploanterior, enla

figura12o, unasintaxisalternativaenla figura13
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Figura12: InterpolandoconWiris (1)

Figura13: InterpolandoconWiris (2)

Esconvenientedestacarquela interpolacíon,al igualqueelcálculodecerosde

funciones,sonherramientasqueel CálculoNuméricoponeennuestrasmanos
para,a menudo,permitirnosdar solucionesaproximadasde problemasde la

vida cotidiana.Un ejemplodeestehechopuedeserel siguiente:supongamos
queseposeeel censodeunaciertapoblacíon ë encuatromomentosdistintos

delos últimoscuarentaaños:

any , *%$ 7 , *�( 7 , *�* 7 !+7�7�7
númerodehabitantes

& 7 #a& ~ ~ #�*%$�$ # ,�7 )�( )�#a& ! *
Entonces,¿podŕıamosdarunacifra aproximadadelnúmerodehabitantesque
teńıa dicha poblacíon en el año 1992? Al final de estetema podŕeis dar
vosotrosmismosunarespuestaa estapregunta.

2.2. Existenciay unicidad del polinomio interpolador

Respectoal problemadeinterpolacíon, enel casopolinomial,esconocidoel

siguienteresultado(cuyademostracíon pod́eisencontrarenla mayoŕıa delos
libros deCálculoNumérico). .

Teorema: dadoş
� , puntos � � i �RL i 
 , � � / �RL / 
 , � �B;+�RL+;.
 , . . . , � �:�B�RLa�-
 ,

deabscisas� G todasdistintas,existeunúnicopolinomioå � � ��
 degrado
menoro igual que ¸ tal queå�� � G 
É�"L G paratodo Hì�^7-�.,+�R!2� ����� � ¸ .

À
O bien que í.î `on b es el

polinomio interpolador de
grado menor o igual que �
de la tablaï `on â m _ â bñð âóò%ôöõ Ü õ ÷ ÷ ÷ õ î .� Decimosqueå � � ��
 interpola� la función L � ��
 enlospuntos� � G �RL G 
 , paraHì�"7-�.,+� ����� � ¸ .� Observad quelas abscisasen el problemade interpolacíon polinomial se

acostumbrananumerara partir del sub́ındice 7 (o sea,� i ����/�� ����� ).� Unamaneradirectadeencontrarå � � ��
0��P � � � � ����� � P ; � ; � Ph/\� � P i
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 29 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

que interpole Ê � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � es plantearel sistemalineal de ¸ � ,
ecuacionesy ¸ � , incógnitasasociadoå � � � G 
��"L G H��^7-�.,+�R!2� ����� � ¸ �
esdecir, ùúúúúúû úúúúúü P����

�i � ����� � P2;c� ;i � P / � i � P i � L iP���� � / � ����� � P2;c� ; / � P / � / � P i � L /
...P���� �� � ����� � P2;c� ;� � P / �B� � P i � La�

y resolverlo (véasefigura 14). Sin embargo, en la práctica,no esésteel

Figura14: Resolucíondirectadelpolinomiointerpolador

métodomáseficaz.

En lassiguientesseccionesmostraremosalgunosdelos métodosmásusuales

paracalcularel polinomiointerpoladordeunatabla Ê � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � dada.

2.3. MétododeLagrange

Ésteesel métodomássencillo,conceptualmente,paraobtenerel polinomio
interpoladorå � � ��
 . A partir de una tabla Ê � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � dadase con-

struyenlossiguienteş
� , polinomios:ý�þ � ��
�� � ���4� / 
 � �D�4�B;

 � �D�I�B�

B����� � �@�4� þ 8 / 
 � �D�4� þ Í / 
B����� � ���I�B�-
� � þ �4��/Ç
 � � þ �4� ; 
 � � þ �I� � 
B����� � � þ �4� þ 8 /Ç
 � � þ �4� þ Í /c
B����� � � þ �4� � 
 �

paraÿ��^7-�.,+� ����� ¸ , esdecir,ý i�� ��
Ô� � �@�A� / 
 � ���A�B;

 � �D�I�B�

B����� � ���4�:�E
� � i �4� / 
 � � i �A�B;

 � � i �A�B�.
B����� � � i �4�:�E
ý / � ��
Ô� � �@�A� i 
 � ���A�B;

 � �D�I�B�

B����� � ���4�:�E
� � / �4� i 
 � � / �A�B;

 � � / �A�B�.
B����� � � / �4�:�E
ý ; � ��
Ô� � �@�A� i 
 � ���A� / 
 � �D�I�B�

B����� � ���4�:�E
� �<;W�4� i 
 � �B;W�A� / 
 � �B;W�A�B�.
B����� � �<;W�4�:�E

...

...ý � � ��
Ô� � �@�A� i 
 � �@�A� / 
 � �D�I�B�

B����� � ���4�:� 8 / 
� �B�º�4� i 
 � �:�º�A� / 
 � �:���I�B�

B����� � �:�ã�4�:� 8 / 
 �



c
�
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Estos
ý þ � ��
 , ÿt�37-�.,+� ����� � ¸ sedenominanpolinomios de Lagrange y satis-

facenlassiguientespropiedades:

1) Cada
ýÉþ � ��
 esunpolinomiodegrado̧ .

2)
ýÉþ � �-�'
l��� þ � paratodo ÿ\�����37-�.,+� ����� ¸ donde� þ � esla conocidafunción

Delta deDirac: � þ �²� u 7 si ÿ²Ö���h�, si ÿ���� �
3) Observadquetambíensepuedenescribirdela manerasiguiente:ý þ � ��
�� ����
	�� � � � 
� á° þ ���4�2�� þ �4�2���
Entonces,el polinomio interpolador deLagrangeenlospuntosÊ � � G �RL G 
 Ë G ° icm ®ø®ø® �
seobtieneapartir deå � � ��
��"L i ý i�� ��
 � L / ý / � ��
 � ����� � La� ý � � ��
�� �� þ ° i L þ ý�þ � ��
 �
.

Método de Lagrang e
Algoritmo

1) Para ÿ��^7-�.,+�R!2� ����� � ¸ calculamoslos polinomiosdeLagrangeý þ � ��
�� �����	�� � � � 
� á° þ �@�A�2�� þ �4�-���
2) Entonces, el polinomio que interpola la tabla de valoresÊ � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® � vienedadopor la expresíonå � � ��
É�"L i ý i�� ��
 � L / ý / � ��
 � ����� � La� ý � � ��
�� �� þ ° i L þÞýÉþ � ��
 �
Ejemplo 7

Aplicamosel métododeLagrangeparaencontrarelpolinomiointerpolador

degradomenoro igualque
&
, å ± � ��
 , correspondientea la tabla:� G , ! & # (L G ,�7 # ! & , &
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Calculamoslos polinomiosdeLagrangeasociados
ý i � ��
Ç�������'� ý ± � ��
 :ý i%� ��
Ô� � ����!%
 � � � & 
 � �D� # 
 � ��� ( 
� ,=��!%
 � ,²� & 
 � ,=� # 
 � ,²� ( 
 �,(a& §]� ± �>, * � � � ,.! ) � ; ��~ &�& � � ~�!+7 © �

ý / � ��
Ô� � ���>,

 � � � & 
 � �D� # 
 � ��� ( 
� !��>,

 � !C� & 
 � !�� # 
 � !C� ( 
 �� ,~ ) § � ± ��, ( � � � ,�7 * � ; ��! # !a� � , ) 7 © �
ý ; � ��
Ô� � ���>,

 � � ��!%
 � �D� # 
 � ��� ( 
� & �>,

 � & ��!%
 � & � # 
 � & � ( 
 �,! & § � ± �>, ) � � �ª( ,F� ; �>, &�) � �>( 7 © �
ý � � ��
Ô� � ���>,

 � � ��!%
 � �D� & 
 � ��� ( 
� # �>,

 � # ��!%
 � # � & 
 � # � ( 
 �� ,~ ) § � ± ��, # � � �>$ 7+� ; �>,.!+7+� �´)a& ©
ý ± � ��
Ô� � ���>,

 � � ��!%
 � �D� & 
 � ��� # 
� ( �>,

 � ( ��!%
 � ( � & 
 � ( � # 
 �,# 7 & §]� ± ��,.!a� � �[&�* � ; � $+( � �ª& 7 © �

Entonces, å ± � ��
�� ±�� ° i L�� ý � � ��
É�L i ý i � ��
 � L�/ ý / � ��
 � ����� � L ± ý ± � ��
��� #! # ! � ± � #!-, � � � $~ ) � ; � , &�)!-, � �w,�7 & !) ~ �
El resultadosepuedeobservarenla figura15.

La calculadoraWiris permiteconstruirun gráfico interactivo paravisu-

alizarel polinomio interpoladory estudiarcómoinfluyenenel mismolos



c
�
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Figura15: El polinomiointerpoladorå ± � ��

diferentescambiosenlosdatos(véasefigura16).

Figura16: Interpolacíon interactivaconWiris

Actividad 9

Encontradel polinomiointerpoladordela tablasiguiente:� G ��, 7 & #L G # �²~ ! -4� ¿Qúeocurresi quisíesemosrehacerloscálculosdelpolinomiointerpolador
al añadirunaabscisa� � (y suvalorcorrespondienteL � )?
En tal casoes necesariocalcularde nuevo todoslos polinomiosde La-

grangesinpoderapenasaprovecharloscálculosanteriores.́Esteesunode
susmayoresinconvenientes.� El polinomiointerpoladorå ± � ��
 proporcionaunaaproximacíondela funciónL � ��
 . Por lo tanto,paraaproximarel valor de L �]M 
 paraun ciertovalor M
próximo al intervalo Oæ,+� ( S , podemosconsiderarå ± �]M 
 . Debemosdestacar
quesi estevalor M seencuentralejos del intervalo de interpolacíon Oæ,+� ( S
el errorcometidopuedesermuy grandee, incluso,imposibledeestimara
priori .

Tomemos,por ejemplo, M �Ï~ . ¿Ćomopodemosevaluarå ± � ~%
 demanera

eficiente?
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ConWiris la respuestaesclara:bastadarunnombreal polinomiointerpo-

ladory calcularel valorcorrespondiente(véasefigura17).

Figura17: Evaluacíonde å ± �]M 
 utilizandoWiris

Ahorabien,si nodisponemosdeunacalculadorasimbólicapotente,¿ćomo
podemosevaluar å ± � ~%
 (manualmenteo medianteun lenguajede progra-

macíon)empleandoparaestoel mı́nimonúmerodeoperaciones?

La respuestaaestapreguntalaproporcionaladenominadaregladeHorner,
queconsisteen identificarestaevaluacíon con unadivisión adecuadade
polinomios. Expliquemosen primer lugar de dóndeproviene y su fun-

cionamentobásico,paradarposteriormentesualgoritmo.

¿Enquéconsistela RegladeHorner?

Supongamosquerealizamosla divisiónentreå ± � ��
 y el monomio�l�ì~ (o,
si sequiere,engeneral,entreå�� ��
 y �D� M si lo quequeremosescalcularå��]M 
 ); puestoque ���ª~ esdegrado , el residuo� esunaconstantey, por

lo tanto,podemosescribirå ± � ��
���� � ��
 � ����~%
 � �a�
donde� � ��
 esel cociente.Observadentoncesque å ± � ~%
0��� � ~%
 � ~º�|~%
 ������ . Aśı pues,paraevaluar å��]M 
 bastacon conocerel residuode la

división entrelos polinomioså�� ��
 y �Ð� M . Además,paraefectuardicha
división, la regladeRuffini nosproporcionaun métodosencilloy rápido.

En nuestrocaso� # �+! # ! # �+!-, $ �+~ ) ��, &�) �+!-, ,�7 & !%� ) ~~ � ��, # �+! # ! , # �+! ( ,.~ ( � ) ~ ��~+7�7��+!-,� # �+! # ! # �+! ( &�) � ) ~ ��,�7�7��+!-, , & !%� ) ~
En consecuencia,å ± � ~%
É�È, & !%� ) ~ .
¿Cúal esel algoritmogeneral?

Supongamosqueå�� ��
��^P���� � � P�� 8 / � � 8 / � ����� � P / � � P i y quequeremos

evaluarå��]M 
 . Comoantes,calculamosla división å�� ��
É��� � ��
 � �²� M 
 � � ,
con � � ��
É�ÏQR� 8 / � � 8 / � QÇ� 8 ;Ç� � 8 ; � ����� � Q / � � Q i , graciasa la regla de
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Ruffini. Aśı, tendremosunasituacíondel tipoP�� P�� 8 / P�� 8 ; ����� P / P iM � ? ? ? ?Q � 8 / Q � 8 ; Q � 8 � ����� Q i Q 8 /
dondelos interrogantesindicancantidadesquehay quecalcularcalcular.

Observadquelas Qó� sedeterminandemanerarecurrente,biena partir del
esquemadeRuffini completo:P�� P�� 8 / P�� 8 ; ����� P / P iM � M QÇ� 8 / M QÇ� 8 ; M QÇ� 8 � M Q /QÇ� 8 / QÇ� 8 ; QÇ� 8 � ����� Q i Q 8 /
o bienaplicandolasfórmulas:QÇ� 8 / � P��B�QÇ� 8 ; � P�� 8 / � M QÇ� 8 / �QÇ� 8 � � P�� 8 ; � M QÇ� 8 ;a�

...Q i � P / � M Q / �
hastallegara å��]M 
����C�"Q 8 / �^P i � M Q i .
.

Regla de Horner
Algoritmo

Dado å�� ��
l��P���� � � P�� 8 / � � 8 / � ����� � P / � � P i , paraevaluar å��]M 

aplicamosla recurrencia:QÇ� 8 / � P��B�Q G � P G�Í / � M Q G�Í / � H�� ¸ ��!2� ¸ �A~2� ����� �\7-�.�C, �
Entonces,å��]M 
��"Q 8 / .

También...

...se puede usar la regla de
Horner, modificada
convenientemente, para
determinarí Ý ` j b]m í Ý Ý ` j b m ®�®�® m í ß î à ` j b .Actividad 10

Utilizad la RegladeHornerparaevaluarå�� !%
 , siendoå�� ��
 cadaunodelos

siguientespolinomios:) � � ��~a� ; �[& �D� # � � ¯ � � 9 � � � � � ± � � � � � ; � � � ,
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2.4. MétododeNewton

Paraexplicarlodemaneramássencilla,presentaremossuteoŕıa apartir deun
ejemplo,extraeremospropiedadesy, finalmente,escribiremossualgoritmoen

el casogeneral.Paraesto,consideremosnuevamenteel ejemplointroducido
parailustrarel métododeLagrange.

Ejemplo 8

Sequierecalcularel polinomiointerpoladordegradomenoro igualque
&
,å ± � ��
 , correspondientea la tabla� G , ! & # (L G ,�7 # ! & , &

utilizandoel denominadométododeNewton.

Enprimerlugarescribimoslosdatosenformadedoscolumnas,definiendo

previamenteL�O �2�cS���L�� : � i L�O � i S<�"L i� / L�O � / S<�"L /�<; L�O �<;ÇS<�"L+;� � L�O � � S<�"L �� ± L�O � ± S<�"L ±
A partir deestasdoscolumnasseobtieneunatercera� i L�O � i S L�O � i ��� / S� / L�O � / S L�O � / ���B;cS� ; L�O � ; S L�O � ; ��� � S�B� L�O �B�ÇS L�O �B�a���:±FS�:± L�O �:±cS
según lasexpresionesL�O � i ��� / S<� L�O ��/óS:��L�O � i S� / �4� i � L�O � / ���B;cS�� L�O � ; S:��L�O ��/óS�B;t�4� / �L�O � ; ��� � S<� L�O �<�ÇS:��L�O �B;ÇS�<�t�4�B; � L�O � � ��� ± S�� L�O �:±cS:��L�O �B�ÇS�:±W�4�B� �
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 36 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

Notadquecadaunodeestosnuevosvaloresseencuentrajustamenteentre

lasdosfilasquenecesitaparasercalculado,esdecir� i L�O � i S �� L�O � i ����/�S<� L�O � / SB��L�O � i S� / �4� i� / L�O � / S �� L�O � / ���B;cS<� L�O �B;ÇSB��L�O � / S� ; �4��/�B; L�O �B;ÇS �� L�O � ; ��� � S<� L�O �B�ÇSB��L�O �<;\S�B�W�4�<;�B� L�O �B�ÇS �� L�O �B�a���:±FS<� L�O �:±cSB��L�O �<�\S� ± �4� ��:± L�O �:±cS
Análogamente,calculamosunacuartacolumnaapartir delasexpresionesL�O � i ��� / ���B;cS � L�O � / ���B;cS:�|L�O � i ��� / S� ; �A� i �

L�O � / ���B;a���B�cS � L�O � ; ��� � S:�|L�O ��/���� ; S�<�0�A� / �
L�O � ; ��� � ��� ± S � L�O �B�a���:±FS:�|L�O �B;a���B�cS�B±t�A�B;

o sea, � i L�O � i S L�O � i ��� / S� / L�O � / S L�O � i ��� / ���<;RSL�O � / ���B;cS�<; L�O �B;ÇS L�O � / ���B;+���<�RSL�O �<;a���B�cS� � L�O � � S L�O � ; ��� � ��� ± SL�O � � ��� ± S�B± L�O �:±cS
Paraobtenerlas últimascolumnasde esteesquematriangular, bastacon

calcularlasexpresionesL�O � i ��� / ���<;+���B�cS � L�O ��/���� ; ��� � S<�AL�O � i ����/.��� ; S�<�W�I� iL�O ��/���� ; ��� � ��� ± S � L�O �B;a���B�a���:±FS<�AL�O � / ���B;+���<�cS�B±=�I� /L�O � i ��� / ���B;+���<�+���:±FS � L�O � / ���B;a���B�+���B±FS:��L�O � i ��� / ���B;+���B�cS�:±W�4� i
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de maneraqueel esquemafinal quese obtienepresentael siguienteas-

pecto:� i L�O � i S L�O � i ��� / S� / L�O � / S L�O � i ��� / ���<;cSL�O � / ���B;cS L�O � i ��� / ���B;+���<�ÇS�B; L�O �B;ÇS L�O � / ���B;+���<�cS L�O � i ��� / ���B;+���<�+���:±FSL�O �B;a���B�cS L�O � / ���B;+���B�+���B±cS� � L�O � � S L�O � ; ��� � ��� ± SL�O � � ��� ± S� ± L�O � ± S
Los cocientes

El método d’interpolación de
Newton también se conoce
como método de las
dif erencias divididas .

L�O � i S�� ����� �RL�O � ± S��RL�O � i ����/�S�� ����� �RL�O � i ����/.��� ; S�� ����� �RL�O � i ����/.� ����� ��� ± S
sedenominandiferenciasdivididasy secalculana partir delasfórmulasL�O �-�cS<�"L��+�

L�O � þ � ����� ���-�FS<� L�O � þ Í /F� ����� ��� � 8 /���� � S:�|L�O � þ ��� þ Í /�� ����� ��� � 8 /óS�2�W�A� þ �
Finalmente,el polinomio interpoladorde gradomenoro igual que

&
que

buscamosvienedadopor la expresíonå ± � ��
��"L�O � i S � L�O � i ��� / S � �@�4� i 
 �
L�O � i ��� / ���B;cS � ���A� i 
 � ���A� / 
 �
L�O � i ��� / ���B;+���<�cS � �D�I� i 
 � �D�4� / 
 � �D�4�B;.
 �
L�O � i ����/���� ; ��� � ��� ± S � �@�4� i 
 � �@�4��/c
 � ���4� ; 
 � ���4� � 
 �

Observadquelos coeficientesqueconstituyenå ± � ��
 sonlos términosdel
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ladosuperiordelesquematriangularanterior:� i L�O � i S L�O � i ��� / S� / L�O � / S L�O � i ��� / ���<;cSL�O � / ���B;cS L�O � i ��� / ���B;a���B�cS�B; L�O �<;RS L�O � / ���<;'���<�cS L�O � i ��� / ���B;+���<�a���:±FSL�O �<;a���B�cS L�O � / ���<;+���B�a���:±FS�B� L�O �<�RS L�O �B;a���<�'���B±FSL�O �<�a���:±FS�:± L�O �B±ÇS
Aplicado a nuestroejemplo,el esquematriangularque se obtienees el

siguiente: , ,�7 � #! # $ � )��~%�+! 7& ! $ � ) � # �+! # !! � # �+~ )# & ,
�+~,�7��+~( , &
quedalugaraå ± � ��
��È,�7�� # � �0�@,

 � $) � �0�@,

 � �0�ã!%
+� #! # ! � �0�@,

 � �0�ã!%
 � �0� & 
 � �0� # 
 �� Comprobadqueå ± � ��
Ô� ,�7�� # � ���>,

 � $) � �@�>,

 � � ��!%
��#! # ! � ���>,

 � � ��!%
 � �D� & 
 � ��� # 
��� #! # ! � ± � #!-, � � � $~ ) � ; � , &�)!-, � � ,�7 & !) ~ �
es decir, que coincide con el polinomio interpoladorobtenido(para la
misma tabla de valores)aplicandoel métodode Lagrange. Esto ya lo

sab́ıamosa priori pues,unavez fijada la tabla Ê � � G �RL G 
 Ë de valores,el
polinomiointerpoladoresúnico.� Habitualmenteno sesuelendesarrollarlos productosque forman å ± � ��
 .
Todo lo contrario,de caraa evaluar å ± � ��
 en un cierto punto M es útil
reescribirå ± � ��
 dela formaå ± � ��
��È,�7 � � ���[,

t£�� #=� � ����!%
t£ $) � � �@� & 
t£�� #! # ! � �@� # 
 ¤l¤�¤
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puesaśı elnúmerodeoperacionesnecesariasparaobtenerå ± �]M 
 esmı́nimo.
Observadqueestaexpresíon sehaobtenidosacandocomofactorcomún,

demanerarecurrente,losmonomios� ���I,

 , � ��� !%
 y � ��� & 
 . Ennuestro
ejemplo,si consideramosM �"~ setienequeå ± � ~%
É�È,�7 � � ~���,

 £ � #=� � ~��|!%
 £ $) � � ~�� & 
 £ � #! # ! � ~�� # 
 ¤l¤�¤ �
queproporcionael valor å ± � ~%
��È, & !%� ) ~ .� ¿En quévarı́a el métododeNewtonsi seañadeuna abscisanueva?

Como veremosen el siguienteejemplo,una de las grandesventajasdel
métodode Newton consisteen que al añadir nuevas abscisastodos los
cálculosanterioresseaprovechan,demaneraqueel númerodeoperacio-

nesquedebemosefectuarparaobtenerel nuevo polinomiointerpoladores
relativamentepequẽno. Tal propiedadsebasaenel siguienteresultado:

Las diferenciasdivididas L�O � þ ��� þ Í / � ����� ���2��S son funcionessimétricas
en los valores � þ ��� þ Í / � ����� ���-� , o sea,son invariantes bajo permuta-
cionesdelas � G ’s. Por ejemplo, L�O � / ���B;+���<�cS��^L�O �B�a���<;+��� / S��^L�O �<;'��� / ���B�cS��L�O �<�'��� / ���B;cS .
Aśı pues,supongamosque queremosañadir a la tabla anterior el dato� � � �RL � 
Ð� � $ �.,.!%
 y calcular å � � ��
 , el polinomio interpoladorde grado
menoro igualque

#
dela nuevatabla.Enestecasobastaconañadir � $ �.,.!%


al final delasdosprimerascolumnasdelesquematriangularanteriory cal-
cularaquellasdiferenciasdivididasquenosfaltan.Esdecir, consideramos

la tabla � G , ! & # ( �L G ,�7 # ! & , & ���
dondeobservadqueno sehan ordenado lasabscisassinoquehemossi-
tuadolos nuevosdatosal final de la tabla. Ahora,enel anterioresquema

deNewtoncalculamossolamenteaquellasdiferenciasdivididasqueseen-
cuentransubrayadas:, ,�7 � #! # $ � )��~%�+! 7& ! $ � ) � # �+! # !! � # �+~ ) ��,
�+~-, ## & ,
�+~ � $ �2, ( 7,�7��+~ �C,
�+~( , & ��!%�+~!$ ,.!
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De maneraqueel polinomiointerpoladorbuscadoeså � � ��
Ô� ,�7�� # � �D�>,

 � $) � �D�>,

 � �D��!%
��#! # ! � ����,

 � ����!%
 � �D� & 
 � � � # 
��,~-, # � ����,

 � ����!%
 � �D� & 
 � � � # 
 � � � ( 
 �
Observadqueúnicamentehemosnecesitadoañadiruntérmino(polinomial,

claro)al polinomio å ± � ��
 .� Esimportantedestacarqueel númerodeabscisasdeunatablanodetermina
el gradodel polinomio interpoladorsino únicamentesu gradomáximo.
Concretamente,dadaunatabla Ê � � G �RL n 
 Ë G ��7-� ����� � ¸ con ¸ � , abscisas

(puesrecordadque H semuevedesde7 hasta̧ ), el polinomiointerpoladorå � � ��
 no tienepor qué tener, a priori , gradoexactamentȩ sinoquesólo

se puedeasegurar que tengagradomenor o igual que ¸ . El siguiente
ejemploilustraestehecho.

Buscamoså 9 � ��
 , el polinomiointerpoladorasociadoala siguientetablade
valores: � G , ! ~ & # ) $L G , # , & ~+7 #�# * , , & 7
Entonces,calculamosel esquematriangulardeNewton, , &! # # �+!* ,
�+~~ , & $ �+! 7, ) ,
�+~ 7& ~+7 * �+! 7 7! # ,
�+~ 7# #�# ,�,
�+! 7~ ) ,
�+~) * , ,.~%�+!&�*$ , & 7
demaneraqueel polinomiointerpoladoreså 9 � ��
É�È, �[& � �D�´,

 � #! � ���>,

 � �D��!%
 � ,~ � ���>,

 � �D��!%
 � � ��~%

cuyogradoesexactamente~ y no

)
comosepodŕıaesperar.
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.

Método de Newton
Algoritmo� Calculamoslasdiferenciasdivididas:L�O �2�FS<�"L��+�L�O � þ � ����� ���-�FS<� L�O � þ Í /�� ����� ��� � S:�|L�O � þ � ����� ��� � 8 /óS�2�W�4� þ �

queconformanel esquematriangular� i L�O � i S L�O � i ����/�S��/ L�O ��/óS L�O � i ����/.��� ; SL�O ��/���� ; S ������B; L�O �B;ÇS ����� L�O � i ��� / � ����� ���B�%S����� �����...
... L�O �B� 8 ;'���:� 8 / ���:��SL�O �B� 8 / ���:��S�:� L�O �:��S� Entonces, el polinomio interpolador en los puntosÊ � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® � vienedadoporå � � ��
Ô� L�O � i S � L�O � i ����/�S � �@�4� i 
 �L�O � i ��� / ���B;ÇS � ���4� i 
 � ���4� / 
 ������ � L�O � i ����/.� ����� ��� � S � �@�A� i 
 � �@�A��/c
B����� � �D�4� � 8 /Ç
 �

Actividad 11

Utilizad el métododeNewtonparainterpolarla siguientetabladevalores:� G �²! , ! #L G � $ 7 ~ ,
Comprobadconla calculadoraWiris el resultado.

La interpolacíon polinomial no se reduceexclusivamentea aproximaruna
tabladevaloresquepresentenun comportamientopolinomialsinoque,a ve-
ces,puedetambíenaproximaralgunoscomportamientosexponencialeso po-

tenciales,comosepuedeverenel siguienteejemplo.
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Ejemplo 9

Sesospechaquela siguientetabladevalores� G , !L G ! ~
correspondea unafunción L � ��
��wP�¿ e n con Pª�37 , Q dosconstantesde-

sconocidas.Utilizaremosel métododeNewtonparaaproximarPB�RQ y L � ��
 .
En primer lugar, observadquesi tomamoslogaritmosa ambosladosdela

expresíon L � ��
��^P�¿ e n setiene¡ r=L � ��
�� ¡ r���P�¿ e n � � ¡ rWP � ¡ r���¿ e n � � ¡ rWP � QÇ� �
Por lo tanto,si definimosê � ��
º� ¡ r=L � ��
 , !¹� ¡ rWP , "¥�¹Q , la igualdad

anteriorseconvierteen ê � ��
��#! � "ã��� (2.1)

dondeahoraê � ��
 presentaun comportamientoclaramentepolinomial (en

realidad,lineal). Calcularemosla tablacorrespondientea la función ê � ��
 y

la interpolaremospor un polinomiodegradomenoro igual que , (puesse

tienendosabscisas).De estamaneraobtendremosaproximacionespara !
y " en(2.1). Deshaciendoel cambiodevariables,obtendremosP y Q . En

efecto,la nuevatabla,calculadaapartir de ê G � ¡ r=L G , vienedadapor� G , !ê G ¡ r=! ¡ r=~
Constrúımosel esquematriangulardeNewton, ¡ r=! ¡ r=~ � ¡ r=!! �>, � ¡ r ~!! ¡ r=~
y aśı, el polinomiodegradomenoro igual que , queinterpolala tablade

valoresÊ � � G �óê G 
 Ë G ° icm / eså / � ��
Ô� ¡ r=! � £ ¡ r ~! ¤ � ���>,

�� £ ¡ r=!�� ¡ r ~! ¤ � £ ¡ r ~! ¤ �³�¡ r ! �; � £ ¡ r ~! ¤ �D� ¡ r & ~ � £ ¡ r ~! ¤ � �
Si la comparamoscon ê � ��
}�$! � "ã� seobtiene !»� ¡ r � & �+~%
 y "Ñ�¡ r � ~%�+!%
 . Teniendoen cuentaque P"�Ñ¿&% y que Q��'" sededucequeP�� & �+~ y Q=� ¡ r � ~%�+!%
 y, finalmente,L � ��
��^P�¿ e n � & ~ ¿ `)(+*a` �-,ó; bÞb n �
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 43 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

Estaexpresíonde L � ��
 admiteunamayorsimplificacíon: notadque¿ `)(+*+` �-,ó; byb n �.��¿ (+*'` �-,ó; b � n � £ ~! ¤ n �
demaneraquepodemosaproximarL � ��
 por& ~ £ ~!�¤ n �"! � £ !~�¤ £ ~!�¤ n �"! £ ~!�¤ n 8 / �

2.5. Fórmula del error en la interpolación polinomial

Un aspectomuy importantede la interpolacíon polinomial y, en general,de

cualquieraproximacíon de una función por otra, esencontrarfórmulasque
nospermitanestimarel errorcometidoendichaaproximacíon. Parasermás

precisos,supongamosqueå � � ��
 esel polinomiointerpoladordeunafunciónL � ��
 en los puntos(todoséstosdiferentes)Ê.� G%Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � . Sabemosqueen

estospuntos,el errorenla aproximacíoncumplequeL � � G 
�� å � � � G 
��^7-� Hì�^7-�.,+� ����� � ¸
puesjustamenteå � � � G 
0�ÏL G sonlascondicionesqueseimponenparadeter-
minar å � � ��
 . TomemosahoraM , un puntodiferentede lasabscisasde inter-

polacíon (esdecir, M Ö�6� G , paratodo H��Ï7-�.,+� ����� � ¸ ). Entonces,¿esposible
estimarel error cometidoal aproximar L �]M 
 por å � �]M 
 ? La respuestaa tal

preguntasebasaenel siguienteresultado:

.

Teorema: seanL unafunciónconderivadascontinuashastaordeņ
�, � y å � � ��
 el polinomiointerpoladorenlospuntosÊ � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � .

Entonces,el error (absoluto)cometidoal aproximar L �]M 
 por å � �]M 

vienedadoporL �]M 
�� å � �]M 
�� L ` � Í / b ��/ j 
�ñ¸ � ,

10 �]M �4� i 
 �]M �4� / 
B����� �]M �A�:�-

donde / j perteneceal menor intervalo que contiene los puntos� i ����/.� ����� ��� � � M .

À
es decir, tal que_ m _ Ý m _ Ý Ý m ® ®�® m _ ß î Û-ÜÞà son

funciones continuas.
Actividad 12

La siguientetablacorrespondea la función L � ��
���¿ n :� G �C, 7 ,L G 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! , ! � $ , ( ! ( , ( ! (
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Calculadå ; � ��
 , polinomio interpoladorde gradomenoro igual que ! , y

obtenedsuvalor enel punto �D�È,
�+! usandoparaestola regladeHorner.

Ejemplo 10

Consideradnuevamentela actividadanteriory tomad M ��,
�+! . Entonces,

¿cúal esel errorabsoluto(máximo)quesecometeal aproximarL � ,
�+!%
��¿ / ,ó; � ä ¿ por å ; � ,
�+!%
 ?
Paradeterminarlo,apliquemosel teoremaanterior. En primer lugar, notad

quesi tomamosvalorabsolutenla fórmuladel errorsetieneque2222 L £ ,!�¤ � å ;�£ ,!�¤ 2222 � (2.2)22 L ` � b ��/ / ,ó; 
 22~�0 2222 ,! � � ��,

 2222 2222 ,! �A7 2222 2222 ,! �>, 2222
donde/ / ,ó; Z Oæ��,+�.,cS , intervalomenorquecontienelospuntos��,+�\7-�.,+�.,
�+! .
Porlo tanto,debemosencontrarunacotasuperiorpara222 L ` � b ��/ / ,ó; 
 222 � / / ,ó; Z Oæ��,+�.,cS �
Puestoque L � ��
 ��¿ n   L Æ � ��
��wL Æ Æ � ��
��?L ` � b � ��
��è¿ n y teniendoen

cuentaquela función ¿ n esestrictamentecreciente,podemosdeducirque222 L ` � b ��/ / ,ó; 
 222 5´¿ / �"! � $ , ( ! ( , ( ! ( �
Sustituyendoestacotaenla expresíon(2.2)y operandoseobtiene2222 L £ ,!�¤ � å ; £ ,!�¤ 2222�3 ! � $ , ( ! ( , ( ! () £ ~!�¤ £ ,!�¤ ; �^7 � , )�*�(�* ! ) , & !2�
demodoqueunacotasuperiordelerrorcometidoes2222 ä ¿�� å ;�£ ,! ¤ 2222�3 7 � , )�*�(�* ! ) , & !2�
Paratenerunaestimacíon másrealistadel error cometidoesconveniente

compararel errorabsolutoconel valoraproximado,esdecir, considerarel

errorrelativo (el cualyadefinimosenla introduccíondeestemódulo)que,

enestecaso,vienedadopor la expresíonsiguiente:�.� £ ,!�¤ � 22 ä ¿=� å ;W§ /; © 22å ;W§ /; © �
Calculadlo.
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Actividad 13

Consideradla tabladela función ¿ n dela actividad12. Entonces:

1) Calculadel valor real de ä ¿ y comparadlocon el valor obtenidogra-

ciasa la interpolacíon, å ; � ,
�+!%
 , en la actividad 12. ¿Qúe error seha

cometido?Comparadesteerrorconla estimacíon obtenidaenel ejem-

plo anterior.

2) Consideradla función L � ��
��6p\qsr � ! � !a� � , � ,

 y escribidla correspon-

dientetabladevaloresdeabscisas�D�^7 � ,+�\7 � !2�\7 � & y 7 � # (enradianes).

Entonces:� Aplicad el métododeNewton paraencontrarel polinomio interpo-

lador å � � ��
 dela tablaobtenida.� Evaluadå � � ��
 enel punto � �^7 � ~ , usandola regladeHorner.� Calculadelerrorcometidoenestaaproximacíoncomparandoå � � 7 � ~%

conel valorexacto L � 7 � ~%
 .� Deducidunacotadelerrorabsolutomáximoparaestaaproximacíon,1 L � 7 � ~%
�� å � � 7 � ~%
�1 , utilizandoel teoremaanteriory comparadlacon

el valor obtenidoenel apartadoprecedente.

2.6. Inter polación inversa

Permitidnos,nuevamente,presentarestaaplicacíon de la interpolacíon me-
dianteunejemplo.

Ejemplo 11

Dadala siguientetabladevaloresdeunadeterminadafunción L � ��
 :� G �C, 7 ~ &L G �²! , # )
nospreguntamosparaquévalor (aproximado)M estafunción tomael valor!��"~ � # .
Unaprimeraposibilidadpararesolverloeslasiguiente:consideramoså � � ��

supolinomiointerpoladory buscamosM quecumplaå � �]M 
��#! . Gráficamente

correspondea la figura18,y notadqueresolver la ecuacíon å � �]M 
��4! es,
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engeneral,no trivial. Otraposibilidadesla denominadainterpolación

−12 −10 −8 −6 −4 −2  2 4 6 8 10 12

−12

−10

−8

−6

−4

−2

 

2

4

6

8

10

12

p (x) = 1
15 x3 11

20 x2 143
60 x 1

3

5

Figura18: Interseccíonentre
v � å � � ��
 e

v �#!��"~ � # � En la práctica, lo que se
suele exigir es no tener dos
abscisas con el mismo valor
de
_

, o sea, a
n
â

y
n76

diferentes les deben
corresponder

_óâ
y
_86

diferentes.

inversaqueconsisteenla siguienteidea:si la tabladevaloresdela funciónL � ��
 escrecienteo decrecientepodemossuponerque,comomı́nimo,enel

intervalo consideradola función L � ��
 esinvertible� . Seaê � ��
 su inversa,

o sea,
v �ÈL � ��
:9z���6ê � v 
 . Consideradahorala tabladevalorescorre-

spondienteala función ê � v 
 . Estatablanoesotraquela tabladela funciónL � ��
 invirtiendolos papelesdeabscisasy susimágenes:v G ��! , # )ê G ��, 7 ~ &
Si calculamos�.� � v 
 el polinomiointerpoladordeestatablaseobtiene(apli-

candoel métododeNewton),enprimerlugar, el esquematriangular��! ��, ,
�+~, 7 # � (a&~%� & ��,
� (a& 7# ~ ,
�+!+7,) &
del cualsededuce�.� � v 
��È��, � ,~ � v � !%
 � #(a& � v � !%
 � v ��,

�� ,(a& 7 � v � !%
 � v �[,

 � v � # 
 �
Con lo queencontrarun valor aproximadode M quecumpla L �]M 
@�;!
equivale a calcular M ��ê � ! 
 . Aśı pues,en nuestrocaso,teniendoen

cuentaque !��"~ � # , tenemosqueM �4� � � ! 
���� � � ~ � # 
 �
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Si paraevaluar � � � v 
 utilizamosla expresíon�
� � v 
��È�C, � � v � !%
 £ ,~ � � v �>,

 £ #(a& � ,(a& 7 � v � # 
 ¤l¤ �
queminimizaelnúmerodeoperaciones,seobtieneM �4� � � ~ � # 
É�È, � )%$+) ~�~ * ! * .

2.7. Inter polación deHermite

El problemadela interpolacíondeHermiteconsisteenencontrarel polinomio

interpoladordeunatabladevalorescorrespondienteaunaciertafunción L � ��

donde,adeḿas,seconocenvaloresdesusderivadasenalgunasdesusabscisas.

Porejemplo: � G � i � / �B;L � � G 
 L i L / L+;L Æ � � G 
 L Æi L Æ;
Notadqueestatabla imponecinco condicionessobreel polinomio interpo-
lador. Éstasdeterminancincocoeficientesy, por lo tanto,el polinomio inter-

poladoresde gradomenoro igual que
&
, <}± � ��
 . Estepolinomio recibeel

nombredepolinomiodeHermitedela tablaanterior. Al igual queenel caso

del polinomio interpolador, el polinomiodeHermite <}± � ��
 sepuedeencon-
trar imponiendolascondiciones<}± � � G 
��"L G � Hì�^7-�.,+�R! < Æ± � � i 
É�"L Æi � < Æ± � �B;.
���L Æ; �
y resolviendoel sistemalineal obtenido(véasefigura19).

Figura19: Obtencíondirectadel polinomiodeHermite

El polinomiodeHermitecorrespondienteaunatabladevaloresÊ � � G �RL G �RL ÆG 
 Ë G
sepuedecalculara partir deunageneralizacíon del métododeNewton quea
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continuacíon detallamosy quepresentalas siguientesvariacionesrespectoa
tal método:� En la primeray segundacolumnasdebemosrepetirlos valores � � G �RL G 
 si

conocemosel valor L ÆG de la derivadaen la abscisa� G . Por ejemplo,en

nuestrocasoseŕıa � i L�O � i S<�"L i� i L�O � i S<�"L i� / L�O � / S<�"L /�<; L�O �<;ÇS<�"L+;� ; L�O � ; S<�"L ;� Calculamosahorala terceracolumna:� i L�O � i S L�O � i ��� i S� i L�O � i S L�O � i ����/�S��/ L�O ��/óS L�O ��/���� ; S�B; L�O �B;ÇS L�O �B;a���B;cS�B; L�O �B;ÇS
Observad que aparecendos diferenciasdivididas que, en principio, no
tienensentidopuesse est́an evaluandoen el mismo punto: L�O � i ��� i S yL�O �<;'���<;cS . Paracalcularlas,convienetenerencuentaqueL�O � i ��� i S � ¡ q>=n
?�n 	 L�O � i ���hS�� ¡ q>=n
? n 	 L�O �:S:��L�O � i S���4� i �

¡ q>=n
?�n 	 L � ��
��|L � � i 
���A� i �"L Æ � � i 
��"L Æi �
De maneraańaloga,sededuceque L�O �B;a���B;cSC�xL Æ � �<;

D� L Æ; , y aśı el

Por este motivo el método
que explicamos se conoce
también como de las
dif erencias divididas
generalizadas .

esquemaanteriorseescribe:� i L�O � i S L�O � i ��� i S��"L Æi� i L�O � i S L�O � i ��� / S� / L�O � / S L�O � / ���<;ÇS�B; L�O �<;\S L�O �<;'���<;ÇS��"L Æ;�B; L�O �<;\S
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haceenel métododeNewton:� i L�O � i S L�O � i ��� i S<�"L Æi� i L�O � i S L�O � i ��� i ��� / SL�O � i ��� / S L�O � i ��� i ��� / ���<;ÇS� / L�O � / S L�O � i ��� / ���<;cS L�O � i ��� i ��� / ���<;+���B;cSL�O � / ���B;cS L�O � i ��� / ���B;+���<;ÇS�B; L�O �B;ÇS L�O � / ���B;+���<;cSL�O �B;a���B;cS<�"L Æ;�B; L�O �B;ÇS
Porlo tanto,el polinomiodeHermitevienedadopor la expresíon<}± � ��
z� L�O � i S � L�O � i ��� i S � ���4� i 
 � L�O � i ��� i ��� / S � ���A� i 
 ; �L�O � i ��� i ��� / ���B;cS � �@�A� i 
 ; � �@�A� / 
 �L�O � i ��� i ��� / ���B;+���B;ÇS � �D�4� i 
 ; � �D�4� / 
 � �D�4�B;.
 �� Sepuedegeneralizarestamismaideaal casoenelqueseconozcanderivadas
deordensuperiorde la función L � ��
 enalgunasde lasabscisas,esdecir,

por ejemplo,unatabladel siguientetipo:� G � i � / �<; �B�L � � G 
 L i L / L+; L+�L Æ � � G 
 L Æi L Æ; L Æ�L Æ Æ � � G 
 L Æ Æi L Æ Æ�
En tal casodeberemosutilizar que L�O �2�����2�����-�cS��"L Æ Æ� .

Ejemplo 12

Sedeseacalcularel polinomiodeHermitecorrespondientea la tabla� G 7 , !L G 7 ! &L ÆG , ��,
El númerode condicionesquesedebensatisfacersoncinco y quedeter-

minanun polinomiodegradomenoro igual que
&
, <}± � ��
 . Calculamosel
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correspondienteesquemadediferenciasdivididasgeneralizadas7 L i �"7 L�O � i ��� i S��"L Æi �È,7 L i �"7 ,L�O � i ����/óS��"! ��,
�+!, L / ��! 7 ��,
�+!L�O � / ���B;ÇS��È, ��~%�+!! L+;W� & ��~L�O �<;a���B;ÇS��"L Æ; �È��,! L+;W� &
Finalmente,<}± � ��
Ô� 7 � , � �D�A7�
 � , � ���A7�
 ; � ,! � �@�A7�
 ; � �@�>,

��,! � �D�A7�
 ; � �@��,

 � �D�|!%
��� � � ; � ,! � ; � ���>,

�� ,! � ; � �D�>,

 � ���|!%
 �

2.7.1. Fórmula del error en la interpolación deHermite

De maneraańalogaal casopolinomial, el siguienteresultadoproporciona
unaexpresíon del error cometidoen la interpolacíon de Hermite. Parasim-

plificar su formulacíon nos restringiremośunicamenteal casoen el que la
tablaest́a formadapor valoresdela función y desuderivada,concretamente,Ê � � G �RL G �RL ÆG 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � .
.

Teorema: sean L una función con derivadas continuashasta or-

den ! ¸ � ! y <�;ó� Í / � ��
 el polinomio de Hermite en los puntosÊ � � G �RL G �RL ÆG 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � . Entonces,el error (absoluto) cometido al
aproximarL �]M 
 por <�;ó� Í / �]M 
 vienedadoporL �]M 
��@<�;ó� Í / �]M 
É� L ` ;ó� Í ; b ��/ j 
� ! ¸ � !%
10 O �]M �4� i 
 �]M �A� / 
B����� �]M �4�B�-
 S ; �
donde / j perteneceal intervalo menor que contiene los puntos� i ����/.� ����� ��� � � M .

Actividad 14

En la actividad12sebusćo å ; � ��
 , polinomiointerpoladordela función ¿ n
enlospuntos� �È��,+�\7-�., , y seutilizó paraproporcionarunaaproximacíonå ; � ,
�+!%
 de ä ¿ . Consideradahoralamismatablay añadidla condicíonpara
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la derivada: L Æ � 7�
l� , . Buscadel correspondientepolinomiodeHermite<�� � ��
 y usadloparaestimarä ¿ . Comparadla aproximacíonobtenidacon

el valor real de ä ¿ . ¿Hamejoradola aproximacíon respectoa la quese

encontŕo enaquellaocasíon?

Actividad 15

Encontradel polinomiodeHermite < � � ��
 queinterpolala tabla� G ��, ~ &L G , ��! &L ÆG 7 , !
y evaluad< � � 7�
 usandola regladeHorner.

2.8. FenómenodeRunge

Pareceintuitivamenterazonablepensarque,si queremosaproximarunacierta
función L � ��
 , enun intervalo O PB�RQ\S , cuantomayorseael númerodeabscisas
queinterpolemosmayorseŕa la similitud entrela función y supolinomio in-

terpolador. A pesardeesto,esteresultadoes,engeneral,falsoy un ejemplo
que lo demuestraesel denominadofenómenode Runge. Estefenómense

observaal considerarunconjuntorelativamentegrande( ¸ Î * �.,�7 , aprox.)de
abscisasequiespaciadas(esdecir, la distanciaentredosabscisasconsecutivas

essiemprela misma)y calculamosel correspondientepolinomiointerpoladorå�� ��
 . Seobserva entoncesque,aunquela similitud entre å�� ��
 y la funciónL � ��
 esgrandeenel centrodel intervalo deinterpolacíon, la discrepanciaen-

tre ambasgráficasen los extremosdel intervalo esmuy grande,siendoesta
diferenciamásacusadacuantomayoresel gradodelpolinomiointerpolador.

Ejemplo 13

Consideremosla función L � ��
���,
� � ~ # � ; � !%
 y seaå / i � ��
 el polinomio

interpoladordegradomenoro igual que ,�7 enlos puntos�C,+�.�=7 � ( �.�=7 � ) ������ �\7-� ����� �F7 � ) �\7 � ( �., . El dibujodelasdosgráficasseobservaenlafigura20.

Paraevitar estefenómenoconvieneevitar manejargradosdeinterpolacíonal-
tos ni, en tal caso,usarabscisasequiespaciadas.Los métodosalternativos

que sesuelenutilizar dividen el intervalo de interpolacíon en subintervalos
conun númeropequẽno deabscisasencadaunode los mismos.Despúesse

buscanlos correspondientespolinomiosinterpoladores(ahoradegradobajo,
tı́picamente~ ) y seles imponencondicionesañadidasparaquedichospoli-

nomios“encajen”bienentreśı: adeḿasde coincidir en los puntosde inter-
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Figura20: Gráficasdela función L � ��
0��,
� � ~ # � ; � !%
 y el polinomiointer-
poladorå / i%� ��

seccíonentresubintervalostambíenselesexigequecoincidanensusprimeras

y segundasderivadas. De estamanerase obtienenfuncionespolinomiales
definidasatrozosy que,ensuconjuntoformanunafuncióndeclaseA ; (o sea,

continua,derivabledosvecesy con segundaderivadacontinua). Estospoli-
nomiosinterpoladoresa trozossedenominansplinesy sonmuy utilizados,

especialmente,eningenieŕıa.
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3. Aplicacionesde la interpolación de funciones
.

Apartedesuutilidadper secomoherramientadeaproximacíondefunciones,

la interpolacíonpolinómicaproporcionafórmulasdeaproximacíondederivadas
e integralesde estasfunciones. En las siguientesseccionespresentaremos

brevementealgunasdelasmásutilizadas.

3.1. Derivación numérica

3.1.1. Intr oducción

Supongamosqueconocemosla siguientetabladevaloresrelativaaunafunciónL � ��
 :� G , � ( , � * ! ! � , ! � !L G , � ! ( 7 $ ! # , � ~ &�#�#�( , , � & , $ !�!�~ , � &�( ~ *�) ! , � #�# ! ( ~ $ (3.1)

y quequeremosaproximarL Æ � ��
 . Unaposibleformadehacerloesla siguiente:
consideramoså ± � ��
 supolinomio interpoladordegradomenoro igual que

&
y entoncespodemosaproximarL Æ � ��
�� å Æ± � ��
 �
Lamentablemente,estafórmulano esdel todosatisfactoriaya queno setiene
unaexpresíondelerrorcometidoenunpunto � cualquiera.Explicamosbreve-

menteel motivo deesto.Recordad(véase2.2)que,ennuestrocaso:L � ��
�� å ± � ��
�� L ` � b ��/ n 
# 0 � ���A� i 
 � ���A� / 
 � ���A�B;.
 � ���A�B�.
 � ���A�:±'

o, equivalentemente, L � ��
�� å ± � ��
É��ê � ��
CB�± � ��

dondehemosdefinidoê � ��
�� L ` � b ��/ n 
# 0 � B�± � ��
�� � ���4� i 
 � �D�I� / 
 � �D�4�B;.
 � �D�4�B�.
 � �D�4�:±


y / n perteneceal intervalo menorquecontiene� i ����/�� ����� ��� ± ��� . Observad

quederivandola anteriorexpresíonobtenemosL Æ � ��
�� å Æ± � ��
���ê Æ � ��
CB ± � ��
 � ê � ��
DB Æ± � ��
Ç�
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fórmuladelerrorcometidoal aproximarL Æ � ��
 por å Æ± � ��
 . El inconvenientede
estafórmulaesque ê � ��
 dependedeunaciertafunción / n quedesconocemos,

demaneraquea priori nopodemosdeterminarê Æ � ��
 enunpunto� cualquiera.
Lo que śı podemoshacer, en cambio,es evaluar estaexpresíon en valores���6� G donde� G escualquieradelasabscisasdeinterpolacíon. En estecaso

sabemosque B�± � � G 
��"7 y, comoconsecuenciadeesto,tenemosqueL Æ � � G 
�� å Æ± � � G 
���ê Æ � � G 
CB�± � � G 
 � ê � � G 
EB Æ± � � G 
���ê � � G 
DB Æ± � � G 

para Hì�^7-�.,+� ����� � & . Además,noesdifı́cil comprobarqueB�Æ± � � G 
�� � ���A� i 
B����� � ���4� G'8 / 
 � ���A� G�Í / 
B����� � ���A� ± 
Ç�
demaneraquepodemosescribirL Æ � � G 
c� å Æ± � � G 
�� L ` � b ��/ n
F 
# 0 � � G �W� i 
B����� � � G �W� G'8 / 
 � � G �=� G�Í / 
B����� � � G �W�B±'

con / n
F pertenecienteal intervalo O � i ���B±FS . Porejemplo,tendŕıamosqueL<Æ � �B;.
�� å Æ± � �<;

�� L ` � b ��/ n&G 
# 0 � �<;W�4� i 
 � �<;W�4� / 
 � �<;=�4�B�.
 � �<;W�4�:±'
Ç�
o tambíenqueL Æ � �:±

�� å Æ± � �B±'
�� L ` � b ��/ nIH 
# 0 � �B±=�4� i 
 � �B±=�4� / 
 � �B±��4�B;.
 � �B±=�4�B�

 �
En generalsetieneel siguienteresultado..

Teorema: seanL unafunciónconderivadascontinuashastaordeņ
� ,

y å � � ��
 el polinomio interpoladoren los puntos Ê � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � .
Entonces,el error(absoluto)cometidoal aproximarL Æ � � G 
 por å Æ� � � G 
 ,
para H Z Ê
7-�.,+� ����� � ¸ Ë vienedadoporL<Æ � � G 
�� å Æ� � � G 
��L ` � Í / b ��/ n
F 
�ñ¸ � ,

10 � � G �4� i 
B����� � � G �A� G'8 / 
 � � G �4� G�Í / 
B����� � � G �4�B�-

con / n F Z O � i ���:�%S .

Porestaraźon, solamentepodremosefectuaraproximacionesde L Æ � ��
 enlas

abscisasdeinterpolacíon. Mostraremosahoralasfórmulasmásusuales.

3.1.2. Diferenciashaciadelantey diferenciascentradas

Porsimplicidad,supondremosquenuestrasabscisassedistribuyendemanera
equiespaciada, esdecir, entredosabscisasconsecutivasla distanciaes J , fi-

jada. Además,si suponemosquequeremosaproximarL Æ � � i 
 lo quesehace,
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habitualmente,escentrarla tablade abscisasen torno al mismo. O sea,las

supondremosdela forma� G ��� i � HKJ�� Hì�^7-�1L�,+�1L�!2� �����
Porejemplo,si apartir dela tabla3.1dela función L � ��
 queremosaproximarL Æ � !%
 , numeramoslasabscisasdemaneraque � i �"! :H ��! �C, M , !� G , � ( , � * � ! � , ! � !L G , � ! ( 7 $ ! # , � ~ &�#�#�( , �ONQPR�K�S�O�ST , � &�( ~ *�) ! , � #�# ! ( ~ $
En esteejemplosetiene J@�^7 � , .
Lasdosfórmulasquepresentaremossebasanenla aproximacíonde L � ��
 porå / � ��
 , polinomio interpoladorde gradomenoro igual que , . En el primer
caso,estainterpolacíonsellevaacaboenlospuntos� � i �RL i 
 y � � / �RL / 
 , mien-
trasqueen el segundola interpolacíon serealizaen los puntos � � 8 / �RL 8 / 
 y� � / �RL / 
 .� En el primerodelos casos,aplicandoel métododeNewton,tenemosqueL � ��
Ô� å / � ��
��"L�O � i S � L�O � i ����/�S � ���4� i 
��L i � L / ��L i� / �4� i � ���4� i 
��"L i � L / ��L iJ � �D�4� i 


dedondesededucequeL Æ � ��
�� å Æ / � ��
�� L / �AL iJ
y, por lo tanto,que L Æi �"L Æ � � i 
�� å Æ / � � i 
�� L / ��L iJ �
Esdecir, si J essuficientementepequẽno(encasocontrarioel errorpuede
sermuygrande),podemosaproximarL<Æi � L / ��L iJ � (3.2)

O, equivalentemente,L Æ � � i 
É� L � � i � J<
���L � � i 
J � L � � / 
���L � � i 
J
Estecocienterecibeel nombredediferenciahaciadelanteenel punto � i .
Si la aplicamosa nuestroejemplo,seobtiene:L Æ � !%
É�"L Æi � L�/���L iJ � , � &�( ~ *�) !º�>, � & , $ !�!�~7 � , �^7 � )�)%$ ~ * 7 �
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 por supolinomio inter-
poladorenlasabscisas� 8 / y � / :L � ��
Ô� å / � ��
���L�O � 8 / S � L�O � 8 / ��� / S � ���4� 8 / 
��L 8 / � L / ��L 8 /� / �4� 8 / � ���4� 8 /Ç
��"L 8 / � L / ��L 8 /!UJ � �@�4� 8 /Ç
 �
Análogamenteal casoanteriorL<Æ � ��
É� å Æ / � ��
�� L�/��|L 8 /!UJ
dedondeseobtienela denominadaaproximacíondela derivadapordifer-
enciacentrada: L Æi � L / �|L 8 /!UJ � (3.3)

O, equivalentemente,L Æ � � i 
�� L � � i � JB
��|L � � i �VJB
!UJ � L � ��/Ç
���L � � 8 /Ç
!UJ �
Conestafórmula,la aproximacíonquetenemosde L Æ � !%
 esL Æ � !%
���L Æi � L / �|L 8 /!UJ � , � &�( ~ *�) !º��, � ~ &�#�#�( ,!l�
7 � , �^7 � )�* , * 7 # �
Observadqueexisteciertadiscrepanciaentreambasaproximaciones.Sin

entrarenel estudiodel errordecadaunadelasdosfórmulaspresentadas,
diremosúnicamenteque,engeneralL Æi � L�/���L iJ �XW � J<
L<Æi � L�/���L 8 /!UJ �XW � J ; 

donde

W � JB
 indica queel error en la primerafórmula,diferencia hacia
delante, esaproximadamentede la forma PZY[J , con PZY unaconstantede-
sconocida.De igual manerael término

W � J ; 
 en la fórmulade la difer-
encia centrada nosindica queel error queestamoscometiendocon esta
aproximacíonesdel tipo P�\-J ; , con P�\ otraconstantedesconocidaa priori .

En nuestroejemplo,estoquieredecirqueL<Æ � !%
��^7 � )�)%$ ~ * 7-� conunerrordela forma P�YÉ�%,�7 8 /
si usamosdiferenciahaciadelantey queL<Æ � !%
��"7 � )�* , * 7 # � conunerrordela forma P�\���,�7 8 ;
si utilizamosdiferenciacentrada.Por lo tanto,observadque,comoregla
general,la aproximacíonusandodiferenciacentradadeladerivadaesmejor

quela obtenidautilizandodiferenciahaciadelante.
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Actividad 16

Obtenedaproximacionesde L Æ � , � * 
 y L Æ � ! � ,

 , a partir dela mismatabla, À
Recordad que si el grado

del polinomio interpolador es
alto entonces aparece el
fenómeno de Runge. Por lo
tanto “más alto”debe
entenderse como “hasta
grado 9 , ¯ ”.

usandola fórmuladela diferenciacentrada.

Siguiendola mismaidea,podemosobtenerfórmulasmásprecisas(conmenos

error) si interpolamosL � ��
 por polinomiosde gradomás alto� . En partic-
ular, si interpolamosL � ��
 en los puntos Ê � � G �RL G 
 Ë G ° 8 ; m ®ø®ø® m ; por å ± � ��
 , y lo

reescribimosdemaneraconveniente,obtenemosla siguientefórmulaL Æi � å Æ± � � i 
�� ,,.!]J � ��L+; �ª( L / � ( L 8 / � L 8 ;.
 � (3.4)

Esdecir, L Æ � � i 
Ô� å Æ± � � i 
�� ,,.!^J � ��L � � i � !UJ<
 �( L � � i � JB
�� ( L � � i �VJB
 � L � � i ��!UJB
�
��
cuyo error esdel tipo

W � J ± 
 . Observad queesteerror essignificativamente

menor(y por lo tantomejoresla aproximacíonqueproporciona)peroencam-
bio necesitaconocerel valordela función L � ��
 enmáspuntos.Aplicandoesta

fórmulatenemosL<Æ � !%
z� L<Æi � ,,.! �.7 � , � �C, � #�# ! ( ~ $��( ��, � &�( ~ *�) !º� ( �%, � ~ &�#�#�( , � , � ! ( 7 $ ! # 
t�^7 � )�*�#%$+( �
Ejemplo 14

Consideradla siguientetabladevaloresdela función L � ��
�� p\qsrt�, � ¿ n :� G L G � G L G, � ) 7 � , )%$+* 7 *�*�( ! � , 7 � 7 *a& , $ ~�~ *�(, � $ 7 � , # ~-, $�$�$+) ! � ! 7 � 7 ( 7 )a&�$+* ,.!, � ( 7 � ,.~ ( , & ,.~�! ! � ~ 7 � 7 )%$+*�# 7 (�)%$, � * 7 � ,.!�~-,.!-, )�) ! � & 7 � 7 #�) , ( 7�7 *a&! � 7 7 � ,�7 ( ~ * 7 * ,
Se deseaaproximar L Æ � !%
 tomando JÅ�×7 � ! y JÅ�×7 � , y comparando

despúeslos resultadosobtenidosconel valor real L Æ � !%
 � �=7 � , &�# 7 $+) ~-, .
Aśı pues:� Para J��è7 � ! debemosconsiderarabscisasequidistantescondistanciaJ��U7 � ! . En nuestrocasoequivalea considerarla siguientepartedela



c
�
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tablaanterior: � G L G, � ) 7 � , )%$+* 7 *�*�(, � ( 7 � ,.~ ( , & ,.~�!! � 7 7 � ,�7 ( ~ * 7 * ,! � ! 7 � 7 ( 7 )a&�$+* ,.!! � & 7 � 7 #�) , ( 7�7 *a&
Aplicandola fórmula(3.4)setieneL Æ � !%
z� ,,.! �
7 � ! � ��7 � 7 #�) , ( 7�7 *a&��( �.7 � 7 ( 7 )a&�$+* ,.!�� ( �.7 � ,.~ ( , & ,.~�! � 7 � , )%$+* 7 *�*�( 
W��=7 � , &�# 7 * 7 #%$ �
Observadqueel errorcometidoes,aproximadamente,1f�=7 � , &�# 7 $+) ~-, � � �=7 � , &�# 7 * 7 #%$ 
�1E�^7 � , & ! ) �%,�7 8 ± �� Para J��^7 � , , necesitamosla siguienteporcióndela tablainicial:� G L G, � ( 7 � ,.~ ( , & ,.~�!, � * 7 � ,.!�~-,.!-, )�)! � 7 7 � ,�7 ( ~ * 7 * ,! � , 7 � 7 *a& , $ ~�~ *�(! � ! 7 � 7 ( 7 )a&�$+* ,.!
Ahorala fórmula(3.4)seescribeL Æ � !%
{� ,,.!��
7 � , � �=7 � 7 ( 7 )a&�$+* ,.! �( �.7 � 7 *a& , $ ~�~ *�( � ( �.7 � ,.!�~-,.!-, )�)�� 7 � ,.~ ( , & ,.~�!%
���=7 � , &�# 7 $�$ ! & �
siendoel errorcometido,aproximadamente,1f�=7 � , &�# 7 $+) ~-, � � ��7 � , &�# 7 $�$ ! & 
�1E� * � ~��%,�7 8 ¯ �
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.

Apr oximaci ón numérica de la deriv ada

Dadauna tabla de valores Ê � � G �RL G 
 Ë G ° 8 � m ®ø®ø® m � , con abscisasequidis-

tantes � G � � i � HKJ , Hé� L�,+�1L�!2� ����� las siguientesfórmulas
proporcionanunaaproximacíonde L Æi �"L Æ � � i 
 .� Diferenciahaciadelante: L<Æi � L�/���L iJ �XW � JB
 �� Diferenciacentrada: L Æi � L / �AL 8 /!UJ �XW � J ; 
 �� Diferenciacentradadegrado

&
:L Æi � å Æ± � � i 
�� ,,.!]J � ��L+; �´( L / � ( L 8 / � L 8 ;.
 �_W � J ± 
 �

Actividad 17

Consideradla tabladevaloressiguiente,correspondienteaunaciertafunciónL � ��
 : � G L G, � 7�7 , � # 7 *�#a&, � ! # , � )�*�(a& ~, � # 7 , � * 7 & ~�!, � $+# ! � ,.! *�# !! � 7�7 ! � ~ )a&�#�*
CalculadaproximadamenteL Æ � , � # 7�
 empleandoparaestolastresfórmulas

del cuadroanterior.

3.2. Integración numérica
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3.2.1. Intr oducción

Otradelasaplicacionesdela interpolacíonpolinomialesla integracíonnumérica,
queproporcionafórmulasaproximadasdecálculodeintegralesdefinidas` e	 L � ��
�a�� � (3.5)

Análogamentea lo quesehizo en el temade derivación numérica,daremos
las ideasque conducena estaaproximacíon pero no entraremos(no es el

propósito de estosapuntes)en un estudioexhaustivo de susmétodosni del
errorcometido.

La calculadoraWiris tieneincorporadoel cálculodeprimitivasy, siempreque
le esposible,lo utilizaparael cálculodeintegrales.Tambíentieneincorporada

la integracíonnuméricay, cuandola usa,emiteunavisoenla ventanainferior
dela pantalla(véasefigura21)

Figura21: IntegracíonnuméricaconWiris

Aśı pues,paraaproximar(3.5) lo que haremoses considerarabscisasP"�� i X�� / X ����� X>�B�}�6Q equiespaciadas( � G �^� i � HKJ , H��"7-�.,+� ����� � ¸ ). Siå � � ��
 esel polinomio interpoladordegradomenoro igual que ¸ de la tablaÊ � � G �RL G 
 Ë G ° icm / m ®ø®ø® m � entoncesaproximaremos` n 
n 	 L � ��
�a%� � ` n 
n 	 å � � ��
�a%� �
Teniendoencuentaquela partederechadeestaexpresíonesla integral deun
polinomio,quepodemosresolverexplı́citamente,deduciremosdeéstafórmulas

numéricasaproximadasde(3.5).

3.2.2. Reglade los trapecioscompuesta

Consideremosprimeroel caso ¸ ��, . Observad queel polinomio interpo-

ladoresdegrado , y seobtieneaplicandoel métododeNewtonenlospuntos� � i �RL i 
 , y � � / �RL / 
 :å / � ��
É�"L i � L�O � i ��� / S � �D�4� i 
É�"L i �YL / ��L i� / �4� i � �D�4� i 
 �
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Entonces` e	 L � ��
�a%� � ` n�bn 	 å / � ��
�a%�³� ` n�bn 	 L i � L / ��L i� / �4� i � ���A� i 
�a%�³�L i � � L / ��L i� / �4� i � ���4� i 
 ;! c n�bn 	 �L i � ��/É�4� i 
 � L / ��L i! � ��/É�4� i 
��� / �4� i! � L i � L / 
 �
Porlo tantotenemosque` e	 L � ��
�a�� � � / �4� i! � L i � L / 

o, si usamosque J@�^� / �4� i ,` e	 L � ��
�a%�³� J ! � L i � L / 
 (3.6)

queesla denominadaregladel trapecio, yaque� / �4� i! � L i � L / 

no esotra quela fórmuladel áreade un trapeciode base� / �>� i y alturasL i y L�/ (véasefigura 22). Observad quecuantomenores la base��/²��� i ,

Figura22:
` e	 L � ��
�a�� y suaproximacíonmediantela regladel trapecio

mejoraproximael áreadel trapeciola integralde L � ��
 . La preguntanaturales

entoncesla siguiente:supongamosqueconsideramosd�� � P � Q�
��+! el punto
mediodel intervalo O P:�RQRS ; sabemos,por laspropiedadesdela integral,que` e	 L � ��
�a%� � ` \	 L � ��
�a�� � ` e\ L � ��
�a%�Re
por lo tanto,¿qúesucedesi aplicamosla regladel trapecioacadasubintervalo

y sumamosdespúeslosresultadosparciales?¿Mejoraestola aproximacíonde
la integral inicial?

La respuestaesśı. ¿Daestolugara unafórmulacompactaqueevite aplicarla

reglavariasvecesdemaneraparalela?Enseguidaveremosquetambíenesaśı.
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Figura23: Aproximacíonde
` e	 L � ��
�a%� concincoy dieztrapecios

Observadenprimerlugar, gráficamente,queconformeaumentamosel número
desubintervalosla aproximacíon mejora(véasefigura23). Estudíemosloen

el casoenel quedividimosel intervalo O PB�RQ\S en �¥�"~ subintervalosiguales.

Dadoel intervalo O PB�RQRS definimosJ�� � Q��DPE
��c�¥� � Q��DPE
��+~ y consideramos

las abscisas� i �¼P y � G �»� i � HKJ , para H��µ7-�.,+� ����� �R~ . Observad que�B����� i � ~UJÐ�ÏP � � QW��PE
��UQ . CalculamosL G , H �Ï7-�.,+� ����� �R~ . Sabemos

que` e	 L � ��
�a%� � ` n ·n 	 L � ��
�a%� � ` n bn 	 L � ��
�a%� � ` n&Gn b L � ��
�a%� � ` n ·n&G L � ��
�a%� �
Por lo tanto,si aplicamosla regla del trapecioa cadaunadeestasintegrales
tenemosque` e	 L � ��
�a�� � J ! � L i � L / 
 � J ! � L / � L+;F
 � J ! � L+; � L+�.
��J ! � L i � ! L / � !²L+; � L+�.
 �
La fórmulaqueseobtieneal aplicar la regla del trapecioa cadauno de los

subintervalosen los quesehadividido el intervalo O P:�RQRS inicial sedenomina
reglade los trapecioscompuestay vienedadapor la siguientefórmula:
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.

Regla de los trapecios (compuesta):

Dadoel intervalo O PB�RQ\S consideramos�ÑÎ�, subintervalosy definimosJD� Q0�AP� � � G �^� i � HKJ�� H��^7-�.,+� ����� �\�
demaneraque � i �^P , ������Q y L G �"L � � G 
 . Entonces` e	 L � ��
�a�� �gf�� � L�
 �Xh � J ; 

dondef�� � L�
�� J ! � L i � ! L / � !lL+; � ����� � ! L�� 8 ; � !lL�� 8 / � L��²
 �
Ejemplo 15

Sequierecalcularunaaproximacíonde` / ® �i ® � ¿ 8 n G a%�
utilizando la regla de los trapecioscompuestacon � � # subintervalos

(véasefigura24).

f(x) = e x2

0.25 0.250.25 0.250.5 0.50.75 0.751. 1.1.25 1.251.5 1.51.75 1.75

0.25 0.25

0.5 0.5

0.75 0.75

1. 1.

1.25 1.25

Figura24: Regladelos trapecioscompuestaparala función L � ��
���¿ 8 n G
En estecaso,tenemosP}�^7 � # , QW�È, � # yJ@� Qt�AP� � , � # ��7 � ## �^7 � !
Porlo tanto,consideramoslasabscisasH 7 , ! ~ & #� G 7 � # 7 � $ 7 � * , � , , � ~ , � #
Si calculamosL G �"L � � G 
 paracadapuntonosqueda� G 7 � # 7 � $ 7 � * , � , , � ~ , � #L G 7 � $�$+(�( 7 7 � ) ,.! ) ~ 7 � &�&�&�(�) 7 � ! *�( !+7 7 � , (a&�# ! 7 � ,�7 #a& 7
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Entoncesf � � L�
Ô� 7 � !! � 7 � $�$+(�( 7 � ! �.7 � ) ,.! ) ~ � !l�
7 � &�&�&�(�)%�!l�
7 � ! *�( !+7 � !l�
7 � , (a&�# ! � 7 � ,�7 #a& 7�
0�"7 � ~ *�)a&�) !
y aśı, ` / ® �i ® � ¿ 8 n G a%�³�gf � � L�
É��7 � ~ *�)a&�) ! �
Actividad 18

La función L � ��
t�.i�j *Enn no tieneprimitiva expresabledemaneraanaĺıtica

y por lo tantocualquierintegral definidadel tipo` e	 p\qsrt�� a��
debesernecesariamentecalculadaapartir demétodosnuméricos.Aplicad

la regladelos trapecioscompuestaparacalcular`lkk ,ó; p\qsr0�� a%�
con �µ� ( subintervalos.

3.2.3. RegladeSimpsoncompuesta

La deduccíondela regladeSimpsoncorrespondeal casoenel queenel inter-
valo O PB�RQRS interpolamosL � ��
 por un polinomiodegradomenoro igual que ! ,å ; � ��
 . Entonces ` e	 L � ��
�a%�³� ` e	 å ; � ��
�a%�
Notadqueå ; � ��
 essencillamenteunapaŕabola.Aśı, la reglade Simpsonde

un únicointervaloseexpresadela siguientemanera:` e	 L � ��
�a�� � J ~ £:L � PE
 �[& L�£ P � Q! ¤ � L � Q�
 ¤ � (3.7)

Análogamenteal casodela regladelos trapecioscompuesta,podemossubdi-
vidir el intervalo dado O PB�RQRS en diferentessubintervalos,todoséstosde igual

longitudy obteneraśı unafórmuladerivadadeaplicara cadasubintervalo la
regladeSimpson(véasefigura25).

Deduzćamoslotambíen paraun valor pequẽno � de subintervalosantesde
dar la expresíon general. Paraestoconsideremosel intervalo O PB�RQRS dividido

en �Ñ�È~ subintervalosiguales.Comoenel casodela regla delos trapecios
compuesta,escribimos` e	 L � ��
�a%�³� `�m b L � ��
�a%� � `�m G L � ��
�a%� � `nm · L � ��
�a%�
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Figura25: Aproximacíonde
` e	 L � ��
�a%� por la RegladeSimpson

donde� / , ��; , ��� sonlos tressubintervalosobtenidos,y aproximamoscadauna

deestasintegralespor la integral del correspondientepolinomio interpolador
degradomenoro igual que ! . Estoimplica quedebemosconsiderartresab-

scisasencadaintervalo � � : susextremosy sucorrespondientepuntomedio.
Porlo tanto,encadasubintervalo tendremos� / N abscisas:� i ��� / ���<;+���; N abscisas:�B;a���B�+���B±����� N abscisas:�:±+��� � ��� 9 �
donde� / esel puntomediodel intervalo O � i ���<;ÇS , �<� del intervalo O �B;+���B±FS y� � de O �B±+��� 9 S . Estaparticiónde O P:�RQRS equivaleaconsiderar� i �"P y adefinir

lasabscisas� G ��� i � HKJ�� Hì�"7-�.,+�R!2� ����� �R!+��� donde J�� Q0�AP!+� �
Calculandoentonceslos respectivosvaloresL G y aplicandola regla deSimp-
sonacadasubintervalo �\� sededuce` e	 L � ��
�a�� � ` n Gn 	 L � ��
�a�� � ` nIHn G L � ��
�a�� � ` n&onIH L � ��
�a��D�J ~ � L i �[& L / � L+;.
 �pJ ~ � L+; �[& L+� � La±.
 �J ~ � L ± �[& L � � L 9 
��J ~ � L i �[& L�/ � !²L ; �[& L � � !lL ± �[& L � � L 9 
 �
A diferenciadelcasodelostrapecios,enla reglacompuestadeSimpsonnece-

sitamosconocerL � ��
 enunnúmeroimpardeabscisas.Entoncesla reglagen-
eralseescribeaśı:
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 66 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

.

Regla de Simpson (compuesta):

Dadoel intervalo O P:�RQRS consideramosun número �¢Î6, desubinterva-
losy definimos� i �^P ,J@� Q���P!+� � � G ��� i � HKJ�� H��"7-�.,+� ����� �R!+�
y L G �^L � � G 
 . Entonces` e	 L � ��
�a%� �rq�� � L�
 �Xh � J ± 

dondeq�� � L�
�� J ~ � L i �[& L / � !lL+; �[& L+� � ����� � !lL+;\� 8 ; �[& L+;\� 8 / � L+;\�²

Ejemplo 16

Consideradnuevamenteel ejemplo 3.2 y calculemosla misma aproxi-

macíon usandoahorala regla deSimpson(compuesta)para � �Ï~ subin-

tervalos(unejemplodecómosevegráficamentepara�¼��! subintervalos

lo pod́eisencontrarenla figura26). Ennuestrocasotenemos

−0.4 −0.2  0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

−0.4

−0.2

 

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0.6 0.8 1. 1.2 1.4

Figura26: AproximacíonporSimpson:dossubintervalos

J@� Qt��P!+� � , � # �A7 � #) �^7 � , )�)�)�)�)%$ �
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Porlo tantopodemosconsiderarla tablaH � G L G7 7 � # 7 � $�$+(�( 7�7 (, 7 � )�)�)�)�)�)%$ 7 � )a& ,�, ( 7 &! 7 � ( ~�~�~�~�~�~ 7 � &�*�* ~ # , (~ , � 7 � ~ )%$+(%$+*a&& , � , )�)�)�)�)%$ 7 � ! #�) ~ $+#�(# , � ~�~�~�~�~�~�~ 7 � , )�* 7E,.~�~) , � # 7 � ,�7 # ~ *�* !
Entonces, ` / ® �i ® � ¿ 8 n G a%�D�sq�� � L�

dondeq � � L�
Ô� 7 � , )�)�)�)�)%$~ � 7 � $�$+(�( 7�7 (��|& �
7 � )a& ,�, ( 7 &��! �.7 � &�*�* ~ # , (��[& �.7 � ~ )%$+(%$+*a&C� ! �.7 � ! #�) ~ $+#�(%�& �.7 � , )�* 7E,.~�~ � 7 � ,�7 # ~ *�* !%
W�^7 � ~ *a&�(�(�) ,
Actividad 19

Aplicad la regladeSimpsoncompuestaparacalcular` kk ,ó; p\qsr0�� a%�
con �µ� & .
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Resumen

El propósitode estemódulo esintroducir al alumnoen el usodealgoritmos
numéricosparala resolucíon de problemasde difı́cil, si no imposible,res-
olución anaĺıtica. Se han presentadoprocedimientosbásicosen dos lı́neas

diferentes:cálculodecerosde funcionese interpolacíon polinómicade fun-
ciones,y sehaderivadodeesteúltimo apartadounaseccíondeaplicacionesa

la derivacióny la integracíonnuméricasdefunciones.
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Ejerciciosdeautoevaluación

, � � Sabemosque la función L � ��
@�Õ�²~ � � � p\qsr � ��
 � � tieneun ceroen
el intervalo O 7-�R!'S . Calculadlo,con una precisíon de ,�7 8 ± , aplicandoel
métododela biseccíon. ¿Cúantasiteracionesnecesitaremos?! � � Repetidel mismo cálculo aplicandoel métodode Newton y tomando� i �"! comovalor inicial y conunaprecisíonde ,�7 8 / ; .~ � � Resolved el mismoproblema,aplicandoahorael métodode la secante,
iniciándoloa partir delos puntos� i ��7 y ��/=��! , y conunaprecisíon de,�7 8 /�/ .& � � Aplicad el métodode la regula falsi al mismoproblemaa partir de los

valoresiniciales � i ��7 y ��/0�"! y conunaprecisíonde ,�728 ¯ .# � � Calculadå � � ��
 , polinomiointerpoladordela tablasiguiente:� G 7 � ! 7 � ( , � ~ , � *L G ~ ! � ! , � $ ! � , �
usandoel métododeLagrange.Unavezobtenidoå � � ��
 , desarrolladloen
potenciasde � y calculadå � � ,

 utilizandola regladeHorner.) � � Deunafunción L seconocenlossiguientesvalores:� G �=7 � # ! ~ ~ � #L G ! ~ �C, 7 � #
Calculadel polinomio å � � ��
 quela interpolautilizandoel métododeNew-

ton. Usadloparadar unaaproximacíon, å � � ,

 , de L � ,

 . Evaluad å � � ,


usandola regla de Horner. ¿Qúe polinomio interpoladorse obtienesi

añadimosel dato � � ± �RL ± 
�� � 7-�., � !%
 ?$ � � Consideradla siguientetabla de valorescorrespondientea una funciónL � ��
 : � G �=7 � # 7 � , , ! � #L G ! � # ! $ ~ � (%$+* ) � &�# ! ,�7 � ~ &�)
Usad interpolacíon inversapara dar una aproximacíon del valor M que
cumpla L �]M 
�� * .( � � Calculadel polinomiodeHermitecorrespondientea la siguientetablade
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valores � G ! ~ &L G $ � ~�! # ( � *%$+# ) � 7E, (L ÆG ! � !�~ & �=7 � &�# ~ , � 7E, (* � � Usadla regla delos trapecioscompuestaparaobtenerunaaproximacíon
dela integral ` ±� �ut � � � , � ¡ rt�va%���
con �µ� & � ( y , ) subintervalos.,�7 � � Aplicad la fórmuladeSimpsoncompuestaparaaproximarla integral` /i � ; ¿ n G a%�
con �µ� # subintervalos.
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Solucionariow

Actividades, � � Si definimos L � ��
Ð�¢¿+8 n �^� ± entoncesencontraruna solucíon de la
ecuacíon ¿+8 n �U� ± esequivalentea encontrarun cerodela función (con-

tinua) L � ��
 . Busquemosahoraun intervalo O P:�RQRS enel que L presenteun
cambiodesigno.Podemoshacerloa partir desugráficao biencalculandoL � ��
 paraunaseriedepuntos.Ennuestrocasopod́eiscomprobarqueparaP4�w7 y Q��¹~ tenemosL � PE
��¼, ��7 y L � Q�
��»� ( 7 � *�# 7%!|X�7 . Por lo
tanto,existe M[Z O 7-�R~'S tal que L �]M 
��^7 . Entoncessetiene¸ �F� longitudde �F�, O 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7-�., � # 7%7�7�7%7�7�7aS , � # 7�7�7�7�7! O 7 � $+# 7�7�7�7�7�7-�., � # 7%7�7�7%7�7�7aS $ � # 7�7�7�7�7ã�%,�728 /~ O 7 � $+# 7�7�7�7�7�7-�., � ,.! # 7�7%7�7�7aS ~ � $+# 7�7�7�7ã�%,�7 8 /& O 7 � $+# 7�7�7�7�7�7-�\7 � * ~ $+# 7%7�7�7aS , � (%$+# 7�7�7ã�%,�728 /# O 7 � $+# 7�7�7�7�7�7-�\7 � (a& ~ $+# 7�7�7aS * � ~ $+# 7�7�7ã�%,�728 ;) O 7 � $+*�)�(%$+# 7�7-�\7 � (a& ~ $+# 7�7�7aS & � )�(%$+# 7�7ã�%,�7 8 ;$ O 7 � $+*�)�(%$+# 7�7-�\7 � ( !�7%~-,
! # 7aS ! � ~ & ~ $+# 7ã�%,�728 ;( O 7 � ( 7 (�#�* ~ $+# �\7 � ( !�7%~-,
! # 7aS , � , $ , (%$+# �%,�7 8 ;* O 7 � ( , &�&�# ~-,.~2�\7 � ( !�7%~-,
! # 7aS # � (�#�* ~ $+# �%,�728 �
Porlo quepodemosdarcomorespuestacualquiervalordel intervaloOø7 � ( , &�&�# ~-,.~2�\7 � ( !+7%~h,.! # 7+S . Habitualmente,sesueledar su puntomedio,
queenestecasoes 7 � ( , $ ~ ( ! ( , , o sea,M �È7 � ( , $ ~ ( ! ( , . ComprobadqueL � 7 � ( , $ ~ ( ! ( ,

��Õ��7 � 7�7 &�$+* ,.~ # . Observad queel número(mı́nimo) de
iteracionesnecesariasparaconseguir la precisíon pedidaha sido

*
, que

vienedadopor la fórmula�µ� ¦ ¡ r � 8 i/ ic¶ G¡ r=!x« � ,²� * �! � � Consideremosla función(continua)L � ��
��"!�p\qyrt� �@� y busquemosM�ZO Ã��+!2�\Ã<S tal quecumplaL �]M 
��^7 conunaprecisíonde ,�728 ; . Aplicandoel
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métododela biseccíonseobtienela tabladeaproximacionessiguiente:¸ �F� longitudde �F�7 Oæ, � #%$ 7 $+*�) ~�~2�R~ � , & , #�* ! )�# S , � #%$ 7 $+*�) ~�~, Oæ, � #%$ 7 $+*�) ~�~2�R! � ~ #%) , *+&�&2* S $ � (�# ~ *�( !º�%,�7 8 /! Oæ, � #%$ 7 $+*�) ~�~2�., � *�) ~ &�*%#a& ,cS ~ � * ! )�*�* ,l�%,�728 /~ Oæ, � $+)%$ , &�#�(%$ �., � *�) ~ &�*%#a& ,cS , � *�) ~ &�*�# �%,�728 /& Oæ, � (�)�# ~�!+7 )a& �., � *�) ~ &�*%#a& ,cS * � ( , $'&�$�$ �%,�7 8 ;# Oæ, � (�)�# ~�!+7 )a& �., � * , &�& 7 ( 7�!'S & � * 7 (%$ ~ * �%,�728 ;) Oæ, � (�(�*�(�)a& ~�~2�., � * , &�& 7 ( 7�!'S ! � &�#a& ~ )�* �%,�7 8 ;$ Oæ, � (�(�*�(�)a& ~�~2�., � * 7�!-,.~ ) , ( S , � !�! $ , (�# �%,�728 ;( Oæ, � (�(�*�(�)a& ~�~2�., � (�*%) 7�7%7%! # S ) � ,.~ #�* !�~º�%,�728 �
Si damosel punto medio del último intervalo como aproximacíon de M
tendremosM �È, � (�* ! * ~�!�! * y L � , � (�* ! * ~�!�! * 
W�^7 � 7�7 & , * 7 & , .~ � � Consideremosla función L � ��
ã� � ! � !%
 n � � , � ,

Ä�A� # � # . Entoncesen-

contrar M solucíon de la ecuacíon � ! � !%
 n � � , � ,

Ä� �6# � # equivale a en-
contrar M , puntodecorteentrelascurvas

v � � ! � !%
 n e
v � � , � ,

Ä� ��# � #

y, a su vez, a encontrarM , cero de la función continua L � ��
 . Según se
observa en la figura 4, estasgráficasse cortan en un punto situadoen
el intervalo O PB�RQRS�� Oø!2� & S . En efecto, L � PE
4�zL � !%
4� ��! � (�) X�7 yL � Q�
t�UL � & 
0�è,.~ � # ! #�) ��7 . Aplicandoel métododela biseccíon obten-
emoslossiguientesintervalos:¸ �F� longitudde �F�, Oø! � 7�7�7�7�7�7�7�7-�R~ � 7�7%7�7�7%7�7�7aS , � 7�7�7�7�7�7! Oø! � # 7�7�7�7�7�7�7-�R~ � 7�7%7�7�7%7�7�7aS # � 7�7�7�7�7�7ã�%,�7 8 /~ Oø! � # 7�7�7�7�7�7�7-�R! � $+# 7�7�7%7�7�7aS ! � # 7�7�7�7�7ã�%,�728 /& Oø! � ) ! # 7�7�7�7�7-�R! � $+# 7�7�7%7�7�7aS , � ! # 7�7�7�7ã�%,�728 /# Oø! � )�(%$+# 7�7�7�7-�R! � $+# 7�7�7%7�7�7aS ) � ! # 7�7�7�7ã�%,�7 8 ;) Oø! � )�(%$+# 7�7�7�7-�R! � $ , (%$+# 7�7�7aS ~ � ,.! # 7�7�7ã�%,�728 ;$ Oø! � $ 7%~-,.! # 7�7-�R! � $ , (%$+# 7�7�7aS , � #�) ! # 7�7ã�%,�7 8 ;( Oø! � $ ,�7 * ~ $+# 7-�R! � $ , (%$+# 7�7�7aS $ � ( ,.! # 7�7ã�%,�728 �
Observad que si queremosuna aproximacíon de M mucho más precisa
necesitaŕıamosunnúmeroconsiderabledeiteraciones.Al igualquehemos

hechohastaahoradamoscomo aproximacíon de M el punto medio del
último intervalo: ! � $ , &�(a& ~ $+# . ComprobadqueL � ! � $ , &�(a& ~ $+# 
W�"7 � 7E, $+)�(�( 7�7
y queel númerodeiteracionesnecesariases

(
. Efectivamente,�µ� ¦ ¡ r ± 8 ;/ i ¶ G¡ r=! « � ,²� ( �

Paraencontrarlaotraráız procedemosdemaneraańaloga:notadqueL � � ) 
��
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��È��, � 7 #%$ ~-,ãX>7 . Entonces,¸ � � longitudde � �, O � # � 7�7�7�7�7�7�7�7-�.� & � 7�7�7�7�7�7�7%7aS , � 7�7�7�7�7�7! O � # � 7�7�7�7�7�7�7�7-�.� & � # 7�7�7�7�7�7%7aS # � 7�7�7�7�7�7ã�%,�7 8 /~ O � # � 7�7�7�7�7�7�7�7-�.� & � $+# 7�7�7�7�7%7aS ! � # 7�7�7�7�7ã�%,�728 /& O � # � 7�7�7�7�7�7�7�7-�.� & � (%$+# 7�7�7�7%7aS , � ! # 7�7�7�7ã�%,�7 8 /# O � # � 7�7�7�7�7�7�7�7-�.� & � * ~ $+# 7�7�7%7aS ) � ! # 7�7�7�7ã�%,�728 ;) O � # � 7�7�7�7�7�7�7�7-�.� & � *�)�(%$+# 7�7%7aS ~ � ,.! # 7�7�7ã�%,�728 ;$ O � & � *�(a& ~ $+# 7�7-�.� & � *�)�(%$+# 7�7%7aS , � #�) ! # 7�7ã�%,�7 8 ;( O � & � *�(a& ~ $+# 7�7-�.� & � *%$+)�#�) ! # 7aS $ � ( ,.! # 7�7ã�%,�728 �
Por tanto podemostomar M �ç� & � *�( 7 &�)�(%$+# y comprobadque en este

puntoelvalorde L esrelativamentepequẽno: L � � & � *�( 7 &�)�(%$+# 
0���=7 � 7�7E, $�$+*a&�) .& � � Si dibujamoslas gráficasde las funciones
v �»¿ n ��! e

v �»� pod́eis
observar quesecortanúnicamenteendospuntosM / , M ; situados,aproxi-
madamente,cercade �Ð�3�²! y , , respectivamente.Aśı puesaplicamosel

métododeNewton,queennuestrocasoequivalea la fórmularecurrente� G�Í / ��� G � L � � G 
L Æ � � G 
 �^� G � ¿ n F ��! �4� G¿ n F �>,
Para M / tomamosvalor inicial � i �È��! y obtenemosla siguientetabla:H � G 1 � G �4� G'8 / 17 �²! � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7, ��, � (a& ~ &�( !�~ #%$ ! # 7%~%~ &�# , � #�)�# , ( �%,�728 /! ��, � (a& , & 7 ) 7 )�) , #%$+* ! )%) ! � 7 $+) ! * �%,�728 �~ ��, � (a& , & 7 #�)�) 7 & ~ )�*�$+) ! & � 7 #%$ !-,l�%,�728 ¯& ��, � (a& , & 7 #�)�) 7 & ~ )�*%) 7 ) , � #�#a& ~-,²�%,�728 / ±
De maneraquesetiene M / �è��, � (a& , & 7 #�)�) 7 & ~ $ 7 . Pod́eisdenuevo com-
probarque L � �C, � (a& , & 7 #�)�) 7 & ~ $ 7�
��^7 � 7�7�7�7�7�7 ����� .
Análogamente,paracalcular M ; tomamos� i �È, y seobtieneH � G 1 � G �4� G'8 / 17 , � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7, , � , ) ~ *�# ~ & ,.~ $ ~ (�)�# ! * , � ) ~ *�# ~���,�7 8 /! , � , &�)a& !-,�, (�# 7 & ~+7�7 (�) , � $+# ~�!�!���,�7 8 ;~ , � , &�) , * ~�! #�(%$ 7 &�&�*%(%$ ! � ! $+* ! ) ��,�7 8 ±& , � , &�) , * ~�!�!+7 ) !+7 #�( ~ ) ~ � ( 7 ( ~ * ��,�728:�# , � , &�) , * ~�!�!+7 ) !+7 #�( ! # , � ,�,�7%!�!º�%,�728 / �
Portanto,podemosdecirtambíenque M ; �È, � , &�) , * ~�!�!+7 ) !+7 ) conunerror
inferior a ,�728 / ; (dehecho,tambíenesinferior a ,�728 / ± ). Paracomprobarlo,

observadque L � , � , &�) , * ~�!�!+7 ) !+7 ) 
��È��! � !�!+7 &�# �%,�728 / 9 .
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 n y � , � ,

Ä� �6# � # pode-
mosobservar quesecortanen dospuntos: uno en el intervalo Oæ� ) �.� & S
y el otro en el intervalo Oø!2� & S . En otraspalabras,si definimos L � ��
��� ! � !%
 n � � , � ,

Ä�³� # � # , estafunción tienedosráıcesenlos intervalosante-

riores.Entonces,el esquemadeNewtones� G�Í / ��� G � L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G � � ! � !%
 n
F � � , � ,

Ä� G � # � #� ! � !%
 n
F ¡ r=! � !��>, � , �
Parael primerceroconsideramoscondicíon inicial � i �È� ) y seobtieneH � G 1 � G �4� G'8 / 17 � ) �, � & � *�(�#�#�)�(%$'&�&�#%$+)�(�)�&�( , � 7E, &�& ~! � & � *�( !-,�7 *�)�)�*�* ! * ~ *�)%$ ~ � &�#�* 7 $ �%,�728 �~ � & � *�( !-,�7 *�) 7%! #�) ! # !�!+7 ) � $ ~ )�)�* �%,�728:�& � & � *�( !-,�7 *�) 7%! #�) ! # !�!+7 X",�728 / ±
Pod́eiscomprobarque L � � & � *�( !-,�7 *�) 7%! #�) ! # !�!%7�
��"~ � ~�~ # 7E,²�%,�728 / 9 . Por
lo tanto M / ��� & � *�( !-,�7 *�) 7%! #�) ! # !�!�7 con unaprecisíon de ,�7 8 / ; . Re-
spectoal segundocero,consideramos� i ��! y obtenemosH � G 1 � G �4� G'8 / 17 ! �, ~ � 7 # ! *�)%$ ~ & 7 *�(�)�(�) ~ ( , � 7 # ! *%$! ! � $+#�*%$+* 7 # 7 $+# 7 # 7%~ *�# ! � * ~-, $�$ ��,�7 8 /~ ! � $ ,.! $+# ~ $+# ~ # 7�7%!+7%7 ) & � $ 7%~ )�( ��,�7 8 ;& ! � $ ,�, )�( ~ (�) 7 * ~ ( 7%! *�) , � 7 )�*�(�* ��,�728 �# ! � $ ,�, )�( ~�~�!+7 #a&�$ !�~ $+* # � & 7%~ * ,���,�728 ¯) ! � $ ,�, )�( ~�~�!+7 #a&�$ ,�7%7%~ , � ~ $+)�)�( �%,�728 / �
Portanto,M ;W��! � $ ,�, )�( ~�~�!+7 #a&�$ ,.7�7�~ conunerrorinferior a ,�728 / ; . Pod́eis
comprobarque L �]M ;.
��^7 . Enefecto,L � ! � $ ,�, )�( ~�~�!+7 #a&�$ ,.7�7�~%
²� & � ! # 7�7 $ �,�728 / 9 . Comparadelnúmerodeiteracionesefectuadasy laprecisíonobtenida
conla resolucíonusandoel métododela biseccíon.) � � En estecaso,ä $ esla ráız positiva dela ecuacíon L � ��
0�U7 con L � ��
��� ; � $ . Si escribimosenestecasoel algoritmodeNewtontenemos� G�Í / ��� G � L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G � � ;G � $!a� G �^� G � � G! � $!a� G �
Observad queestafórmulasólo necesitaoperacioneselementales(suma,
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resta,productoy división). AplicándoloseobtieneH � G 1 � G �4� G'8 / 17 , �, & � ~ �! ! � (%$+# , � ,.! #~ ! � )�#a&�(�* ,.~+7 & ~ &�$+( ! ) ! ! � !+7E,�7 * � �A7E,& ! � )a&�#%$+)%$ 7 &�& , * 7%! (%*�* * � ,.! & ! ) � �A7%~# ! � )a&�#%$+# ,.~-,�,�,�,�,.~ )%* ~ , � #%$ ~�~-, � �A7 #) ! � )a&�#%$+# ,.~-,�,�7 )a&�#�* 7 $ & � )%$�$+(�) � �>,�,$ ! � )a&�#%$+# ,.~-,�,�7 )a&�#�* 7 $ 7 � 7�7�7�7�7 � � 7�7
Por esto, ä $ � ! � )a&�#%$+# ,.~-,�,�7 )a&�#%* 7 $ con un error inferior a /; �B,�728 / i .
Podŕıamosdecir (aunquerecordadque no es exactamentecorrecto)que

estaaproximacíon tieneal menosdiezcifrasdecimalescorrectasteniendo
encuentael redondeo.$ � � Si aplicamosel métododeNewton� G�Í / ��� G � L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G � � ± G � ( � �G � ! & � ;G ��~�!a� � , )& � �G ��! & � ; �[&�( �D��~�!
la convergenciaesmuy lenta:H � G 1 � G �4� G'8 / 17 ~ � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7, ! � $+# 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 ! � # 7�7�7�7ã�%,�728 /! ! � #�) ! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 , � (%$+# 7�7ã�%,�728 /~ ! � & !-, (%$+# 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 , � & 7 ) ! # �%,�728 /& ! � ~-, )a& 7 ) ! # 7�7�7�7�7�7�7�7 , � 7 #a&�)�* �%,�728 /# ! � !�~ $ ~+7 &�)�(%$+# 7�7�7�7�7�7 $ � * ,�7E, ) �%,�728 ;...

...
...!-, ! � 7�7%!�~ $+(a& 7%~�~ ) !�~ * , $ $ � * ! ( 7 ) �%,�7 8 ±!�! ! � 7�7E, $+( ~ ( 7 #%$ ,�7 # ~�! ) # � *a&�#�*�( �%,�7 8 ±!�~ ! � 7�7E,.~�~ $+* 7E, )�)�( ,�,'~+7 & � &�#�* 7 & �%,�7 8 ±! & ! � 7�7E,�7�7%~ &�#%$ ,�,.~ & , #a& ~ � ~ &�&�&�# �%,�7 8 ±! # ! � 7�7�7 $+# ! *a& 7%~ (�*�) !�! * ! � # 7 # , $ �%,�7 8 ±! ) ! � 7�7�7 #�)�# ! # 7 (%$ ! (�# !�! , � (%$+)�* 7ã�%,�728 ±

En cambio,puestoque sabemosque la ráız buscadatiene multiplicidad

mayorque , , podemosutilizar el métododeNewton modificadovariando
la multiplicidadsospechada.Aśı, porejemplo,podemosconsiderar� GFÍ / ��� G �|! L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G ��! � ±G � ( � �G � ! & � ;G �|~�!a� � , )& � �G ��! & � ; �[&�( ���|~�!
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queproporcionala siguientetabladevaloresH � G 1 � G �4� G'8 / 17 ~ � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7, ! � # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 # � 7�7�7�7�7ã�%,�728 /! ! � ! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 ! � # 7�7�7�7ã�%,�728 /~ ! � ,.! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 , � ! # 7�7�7ã�%,�728 /& ! � 7 ) ! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 ) � ! # 7�7�7ã�%,�728 ;# ! � 7%~-,.! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 ~ � ,.! # 7�7ã�%,�7 8 ;) ! � 7E, #�) ! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7 , � #�) ! # 7ã�%,�7 8 ;$ ! � 7�7 $+( ,.! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7 $ � ( ,.! # 7ã�%,�7 8 �( ! � 7�7%~ * 7 ) ! # 7�7�7�7�7�7�7�7 ~ � * 7 ) ! # �%,�7 8 �* ! � 7�7E, *�# ~-,.! # 7�7�7�7�7�7�7 , � *�# ~-,.!º�%,�7 8 �,�7 ! � 7�7�7 *%$+)�#�) ! # 7�7�7�7�7�7 * � $+)�#�) !º�%,�728 ±,�, ! � 7�7�7 &�(�( ! ( ,.! # 7�7�7�7�7 & � (�( ! ( ,l�%,�728 ±,.! ! � 7�7�7%! &�& , & 7 ) ! # 7�7�7�7 ! � &�& , & ,l�%,�728 ±,.~ ! � 7�7�7E,.!�!+7 $ 7%~-,.! # 7�7�7 , � !�!+7 $ 7ã�%,�728 ±, & ! � 7�7�7E,.!�!+7 $ 7%~-,.! # 7�7�7 X�,�728:�
Si encambiousamos� GFÍ / ��� G �|~ L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G ��~ � ±G � ( � �G � ! & � ;G �|~�!a� � , )& � �G ��! & � ; �[&�( ���|~�!
obtenemos H � G 1 � G �4� G'8 / 17 ~ � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7, ! � ! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7 $ � # 7�7�7�7C��,�7 8 /! ! � 7 ) ! # 7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7 , � (%$+# 7�7C��,�7 8 /~ ! � 7E, #�) ! # 7�7�7�7�7�7�7%7�7�7 & � )�(%$+# 7C��,�7 8 ;& ! � 7�7%~ * 7 ) ! # 7�7�7�7�7%7�7�7 , � , $ , (�( ��,�728 ;# ! � 7�7�7 *%$+)�#�) ! # 7�7�7%7�7�7 ! � * ! *�)�* ��,�728 �) ! � 7�7�7%! &�& , & 7 ) ! # 7%7�7�7 $ � ~�! & !�!���,�728 ±$ ! � 7�7�7�7 ) ,�7%~ # , #�) ! # 7�7 , � ( ~-,�7 # ��,�728 ±( ! � 7�7�7�7 ) ,�7%~ # , #�) ! # 7�7 X�,�728:�
queproporcionaunaaproximacíondeestaráız M ��! � 7�7�7�7 ) ,�7%~ # , #�) ! # 7�7
conunerrorinferior a ,�728:� . Si ahoraprob́asemoscon x � & , esdecir,� GFÍ / ��� G � & L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G � & � ± G � ( � �G � ! & � ;G �|~�!a� � , )& � �G ��! & � ; �[&�( ���|~�!
tendŕıamosproblemasdecálculoefectivo delasaproximaciones� G yaque

el denominadorsehacemuy pequẽno (y, en consecuencia,L � � G 
��+L Æ � � G 

muy grande).Por tanto,tomamoscomomejor aproximacíon la anterior-

menteenunciada.



c
�
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Figura27: Gráficadela función L � ��
�� ¡ rt�@� �n( � � Dibujamosla función L � ��
�� ¡ rt��� �n (véasela figura27). Observadque
presentauncero M enel intervalo Oø!2� & S . Si usamosel métododela secante
convaloresiniciales � i ��! y ��/�� & seobtienela siguientesucesíon de

iterados: H � G 1 � G �4� G'8 / 17 ! � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7, & � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7! ~ � ,�, ( , (�# 7 $+# ~ ( 7 (%)%$%( ( � ( , ( , # ��,�728 /~ ! � $+( ~�! &�*%$'& 7%~ &�$+( ! $%) ~ � ~ &�* ~ # ��,�728 /& ! � (�) ! &�)a&�$ 7 $ , (a&�)+& !h, $ � * !-, # 7C��,�7 8 ;# ! � (�#%$'&�* 7 )�#%$+#�*�(�(%# ~ # & � *%$'& 7 # ��,�7 8 �) ! � (�#%$ ~ * 7 )a&�*a&�#�)%$ ~ ) 7 , � 7�7�7�7 ( ��,�7 8 ±$ ! � (�#%$ ~ * 7 $+( ~ # , $+* 7 (�& , � ~ & 7 ) ,���,�7 8 ¯
queproporcionala aproximacíon M �3! � (�#%$ ~ * 7 $+( ~ # , $+* 7 (+& conunapre-
cisión superiora ,�7 8:� . Si en cambioaplicamosel métodode la regula
falsi, donderecordadqueencadaiteracíon elegimosaquellosdospuntos
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quepresentancambiodesignodela función L , seobtieneH � G 1 � G �4� G'8 / 17 ! � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7, & � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7�7, ~ � ,�, ( , (�# 7 $+# ~ ( 7 (%)%$%( ( � ( , ( , # ��,�728 /! ! � * , (%$'& ! $+*�*a& , (�(%(�# ~ , � *�*a&�& !���,�7 8 /~ ! � (%$ , * ~ #�(�#a&�(�)�# ! )�)�$ & � )�( 7 )�* ��,�7 8 ;& ! � (�) 7 (a&�#�# !�! #�(a&�& ~ ( ! , � ,�7 * 7%~���,�7 8 ;# ! � (�#�( !-,�, $ , ( ,.~+7 )�$+( ~ ! � ) ~�~ ( 7C��,�7 8 �) ! � (�#%$+#�(�#�(%$+* ~ ) 7%!�7 $%) ) � ! #�( ~ * ��,�7 8 ±$ ! � (�#%$'& ~ $ , &�* ~ (%$+# 7E,
7 , � &�(%$ ~+7C��,�728 ±( ! � (�#%$'& 7E, ( 7%! $'&�*�*%* 7�~ ~ � # ~ &�)�) ��,�728:�* ! � (�#%$ ~ * ~ & 7%!�~�~-,�, # ~ & ( � & 7�7 & !���,�728:9
quenosda M �"! � (�#%$ ~ * ~ & 7%!�~�~-,�, # ~ & conla precisíonpedida.* � � Paralas abscisas� i �Ñ��, , � / �¼7 , �B;³� & y �<�³� # calculamoslos
correspondientespolinomiosdeLagrange:ý i%� ��
Ô� � ���A7�
 � �D� & 
 � �D� # 
� �C,=�A7�
 � ��,=� & 
 � ��,=� # 
 ��� ,~+7 � � �ç~,�7 � ; � !~ �ý / � ��
Ô� � � � ,

 � � � & 
 � �D� # 
� 7 � ,

 � 7�� & 
 � 7º� # 
 � ,!+7 � � � !# � ; � ,�,!+7 � � ,ý ; � ��
Ô� � � � ,

 � � �A7�
 � �D� # 
� & � ,

 � & �A7�
 � & � # 
 �È� ,!+7 � � �w,# � ; �¹,& �ý � � ��
Ô� � � � ,

 � � �A7�
 � �D� & 
� #²� ,

 � # �A7�
 � # � & 
 � ,~+7 � � � ,,�7 � ; � !, # � �
Entonces,el polinomio interpoladorde gradomenoro igual que ~ viene
dadoporå � � ��
z� L i ý i�� ��
 � L / ý / � ��
 � L+; ý ; � ��
 � L+� ý � � ��
��� # ý i%� ��
���~ ý / � ��
 � ! ý ; � ��
�� & ý � � ��
��� � ,�,!+7 � � � $! � ; � $+*!+7 ����~ �,�7 � � Si tomamoså�� ��
�� ) �B�W��~a� ; �[& �D� # tenemos) 7 7 ��~ & � #! � ,.! ! & &�( * 7 , (�() ,.! ! & &�# *a& , ( ~
Portanto,å�� !%
t�è, ( ~ . En el segundocaso,å�� ��
t�6� ¯ � � 9 � � � � � ± �
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 79 MétodosbásicosdeCálculoNumérico� � � � ; � � � , . Análogamenteal casoanterior:, , , , , , , ,! � ! ) , & ~+7 ) ! ,.! ) ! #a&, ~ $ , # ~-, ) ~ ,.! $ ! #�#
demaneraqueå�� !%
��"! #�# .,�, � � El esquematriangulardediferenciasdivididases�²! � $ $~, 7 ,)~ � ,.~(a&! ~ � ,�,,.!� !~# ,
y, por lo tanto,el polinomiointerpoladoreså � � ��
��È� $=� $~ � � � !%
 � ,) � � � !%
 � �D�>,

�� ,.~(a& � � � !%
 � ����,

 � ����!%
 �,.! � � El esquemadediferenciasdivididasseescribe��, 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! 7 � ) ~�!-,.!+7 #�#�(�(7 , 7 � #a& ~+7 ( 7 ) ~ &�), � $ , ( ! ( , ( ! (, ! � $ , ( ! ( , ( ! (
y dalugaral siguientepolinomiointerpolador:å ; � ��
��^7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! � 7 � ) ~%!-,
!+7 #�#%(�( � � � ,'
 � 7 � #�& ~�7 ( 7 ) ~ &�) � � � ,

ö� �
Recordadque,paraevaluar å ; � ��
 en un puntodado � de maneraqueel

númerodeoperacionesrealizadasseamı́nimo, convienereescribirlode la
manerasiguiente:å ; � ��
��^7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! � � � � ,

 � 7 � ) ~�!-,.!+7 #�#�(�(�� 7 � #a& ~+7 ( 7 ) ~ &�) ��
 �
Porlo tanto,å ; � 7 � # 
{� 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! � � 7 � #�� ,

 � 7 � ) ~�!-,.!+7 #�#�(�(%�7 � #a& ~+7 ( 7 ) ~ &�) �.7 � # 
É�È, � $ !�~�~ $ 7 $+#�# ~ # �
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 Si calculamosel valor de ä ¿��»¿ / ,ó; con la calculadoraWiris se
obtiene , � )a&�(%$ !-,.! $ 7 $ � Por lo tanto,el errorcometidoal aproximar¿ / ,ó; À

En realidad, si escribimosy ôö÷ z en Wiris se obtiene/ ® 9 ± � ¯ . Si queremos que nos
proporcione un mayor
número de cifras decimales,
podemos variar la precisión
de los resultados ejecutando
previamente la orden
precisi ón(N) , donde � es el
número de cifras que
queremos que aparezcan en
los cálculos.

por å ; � 7 � # 
 (veásela actividadanterior)es,aproximadamente,� / � 222 ¿ / ,ó; � å ; � 7 � # 
 222 �1æ, � )a&�(%$ !-,.! $ 7 $ �>, � $ !�~�~ $ 7 $+#�# ~ # 1:�^7 � 7 $'&�)a&�*a&�(a&�)�# �
Porotrolado,enelejemplo2.4secalcuĺounaestimacíondelerrorcometido

al aproximar¿ / ,ó; por å ; � 7 � # 
 mediantela fórmuladel erroren la interpo-
lación. La cotaobtenidafue la siguiente:� ;�� 222 ¿ / ,ó; � å ; � 7 � # 
 222 5>7 � , )�*�(�* ! ) , & ! �
Observadqueestacotadel erroresaproximadamenteel dobledela difer-
enciareal: � / �"7 � 7 $'&�)a&�*a&�(a&�)�# X>7 � , )�*�(�* ! ) , & !ì� � ; �
Estehechoesmuy habitualy esdebidoa que las cotasempleadasen la
fórmuladel errornopuedensernuncatanprecisascomodeseaŕıamos.� Q�
 Consideremosahorala función L � ��
l�ÅpRqsr � ! � !a� � , � ,

 . La tablade

valorescorrespondientea lasabscisas7 � ,+�\7 � !2�\7 � & y 7 � # esla siguiente:� G 7 � , 7 � ! 7 � & 7 � #L G 7 � *�)�(%$ , # ,�7�7E, 7 � *�*�*�# ! #�( ~+7 ) 7 � * , $'& ~ $+*�#�# ~ 7 � ( 7 (a&�*�)a& 7 &
Entonces:

– El esquemadediferenciasdivididasasociadoes7 � , 7 � *�)�(%$ , # ,�7�7E, 7 � ~+7 ( ,�7 $ ~+7 &�*7 � ! 7 � *�*�*�# ! #�( ~+7 ) ��! � ~ *�# , #�#�) 7 # 7��7 � & ,�7 & ~ * ~ $+)�) 7 � ~�! *%$+#a&�# ! * ,7 � & 7 � * , $'& ~ $+*�#�# ~ ��! � ! ) ~�! # ~ $+* ~�~�C, � 7 (�*a& , #�# , &�)7 � # 7 � ( 7 (a&�*�)a& 7%~ (
queproporcionael polinomiointerpoladorå � � ��
Ô� 7 � *�)�(%$ , # ,�7�7E, � 7 � ~+7 ( ,�7 $ ~+7 &�* � �@�A7 � ,

��! � ~ *�# , #�#�) 7 # 7 � �D�A7 � ,

 � � �A7 � !%
 �7 � ~�! *%$+#a&�# ! * , � �D�A7 � ,

 � � �A7 � !%
 � � �A7 � & 
 �

– Paraevaluarå � � 7 � ~%
 usamosla regla deHornerque,enestecaso,presenta

la formaå � � ��
Ô� 7 � *�)�(%$ , # ,�7�7E, � � �D�A7 � ,

 � 7 � ~+7 ( ,�7 $ ~+7 &�* �� �@�A7 � !%
 � ! � ~ *�# , #�#�) 7 # 7 � 7 � ~�! *%$+#a&�# ! * , � �@�A7 � & 
�
Ç
 �
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y proporcionaå � � 7 � ~%
É�^7 � *�)�(%$ , # ,�7�7E, � � 7 � ~��A7 � ,

 � 7 � ~+7 ( ,�7 $ ~+7 &�* �� 7 � ~���7 � !%
 � ! � ~ *�# , #�#�) 7 # 7 � 7 � ~�! *%$+#a&�# ! * , � 7 � ~��A7 � & 
�
Ç
��7 � *�( , $�$ ~ * ~ *�* �
– Usandola calculadoraWiris, obtenemosL � 7 � ~%
³�x7 � *�( !-, #a& ~-, $ ,.~ ( , de

maneraqueel errorrealdela aproximacíones1 L � 7 � ~%
�� å � � 7 � ~%
�1��1 7 � *�( !-, #a& ~-, $ ,��A7 � *�( , $�$ ~ * ~ *�* 1E�^7 � 7�7�7%~ ( 7%~ $�$ !@�^7 � ~ ( �%,�7 8 � �
– Utilizandola fórmuladelerrorenla interpolacíon, tenemosqueL � 7 � ~%
�� å � � 7 � ~%
É�L ` ± b ��/.i ® �

& 0 � 7 � ~��47 � ,

 � 7 � ~ã�A7 � !%
 � 7 � ~º�A7 � & 
 � 7 � ~º�A7 � # 
Ç�

donde/.i ® � Z O 7 � ,+�\7 � & S . Si tomamosvalorabsolutotenemos1 L � 7 � ~%
�� å � � 7 � ~%
�1h522 L ` ± b ��/ i ® � 
 22& 0 1 � 7 � ~��A7 � ,

 � 7 � ~ã�A7 � !%
 � 7 � ~º�A7 � & 
 � 7 � ~º�A7 � # 
�1E5!�~ � & ! #�)! & � 7 � !%
 ; � 7 � ,

 ; �^7 � 7�7�7%~ * 7 & ! )%$ �^7 � ~ * ��,�7 8 � �
enel quehemosusadola cotaL ` ± b � ��
��"!�~ � & ! #�) pRqsr � ! � !a� � , � ,

   222 L ` ± b � ��
 222 5�!�~ � & ! #�) �
Observadquela cotateóricadelerrorobtenidaescercanaal errorreal,cal-

culadoenapartadosanteriores.Por lo tanto,la aproximacíon considerada
esmuysatisfactoria., & � � Tenemosla siguientetabladevaloresdela función L � ��
���¿ n :� G �C, 7 ,L G 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! , ! � $ , ( ! ( , ( ! (L ÆG ,
El esquemadediferenciasgeneralizadascorrespondientees��, 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! 7 � ) ~�!-,.!+7�7 #�)7 , 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,� 7 � , $+# !+7E,�, * ~7 , 7 � $ , ( ! ( , ( ! (, � $ , ( ! ( , ( ! (, ! � $ , ( ! ( , ( ! (

�
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del quededucimosel polinomiodeHermite< � � ��
É�^7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! � 7 � ) ~�!-,.!+7�7 #�) � � � ,

 �7 � ~ )%$+(%$+*a&�& , � � � ,

Ä� � 7 � , $+# !+7E,�, * ~ � � � ,

Ä� ; �
De nuevo, paraevaluar <ì� � ��
 en � �^7 � # escribimos< � � ��
��^7 � ~ )%$+(%$+*a&�& ,.! � � � � ,

 � 7 � ) ~�!-,.!+7�7 #�)%�� � 7 � ~ )%$+(%$+*a&�& , � 7 � , $+# !+7E,�, * ~���
\

y obtenemos<�� � 7 � # 
C�¥, � )�#%$+)�)�*�#�# ~�~ . Si comparamosestasaproxima-

cionescon el valor real, podemoscomprobarciertamejoŕıa respectoa la
obtenidaenla actividad12. En efecto,ä ¿ � , � )a&�(%$ !-,.! $ 7 $å ; � 7 � # 
{� , � $ !�~�~ $ 7 $+#�#a& (actividad12)< � � 7 � # 
{� , � )�#%$+)�)�*�#�# ~�~ �, # � � A partir dela tabla � G ��, ~ &L G , ��! &L ÆG 7 , !
seconstruyeel esquemadediferenciasdivididasgeneralizadas��, , M��, , ��~%�2, )��~%� & # �+~�!~ ��! $ �2, ) ,.!-,
� ( 7�7� $ ~%� ( 7 ��, $ 7 $ � & 7�7�7~ ��! # � $+* ~%� & 7�7) � *& & � &�& &

�

del quededucimos< � � ��
É�È,W� ~, ) � � � ,

 ; � #~�! � � � ,

 ; � ����~%
 �,.!-,( 7�7 � � � ,

 ; � ����~%
 ; � , $ 7 $& 7�7�7 � � � ,

 ; � �D��~%
 ; � �D� & 
 �
Paraevaluarloenel punto � �^7 , lo escribimosdela forma< � � ��
Ô� , � � � � ,

 ; £ � ~, ) � � �@��~%
 £ #~�! �� �@��~%
t£ ,.!-,( 7�7 � , $ 7 $& 7�7�7 � �D� & 
 ¤�¤²¤ �
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Si sustitúımos � por 7 , seobtiene< � � 7�
É� & ! )%$! # 7 ., ) � � A partir dela tablaH ��! ��, M , !� G , � ( , � * � ! � , ! � !L G , � ! ( 7 $ ! # , � ~ &�#�#�( , �SN{PR�K�K�|�ST , � &�( ~ *�) ! , � #�# ! ( ~ $
calculamos L<Æ � , � * 
{� , � & , $ !�!�~ã�>, � ! ( 7 $ ! #7 � ! �"7 � )�( ! &�*L<Æ � ! � ,

{� , � #�# ! ( ~ $ �>, � & , $ !�!�~7 � ! �"7 � )%$+( 7 $ �, $ � � Dadala tabla � G L G, � 7�7 , � # 7 *�#a&, � ! # , � )�*�(a& ~, � # 7 , � * 7 & ~�!, � $+# ! � ,.! *�# !! � 7�7 ! � ~ )a&�#�*
tenemosL Æ � , � # 7�
{� ! � ,.! *�# !C�>, � * 7 & ~�!7 � ! # �^7 � * 7�7 ( (haciadelante)L Æ � , � # 7�
{� ! � ,.! *�# !C�>, � )�*�(a& ~7 � # �^7 � (�) !-, ( (centrada)L Æ � , � # 7�
{� ,~ � ��! � ~ )a&�#�*²�>( �
! � ,.! *�# !ã� ( ��, � )�*�(a& ~ � , � # 7 *�#a& 
��7 � (�)a&�#�#�)%$ (centrada,deorden

&
) �, ( � � Enestecaso, `lkk ,ó; pRqsrt�� a����

tenemosP��¢Ã��+! y QA��Ã . Si el númerode subintervaloses � � (
entoncesel pasode integración J vienedadoporJ�� Qt�4P� � Ã �AÃ��+!( �"7 � , *�) ~ &�*�#a& �
Porlo tanto,debemosconsiderar� G �^P � Hã��J�� Ã ! � H��.7 � , *�) ~ &�*�#a& � L G �"L � � G 
�� p\qsrt� G� G �
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para Hì�"7-�.,+� ����� � ( , quedanlugara la siguientetabladevaloresH � G L G7 , � #%$ 7 $+*�) ~�~ 7 � ) ~ )�) , *%$�$, , � $+)%$ , &�#�(%$ 7 � #�#�# 7E,�7 *a&! , � *�) ~ &�*�#a& , 7 � &�$ 7 # ! $+*�(~ ! � , #�*�(a&�&�*�# 7 � ~ (a&�*�)%$ ! $& ! � ~ #�) , *a&�&�* 7 � ~+7�7E,�7 #a&�&# ! � #�# ! #a&�& 7%~ 7 � !-, $+)�# ~ #a&) ! � $'&�(�(�* ~ #%$ 7 � ,.~ * !-,.~ ) !$ ! � *a&�# ! & ~-,�, 7 � 7 )�) !�~ * ,.!( ~ � , & , #�* ! )�# 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7
Si usamosla fórmuladetrapecioscompuesta:f � � L�
�� J ! � L i � !lL�/ � !²L ; � ����� � !lL � 8 / � L � 

seobtiene,enestecaso,f � � L�
�� 7 � , *�) ~ &�*�#a&! � L i � !lL / � !lL+; � ����� � !²L�¯ � L � 
��"7 � &�( , &�#a&�# ~ �, * � � Consideremos,denuevo, `lkk ,ó; pRqsrt�� a����
con P}�^Ã��+! y Q=�"Ã . Si aplicamosla fórmuladeSimpsoncompuestacon�¥� & subintervalostenemosJ�� Qt�4P!+� � Ã �AÃ��+!( �"7 � , *�) ~ &�*�#a& �
Porlo tanto,debemosconsiderar, para Hì�^7-�.,+� ����� � ( , lospuntos:� G �^P � Hã��J�� Ã ! � H��.7 � , *�) ~ &�*�#a& � L G �"L � � G 
�� p\qsrt� G� G �
quedefinenla tabladevaloressiguiente:H � G L G7 , � #%$ 7 $+*�) ~�~ 7 � ) ~ )�) , *%$�$, , � $+)%$ , &�#�(%$ 7 � #�#�# 7E,�7 *a&! , � *�) ~ &�*�#a& , 7 � &�$ 7 # ! $+*�(~ ! � , #�*�(a&�&�*�# 7 � ~ (a&�*�)%$ ! $& ! � ~ #�) , *a&�&�* 7 � ~+7�7E,�7 #a&�&# ! � #�# ! #a&�& 7%~ 7 � !-, $+)�# ~ #a&) ! � $'&�(�(�* ~ #%$ 7 � ,.~ * !-,.~ ) !$ ! � *a&�# ! & ~-,�, 7 � 7 )�) !�~ * ,.!( ~ � , & , #�* ! )�# 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7
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En estecaso,la fórmuladeSimpsonseescribeq<± � L�
�� J ~ � L i �ª& L / � !lL+; �|& L+� � !²La± �[& L � � ! L 9 �ª& L�¯ � L � 
<�
y proporciona,ennuestrocaso,la aproximacíon q ± � L�
���7 � &�( ,�, $'& 7E, . Pod́eis

comprobaresteresultadoconla Wiris y obtendŕeis`}kk ,ó; p\qsrt�� T 7 � &�( ,�, $'&�(�( ~ ) �
si seseleccionapreviamentela opción precisíon(10) (véasela figura28).
Observadla mejoŕıa enestaaproximacíon respectoa la obtenidaenla ac-

Figura28: IntegracíonnuméricaconWiris

tividadanterior, enla queseaplicó la fórmuladetrapecioscompuesta.
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Ejerciciosdeautoevaluación, � � Pod́eiscomprobarquetenemos(al menos)un cerodela función L � ��
0���~ � � � p\qsr � ��
 � � enel intervalo O 7-�R!'S aplicandoel teoremadeBolzano:L esunafunción continuaen toda la rectareal y tenemosun cambiode

signoenlos extremosdel intervalo, puestoque L � 7�
W�¹��~DX�7 y L � !%
W�) � ! $'&�& ����� �¹7 . Sabemosqueel númerode iteracionesnecesariasviene
dadopor la fórmula(1.2),dondeahora� ��,�728 ± , P��"7 y QW�"! :�¥�x¦ ¡ r § e 8 	¨´©¡ r=! « � ,²�¢¦ ¡ r § ; 8 i/ ic¶ H ©¡ r=! « � ,²�È, # �
Porlo tanto,tenemos, Oæ, � 7�7�7�7�7�7�7�7-�R! � 7�7%7�7%7�7%7�7aS , � 7�7�7�7�7�7! Oæ, � 7�7�7�7�7�7�7�7-�., � # 7%7�7%7�7%7�7aS # � 7�7�7�7�7�7ã��,�728 /~ Oæ, � 7�7�7�7�7�7�7�7-�., � ! # 7�7%7�7%7�7aS ! � # 7�7�7�7�7ã��,�7 8 /& Oæ, � ,.! # 7�7�7�7�7-�., � ! # 7�7%7�7%7�7aS , � ! # 7�7�7�7ã��,�728 /# Oæ, � , (%$+# 7�7�7�7-�., � ! # 7�7%7�7%7�7aS ) � ! # 7�7�7�7ã��,�728 ;) Oæ, � !-, (%$+# 7�7�7-�., � ! # 7�7%7�7%7�7aS ~ � ,.! # 7�7�7ã��,�7 8 ;$ Oæ, � !-, (%$+# 7�7�7-�., � !�~ & ~ $+# 7�7aS , � #�) ! # 7�7ã��,�728 ;( Oæ, � !�! )�#�) ! # 7-�., � !�~ & ~ $+# 7�7aS $ � ( ,.! # 7�7ã��,�7 8 �* Oæ, � !�~+7 &�)�(%$+# �., � !�~ & ~ $+# 7�7aS ~ � * 7 ) ! # 7ã��,�728 �,�7 Oæ, � !�~�! & !-, (�( �., � !�~ & ~ $+# 7�7aS , � *�# ~-,.! # ��,�728 �,�, Oæ, � !�~�! & !-, (�( �., � !�~%~�~ *�(+&�& S * � $+)�#�) ! # ��,�7 8 ±,.! Oæ, � !�~�! & !-, (�( �., � !�~%! * ,�7h, ) S & � (�( ! ( ,.~º��,�728 ±,.~ Oæ, � !�~�! )�)�) 7%!2�., � !�~%! * ,�7h, ) S ! � &�& , & 7 ) ��,�7 8 ±, & Oæ, � !�~�! )�)�) 7%!2�., � !�~%! $�(�( 7 * S , � !�!+7 $ 7%~º��,�728 ±, # Oæ, � !�~�! $ ! $ 7 # �., � !�~%! $�(�( 7 * S ) � ,�7%~ # , ) ��,�728:�
que proporcionacomo aproximacíon del cero buscado,por ejemplo, el
puntomediodel último intervalo: , � !�~�! $+#%$+#%$ .! � � En estecaso,tomamoscomovalor inicial � i �¼! y aplicamosla recu-

rrencia � GFÍ / ��� G � L � � G 
L Æ � � G 
 ��� G � ��~ � � �G p\qsr � � G 
 � � G~a� ;G p\qsrt� G � � �G ÒFÓ ph� G � ,
y obtenemosla tabladevaloressiguiente:H � G 1 � G �4� G'8 / 17 ! � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7, , � ! )�(�* ! & ~ )�*�*�(�# ,.~ $'& $ � ~-,�7 $+) ��,�728 /! , � !�~�~ #�*%$ ~�~ &�)�) 7 ) ,
~-, ~ � # ~�! $ 7C��,�728 ;~ , � !�~�! $ ~�~�~ (a& !-, )a&�(%(�* ( � ) ~ *�# 7C��,�728 ±& , � !�~�! $ ~�! (�)�# ~+7 *�*%$�)%$ # � , (�* 7 $ ��,�728 ¯# , � !�~�! $ ~�! (�)�# ~+7 *%$+(%*�# , � (%$ , (a& �%,�7 8 / �
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 87 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

Por lo tanto,seobtiene , � !�~�! $ ~�! (�)�# ~+7 *%$%(�*%# con unasdocecifras deci-

malescorrectas,aproximadamente.~ � � En estecaso,tomamoscomo valoresiniciales � i �Õ7 y � / �Ô! . El

algoritmoes,aśı,� GFÍ / ��� G �|L � � G 
 � G �A� G'8 /L � � G 
��|L � � G'8 / 
 � HDÎ�,+�
con L � ��
��Ñ��~ � � � p\qsr � ��
 � � . De estamaneraseobtienela tablade
aproximacionessiguiente:H � G 1 � G �4� G'8 / 17 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7%7, ! � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7%7! 7 � )a&�)�*a& ~ #�#�) , *�)a&%&�*%( , � ~ # ~+7 )~ 7 � *�*%$ 7�7%~ (%$+*%$+*%$ ,%, (%) ~ � # 7�7 ) 7ã�%,�728 /& , � ~ *�* 7 *�*%$ 7 # 7%! &�) ~�! # & � 7%!+7 *�) �%,�728 /# , � !+7 &�# ~ & , #�# ~-,�7 & ~�!%~ , � *a&�#�)�) �%,�728 /) , � !�! *%$+* 7%~ ) ~ ( 7%! $a&�& , ! � # ! #�) !º�%,�728 ;$ , � !�~�! $+* , (a&�) 7 $ 7 *�$'&�) ~ � 7�7E, &�( �%,�728 �( , � !�~�! $ ~�! $'&�&�& 7%~-,
! )%* # � * ,�7E, $ �%,�728:�* , � !�~�! $ ~�! (�)�# ~+7 &�( ~-, * , � !+7 * 7%!º�%,�728 ¯,�7 , � !�~�! $ ~�! (�)�# ~+7 *%$�(�*%# & � *�#%$+#�* �%,�7 8 / ;
queproporciona, � !�~�! $ ~�! (�)�# ~+7 *%$�(�*�# comoaproximacíon del cerobus-

cado,conunaprecisíonde /; �%,�7 8 /�/ .& � � Recordadqueel métodode la Regula Falsi difiere del métodode la se-

canteenel hechoque,encadaiteracíon,seescogeel intervaloenel quela
función presentaun cambiode signo. En estecaso,si iniciamostambíen

el algoritmoa partir de � i �È7 y ��/l��! , obtenemosla siguientetablade
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aproximaciones:H � G 1 � G �4� G'8 / 17 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7%7, ! � 7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7�7%7�7%7, 7 � )a&�)�*a& ~ #�#�) , *�)a&%&�*%( , � ~ # ~+7 )! 7 � *�*%$ 7�7%~ (%$+*%$+*%$ ,%, (%) ~ � # 7�7 ) 7º�%,�7 8 /~ , � , #a&�$ , )�(a&�$'& ~+7 (%*�)%) , � #%$�$ ,.~C�%,�7 8 /& , � !+7 *%$+# ~ $ ~ )a& , (�# 7 ( 7 # � # 7%~ )�* �%,�7 8 ;# , � !�! ) ! )%$ , )a&�)�(a& 7 $ ~ * , � )�# ,.~ & �%,�728 ;) , � !�~+7 * ~ *a& ~ #�)a&�(a& ~ #%) & � )%$ !�! $ �%,�728 �$ , � !�~�!�!�~ $'&�&�#�*�( 7 )%( !�7 , � ! *�( 7E,²�%,�728 �( , � !�~�! #�*�) , )�) ~ & ! #�$+)%( ~ � #�(%$ !+7º�%,�728 ±* , � !�~�! )�*�# , #�(a&�) ! &2$ ! & * � (�*�* !-,²�%,�728:�,�7 , � !�~�! $ !�! &�)�# !-, &�)+& !�7 ! � $ ~+7 )�( �%,�728:�,�, , � !�~�! $ ! *�*�*�)�(�( , ( ! )%) $ � # ~-, )%$ �%,�728:9,.! , � !�~�! $ ~�!+7 $'& , ( 7�7 $ ,%, ! � 7 $�$ ~+7º�%,�728:9,.~ , � !�~�! $ ~�! )a&�$ ,�,�, (+&�# ! # � $ ! * ~�!C�%,�7 8 ¯, & , � !�~�! $ ~�! ( 7 # ,.! *�) !�!�7 , � #�( 7E, ( �%,�7 8 ¯, # , � !�~�! $ ~�! (a&�(%$ ,�, $%$�$%$ & � ~ #�( !�!C�%,�7 8:�

�

queproporcionala aproximacíon , � !�~�! $ ~�! (a&�(%$ ,�, $%$�$%$ , conunerrorinfe-

rior a ,�728 ¯ .# � � CalculamoslospolinomiosdeLagrangeasociados:ý i�� ��
z� � �D�47 � ( 
 � �D��, � ~%
 � �D��, � * 
� 7 � !��A7 � ( 
 � 7 � !ã�´, � ~%
 � 7 � !ã�>, � * 
 ��=7 � (�* ,.~a� � � ~ � )�#�) � ; � & � &�( ~a� � , � $+) ,ý / � ��
z� � �D�47 � !%
 � �D��, � ~%
 � �D��, � * 
� 7 � ( �A7 � !%
 � 7 � ( �´, � ~%
 � 7 � ( �>, � * 
 �~ � 7%~a� � ��,�7 � ~a� ; �´* � & ! & � �>, � &�*%$ý ; � ��
z� � �D�47 � !%
 � �D��7 � ( 
 � �D��, � * 
� , � ~��A7 � !%
 � , � ~ã�47 � ( 
 � , � ~ã�>, � * 
 ���~ � 7%~a� � �´( � $+(�( � ; � ) � ! & !a� � 7 � * !-,.!ý � � ��
z� � �D�47 � !%
 � �D��7 � ( 
 � �D��, � ~%
� , � * �A7 � !%
 � , � * �47 � ( 
 � , � * �>, � ~%
 �7 � (�* ,.~a� � ��! � 7 # � ; � , � ~+7E,F�D��7 � , (�#a& �
Porlo tanto,el polinomiointerpoladorå � � ��
 vienedadoporå � � ��
×� L i ý i � L / ý / � L+; ý ; � L+� ý ���"~ ý i � ! � ! ý / � , � $ ý ; � ! � , ý ���7 � $ ,.~a� � �>, � ~�~ $ � ; �A7 � #�*�#a& � � ~ � , )%$ �
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Si queremosahoraevaluar å � � ,

 , podemosaplicarla regla deHorner(en
su“versíonRuffini”):7 � $ ,.~ ��, � ~�~ $ �=7 � #�*�#a& ~ � , )%$, � 7 � $ ,.~ �=7 � ) ! & �C, � !-, *a&7 � $ ,.~ �=7 � ) ! & ��, � !-, *a& , � *a&�$+)
Finalmente,å � � ,

É�È, � *a&�$+) .) � � El esquematriangulardeNewtones,enestecaso,el siguiente:�=7 � # ! 7 � &! ~ ��, � ! #%$ , &� & , � &�( 7 *�#~ ��, & � )�)�)�)%$~~ � # 7 � #
y proporcionael polinomiointerpoladorå � � ��
��"! � 7 � & � � � 7 � # 
c��, � ! #%$ , & � � � 7 � # 
 � ���²!%
 � , � &�( 7 *%# � � � 7 � # 
 � ����!%
 � ����~%
 �
Recordadque,paraevaluarloenun puntodado,esconvenienteescribirlo

dela formaå � � ��
���! � � � � 7 � # 
 � 7 � &l� � �D��!%
 � �C, � ! #%$ , &�� , � &�( 7 *�# � �³�|~%
�
\
<�
demaneraqueå � � ,

É�"! � � , � 7 � # 
 � 7 � &l� � ,=�|!%
 � ��, � ! #%$ , &�� , � &�( 7 *�# � , ��~%
�
\
�� ( � * ! (�#%$ �
Si añadimos � �:±+�RLa±'
I� � 7-�., � !%
 , el esquemaanteriorse modifica de la

siguientemanera(aprovechando,sin embargo, los cálculosefectuadosan-
teriormente):�=7 � # ! 7 � &! ~ �C, � ! #%$ , &� & , � &�( 7 *�#~ ��, & � )�)�)�)%$ M ��~ TO�C�~ � � �~ � # 7 � # � � M ~|~ ���M � �7 , � !
El polinomiointerpoladoresahoraå ± � ��
��"! � 7 � & � � � 7 � # 
��>, � ! #%$ , & � � � 7 � # 
 � � ��!%
 �, � &�( 7 *�# � � � 7 � # 
 � � ��!%
 � ���|~%
 � 7 � ) ~ ( , � � � 7 � # 
 � � ��!%
 � �D��~%
Ä���
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esdecir, å ± � ��
�� å � � ��
 � 7 � ) ~ ( , � � � 7 � # 
 � � �A!%
 � � ��~%
Ä� �$ � � Notadquela función L � ��
 escrecienteen lasabscisasdadas,demanera

quepodemossuponerque,en esteintervalo, L � ��
 esinvertible. Seaê la
función inversade L enesteintervalo:

v �"L � ��
�9¢� ��ê � v 
 . Porlo tanto,

buscarM quecumpla L �]M 
=� * esequivalentea buscarM �Ïê � * 
 . Puesto
queno conocemosê � v 
 , lo quehacemosesaproximarlapor el polinomio�.� � v 
 queinterpolala tablav G ! � # ! $ ~ � (%$+* ) � &�# ! ,�7 � ~ &�)ê G �=7 � # 7 � , , ! � # �
obtenidaal invertir la tablainicial. El esquematriangulardeNewtones! � # ! $ �=7 � # 7 � &�& ~ (~ � (%$+* 7 � , ��7 � 7%! & 77 � ~ &�*�( 7 � 7�7%~ () � &�# ! , 7 � 7�7 #�#7 � ~ (�# !,�7 � ~ &�) ! � #
y el polinomiointerpoladorasociado�.� � v 
z� �=7 � #�� 7 � &�& ~ ( � v �|! � # ! $ 
��7 � 7%! & 7 � v ��! � # ! $ 
 � v ��~ � (%$+* 
 �7 � 7�7%~ ( � v ��! � # ! $ 
 � v ��~ � (%$+* 
 � v � ) � &�# !%
 �
Paraevaluar � � � v 
 enel punto

v � * , lo escribimosdela forma�.� � v 
��È�=7 � #l� � v �|! � # ! $ 
 � 7 � &�& ~ (%�� v ��~ � (%$+* 
 � �=7 � 7%! & 7 � 7 � 7�7%~ ( � v � ) � &�# !%
�
c
 �
Porlo tanto, M ��ê � * 
É�#� � � * 
 donde�.� � * 
��È�=7 � #²� � * ��! � # ! $ 
 � 7 � &�& ~ (%�� * ��~ � (%$+* 
 � �=7 � 7%! & 7 � 7 � 7�7%~ ( � * � ) � &�# !%
�
Ç
���, � (�*�( , �
Esdecir, tenemosque L � , � (�*�( ,

0� * .( � � Consideremosla tabladevaloressiguiente:� G ! ~ &L G $ � ~�! # ( � *%$+# ) � 7E, (L ÆG ! � !�~ & �=7 � &�# ~ , � 7E, (
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Entonces,el esquemadediferenciasgeneralizadases:! $ � ~�! # � � �STSP! $ � ~�! # �=7 � #�(a&, � )�# ��, � # , *~ ( � *%$+# ��! � ,�7%~ 7 � )�#�*��M � P��OT �=7 � !+7�7 # , � ~ & 7~ ( � *%$+# ��! � # 7 & ~ � ~ & 7��! � *�#%$ ) � &�$+*& ) � 7E, ( ~ � *%$+#� � M �Z�& ) � 7E, (
�

quedalugaral polinomiodeHermite< � � ��
�� $ � ~�! #l� ! � !�~ & � �³��!%
���7 � #�(a& � �D�|!%
 ; �, � # , * � �³��!%
 ; � �@�|~%
 � 7 � )�#�* ~ � �³��!%
 ; � �D��~%
 ; �, � ~ & 7 � �³��!%
 ; � �@�|~%
 ; � �@� & 
 �* � � Queremosusarla regladelostrapecioscompuestaparaaproximarel valor

dela integral ` ±� �ut � � � , � ¡ rt�va%���
con � � & � ( y , ) subintervalos. Sabemosque P��µ~ y QÐ� & . En el
primercaso,tenemos J@� & �|~& �^7 � ! # �
que da lugar a � G �xP � HÐ�nJU�¢~ � HÐ�E7 � ! # , para H��Ñ7-�.,+� ����� � & iL G �"L � � G 
��.�u� � �G � , � ¡ rt� G , y a la tablaH � G L G7 ~ � 7�7�7�7�7�7�7�7 # � ( ,.~�~+7 *�( ,, ~ � ! # 7�7�7�7�7�7 $ � 7�7 #�) ! )%$+)! ~ � # 7�7�7�7�7�7�7 ( � ! *�( 7 $�$ !�!~ ~ � $+# 7�7�7�7�7�7 * � )�(�(�*�) ~ * !& & � 7�7�7�7�7�7�7�7 ,�, � , $+)�)�) ! &�#
La fórmuladetrapeciosproporciona,con �Ñ� & subintervalos,la aproxi-
macíon f ± � L�
�� ( � ~ $ , * ,.~ # , .
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Análogamente,con �¼� ( tenemos:J���,
� ( �^7 � ,.! # y dela tablaH � G L G7 ~ � 7�7�7�7�7�7�7�7 # � ( ,.~�~+7 *�( ,, ~ � ,.! # 7�7�7�7�7 ) � ~ *�)�(a& ~-, &! ~ � ! # 7�7�7�7�7�7 $ � 7�7 #�) ! )%$+)~ ~ � ~ $+# 7�7�7�7�7 $ � ) ~ *a&�& ! * !& ~ � # 7�7�7�7�7�7�7 ( � ! *�( 7 $�$ !�!# ~ � ) ! # 7�7�7�7�7 ( � *�( ,.~-, *a& !) ~ � $+# 7�7�7�7�7�7 * � )�(�(�*�) ~ * !$ ~ � (%$+# 7�7�7�7�7 ,�7 � & !+7 ( ,�7E,.!( & � 7�7�7�7�7�7�7�7 ,�, � , $+)�)�) ! &�#
obtenemosf � � L�
É� ( � ~ )�#%$+#�(%$ 7 .
Siguiendola mismaidea,con �Ñ�Å, ) subintervalos: J��Å,
�2, ) �67 � 7 ) ! #
y dela tabla H � G L G7 ~ � 7�7�7�7�7�7�7�7 # � ( ,.~�~+7 *�( ,, ~ � 7 ) ! # 7�7�7�7 ) � ,�7E, * 7 )a&�(! ~ � ,.! # 7�7�7�7�7 ) � ~ *�)�(a& ~-, &~ ~ � , (%$+# 7�7�7�7 ) � )�*�( 7 * !�~ && ~ � ! # 7�7�7�7�7�7 $ � 7�7 #�) ! )%$+)# ~ � ~-,.! # 7�7�7�7 $ � ~-, *a& , * ! )) ~ � ~ $+# 7�7�7�7�7 $ � ) ~ *a&�& ! * !$ ~ � & ~ $+# 7�7�7�7 $ � *�)�#�)%$ ,�7 #( ~ � # 7�7�7�7�7�7�7 ( � ! *�( 7 $�$ !�!* ~ � #�) ! # 7�7�7�7 ( � ) ~ )�) ~ # ! *,�7 ~ � ) ! # 7�7�7�7�7 ( � *�( ,.~-, *a& !,�, ~ � )�(%$+# 7�7�7�7 * � ~�~�!-,�7 & 7 &,.! ~ � $+# 7�7�7�7�7�7 * � )�(�(�*�) ~ * !,.~ ~ � ( ,.! # 7�7�7�7 ,�7 � 7 # , (%$'& , #, & ~ � (%$+# 7�7�7�7�7 ,�7 � & !+7 ( ,�7E,.!, # ~ � * ~ $+# 7�7�7�7 ,�7 � $+*�#%$'&�$+#a&, ) & � 7�7�7�7�7�7�7�7 ,�, � , $+)�)�) ! &�#
seobtienef�/ 9 � L�
t� ( � ~ )a& !-, *�*�* . Si usamoswiris parahacerestecálculo
obtenemos

( � ~ ) ~ $ 7 $ 7 $+* (véasela figura29).,�7 � � Enestecaso,tenemosP��^7-� Q=�È,+� �µ� #
y, por lo tanto, J�� ,=��7! � # �^7 � , . Aśı pues,lasabscisase imágenesa con-
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FUOC � P06/75005/01001.Ḿodulo5 93 MétodosbásicosdeCálculoNumérico

Figura29: IntegracíonnuméricaconWiris

siderarson:� G �^P � Hã��JD�"Hã�.7 � ,+� L G ��L � � G 
É��� ;G ¿ n G F �
quecorrespondena la tablasiguiente:H � G L G7 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7 7 � 7�7�7�7�7�7�7�7, 7 � ,�7�7�7�7�7�7�7 7 � 7E,�7E,�7�7 # 7! 7 � !+7�7�7�7�7�7�7 7 � 7 & , ) ~�! & ~~ 7 � ~+7�7�7�7�7�7�7 7 � 7 *�(a&�$+#�)�*& 7 � & 7�7�7�7�7�7�7 7 � , (%$�$+) , $'&# 7 � # 7�7�7�7�7�7�7 7 � ~�!-,�7�7 ) ~ #) 7 � ) 7�7�7�7�7�7�7 7 � # , #�*�*�(�#�*$ 7 � $ 7�7�7�7�7�7�7 7 � $+*�*�( ~ &�*�#( 7 � ( 7�7�7�7�7�7�7 , � !-,.~ $'&�$�$+)* 7 � * 7�7�7�7�7�7�7 , � ( !+7 ( 7 #a&�$,�7 , � 7�7�7�7�7�7�7�7 ! � $ , ( ! ( , ( ~
Porlo tanto,q � � L�
�� 7 � ,~ � L i �|& L / � !²L+; � ����� � !lL � �[& L�� � L / i 
��^7 � ) ! $+* , # , ) �
Recordadqueel errorcometidoal aplicarla fórmulacompuestadeSimp-

sonesdel tipo
W � J ± 
 . Puestoque J[�è7 � , , ennuestrocasoesteerror es

del tipo ,�7 8 ± , demaneraquepodŕıamosdecirque q � � L�
 tieneentretresy

cuatrocifrasdecimalescorrectas,aproximadamente.
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Glosario

abscisade interpolación f Primeracomponenteo abscisadecadaunodelos

puntosenlosquebuscamosel polinomiointerpolador.
algoritmo numérico m Procedimientodecálculoqueconsisteencumplir un
conjuntoordenadoy finito de instruccionesqueconduce,unavezespecifica-

doslosdatos,aunasolucíonaproximadadel problema.
cero de una función m Valor de la variablequeda comoresultadocerosi

evaluamosenél la funcióndada.
fenómenode Rungem Grandivergenciaenlos extremosdel intervalo dein-

terpolacíon entreuna función y el polinomio interpoladorcuandoéstetiene
gradoalto (mayoro igualque

*
, aproximadamente).

interpolación de Hermite f Problemaen el quesebuscaun polinomio que
interpolela funcióny algunasdesusderivadasenunconjuntodadodepuntos.
métododela biseccíon mMétodoparaencontraruncerodeunafuncióncon-

sistenteensituarloenunintervalodelongitudcadavezla mitaddela longitud
del interval precedente.

métodode Lagrange m Método,deinteŕesteórico peropocoeficientedesde
unpuntodevistanumérico,paraobtenerel polinomiointerpoladordeuncon-

junto depuntos.
métodode la secantemCerosdefunciones.Métodosimilaral deNewtonen
el quela aproximacíondela funciónseefect́uamediantela rectasecante.

método de Newton (ceros de funciones) m Métodoque proporcionauna
sucesíon de iteradosobtenidosal aproximarla función en un punto por su

rectatangente.TambíenseconocecomométododeNewton-Raphson.
métodode Newton (interpolación de funciones)m Esel métodomáshabit-

ual y eficientedecálculodel polinomiointerpolador, basadoenun desarrollo
dela fórmuladeTaylor, aplicadohábilmenteal problemaquenosinteresa.

métodode regula falsi m Cerosde funciones.Variantedel métododela se-
canteen el queen cadaiteracíon, efectuadaaproximandola función por la
rectasecante,seseleccionaaquelintervalo quemuestraun cambiode signo

dela función.
polinomio interpolador deun conjunto depuntosmPolinomiocuyagráfica

pasapor lospuntosdados.
regladeHorner f Algoritmo, basadoenla regladeRuffini, quepermiteeval-

uarunpolinomioenunpuntoconel mı́nimonúmerodeoperaciones.
regladeSimpsonf Métododecálculoaproximadodeunaintegralapartir de
la interpolacíondegrado ! .
regla de los trapecios f Métodoańalogoal anterior, pero que interpolala
funciónconunpolinomiodegrado , .
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New York / Berĺın / Heidelberg: Springer.


