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Dep. de Matemática Aplicada y Telemática
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2.2.2. Caso de intersección no vaćıa . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3. Ubicación de los d́ıgonos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4. Subgrafos fundamentales adyacentes . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5. Grupo de automorfismos del grafo subyacente . . . . . . . . . . 30

3
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Introducción

El marco en el que se sitúa esta tesis es el de la Teoŕıa de Grafos como fuente
de modelos para Redes de Interconexión.

El conocimiento de ciertas propiedades de los grafos y digrafos revierte direc-
tamente en las prestaciones de las redes de interconexión que en ellos se basan.
Aparte de las caracteŕısticas obvias como son el número de vértices (o nudos de
la red) y el número de arcos o ramas en cada vértice (enlaces uni y bidirecciona-
les de la red en cada nudo), también son importantes, entre otras caracteŕısticas,
el diámetro del grafo o digrafo (o máxima distancia entre dos nudos, medida
por el número de enlaces que hay que recorrer), la conectividad (o número de
elementos que es preciso destruir para que la red deje de funcionar), la simetŕıa
y la vulnerabilidad del diámetro ante posibles fallos (o lo que se degrada dicho
diámetro cuando falla un cierto número de elementos de la red).

Una fuente importante de digrafos útiles como modelos de redes de interco-
nexión es la técnica del digrafo ĺınea iterado, ejemplo de ello son los conocidos
digrafos de de Bruijn y de Kautz. Entre otros aspectos, conviene destacar que la
aplicación del digrafo ĺınea a un digrafo aumenta la conectividad, manteniendo
un buen diámetro (ver, por ejemplo, [12]). Por otra parte, el digrafo ĺınea de
un digrafo tiene el mismo grupo de automorfismos que el digrafo original. Ello
es importante, ya que una gran simetŕıa del digrafo (grupo de automorfismos
mayor) conduce a algoritmos de encaminamiento más sencillos.

En el estudio de redes bidireccionales se ha demostrado que los grafos de de
Bruijn y de Kautz presentan también buenas propiedades.

En este trabajo, hemos querido analizar la utilidad en general de los grafos
subyacentes a los digrafos ĺınea iterados como modelos para redes con enlaces
bidireccionales.

El trabajo presentado se centra en el estudio de algunas propiedades de los
grafos subyacentes a los digrafos que se obtienen tomando distintas iteraciones
del digrafo ĺınea de un digrafo dado. El digrafo de partida debe cumplir ciertas
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6 INTRODUCCIÓN

restricciones. En particular, debe tener grado mı́nimo no inferior a 2 y debe ser
simple, es decir, sin arcos paralelos. En los párrafos siguientes denominaremos
a tales digrafos ĺınea digrafos ĺınea restringidos.

Las secciones siguientes de este caṕıtulo se dedican a dar las definiciones,
notaciones y nomenclatura utilizadas en este trabajo.

En el Caṕıtulo 2 se da una caracterización de los grafos subyacentes a digrafos
ĺınea restringidos. Esta caracterización es similar a la introducida por Harary y
Norman en [14] y se basa en la determinación de dos particiones adecuadas del
conjunto de vértices. Ello permite expresar el grafo a partir de un conjunto de
subgrafos especiales denominados subgrafos fundamentales.

Con las herramientas introducidas en el caṕıtulo se demuestra que, salvo
en un conjunto reducido de casos, para cada grafo subyacente a un digrafo
ĺınea restringido, G, existen a lo sumo dos orientaciones como digrafo ĺınea
restringido, G y su inverso −G (pudiendo ser ambos isomorfos).

Este resultado equivale a afirmar que salvo ciertas excepciones las particiones
utilizadas en la caracterización de un grafo subyacente a un digrafo ĺınea son
únicas.

Además, el resultado anterior se puede relacionar con el grupo de automor-
fismos del grafo y el de sus orientaciones como digrafo ĺınea restringido. En
particular, el grupo de automorfismos de la orientación tiene ı́ndice 1 o 2 en el
grupo de automorfismos del grafo.

La aplicación del resultado anterior a los grafos de de Bruijn y de Kautz
permite caracterizar totalmente el grupo de automorfismos. En el caso de los
grafos de de Bruijn, la estructura del grupo de automorfismos ya fue conjeturada
por J. Bond ([4]).

Los grafos subyacentes a digrafos ĺınea restringidos que no satisfacen los
resultados anteriores (grafos excepcionales) provienen de dos familias distintas:
los grafos subyacentes a digrafos con d́ıgonos adyacentes y los grafos subyacentes
a digrafos 2–regulares.

En el Caṕıtulo 3, se clasifican totalmente los grafos de la segunda familia
utilizando para ello el lenguaje de digrafos recubridores. El valor del ı́ndice
del grupo de automorfismos de las orientaciones para los grafos excepcionales
clasificados resulta ser 4 excepto en un caso en que vale 6.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se estudia la conectividad de los grafos subya-
centes a digrafos ĺınea restringidos a partir de la conectividad del propio digrafo,
y en el Caṕıtulo 5 se determinan las longitudes posibles de los ciclos de los di-
grafos de Kautz (siguiendo los resultados ya presentados por Lempel en [21]).



Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

Definiremos en este caṕıtulo los conceptos básicos de Teoŕıa de Grafos y las
notaciones utilizadas a lo largo de este trabajo.

1.1. Grafos

Podemos definir un grafo G0 como el par (V,E) donde V es el conjunto de
vértices y E el conjunto de ramas de G0. Cada rama del grafo es un par no
ordenado de vértices que se denominan extremos. Denotaremos indistintamente
por x y o por y x la rama cuyos extremos son los vértices x e y.

El conjunto de ramas de un grafo define la relación de adyacencia entre sus
vértices, de modo que dos vértices x e y son adyacentes si existe la rama x y.
Denotaremos por Γ(x) el conjunto de todos los vértices adyacentes al vértice x.
El número de vértices adyacentes a x se denomina grado del vértice. Diremos que
un grafo es regular si todos sus vértices tienen el mismo grado. Denominamos
grado máximo y grado mı́nimo del grafo, denotados por ∆ y δ respectivamente,
al máximo y mı́nimo de los grados de los distintos vértices del grafo.

En este trabajo nos restringimos al uso de grafos simples, es decir, grafos en
los que no existen varias ramas con los mismos vértices extremos, y sin ramas
de la forma x x (denominadas autolazos).

Por otra parte, diremos que un vértice x es incidente a una rama e si ésta
tiene a x como vértice extremo. Finalmente, la propia estructura del grafo per-
mite definir una relación de adyacencia entre sus ramas. Diremos que dos ramas
son adyacentes si tienen un vértice extremo en común.

Diremos que el par (V ′, E ′) es un subgrafo de (V,E) si V ′ ⊂ V , E ′ ⊂ E y
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8 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

todas las ramas de E ′ tienen sus vértices extremos en V ′. Un subgrafo (V ′, E ′) se
denomina inducido si E ′ contiene todas las ramas de E cuyos vértices extremos
pertenecen a V ′.

1.2. Digrafos

Un digrafo o grafo dirigido G se define de manera análoga a la anterior. En
este caso, un digrafo es un par de conjuntos (V,A) en el que V es el conjunto
de vértices y A el de arcos. Un arco de G es un par ordenado de vértices de G,
que también denominaremos extremos. Denotaremos por x −→ y al arco cuyos
extremos son x e y.

La relación de adyacencia definida en un digrafo ya no es simétrica. Por
ello, dado el arco x −→ y diremos que x es adyacente hacia y y que y es
adyacente desde x. Denotaremos por Γ+(x) y por Γ−(x) los conjuntos de vértices
adyacentes desde y hacia x, respectivamente. El número de vértices adyacentes
desde o hacia x se denomina grado de salida o de entrada, respectivamente.

En este trabajo utilizaremos principalmente digrafos simples, es decir, en los
que no hay varios arcos con los mismos vértices extremos, salvo el caso de tener
dos arcos en sentido contrario o d́ıgono. Sin embargo, permitiremos la existencia
de arcos de la forma x −→ x, denominados autolazos.

Diremos que un digrafo es localmente regular si en cada vértice coinciden
el grado de salida y el de entrada. Si, además, coinciden todos los grados de
entrada y de salida de todos los vértices, se dice que el digrafo es regular (o d–
regular si se quiere indicar que el grado es exactamente d). Denominamos grado
máximo de salida y grado mı́nimo de salida del digrafo, denotados por ∆+ y δ+

respectivamente, al máximo y mı́nimo de los grados de salida de los distintos
vértices del grafo. Análogamente, definimos los grados mı́nimo y máximo de
entrada, denotados por ∆− y δ−, respectivamente. Denominamos grado máximo
y grado mı́nimo del digrafo, denotados por ∆ y δ respectivamente, al máximo y
mı́nimo de los grados de entrada o de salida de los distintos vértices del grafo.

Análogamente a los grafos, diremos que el arco x −→ y es incidente desde x
y es incidente hacia y. Diremos también que el arco x −→ y es adyacente hacia
el arco y −→ z, y que el arco y −→ z es adyacente desde el arco x −→ y.

Diremos que el par (V ′, A′) es un subdigrafo de (V,A) si V ′ ⊂ V , A′ ⊂ A y
todas los arcos de A′ tienen sus vértices extremos en V ′. Un subdigrafo (V ′, A′)
se denomina inducido si A′ contiene todas los arcos de A cuyos vértices extremos
pertenecen a V ′.
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Dado un digrafo G definimos su grafo subyacente UG como el grafo simple
que tiene el mismo conjunto de vértices que G y que tiene la rama x y si y
sólo si G tiene el arco x −→ y o el arco y −→ x, excepto el caso de los autolazos,
que se suprimen.

Rećıprocamente, diremos que un digrafo G es una orientación del grafo G0 si
G0 = UG. Nótese que si no imponemos alguna restricción adicional, el número
de orientaciones posibles de un grafo es, en general, elevado.

Denominamos digrafo inverso de G, denotado por −G, al digrafo que tiene
los mismos vértices de G y los arcos opuestos, es decir, si G contiene el arco
x −→ y, −G tiene el arco y −→ x. Evidentemente, G y −G son orientaciones
de un mismo grafo.

1.3. Grafos y digrafos completos

El grafo completo de n vértices, Kn, es el grafo de n vértices que contiene
todas las ramas posibles (excluyendo autolazos).

El grafo bipartito completo con n y m vértices, Kn,m, tiene un conjunto de
vértices que consta de dos partes: A con n vértices y B con m vértices. Las
ramas de Kn,m son todas las ramas posibles que tienen un extremo en A y el
otro en B.

Las versiones dirigidas de los grafos anteriores son los digrafos completos con
o sin autolazos y los digrafos bipartitos completos.

El digrafo completo con autolazos y con n vértices, K◦n, tiene todos los arcos
posibles, es decir, V × V . El digrafo completo sin autolazos, K∗n, se obtiene
suprimiendo en el anterior los n autolazos.

El digrafo bipartito completo (unidireccional) con n y m vértices, ~Kn,m, se
define como en el caso anterior, dividiendo el conjunto de vértices en dos partes:
A con n vértices y B con m vértices. El conjunto de arcos es el conjunto A×B.
Denotaremos a dicho digrafo simplemente por A×B.

Nótese la diferencia entre la definición anterior y la conjunción de los digrafos
G y H, denotada por G ⊗ H, cuyo conjunto de vértices es V (G) × V (H) y el
vértice (g1, h1) es adyacente hacia el vértice (g2, h2) si g1 es adyacente hacia g2
en G y, a su vez, h1 es adyacente hacia h2 en H.
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1.4. Ciclos y caminos

Denominamos recorrido de un grafo (digrafo) G a toda secuencia de vértices
x0, x1, . . . , xn tal que cada vértice sea adyacente (desde) el anterior. La longitud
del recorrido es el número de ramas (arcos) recorridos en la secuencia (pudiendo,
en general, estar repetidos). Un recorrido del grafo subyacente a un digrafo G se
denomina en general recorrido no dirigido, pudiendo en particular ser también
un recorrido dirigido.

Denominaremos circuito a todo recorrido cerrado que no repite ramas (ar-
cos). Denominamos circuito euleriano a todo circuito que recorre todas las ramas
(arcos) del grafo (digrafo). Se puede demostrar que en todo digrafo localmente
regular existen circuitos eulerianos (ver [6]).

Denominamos camino a todo recorrido que no repite vértices. Si un camino
es cerrado, se le denomina ciclo. Un ciclo que contiene a todos los vértices de
un grafo (digrafo) es denominado ciclo hamiltoniano.

Los ciclos de longitud 1 son los autolazos y los de longitud 2 son d́ıgonos.
Denominamos girth de un grafo (digrafo) a la longitud de su ciclo más corto.

Definimos distancia entre dos vértices x e y de un grafo o un digrafo como
la longitud del camino más corto desde x hacia y. Nótese que en el caso de un
digrafo, la distancia desde x hacia y no tiene porqué coincidir con la distancia
desde y hacia x.

Se denomina diámetro de un grafo o digrafo al valor máximo de las distancias
entre todos los pares de vértices del grafo o digrafo.

Diremos que un grafo o digrafo es localmente finito si para todo vértice x, los
conjuntos Γ(x) o bien Γ+(x) y Γ−(x) son finitos y la distancia entre dos vértices
cualesquiera es finita.

1.5. Conectividad

Diremos que un grafo es conexo si existen caminos que conectan dos vértices
cualesquiera. Dado que en el caso de los digrafos la relación de adyacencia no
tiene que ser necesariamente simétrica, decimos que un digrafo es conexo si para
todo par de vértices, x e y, existen caminos que van desde x hacia y y viceversa.

Diremos que un digrafo es débilmente conexo si su grafo subyacente es cone-
xo.

Un grafo no conexo puede verse como la unión de grafos conexos disjuntos
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en vértices. Cada uno de dichos grafos se denomina componente conexa. Las
componentes conexas establecen una partición del conjunto de vértices del grafo.

Un vértice aislado es un vértice que no tiene ramas incidentes a él. Todo
vértice aislado es en śı mismo una componente conexa del grafo.

En el caso de digrafos, decimos que un vértice es una fuente si su grado de
entrada es nulo. Rećıprocamente, si es nulo el grado de salida, decimos que es
un sumidero.

Un subconjunto de vértices, F , de un grafo (digrafo) es un conjunto de corte
si el grafo (digrafo) resultante al suprimir los vértices de F y las ramas (arcos)
incidentes a los mismos es no conexo. Análogamente, un subconjunto de ramas
(arcos) F de un grafo (digrafo) es un conjunto de corte si al suprimir las ramas
(arcos) de dicho conjunto el grafo (digrafo) resultante no es conexo.

Denominamos conjunto de corte minimal a todo aquel conjunto de corte de
vértices, ramas o arcos tal que ninguno de sus subconjuntos es a su vez conjunto
de corte.

La conectividad o vértice–conectividad de un grafo (digrafo), denotada por
κ, es el mı́nimo número de vértices que puede contener un conjunto de corte.
Análogamente, la rama–conectividad de un grafo (arco–conectividad de un digra-
fo), denotada por λ, es el mı́nimo número de ramas (arcos) que puede contener
un conjunto de corte.

Es ampliamente conocido (ver [6]) que en cualquier grafo o digrafo G pode-
mos establecer las siguientes desigualdades

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δG.

Denominamos conectividad máxima al grado mı́nimo δ, que siempre es una
cota superior de la conectividad.

Nótese que para desconectar un grafo (digrafo) basta suprimir todas las
ramas incidentes (arcos incidentes desde o hacia) a un vértice dado, o bien todos
los vértices adyacentes desde (o hacia) un vértice dado. Denominamos conjunto
de corte trivial a todo conjunto de corte tal que el grafo (digrafo) resultante al
ser suprimidos los elementos del conjunto de corte tiene algún vértice aislado.

Decimos que un grafo o digrafo es super–conexo si tiene conectividad máxima
y los únicos conjuntos de corte con κ vértices son triviales. Definimos análoga-
mente los grafos super–rama–conexos y los digrafos super–arco–conexos.

Se puede demostrar que dados dos vértices cualesquiera, x e y, de un grafo
o digrafo conexo existen κ caminos desde x hacia y disjuntos en los vértices
intermedios. Análogamente, dados dos vértices cualesquiera, x e y, de un grafo
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(digrafo) conexo existen λ caminos desde x hacia y disjuntos en ramas (arcos)
(ver [6]).

1.6. Automorfismos

Dados dos grafos G1 y G2 podemos definir aplicaciones entre sus conjuntos
de vértices que conserven en cierto grado la relación de adyacencia.

Diremos que una aplicación ψ : V (G1) −→ V (G2) es un morfismo de grafos
si transforma ramas en ramas, esto es, x y es una rama de G1 si y sólo si
ψ(x) ψ(y) es rama de G2.

Como es habitual, diremos que la aplicación anterior es un isomorfismo de
grafos si además es una biyección, y diremos que es un automorfismo si además
G1 y G2 son el mismo grafo. Los automorfismos de un grafo con la composición
forman grupo. Denotamos el grupo de automorfismos de un grafo G por AutG.

Las definiciones y notaciones son análogas en el caso de digrafos. Obsérvese
que un morfismo de digrafos es, en particular, un morfismo de los grafos sub-
yacentes. Aśı, dado un digrafo G tenemos que AutG es subgrupo de AutG0.
Claramente, el añadir direcciones a las ramas de un grafo puede, en general,
disminuir la simetŕıa, pero la reducción puede ser pequeña si se imponen res-
tricciones adicionales en el momento de orientar el grafo.

Siguiendo la nomenclatura habitual, diremos que un grupo de permutaciones
de los vértices del grafo o digrafo actúa semiregularmente si la única permutación
que deja algún vértice invariante es la identidad. Diremos que dicho grupo actúa
transitivamente si existen permutaciones en dicho grupo que transforman un
vértice dado en cualquier otro vértice del grafo o digrafo. Si se cumplen ambas
condiciones diremos que el grupo actúa regularmente.

Dado un grupo Γ y un conjunto generador del mismo {g0, . . . , gd−1} podemos
definir un digrafo cuyos vértices son los elementos de Γ y las ramas son de la
forma x −→ gix con i = 0, . . . , d− 1. A dicho digrafo se le denomina diagrama
de Cayley del grupo Γ con el conjunto generador {g0, . . . , gd−1}.

A cada elemento de Γ se le asocia de manera natural una permutación del
conjunto de vértices del diagrama de Cayley, que justamente es la acción por
la izquierda de dicho elemento. De este modo, Γ es isomorfo a un subgrupo del
grupo de automorfismos del diagrama de Cayley y, además, actúa regularmente
sobre sus vértices.
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1.7. Coloraciones

Aunque habitualmente se definen coloraciones tanto para grafos como para
digrafos, en este trabajo sólo se requiere el uso de coloraciones de digrafos re-
gulares. Del mismo modo, se pueden colorear tanto arcos como vértices como
ambos objetos. Aqúı nos restringiremos al caso de arco–coloraciones de digrafos
regulares.

Dado un digrafo G definimos arco–coloración de G a toda aplicación del
conjunto de arcos a un conjunto de colores {c0, . . . , cn−1}, tal que dos arcos
incidentes desde o hacia un mismo vértice tengan distinto color.

Claramente, el número de colores de una arco–coloración debe ser como
mı́nimo el grado máximo del digrafo. En el caso de un digrafo d–regular se
demuestra que existen coloraciones del mismo con exactamente d colores (ver
[6]).

En este caso, en cada vértice x hay exactamente un arco de cada color
incidente hacia x y exactamente un arco de cada color indidente desde x. Aśı,
una manera de definir la coloración es dar en cada vértice una biyección entre
γ−(x) y γ+(x), donde γ−(x) denota el conjunto de arcos incidentes hacia x y
análogamente γ+(x) son los arcos incidentes desde x.

Fijando la atención en un color concreto de la coloración, el subdigrafo de G
que contiene únicamente los arcos de dicho color es un subdigrafo 1–regular, es
decir, un conjunto de ciclos disjuntos en vértices que cubren todos los vértices
del digrafo. A dicho subdigrafo se denomina 1–factor.

Considerando de nuevo todos los colores, tenemos un conjunto de d 1–
factores (uno para cada color) disjuntos en arcos que cubren todo el digrafo
G. Podemos escribir la descomposición anterior en 1–factores como

G = F0 ⊕ . . .⊕ Fd−1

donde Fi es el 1–factor asociado al color i y la operación ⊕ aplicada a dos
subdigrafos disjuntos en arcos define un subdigrafo que contiene los arcos de
ambos. A toda descomposición de un digrafo en 1–factores disjuntos en arcos
se denomina 1–factorización.

Desde otro punto de vista, cada color i de la coloración del digrafo d–regular,
G, define de manera natural una permutación σi de los vértices de G tal que si
x es un vértice de G, x −→ σi(x) es un arco de G coloreado con el color i.

Podemos hablar indistintamente del color, del 1–factor asociado o de la per-
mutación de vértices que define.
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1.8. Digrafo ĺınea

A partir de la definición de digrafo, se introduce de manera natural la relación
de adyacencia entre los arcos del mismo. Esta relación de adyacencia es suficiente
para definir un nuevo digrafo denominado digrafo ĺınea.

El digrafo ĺınea de un digrafo no trivial G, denotado por LG, tiene por
vértices los arcos de G y la relación de adyacencia entre sus vértices es la definida
entre los correspondientes arcos de G.

Dada la definición natural del digrafo ĺınea, es posible definir digrafos ĺınea
iterados un número arbitrario de veces. Como es habitual, denotamos por LnG
al digrafo ĺınea del digrafo Ln−1G.

Muchas de las propiedades de interés del digrafo original se conservan, o
incluso mejoran, al pasar al digrafo ĺınea. Es por ello, que la técnica del digrafo
ĺınea ha sido ampliamente estudiada por muchos autores (ver, por ejemplo, [1],
[10], [12], [14] y [15]).

Citaremos aqúı algunos resultados relevantes. Los grados mı́nimo y máximo
de entrada y de salida de un digrafo ĺınea son los mismos que los del digrafo
original. De ello se deduce que si un digrafo es d–regular, también lo es su digrafo
ĺınea. No ocurre aśı si exigimos únicamente que el digrafo sea localmente regular.

Dado que los arcos de un digrafo G son vértices del digrafo ĺınea, los recor-
ridos de G inducen de la manera natural recorridos en LG pero con longitud
una unidad menor. En el caso particular de los recorridos cerrados, el recorrido
inducido es cerrado y tiene la misma longitud que el original.

Por otra parte, si un recorrido de G no repite arcos, el recorrido inducido en
LG es un camino. Aśı, un circuito de G induce un ciclo en LG.

Del mismo modo, si tenemos caminos disjuntos en arcos en G éstos indu-
cen caminos disjuntos en vértices en su digrafo ĺınea. En particular, una 1–
factorización de G induce un 1–factor de LG.

A partir de los caminos inducidos en el digrafo ĺınea se puede ver que si
un digrafo G es conexo, su digrafo ĺınea también lo es. Efectivamente, para
establecer un camino entre dos vértices e y f de LG basta considerar el camino
inducido por el camino de G que conecta en G el vértice final del arco e con
el vértice inicial del arco f . Más aún, la vértice conectividad del digrafo LG es
igual a la rama–conectividad de G. De aqúı se deducen las desigualdades

κ(G) ≤ λ(G) = κ(LG) ≤ λ(LG) ≤ δLG = δG

que muestran que la conectividad del digrafo ĺınea es como mı́nimo la del digrafo
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original. En este sentido se obtienen resultados importantes en [11].

Otro aspecto importante a destacar es que el grupo de automorfismos del
digrafo LG es isomorfo al grupo de automorfismos del digrafo G, siendo G cone-
xo (ver [1] y [15]). Esto permite conocer fácilmente el grupo de automorfismos
de digrafos arbitrariamente grandes, ya que, cada vez que aplicamos el digrafo
ĺınea a un digrafo d–regular obtenemos un digrafo cuyo número de vértices es
d veces superior al del primero.

Una condición necesaria y suficiente para que un digrafo G sea digrafo ĺınea
de algún digrafo es la condición de Heuchenne (ver [16]), que establece que
dados los tres arcos del digrafo x −→ y, x −→ z y t −→ y entonces también
existe el arco t −→ z. Gran parte de las caracteŕısticas y propiedades de los
digrafos ĺınea se pueden justificar por razonamientos de carácter local a partir
de la condición de Heuchenne.

Sin embargo, la condición de Heuchenne no impide que el digrafo en cuestión
sea el digrafo ĺınea de un digrafo con arcos paralelos, es decir, con arcos que
tienen los dos extremos en común y que van en el mismo sentido.

Por otra parte, un digrafo ĺınea G puede ser a la vez digrafo ĺınea de varios
digrafos distintos, pero solamente en el caso de que G presente fuentes y/o
sumideros, es decir, que su grado mı́nimo sea nulo.

Para evitar estos problemas introducimos un concepto más restringido que
el de digrafo ĺınea pero que mantiene las buenas propiedades del mismo.

1.9. Digrafos ĺınea restringidos

Diremos que un digrafo ĺınea G es restringido si su grado mı́nimo es como
mı́nimo 2 y dados dos vértices x e y cualesquiera existe a lo sumo un camino de
longitud 2 desde x hacia y.

La primera condición asegura, entre otras cosas, que existe un único digrafo
G′ que tiene a G como digrafo ĺınea. La segunda condición equivale a imponer
que G′ no tenga arcos paralelos.

Nótese que un digrafo ĺınea por definición nunca presenta arcos paralelos.
Aśı, el digrafo ĺınea de un digrafo ĺınea de grado mı́nimo superior o igual a 2 es
siempre un digrafo ĺınea restringido.

La restricción anterior sobre un digrafo ĺınea equivale a prohibir los subdi-
grafos de la Figura 1.1. En particular, puede haber a lo sumo un autolazo o
d́ıgono en cada vértice del digrafo.
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Figura 1.1: Subdigrafos prohibidos en un digrafo ĺınea restringido.

Figura 1.2: Orientaciones posibles de un recorrido de longitud 4 en un digrafo
ĺınea restringido.

La condición de grado mı́nimo no inferior a 2 garantiza, por la condición de
Heuchenne, que todo arco (y, por tanto, todo vértice) se halla en algún recorrido
no dirigido de longitud 4. En efecto, dado un arco x −→ y existen dos vértices
a y b tales que los arcos a −→ y y x −→ b están en el digrafo ĺınea restringido.
Por la condición de Heuchenne, también debe existir el arco a −→ b, que cierra
el recorrido no dirigido de longitud 4 citado.

Si además el digrafo no tiene autolazos, los cuatro vértices a, b, x e y son
distintos y, entonces, el recorrido se convierte en un ciclo no dirigido, es decir,
un ciclo del grafo subyacente. Esta propiedad será útil para evaluar la rama–
conectividad de los grafos subyacentes a los digrafos ĺınea restringidos.

Nótese que los recorridos cerrados no dirigidos de longitud 4 en un digrafo
ĺınea restringido sólo pueden aparecer con las orientaciones de la Figura 1.2, es
decir, ramas no adyacentes del recorrido están orientadas en sentido inverso.

La restricción de los digrafos ĺınea no supone una pérdida importante de
generalidad, especialmente en el caso de modelos de redes de interconexión en
las que raramente se utilizan nodos con grado de entrada o de salida menor que
2, ni se duplican caminos de longitud 2.
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1.10. Digrafos de de Bruijn y de Kautz

Dentro de los digrafos ĺınea destacan dos conocidas familias: los digrafos de
de Bruijn y los digrafos de Kautz. Existen varias construcciones que dan lugar
a dichos digrafos.

El digrafo de de Bruijn, B(d, n), con d ≥ 2 y n ≥ 1, tiene como conjunto de
vértices las secuencias de longitud n de śımbolos de un alfabeto con d śımbolos
(ver, por ejemplo, [13]). Un vértice x1x2 . . . xn es adyacente hacia los vértices
de la forma x2 . . . xnα, donde α es un śımbolo cualquiera del alfabeto. Es fácil
demostrar que B(d, n) es un digrafo d–regular y tiene dn vértices.

Análogamente, el digrafo de Kautz, K(d, n), con d ≥ 2 y n ≥ 1, tiene como
conjunto de vértices las secuencias de longitud n de śımbolos de un alfabeto con
d + 1 śımbolos, tales que dos śımbolos consecutivos cualesquiera son distintos.
Un vértice x1x2 . . . xn es adyacente hacia cualquier vértice de la forma x2 . . . xnα,
donde α es un śımbolo cualquiera del alfabeto, distinto de xn. Es fácil demostrar
que K(d, n) es un digrafo d–regular y tiene dn + dn−1 vértices.

Estas dos familias de digrafos han sido tratadas ampliamente en la biblio-
graf́ıa como buenos modelos de redes de interconexión (ver, por ejemplo, [3], [5],
[12], [18], [20], [22], [27] y [31]).

En este trabajo, resulta útil una segunda caracterización de ambas familias
de digrafos como digrafos ĺınea iterados. Se puede demostrar que el digrafo
B(d, n) se obtiene tomando n−1 iteraciones del digrafo completo con d vértices
y autolazos, K◦d . Análogamente, el digrafo K(d, n) se obtiene tomando n − 1
iteraciones del digrafo completo con d + 1 vértices y sin autolazos, K∗d+1. De
este modo, todos los digrafos de Kautz y de de Bruijn con d ≥ 2 y n ≥ 2 son
digrafos ĺınea restringidos.

En este trabajo se pretende aplicar la técnica del digrafo ĺınea para establecer
ciertas propiedades de los grafos subyacentes a los digrafos ĺınea restringidos
como modelos de redes de interconexión con enlaces bidireccionales.
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Caṕıtulo 2

Grafos subyacentes a digrafos
ĺınea restringidos

Como ya se ha comentado en el Caṕıtulo 1, gran parte de las caracteŕısticas y
propiedades de los digrafos ĺınea se pueden justificar mediante razonamientos de
carácter local usando la condición de Heuchenne, que constituye la descripción
local de tales digrafos.

En el caso de los digrafos ĺınea restringidos, que constituyen el principal ob-
jeto de estudio de esta Tesis y cuya definición ya se ha dado en el Caṕıtulo 1, se
añaden condiciones adicionales a la estructura local de los digrafos. Las restric-
ciones impuestas a esta familia de digrafos permiten establecer nuevos resultados
interesantes que se presentan en los sucesivos caṕıtulos de este trabajo.

En este caṕıtulo se resuelve el problema de la reconstrucción de un digrafo
ĺınea restringido conocido únicamente su grafo subyacente. Como consecuencia
del método de resolución, se da una caracterización única del grafo subyacente
para la mayoŕıa de los digrafos, para los que el problema de la reconstrucción
presenta únicamente las dos soluciones triviales: el propio digrafo y su inverso.

Lo anterior, tiene consecuencias directas en la estructura del grupo de auto-
morfismos del grafo subyacente, que también se estudian en este caṕıtulo.

Conviene recordar aqúı que la restricción impuesta a los digrafos ĺınea con-
siste en excluir aquellos digrafos ĺınea obtenidos a partir de multidigrafos o bien
de digrafos cuyo grado mı́nimo es inferior a 2. Algunos resultados elementales
que se derivan de esta restricción se utilizarán con frecuencia en las demostra-
ciones de este caṕıtulo. En particular, citaremos que puede haber a lo sumo un
autolazo o un d́ıgono en cada vértice del digrafo, que las ramas no adyacentes
de un recorrido no dirigido de longitud 4 están orientadas en sentido inverso y

19
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que la existencia de un d́ıgono en una de las ramas de un recorrido no dirigido
de longitud 3 requiere la existencia de un autolazo en alguno de los tres vértices.

Los resultados obtenidos en este caṕıtulo se aplican finalmente al caso parti-
cular de los digrafos de Kautz y de de Bruijn definidos también en el Caṕıtulo 1.

Gran parte de este caṕıtulo se puede encontrar en la referencia del mismo
autor [32].

2.1. Caracterización de los Grafos Subyacentes

a digrafos ĺınea restringidos

Dado un grafo se puede determinar si es el grafo subyacente de algún digrafo
ĺınea restringido, tal como se afirma en el siguiente teorema similar a la carac-
terización de los digrafos ĺınea sin fuentes ni sumideros hecha por Harary y
Norman en [14].

Teorema 1 El grafo G0 es el grafo subyacente de un digrafo ĺınea restringido
si y sólo si existe un par de particiones de su conjunto de vértices, {Ai}i∈I y
{Bi}i∈I , tales que:

1. |Ai|, |Bi| ≥ 2, |Ai ∩Bj| ≤ 1 ∀i, j.

2. E(G0) =
⋃

i∈I E(U(Ai ×Bi)).

Además, G0 es isomorfo al grafo subyacente del digrafo LH, donde H es el
digrafo cuyo conjunto de vértices es I tal que i ∈ I es adyacente hacia j ∈ I si
y sólo si Bi ∩ Aj 6= ∅.

Demostración.-

(⇒) Sea G0 el grafo subyacente al digrafo ĺınea restringido G = LG′. Sea
I = V (G′) y sean Ai y Bi los conjuntos de arcos de G′ incidentes hacia y desde
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el vértice i, respectivamente. (Arcos de G′ son vértices de G0).

1. Es cierto ya que δG ≥ 2 y G′ no tiene arcos paralelos.

2. Claramente, cada arco de Ai es adyacente a cada arco de Bi, y entonces⋃
i∈I E(U(Ai ×Bi)) ⊂ E(G0). Inversamente, si {x, y} es una rama de G0,

los arcos correspondientes de G′ tienen un vértice común j, es decir, x es
adyacente hacia y o viceversa, y por tanto x ∈ Aj e y ∈ Bj , o al revés.

(⇐) Ahora, supongamos que existen las dos particiones del Teorema {Ai}i∈I
y {Bi}i∈I . Podemos definir la siguiente aplicación natural, π, entre V (G0) y
A(H):

π : A(H) −→ V (G0)
(i, j) 7−→ Bi ∩ Aj

π es biyectiva:

Para todo vértice x ∈ V (G0) existe únicos i, j ∈ I tales que x ∈ Bi ∩ Aj,
es decir, π(i, j) = x.

π es un isomorfismo de grafos entre ULH y G0:

Dado un par de vértices cualesquiera, x, y ∈ V (G0), concretamente x =
π(i, j) e y = π(k, l), si {x, y} ∈ E(G0) entonces j = k o i = l. De lo que se
deduce que {x, y} ∈ E(U(Ak×Bk)), o sea, que π mantiene las adyacencias
de ULH.

Por otra parte, dada cualquier rama {x, y} ∈ E(G0), existe un h ∈ I
tal que {x, y} ∈ E(U(Ah × Bh)). Luego, j = k = h o bien l = i = h,
y π−1(x) es adyacente hacia π−1(y) en LH o viceversa. En ambos casos,
{π−1(x), π−1(y)} es una rama de ULH.

�

En la Figura 2.1 se puede observar un ejemplo de las particiones {Ai}i∈I y
{Bi}i∈I del Teorema 1.

A los subgrafos U(Ai × Bi) los denominamos subgrafos fundamentales del
grafo G0. Cada orientación del grafo G0 como digrafo ĺınea restringido da lu-
gar a un par de particiones que cumplen las condiciones del teorema anterior.
Obsérvese que intercambiar ambas particiones equivale a tomar la orientación
inversa de G0, operación que conserva los subgrafos fundamentales. En general,
pueden existir varias orientaciones distintas y no mutuamente inversas, aunque
de hecho sólo ocurre en casos particulares que se pueden clasificar.
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1

32

1’

3’2’

1

32

1’

3’2’

A1= {2,3’}   B1= {2’,3}
A2= {3,1’}   B2= {3’,1}
A3= {1,2’}   B3= {1’,2}

Figura 2.1: Ejemplo de las particiones {Ai}i∈I y {Bi}i∈I del teorema de carac-
terización.

El estudio de la existencia de distintas orientaciones, salvo inversión, se reali-
za tomando primero el par de particiones inducido por una determinada orienta-
ción, y orientando de manera distinta (si es posible) los subgrafos fundamentales
para obtener un nuevo digrafo ĺınea restringido. Para ello se deben conocer de
antemano las distintas orientaciones posibles de los subgrafos fundamentales
dentro de un digrafo ĺınea restringido.

2.2. Orientación de los Subgrafos Fundamenta-

les

Lema 1 Los subgrafos fundamentales del grafo subyacente a un digrafo ĺınea
restringido son subgrafos inducidos.

Demostración.- Consideremos las particiones {Ai}i∈I y {Bi}i∈I del teorema de
caracterización. Supongamos que el subgrafo fundamental U(Ai ×Bi) no es un
subgrafo inducudo. Entonces, debe existir alguna rama {x, y} entre dos vértices
de Ai o bien entre dos vértices de Bi. Por el citado Teorema, {x, y} está en
algún otro subgrafo fundamental U(Aj × Bj), con lo que Aj ∩ Ai 6= ∅ o bien
Bj ∩Bi 6= ∅, que resulta incompatible con el concepto de partición. �
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Los subgrafos fundamentales se orientan entonces como digrafos ĺınea de un
digrafo simple, pero no necesariamente restringido ya que la condición del grado
mı́nimo no es trasladable a subgrafos. Los subgrafos fundamentales U(Ai ×Bi)
se pueden clasificar en dos tipos en función de si la intersección Ai ∩Bi es vaćıa
o no. Más adelante se verá que el segundo caso corresponde a los autolazos en
la orientación que genera las particiones. Estudiemos ahora ambos casos por
separado.

2.2.1. Caso de intersección vaćıa

Existen dos orientaciones naturales del subgrafo U(Ai×Bi): los digrafos bi-
partitos completos Ai×Bi y Bi×Ai. Ambas orientaciones son digrafos ĺınea de
digrafos simples, con lo que son válidas dentro de un digrafo ĺınea restringido,
pero no son las únicas posibles. De hecho, transformando en d́ıgonos algunos
de los arcos de las orientaciones naturales con la limitación de que haya co-
mo máximo uno por vértice se obtienen nuevas orientaciones con las mismas
caracteŕısticas denominadas orientaciones normales.

Lema 2 Existe una única orientación no normal del subgrafo fundamental
U(Ai × Bi) con |Ai|, |Bi| ≥ 2 y Ai ∩ Bi = ∅ como digrafo ĺınea de un digra-
fo simple que corresponde al caso |Ai| = |Bi| = 2.

Demostración.- Tomemos un subgrafo bipartito completo de 4 vértices cual-
quiera del subgrafo fundamental U(Ai × Bi), {a1, a2} × {b1, b2}. Se puede ver
fácilmente que las únicas orientaciones válidas de dicho subgrafo son las nor-
males y la mostrada en la Figura 2.2. En el caso |Bi| ≥ 3 podemos tomar otro
subgrafo de 4 vértices {a1, a2}× {b1, b3} distinto. En este caso las orientaciones
normales de ambos y en el mismo sentido (es decir, de Ai hacia Bi o al revés)
son las únicas que no conducen a subdigrafos prohibidos en un digrafo ĺınea
restringido. Dado que lo mismo ocurre en el caso |Ai| ≥ 3, la orientación de la
figura sólo puede darse en el caso |Ai| = |Bi| = 2. �

Nótese que en un digrafo ĺınea restringido, los subgrafos fundamentales cum-
plen la condición impuesta en el lema anterior. La orientación excepcional se
denomina 4–ciclo y se muestra en la Figura 2.2. Esta orientación, como veremos,
es responsable de la no unicidad de la descomposición en subgrafos fundamen-
tales.

Las orientaciones normales tienen como subdigrafo una de las orientaciones
naturales, cosa que no ocurre con la orientación 4–ciclo. De hecho, la existencia
de dos arcos x → y y x → z con x ∈ Ai basta para asegurar que Ai × Bi es
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A B

Figura 2.2: 4–ciclo.

subdigrafo de la orientación, y lo mismo ocurre con los arcos y → x y z → x
con x ∈ Bi. Nótese finalmente que en el caso considerado, |Ai|, |Bi| ≥ 2, ningún
vértice puede tener autolazo.

2.2.2. Caso de intersección no vaćıa

Sea x = Ai ∩ Bi para un subgrafo fundamental U(Ai × Bi). Podemos ver a
dicho subgrafo como la unión de dos grafos bipartitos completos que también
son subgrafos inducidos:

U(Ai ×Bi) = U(A′i ×B′i)⊕ U({x} × A′i ∪B′i)

donde A′i = Ai \ x y B′i = Bi \ x.

Como en el caso anterior, podemos definir dos orientaciones naturales del
subgrafo fundamental que también resultan ser digrafos ĺınea de un digrafo
simple. Ambas orientaciones tienen un autolazo en el vértice x. Las orientaciones
normales se definen por el mismo procedimiento salvo que x no puede poseer
ningún d́ıgono por tener todas ellas el autolazo en x.

Por la condición del grado mı́nimo de los digrafos ĺınea restringidos y dado
que el subgrafo fundamental es un subgrafo inducido, en las orientaciones válidas
debemos tener como mı́nimo dos arcos incidentes hacia x y otros dos incidentes
desde x.

Lema 3 Existe una única orientación no normal del subgrafo fundamental
U(Ai × Bi) con |Ai|, |Bi| ≥ 2 y |Ai ∩ Bi| = 1 como digrafo ĺınea de un digrafo
simple, que se muestra en la Figura 2.3.
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UH1

x

b1

a

b2

H1 H2= B(2,2)

Figura 2.3: Orientaciones normal y no normal en el caso |A′i| = 1 y |B′i| = 2.

Demostración.- La presencia de un autolazo en el vértice x impide la existencia
de las combinaciones de arcos a → x ← b y b ← x → a con a ∈ A′i y b ∈
B′i en la orientación del subgrafo fundamental, que daŕıan lugar a subdigrafos
prohibidos en un digrafo ĺınea de un digrafo simple. De este modo, Ai = |Γ−(x)|
y Bi = |Γ+(x)| o viceversa, lo que asegura una orientación normal de todo el
subgrafo fundamental a través de la condición de Heuchenne.

Supongamos que H es una orientación no normal del subgrafo fundamental
U(Ai×Bi). Tenemos entonces que no hay autolazo en x. Dado que U(A′i×B′i) es
un subgrafo inducido, debe orientarse como digrafo ĺınea de un digrafo simple.
La condición de grado mı́nimo permite despreciar el caso |A′i| = |B′i| = 1. Para
simplificar, consideremos |B′i| ≥ 2. Si |A′i| ≥ 2, ninguno de los vértices conside-
rados, incluido x, puede tener autolazos, hecho que conduce a la existencia de
subdigrafos prohibidos. Aśı, basta analizar el caso |A′i| = 1.

Consideremos los vértices a ∈ A′i y b1, b2 ∈ B′i. La no existencia de autolazos
impide la existencia de las combinaciones a → x → b1 y a → x → b2 o sus
inversas, y la combinación b1 ← x → b2 o su inversa conducen a subdigrafos
prohibidos. Este hecho nos restringe al caso |B′i| = 2.

Para asegurar el grado mı́nimo de x debe haber un d́ıgono que sólo puede es-
tar en el vértice a, obteniéndose la única orientación no normal (salvo inversión)
mostrada en la Figura 2.3. �

En la siguiente proposición queda resuelto el problema de situar los vértices
de un digrafo ĺınea restringido que tienen un autolazo cuando conocemos única-
mente el grafo subyacente.
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Proposición 1 Si G0 es el grafo subyacente a un digrafo ĺınea restringido, los
vértices en los que hay autolazos están determinados.

Demostración.- Para que un vértice x de G0 pueda tener autolazo, necesaria-
mente debe pertenecer a algún subgrafo fundamental con intersección no vaćıa
entre sus partes, x = A ∩ B. Sin embargo, aparentemente la ubicación exacta
del autolazo en dicho subgrafo no está determinada en el caso mostrado en la
Figura 2.3. Supongamos que existen dos orientaciones de G0, G1 y G2, como di-
grafos ĺınea restringidos con distintos autolazos. En particular, supongamos que
G1 tiene un autolazo en x y G2 no lo tiene. En tal caso tendremos el subgrafo
fundamental U(A0×B0) con x = A∩B inducido por la orientación G1 debe ser
excepcional. Para simplificar tomamos A = {a, x} y B = {b1, b2, x}. Aśı, en G2

aparecen autolazos en b1 y en b2, que no pueden aparecer en G1. Continuando el
razonamiento anterior, deben existir ahora dos subgrafos fundamentales induci-
dos por G2, U(A1×B1) y U(A2×B2), con A1∩B1 = b1 y A2∩B2 = b2, también
excepcionales. Es fácil demostrar que lo anterior fuerza a que exista más de un
d́ıgono en el vértice a, lo que es imposible en un digrafo ĺınea restringido. �

Con ello, todas las posibles orientaciones de un grafo como digrafos ĺınea
restringidos tienen los mismos autolazos, que se distinguen por los subgrafos
fundamentales con intersección no vaćıa.

2.3. Ubicación de los d́ıgonos

Al igual que en el caso de los autolazos, dado el grafo subyacente de un digra-
fo inicialmente es imposible determinar qué ramas provienen de d́ıgonos y cuales
no. Este problema puede influir claramente en la unicidad de la descomposición
en subgrafos fundamentales del teorema de caracterización.

Consideremos el grafo G0 subyacente a un digrafo ĺınea restringido G. Te-
nemos que G induce una descomposición de G0 en subgrafos fundamentales. La
existencia de un d́ıgono de G entre los vértices x e y supone la existencia de
dos subgrafos fundamentales, U(Ai × Bi) y U(Aj × Bj), tales que x = Bi ∩ Aj

e y = Bj ∩ Ai.

Lema 4 Las únicas orientaciones posibles de los dos subgrafos fundamentales
en las que no hay d́ıgono entre x e y son las que tienen por subdigrafo el mos-
trado en la Figura 2.4. En dichos casos excepcionales existen d́ıgonos en ambos
vértices.
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x

y

Figura 2.4: Orientación excepcional de un subgrafo fundamental con un d́ıgono.

Demostración.- Veamos qué orientaciones posibles de los dos subgrafos funda-
mentales no presentan d́ıgono entre los vértices x e y. Si consideramos exclusi-
vamente orientaciones normales para que no haya d́ıgono entre x e y debemos
tener a Ai×Bi y a Bj ×Aj como subdigrafos o bien sus inversos. En ambos ca-
sos no se puede satisfacer la condición del grado mı́nimo de x ni aún añadiendo
un d́ıgono en x. Lo mismo ocurre si sólo consideramos la orientación 4–ciclo en
ambos subgrafos. Aśı, debemos dar orientación normal a un subgrafo y el otro
orientarlo como 4–ciclo, cosa que sólo puede ocurrir si |Ai| = |Bi| = 2, o bien si
|Aj| = |Bj| = 2. Consideraremos para simplificar el segundo caso.

Para conseguir que se cumpla la condición de grado mı́nimo en x e y deben
existir dos d́ıgonos, uno en cada vértice. Obviamente, éstos sólo pueden aparecer
en el subgrafo fundamental orientado normalmente. �

Del lema anterior se desprende directamente la siguiente proposición.

Proposición 2 Si G0 es el grafo subyacente a un digrafo ĺınea restringido, los
vértices que poseen un d́ıgono están determinados.

�

Nótese que el resultado anterior determina únicamente los vértices que pose-
en un d́ıgono pero no establece en general cuales son las ramas que se orientan
como d́ıgonos. Aśı, pueden existir varias orientaciones del grafo con distintos
d́ıgonos. Obsérvese finalmente que ésto no sucederá en el caso de que los vérti-
ces con d́ıgono tengan grado mı́nimo ≥ 3, o bien si la distancia entre d́ıgonos
distintos es al menos 2.
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2.4. Subgrafos fundamentales adyacentes

Diremos que el subgrafo fundamental, U(Ai×Bi) es adyacente hacia el sub-
grafo fundamental U(Aj×Bj) si Bi∩Aj 6= ∅. Los dos lemas siguientes muestran
que, en general, la orientación de un determinado subgrafo fundamental deter-
mina la orientación de los subgrafos fundamentales adyacentes desde y hacia él
mismo.

Lema 5 Sea G0 el grafo subyacente a un digrafo ĺınea restringido G y sean
U(Ai × Bi) y U(Aj × Bj) dos subgrafos fundamentales adyacentes del mismo.
Si Ai × Bi es subdigrafo de G, entonces una de las siguientes afirmaciones es
cierta:

1. Aj ×Bj también es subdigrafo de G.

2. |Aj| = |Bj| = 2, U(Aj × Bj) se orienta como 4–ciclo, y ambos subgrafos
fundamentales forman un caso excepcional del Lema 4.

Demostración.- Sea x = Bi ∩ Aj y consideremos los vértices x′ ∈ Bi \ Aj y
z ∈ Bj \ Ai. De existir el arco x → z en G existiŕıa también el arco x′ → z, lo
que es imposible ya que {x′, z} no es una rama de G0. Aśı, Bi \ Aj ⊂ Γ+

G(x).

De este modo, la única forma de que Aj ×Bj no sea subdigrafo de G es que
|Bi| = 2, Bi ∩ Aj = y e y 6∈ Γ+

G(x), lo que supone que el subgrafo fundamen-
tal U(Aj × Bj) se orienta como 4–ciclo y que ambos subgrafos fundamentales
constituyen una de las excepciones al Lema 4. �

Lema 6 Sea G0 el grafo subyacente a un digrafo ĺınea restringido G y sean
U(Ai×Bi) y U(Aj×Bj) dos subgrafos fundamentales adyacentes del mismo. Si
Aj × Bj es subdigrafo de G, entonces se cumple una de las siguientes afirma-
ciones:

1. Ai ×Bi también es subdigrafo de G.

2. |Ai| = |Bi| = 2, U(Ai × Bi) se orienta como 4–ciclo y ambos subgrafos
fundamentales forman un caso excepcional del Lema 4.

�

La demostración de este lema es análoga a la del lema anterior.
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Si aseguramos que el segundo caso de los lemas anteriores no se da, y para
ello basta considerar que la situación de los d́ıgonos está determinada, la conec-
tividad de G0 permite reconstruir todo el digrafo ĺınea restringido de manera
única a partir de la orientación normal de un subgrafo fundamental.

Teorema 2 Sea G0 el grafo subyacente de un digrafo ĺınea restringido G. En-
tonces, si G0 es conexo y localmente finito, G es la única orientación del mismo
como digrafo ĺınea restringido fijada la ubicación de los d́ıgonos y la orientación
normal de un subgrafo fundamental cualquiera.

Demostración.- Consideremos dada la orientación del subgrafo fundamental
U(A0 × B0) y que ésta es normal. Si conocemos exactamente la situación de
los d́ıgonos, los lemas anteriores permiten orientar de forma única y normal
todos los subgrafos fundamentales adyacentes desde y hacia el subgrafo dado.

Consideremos el conjunto de vértices V ∗0 =
⋃

j∈J(Aj∪Bj), donde U(Aj×Bj),
j ∈ J , son los subgrafos fundamentales que se pueden orientar uńıvocamente a
partir del subgrafo dado, U(A0×B0). Sea G′0 el subgrafo de G0 inducido por V ∗0 .
Entonces E(G′0) =

⋃
j∈J E(U(Aj ×Bj)). Si existe una rama {x, y} ∈ E(U(Ak×

Bk)), k 6∈ J y x, y ∈ V ∗0 , entonces existen p, q ∈ J tales que x ∈ Ap ∪ Bp,
y ∈ Aq∪Bq y, por los lemas anteriores, el subgrafo U(Ak×Bk) se puede orientar
de forma única y normal a partir del subgrafo U(Ap × Bp) o de U(Aq × Bq).
Luego k ∈ J .

Del mismo modo, no puede existir ninguna rama {x, y} en G0 con x ∈ V ∗0 e
y 6∈ V ∗0 . Entonces, dado que G0 es conexo y localmente finito, G′0 = G0 y J = I.
�

Nótese que una vez determinada la ubicación de los d́ıgonos cada subgrafo
fundamental puede orientarse normalmente de 2 maneras, una inversa de la otra.
Por el teorema anterior, ambas orientaciones determinan dos orientaciones de
todo el grafo G0, también una inversa de la otra. Para que sea posible orientar un
subgrafo fundamental como 4–ciclo, todos los demás subgrafos fundamentales
deben orientarse también del mismo modo dando aśı nuevas orientaciones del
grafo.

Corolario 1 Sea G0 el grafo subyacente de un digrafo ĺınea restringido G. En-
tonces, si G0 es conexo, localmente finito y existe un subgrafo fundamental orien-
tado como 4–ciclo, una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. G es un digrafo 2–regular con girth mayor o igual que 3 y todos los sub-
grafos fundamentales de G0 están orientados como 4–ciclos.
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2. Existen orientaciones de G0 como digrafos ĺınea restringidos con distintos
d́ıgonos.

Demostración.- Para que un determinado subgrafo fundamental se oriente como
4–ciclo, las condiciones del Teorema 2 no deben cumplirse. Entonces debemos
tener distintas orientaciones con distintos d́ıgonos o bien ningún subgrafo fun-
damental debe orientarse normalmente, lo que requiere que |Ai| = |Bi| = 2,
∀i ∈ I, y la ausencia de d́ıgonos y autolazos. �

Los resultados anteriores permiten afirmar que la descomposición en subgra-
fos fundamentales dada en el teorema de caracterización es única salvo en los
dos casos siguientes:

1. Todos los subgrafos fundamentales se pueden orientar como 4–ciclos, lo
que fuerza a que el digrafo de partida sea un digrafo 2–regular con girth
mayor o igual que 3.

2. Existen orientaciones con distintos d́ıgonos. El número de orientaciones
distintas como digrafos ĺınea restringidos es justamente el doble del núme-
ro de posibles distribuciones de los d́ıgonos, ya que fijada ésta se puede
aplicar el Teorema 2.

Se puede observar un ejemplo del primer caso en la Figura 2.5.

2.5. Grupo de automorfismos del grafo subya-

cente

En este apartado se relacionan los grupos de automorfismos de un digrafo
ĺınea restringido G y de su grafo subyacente G0. En primer lugar, cabe destacar
que todo automorfismo de G es trivialmente automorfismo de G0. De hecho,
el grupo AutG es un subgrupo del grupo AutG0. Denominamos ı́ndice de G,
i(G), al ı́ndice de dicho subgrupo. Este ı́ndice es por tanto una medida de la
“disminución de simetŕıa” obtenida al orientar G0.

Consideremos ahora el conjunto de todas las orientaciones de un grafo G0,
denotado por OG0, y en particular el conjunto de aquellas orientaciones que
sean digrafos ĺınea restringidos, OLG0. De manera natural, cada automorfismo
φ ∈ AutG0 actúa como permutación en los conjuntos OG0 y OLG0 de modo
que para cada orientación H, φH ∼= H. En efecto, definimos la acción de φ sobre
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Figura 2.5: Ejemplo de dos orientaciones del mismo grafo como digrafo ĺınea
restringido que no son mutuamente inversas.

H de modo que (x, y) ∈ A(φH) ⇒ (φ−1x, φ−1y) ∈ A(H). Nótese que si H es
digrafo ĺınea restringido, también lo es φH.

La órbita de la orientación H de G0 respecto a la acción de AutG0 descrita,
[H], es el conjunto de las orientaciones de G0 isomorfas a H. Esto es aśı ya
que todo isomorfismo entre distintas orientaciones de un mismo grafo G0 es un
automorfismo de dicho grafo. En particular, si H es un digrafo ĺınea restringido,
también lo son todas las orientaciones en [H].

Dado que todo automorfismo φ ∈ AutG0 que deja invariante la orientación
H es automorfismo de H, tenemos que el estabilizador de H es justamente
AutH. Entonces, el número de orientaciones isomorfas a H se puede obtener
de la siguiente relación:

|AutG0| = |[H]| |AutH|

es decir, i(H) = |[H]|.
Si se cumplen las condiciones dadas en el Teorema 2 para el grafo G0 subya-

cente a un digrafo ĺınea restringido G, el valor i(G) debe ser 1 o 2, ya que sólo
existen dos orientaciones de G0 que sean digrafos ĺınea restringidos: G y −G.
Podemos enunciar entonces el siguiente teorema:
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Teorema 3 Sean G un digrafo ĺınea restringido conexo y localmente finito y G0

su grafo subyacente. Si ningún par de subgrafos fundamentales forman el caso
excepcional del Lema 4 y existe algún subgrafo fundamental no orientable como
4–ciclo (lo que es seguro si existe algún d́ıgono en G), entonces |AutG0| =
2|AutG| si G ∼= −G y AutG0 ≡ AutG en caso contrario.

Demostración.- Las condiciones impuestas a G0 son justamente las que permiten
asegurar que todas las orientaciones en OLG0 tienen los mismos d́ıgonos y que
existe un subgrafo fundamental que sólo puede orientarse normalmente. En
éste caso, el Teorema 2 asegura que para cada una de las dos orientaciones
normales posibles del subgrafo fundamental existe una única orientación de G0

como digrafo ĺınea restringido que la contiene. Estas orientaciones no pueden
ser otras que G y −G, que necesariamente son distintas. Aśı, OLG0 = {G,−G}.

En caso de que G ∼= −G, es decir, existe un automorfismo φ ∈ AutG0 tal
que φG = −G, tenemos que [G] = {G,−G} y por tanto i(G) = 2.

En caso contrario, [G] = {G}, i(G) = 1 y por tanto AutG0 ≡ AutG. �

Los valores 1 y 2 del ı́ndice del digrafo los denominamos triviales.

El problema de la unicidad de las particiones del teorema de caracterización
está estrechamente relacionado con la existencia de digrafos ĺınea restringidos
con ı́ndice no trivial, analizados en el siguiente caṕıtulo, si bien de entrada no
son problemas equivalentes.

2.6. Caso particular: digrafos de Kautz y de

Bruijn

Los digrafos de de Bruijn y de Kautz, definidos en el Caṕıtulo 1, son digrafos
ĺınea restringidos, para grado y diámetro mayores o iguales que 2. En efecto,
ambas familias de digrafos pueden definirse respectivaente como los digrafos
ĺınea iterados del digrafo completo de s vértices, K◦s , y del mismo suprimiendo
sus autolazos, K∗s . (Ver [12]). Esto es:

K(d, n) = Ln−1K∗d+1 = digrafo de Kautz de grado d y diámetro n.

B(d, n) = Ln−1K◦d = digrafo de de Bruijn de grado d y diámetro n.

Todos los digrafos de Kautz y de de Bruijn tienen d́ıgonos. Para que se
cumplan las condiciones del Teorema 2 basta demostrar que en ninguno de ellos
se da el caso excepcional del Lema 4.
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Si n ≥ 3, la distancia mı́nima entre d́ıgonos es mayor que 1. Para verlo,
basta observar que la distancia entre d́ıgonos de un digrafo ĺınea es una
unidad mayor que en el digrafo original.

Si d ≥ 3, no hay vértices con grado mı́nimo 2, condición que impide tener
el caso excepcional citado.

El digrafo B(2, 2) sólo tiene un d́ıgono, de modo que no existe ninguna
orientación del su grafo subyacente que no tenga el d́ıgono en la misma
posición.

Todas las orientaciones del grafo UK(2, 2) tienen los mismos d́ıgonos. En
efecto, como K(2, 2) no tiene autolazos, ninguna de las orientaciones de
su grafo subyacente puede tener autolazos. Suponiendo que existiera una
orientación que tuviese un d́ıgono en una ubicación distinta a los d́ıgonos
de K(2, 2), dicho d́ıgono se hallaŕıa sobre una de las ramas de los dos
triángulos de UK(2, 2). Esto es una contradicción, dado que en un digrafo
ĺınea restringido, un d́ıgono en uno de los lados de un triángulo obliga a
la existrncia de un autolazo en uno de sus vértices.

Aplicando ahora el Teorema 2 para n ≥ 2, existen sólo dos orientaciones co-
mo digrafos ĺınea restringidos de cada uno de los grafos de de Bruijn y de Kautz,
que son concretamente los digrafos de Kautz y de de Bruijn y sus inversos.

El isomorfismo entre cada digrafo y su inverso se puede obtener fácilmente
si se considera la construcción de los digrafos como digrafos sobre alfabetos
(Ver la definición dada en el Caṕıtulo 1). En dicha construcción, los vértices
son secuencias de longitud fija de śımbolos de un alfabeto. Las adyacencias se
forman de modo que a partir de la secuencia de un vértice dado, si añadimos
un nuevo śımbolo al final de la misma y eliminamos el primero obtenemos un
vértice adyacente desde el anterior. Por ejemplo, el vértice abcbba es adyacente
hacia bcbbaa. En el caso de los digrafos de Kautz, se añaden restricciones a las
posibles secuencias de śımbolos.

El isomorfismo citado anteriormente entre el digrafo y su inverso actúa sobre
cada vértice invirtiendo el orden de los śımbolos de la secuencia correspondien-
te. De este modo, las adyacencias funcionan en sentido inverso al del digrafo
original. Aśı, podemos afirmar que las dos orientaciones de los grafos conside-
rados son isomorfas. El Teorema 3 asegura, entonces, que el ı́ndice de los grafos
de de Bruijn y de Kautz es 2. Por construcción, el isomorfismo entre las dos
orientaciones inversas es una involución, lo que permite formar un subgrupo de
automorfismos de G0 isomorfo a Z2.
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Por otra parte, los automorfismos del digrafo transforman la secuencia aso-
ciada a cada vértice permutando los śımbolos del alfabeto. Es fácil comprobar
que el isomorfismo de inversión conmuta con los automorfismos del digrafo,
hecho que permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4

AutUK(d− 1, n) ∼= AutUB(d, n) ∼= Z2 × Sd

Demostración.- A parte de los razonamientos anteriores, tanto el grupo de
automorfismos de B(d, n) como el de K(d − 1, n) son isomorfos al grupo de
permutaciones de los śımbolos del alfabeto a partir del que se construyen,
{1, . . . , d}, es decir, Sd. La justificación del teorema es inmediata considerando
que AutLG ∼= AutG para cualquier digrafo conexo G. (Ver [1] y [15]). �

El resultado anterior demuestra una conjetura de J. Bond ([4]), que corres-
ponde al caso particular del grupo de automorfismos de los grafos de de Bruijn.



Caṕıtulo 3

Grafos subyacentes con ı́ndice no
trivial

Continuando en la ĺınea iniciada en el caṕıtulo anterior, en este caṕıtulo se
estudia el problema de la existencia de digrafos ĺınea restringidos con ı́ndice no
trivial, es decir, mayor que 2.

Consideremos un digrafo ĺınea restringido G1 y su grafo subyacente G0. El
Teorema 1 define las dos particiones del conjunto de vértices de G0, {Ai}i∈I y
{Bi}i∈I . Claramente, los subgrafos fundamentales U(Ai×Bi), i ∈ I, se orientan
de forma normal en los digrafos G1 y −G1.

Un valor no trivial del ı́ndice de G1 (es decir, mayor que 2) requiere la exis-
tencia de al menos una orientaciónG2 del grafo G0 como digrafo ĺınea restringido
distinta de G1 y −G1. Para asegurar que el ı́ndice de G1 es no trivial, debeŕıamos
obtener como mı́nimo 2 orientaciones más isomorfas a G1. Sin embargo, la ver-
dadera excepcionalidad está en la existencia de la tercera orientación G2.

Los dos únicos casos en los que esto es posible son:

1. Todos los subgrafos fundamentales se orientan como 4–ciclos en G2.

2. Los d́ıgonos de G2 no son los mismos que los de G1.

Según el Corolario 1, el primer caso requiere que el digrafo G1 sea 2–regular sin
d́ıgonos ni autolazos, es decir, con girth mayor o igual que 3. Tales condicio-
nes son suficientemente restrictivas como para poder efectuar una clasificación
exhaustiva de tales digrafos.

El segundo caso requiere un estudio más profundo de la estructura local de
digrafos que permiten la ambigüedad de d́ıgonos citada en el caṕıtulo anterior.

35
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Figura 3.1: Comportamiento local de las dos orientaciones G1 y G2 alrededor
del vértice x. Se puede observar que G1 = F0 ⊕ F1 y G2 = F0 ⊕ (−F1).

El número de orientaciones de G0 como digrafo ĺınea restringido es el doble del
número de diferentes formas de disponer los d́ıgonos. A diferencia del primer
caso, existe una gran variedad de digrafos de ı́ndice no trivial con d́ıgonos y su
clasificación no será abordada en este trabajo.

3.1. Digrafos sin d́ıgonos

Según el caṕıtulo anterior, todo vértice x de G0 está exactamente en dos
subgrafos fundamentales, U(Ai ×Bi) y U(Aj ×Bj), distintos. En la Figura 3.1
se puede observar el comportamiento local de las dos orientaciones G1 y G2

alrededor del vértice x. Tomando Ai = {a1, a2}, Bi = {x, b0}, Aj = {x, a0} y
Bj = {b1, b2}, dos de las ramas incidentes a x deben tener la misma orientación
en G1 y G2 (por ejemplo a1 x y x b1), mientras las otras dos tienen
orientaciones opuestas. En efecto, si las dos ramas a1 x y a2 x se orientaran
igual en G1 y G2, U(Ai × Bi) se orientaŕıa normalmante en G2, de la misma
manera que lo hace en G1. Entonces, por el Teorema 2, tendŕıamos que G1 y
G2 son una misma orientación.

Dado que la misma situación se da en todos los vértices de G0, el par de
orientaciones no mutuamente inversas, G1 y G2, definen una 1–factorización de
ambas tal que G1 = F0 ⊕ F1 y G2 = F0 ⊕ (−F1). De modo equivalente, ambas
orientaciones definen dos permutaciones de V (G0), α y β, asociadas a los dos
1–factores anteriores. Ambas permutaciones constituyen una arco–coloración de
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G1 y, por la condición de Heuchenne aplicada a G1 y G2, satisfacen las siguientes
relaciones de conmutación:

α−1β = β−1α
α−1β−1 = βα

que denominaremos relaciones de conmutación de Heuchenne (HCR). En es-
te caso, diremos que los digrafos G1 y G2 son HCR–coloreables. La siguiente
proposición es consecuencia de los razonamientos anteriores.

Proposición 3 Todo digrafo ĺınea restringido de ı́ndice no trivial y con girth
≥ 3 es HCR–coloreable.

�

A la inversa, tenemos:

Proposición 4 Todo digrafo HCR–coloreable es digrafo ĺınea 2–regular y con
girth ≤ 4.

Demostración.- Consideremos los tres arcos x → y, x → z y t → z del digra-
fo HCR–coloreable G. Los dos primeros arcos deben tener distinto color. Por
ejemplo, α(x) = y y β(x) = z. Entonces, necesariamente α(t) = z y, por las
relaciones de conmutación (HCR), tenemos que β(t) = y. De este modo, la exis-
tencia del arco t → y asegura la condición de Heuchenne. Las condiciones de
conmutación (HCR) conducen a su vez a que (αβ)2 sea la identidad, lo que sig-
nifica que todo vértice de G está en al menos un ciclo de longitud 4. Finalmente,
la propia existencia de una 2–coloración implica que G es 2–regular. �

3.2. Digrafo T

Busquemos ahora un modelo de digrafo HCR–coloreable. Las relaciones de
conmutación de Heuchenne (HCR) dadas en la sección anterior tomadas como
relaciones generadoras de un grupo, definen uno de los 17 grupos espaciales
de cristalograf́ıa bidimensional, el grupo pgg según la notación de Hermann y
Mauguin (Ver [7]). Tenemos entonces una manera natural de definir un digrafo
(infinito) HCR–coloreable, el diagrama de Cayley T del grupo citado, tomando
como generadores aquellos que satisfagan las relaciones de conmutación HCR.
Denotaremos también por α y β a ambos generadores.
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(0,0) (1,0)

(0,1) (1,1)

(2,0)(-1,0)

(0,-1)

Figura 3.2: Digrafo T .

Se puede obtener una representación plana del diagrama de Cayley asocian-
do a cada vértice o elemento de pgg, g = α(−1)jiβj, el punto del plano (i, j). De
este modo, el vértice correspondiente a (i, j) adyacente hacia los vértices repre-
sentados por (i+(−1)j, j) y (i, j+(−1)i). En efecto, el vértice αg = α(−1)ji+1βj

corresponde al punto (i+ (−1)j, j) y βg = βα(−1)jiβj = α−(−1)
jiβj+(−1)i corres-

ponde a (i, j + (−1)i). La estructura local del digrafo T se puede observar en
la Figura 3.2.

Proposición 5 El digrafo T es un digrafo ĺınea restringido de ı́ndice 2, bipar-
tito, con girth 4 y HCR–coloreable.

Demostración.- Dado que T es un diagrama de Cayley, los automorfismos que
conservan la HCR–coloración son las acciones por la derecha de los elementos
de pgg, es decir, Rg(h) = hg. Aśı, T es HCR–coloreable y por la Proposición 4
tenemos que T es un digrafo ĺınea 2–regular y con girth ≤ 4.

El carácter bipartito de T se comprueba tomando como conjuntos indepen-
dientes las clases laterales de pgg respecto al subgrupo normal generado por
{αβ, α2, β2}. Claramente, los arcos de T conectan vértices de distinto conjunto
independiente, dado que ni α ni β pertenecen al subgrupo anterior.

El girth de T es mayor que 2 por el hecho adicional de que los elementos α2,
β2, αβ y βα son distintos de la identidad. Además, las relaciones de conmutación
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de Heuchenne permiten asegurar la existencia de ciclos de longitud 4 (αβαβ es
la identidad), con lo que aseguramos que el girth es exactamente 4.

Para demostrar que el digrafo ĺınea T es digrafo ĺınea restringido basta pro-
bar que entre dos vértices cualesquiera existe a lo sumo un camino de longitud
2. Esto queda asegurado teniendo en cuenta que en el grupo pgg los elementos
α2, β2, αβ y βα son distintos. �

La simetŕıa de las relaciones de conmutación (HCR) que definen a T como
diagrama de Cayley permite hacer 8 construcciones isomorfas a la considerada
(inclusive) tomando los diagramas de Cayley del mismo grupo pgg con los
siguientes generadores {α, β}, {α−1, β}, {α, β−1}, {α−1, β−1}, {β, α}, {β−1, α},
{β, α−1} y {β−1, α−1}.

Las ocho orientaciones sólo difieren en la inversión del sentido de los arcos
de uno o de los dos colores y/o en el intercambio de los dos colores. Por ello,
podemos considerar los 8 digrafos como orientaciones HCR–coloreadas del grafo
UT . Estas 8 orientaciones isomorfas definen el subgrupo de automorfismos de
UT generado por I0, I1 y R tales que para cualquier elemento g = αiβj del
grupo pgg

I0(αiβj) = α−iβj

I1(αiβj) = αiβ−j

R(αiβj) = βiαj

es decir,
I0(α) = α−1

I0(β) = β
I1(α) = α
I1(β) = β−1

R(α) = β
R(β) = α

Nótese que I0(T ) y I1(T ) son orientaciones mutuamente inversas distintas
de T y de su inversa −T = I0I1(T ). De este modo, el ı́ndice de T es como
mı́nimo 4. R es un automorfismo de T que intercambia los colores de la HCR–
coloración.

El digrafo T es digrafo ĺınea de otro digrafo infinito que también es diagrama
de Cayley pero en este caso del grupo p4 (ver [7]). Sin embargo, la coloración
inducida en T al tomar el digrafo ĺınea (ver [9]) no es la HCR–coloración consi-
derada sino otra distinta que lo configura como diagrama de Cayley del mismo
grupo p4.

3.3. Diagramas de Schreier

Consideremos de nuevo el digrafo ĺınea restringido HCR–coloreado G1. A
través de las permutaciones α y β que definen la HCR–coloración del digrafo,
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los elementos del grupo pgg actúan de manera natural sobre los vértices de
G1, de forma que si g y h son dos elementos de pgg y x es un vértice de G1,
gh(x) = g(h(x)).

Tomemos un vértice x0 de G1 que servirá de referencia, y denotemos por Γ
el estabilizador de x0 dentro del grupo pgg. Es bien sabido que podemos definir
una aplicación biyectiva π̃ entre las clases laterales por la izquierda de Γ en pgg
y los vértices de G1 tal que gΓ 7→ g(x0) (ver, por ejemplo, [26]).

La biyección anterior define un isomorfismo de digrafos que conserva la
HCR–coloración entre el diagrama de Schreier por la izquierda de pgg con el
generador {α, β} respecto del subgrupo Γ (ver [29]) y el digrafo G1. En efecto,
dado un elemento g de pgg tenemos que el isomorfismo anterior asigna a αgΓ
el vértice π̃(αgΓ) = αg(x0) = απ̃(gΓ) y análogamente con β.

Los razonamientos anteriores demuestran la siguiente

Proposición 6 Todo digrafo ĺınea restringido de ı́ndice no trivial y con girth
≥ 3, G1, es isomorfo al diagrama de Schreier de pgg con el conjunto generador
{α, β} respecto del subgrupo Γ, siendo Γ = Stpgg(x0) y x0 un vértice dado de
G1.

�

Para clasificar los digrafos ĺınea restringidos de ı́ndice no trivial sin d́ıgonos,
basta obtener una clasificación de los posibles diagramas de Schreier, es decir,
una clasificación de los subgrupos de pgg.

Antes de proceder a dicha clasificación, es interesante mencionar que la apli-
cación π̃ definida anteriormente se puede obtener de manera natural a partir de
la aplicación π : pgg→ V (G1) tal que π(g) = g(x0). Se puede demostrar que la
aplicación π es un recubrimiento del digrafo G1 por al digrafo T que conmuta
con las HCR–coloraciones de ambos (ver [33]). En [33] se obtienen todos los
resultados de las siguientes secciones utilizando el lenguaje de recubrimientos
de digrafos.

Podemos denotar al digrafo G1 por T /Γ, que representa el cociente del di-
grafo T por el subgrupo Γ, es decir, el diagrama de Schreier definido por el
subgrupo Γ de pgg.
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3.4. Isomorfismos entre diagramas de Schreier

Dados dos digrafos HCR–coloreados G1 y G2, denominamos isomorfismo co-
loreado o isomorfismo HCR–coloreado a todo isomorfismo entre ambos digrafos
que transforma arcos de G1 en arcos de G2 del mismo color. Rećıprocamente,
denominamos isomorfismo cromático o isomorfismo HCR–cromático a todo iso-
morfismo entre ambos digrafos que transforma arcos de G1 en arcos de G2 del
color opuesto.

Varios subgrupos de pgg pueden definir diagramas de Schreier HCR–iso-
morfos. El siguiente lema da una condición necesaria y suficiente para tener tal
isomorfismo.

Lema 7 Los digrafos HCR–coloreados T /ΓA y T /ΓB, con ΓA y ΓB subgrupos
de pgg, son HCR–isomorfos si y sólo si ΓA y ΓB son de la misma clase de
conjugación.

Demostración.-

(⇐) Supongamos que ΓA y ΓB pertenecen a la misma clase de conjugación.
Existe entonces un elemento h de pgg tal que ΓB = h−1ΓAh.

Consideremos la aplicación φ : T /ΓA → T /ΓB tal que φ(gΓA) = ghΓB =
gΓAh. Claramente, φ conserva las adyacencias y los colores, ya que αφ(gΓA) =
αghΓB = φ(αgΓA) y análogamente con β.

Finalmente, φ es una biyección, ya que la aplicación ψ : T /ΓB → T /ΓA tal
que φ(gΓB) = gh−1ΓA = gΓBh

−1 es su inversa.

(⇒) Sea φ : T /ΓA → T /ΓB el isomorfismo HCR–coloreado entre los dos
digrafos. Existe algún elemento h de pgg tal que φ(ΓA) = hΓB.

Dado que φ es un isomorfismo HCR–coloreado, tenemos que para cualquier
g de pgg, φ(αgΓA) = αφ(gΓA) y φ(βgΓA) = βφ(gΓA). Como α y β generan
pgg, se cumple que φ(gΓA) = gφ(ΓA) = ghΓB.

En particular, si g ∈ ΓA entonces gΓA = ΓA y debe cumplirse que hΓB =
ghΓB. Es decir, h−1gh ∈ ΓB, lo que demuestra que ambos subrupos son conju-
gados. �

La demostración anterior construye todos los isomorfismos HCR–coloreados
posibles entre dos diagramas de Schreier y, en particular, nos da todos los au-
tomorfismos HCR–coloreados.

Lema 8 Los automorfismos del digrafo HCR–coloreado T /Γ son las acciones
por la derecha de los elementos de NormpggΓ.
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Demostración.- Según la demostración del lema anterior, si φ es un automor-
fismo HCR–coloreado entonces existe un elemento h de pgg tal que para to-
do elemento g ∈ pgg, φ(gΓ) = ghΓ, y además Γ = h−1Γh. De este modo,
h ∈ NormpggΓ y φ(gΓ) = gΓh = Rh(gΓ). �

Como consecuencia directa de lo anterior, el grupo de automorfismos HCR–
coloreados es isomorfo al cociente (NormpggΓ)/Γ, aplicando el primer teorema
de isomorfismo a la aplicación que a cada elemento h de pgg le asigna el auto-
morfismo HCR–coloreado de T /Γ que define Rh.

Si Γ es un subgrupo normal de pgg, los automorfismos coloreados de T /Γ
actúan transitivamente sobre sus vértices. Además, dichos automorfismos actúan
semirregularmente, ya que si φ(gΓ) = ghΓ = gΓ entonces h ∈ Γ y φ es la
identidad. Aśı, AutHCRT /Γ actúa regularmente sobre los vértices del digrafo,
condición necesaria y suficiente para que T /Γ sea el diagrama de Cayley de
pgg/Γ con generadores {αΓ, βΓ}.

Se puede enunciar un resultado análogo al Lema 7 para isomorfismos cro-
máticos entre diagramas de Schreier.

Lema 9 Los digrafos HCR–coloreados T /ΓA y T /ΓB, con ΓA y ΓB subgrupos
de pgg, son isomorfos por un isomorfismo que permuta los colores si y sólo si
R(ΓA) y ΓB son de la misma clase de conjugación.

Demostración.-

(⇐) Supongamos que R(ΓA) y ΓB pertenecen a la misma clase de conjuga-
ción. Existe entonces un elemento h de pgg tal que ΓB = h−1R(ΓA)h.

Consideremos la aplicación φ : T /ΓA → T /ΓB tal que φ(gΓA) = R(g)hΓB =
R(gΓA)h. Claramente, φ conserva las adyacencias y permuta los colores, ya que
αφ(gΓA) = αR(g)hΓB = R(βg)hΓB = φ(βgΓA) y análogamente con β.

Finalmente, φ es una biyección, ya que la aplicación ψ : T /ΓB → T /ΓA tal
que φ(gΓB) = R(g)h−1ΓA = R(gΓB)h−1 es su inversa.

(⇒) Sea φ : T /ΓA → T /ΓB el isomorfismo que permuta los colores. Existe
algún elemento h de pgg tal que φ(ΓA) = hΓB.

Tenemos que para cualquier g de pgg, φ(αgΓA) = βφ(gΓA) y φ(βgΓA) =
αφ(gΓA). Como α y β generan pgg, se cumple que φ(gΓA) = R(g)φ(ΓA) =
R(g)hΓB.

En particular, si g ∈ R(ΓA) entonces R(g)ΓA = ΓA y debe cumplirse que
hΓB = R(g)hΓB. Es decir, h−1R(g)h ∈ ΓB, lo que demuestra que ambos subru-
pos son conjugados. �
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Una consecuencia directa del lema anterior es que los digrafos T /Γ y T /R(Γ)
son isomorfos y sus HCR–coloraciones difieren en una permutación de los colo-
res.

Los resultados anteriores permiten asegurar la existencia de isomorfismos
HCR–coloreados o que intercambian los colores entre los digrafos obtenidos a
partir de dos subgrupos ΓA y ΓB. Sin embargo, podŕıa existir algún isomorfis-
mo distinto a los anteriores, es decir, que no respete los colores. Este último
isomorfismo induce en T /ΓB una HCR–coloración esencialmente distinta de la
natural. Aśı, para clasificar sin ambigüedad los digrafos ĺınea restringidos con
girth ≥ 3 deberemos abordar la unicidad de la HCR–coloración.

Volviendo al planteamiento inicial del caṕıtulo, las cuatro orientaciones G1,
−G1, G2 y −G2 las podemos describir ahora como diagramas de Schreier de los
subgrupos Γ, I0I1(Γ), I1(Γ) y I0(Γ), respectivamente. En efecto, basta ver que
I0 invierte el sentido de los arcos de color α y I1 invierte los arcos de color β.

En los casos en los que los subgrupos Γ, I0(Γ) y I1(Γ) sean de la misma clase
de conjugación podremos asegurar que las cuatro orientaciones son isomorfas y,
por tanto, el ı́ndice de G1 es como mı́nimo 4.

3.5. Subgrupos de pgg

En esta sección construimos los distintos subgrupos del grupo pgg que de-
finen diagramas de Schreier que son digrafos ĺınea restringidos con girth ≥ 3,
eligiendo un único representante de cada clase de conjugación y eliminando
aquellas clases de conjugación que estén relacionadas por el automorfismo R.

Un subgrupo importante de pgg es pgg2, es decir, el subgrupo generado
por los cuadrados de los elementos de pgg. Se puede comprobar fácilmente que
pgg2 está generado por {α2, β2}, que es abeliano y que es un subgrupo normal
de ı́ndice 4. De hecho, pgg2 es isomorfo a Z2.

El grupo cociente (isomorfo al grupo de Klein de 4 elementos) también es
abeliano y tiene los elementos pgg2, αpgg2, βpgg2 y αβpgg2.

Los elementos de la clase αβpgg2 son involutivos. En efecto, si g es un
elemento de pgg2 tenemos que αβg = g−1αβ y entonces (αβg)2 = αβgg−1αβ =
αββ−1α−1 = 1.

Los demás elementos (salvo el neutro) tienen orden infinito. En efecto, el
orden de los elementos de pgg2 (salvo el neutro) es infinito (por ser isomorfo a
Z2). Desde el punto de vista del grupo cociente pgg/pgg2, todo elemento g de
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pgg de orden finito tiene orden par 2n. Entonces, g2n = (g2)n = 1 pero como
g2 ∈ pgg2, n debe ser 1 y, por tanto, g es involutivo. Basta probar finalmente
que αpgg2 y βpgg2 no tienen elementos involutivos. Si g = αα2iβ2j entonces
g2 = α2i+1β2jα2i+1β2j = α4i+2 6= 1.

Aunque los digrafos que queremos clasificar son todos ellos diagramas de
Schreier, el rećıproco no es siempre cierto. Para garantizar que el digrafo T /Γ
es digrafo ĺınea restringido con girth ≥ 3 debemos imponer que no haya en él
autolazos, ni d́ıgonos, ni arcos paralelos ni varios caminos de longitud 2 entre
los mismos vértices.

La no existencia de autolazos equivale a que para todo g de pgg, gΓ 6= αgΓ
y gΓ 6= βgΓ. De otro modo, g−1αg, g−1αg 6∈ Γ o incluso α, β 6∈ gΓg−1.

Procediendo de modo análogo con las otras tres restricciones llegamos a que
para todo g de pgg, gΓg−1 no debe contener ningún elemento del conjunto
{α, β, α2, β2, αβ, βα, α−1β, βα−1, α2β−2, βα3, αβ3, α3β, β3α}.

Nótese que todo elemento involutivo de pgg es conjugado de alguno de los
elementos {αβ, βα, α−1β, βα−1}. En efecto, dado el elemento αβg con g ∈ pgg2,
y tomando un h ∈ pgg2 cualquiera, hαβgh−1 = αβh−1gh−1 = αβgh−2, que
eligiendo el h adecuado se puede reducir siempre a uno de los cuatro casos
citados.

De este modo, el subgrupo Γ no debe contener ningún elemento involutivo.
Si eliminamos tales elementos, resulta que Γ debe ser subgrupo del subgrupo
generado por {α, β2} o del subgrupo generado por {β, α2}. Sin embargo, por el
Lema 9, basta considerar el primer caso.

En conclusión, los subgrupos de pgg que definen digrafos ĺınea restringidos
con girth ≥ 3 son los subgrupos de 〈α, β2〉 y que no contienen ningúno de los ele-
mentos conjugados de {α, β, α2, β2, α2β−2}. Evidentemente, si Γ no contiene a
α2 tampoco puede contener a α y, análogamente con β. Por otra parte, conjugar
por α o por β los demás elementos prohibidos sólo cambia de signo los expo-
nentes, con lo que los elementos prohibidos se reducen a {α2, β2, α2β2, α2β−2}
y sus inversos.

Podemos dividir a los subgrupos anteriores en dos familias diferenciadas: los
que son subgrupos de pgg2 y los que no lo son.
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3.6. Subgrupos de pgg2

Los subgrupos de pgg2 son isomorfos a los subgrupos de Z2. Es bien sabido
que todo subgrupo no trivial de Z2 se puede escribir de forma única como
〈(l, n)〉 con n > 0 o n = 0 y l > 0, o bien 〈(l, 0), (t, n)〉 con l, n > 0 y 0 ≤ t < l.
En el segundo caso podemos expresar el subgrupo de forma equivalente como
〈(0, l′), (n′, t′)〉.

Si t = 0, obviamente n′ = l, l′ = n y t′ = 0. En caso contrario, se cumplen

las relaciones n′ = gcd(l, t), l′ = nl
n′ y t′ = n

[(
t
n′

)−1
(mod l

n′ )
]
.

Los subgrupos de pgg2 son de la forma
〈
α2lβ2n

〉
, que tienen ı́ndice infinito,

o
〈
α2l, α2tβ2n

〉
, cuyo ı́ndice en pgg es 4nl.

Calculemos ahora NormpggΓ. Es obvio que pgg2 < NormpggΓ, ya que
pgg2 es abeliano. Por otra parte, sabiendo que dado g de la clase αβpgg2 y
h de pgg cualesquiera, ghg−1 = h−1 tenemos que gΓg−1 = Γ−1 = Γ. De este
modo, 〈αβ,pgg2〉 < NormpggΓ, por lo que Γ es un subgrupo normal de pgg
o NormpggΓ = 〈αβ,pgg2〉. El subgrupo Γ es normal si αΓα−1 = Γ.

Nótese que todo subgrupo Γ de pgg2 cumple que I0(Γ) = βΓβ−1 = Γ y
I1(Γ) = αΓα−1 = Γ. En efecto, I0(α2iβ2j) = α−2iβ2j = βα2iβ2jβ−1, y análoga-
mente con I1.

De lo anterior deducimos que el ı́ndice de T /Γ es como mı́nimo 4.

3.6.1. Subgrupos de ı́ndice infinito

Tenemos que αΓα−1 =
〈
αα2lβ2nα−1

〉
=
〈
α2lβ−2n

〉
. El subgrupo Γ es normal

si y sólo si n = 0 o si l = 0. Las demás clases de conjugación constan de 2
subgrupos.

Por tanto, todo subgrupo de pgg2 de ı́ndice infinito es (salvo conjugación)
de la forma

〈
α2lβ2n

〉
con n, l ≥ 0.

Sin embargo, a nivel de los digrafos definidos por los anteriores subgrupos, los
digrafos definidos por Γ y R(Γ) son isomorfos según un isomorfismo que inter-
cambia colores. Para evitar esta ambigüedad consideraremos sólo los subgrupos〈
α2lβ2n

〉
con l ≥ n ≥ 0.

Finalmente, para garantizar que el diagrama de Schreier es un digrafo ĺınea
restringido con girth ≥ 3 hay que excluir los subgrupos que contienen α2, β2,
α2β2 o α2β−2, es decir, l ≤ 1.
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Hemos generado la primera familia de digrafos ĺınea restringidos con girth ≥
3 y con ı́ndice no trivial. Denotaremos por CL(∞, 2l, 2n) al digrafo T /

〈
α2lβ2n

〉
con l ≥ 2 y 0 ≤ n ≤ l.

3.6.2. Subgrupos de ı́ndice finito

Procediendo análogamente al caso de ı́ndice infinito,

αΓα−1 =
〈
αα2lα−1, αα2tβ2nα−1

〉
=
〈
α2l, α2tβ−2n

〉
=
〈
α2l, α2(l−t)β2n

〉
.

El subgrupo Γ es normal si y sólo si t = 0 o si l = 2t. Las demás clases de
conjugación constan de 2 subgrupos.

Por tanto, todo subgrupo de pgg2 de ı́ndice finito es (salvo conjugación) de
la forma

〈
α2l, β2n

〉
con n, l ≥ 1 o

〈
α2l, α2tβ2n

〉
con n, l ≥ 1 y 0 ≤ t ≤ l

2
.

El automorfismo R transforma al subgrupo
〈
α2l, β2n

〉
en
〈
α2n, β2l

〉
, con lo

que ambos subgrupos definen digrafos isomorfos. La ambigüedad anterior la
evitamos imponiendo que l ≥ n ≥ 1.

Análogamente, R(
〈
α2l, α2tβ2n

〉
) =

〈
β2l, β2tα2n

〉
=
〈
α2l′ , α2t′β2n′〉

, según las
transformaciones descritas al principio de esta sección. Tomaremos en este caso
l ≥ l′, es decir, n′ ≥ n que equivale a gcd(l, t) ≥ n, y en caso de igualdad

tomaremos t ≥ t′, es decir, t
n
≥
(
t
n

)−1
(mod l

n
).

Para garantizar que el diagrama de Schreier es un digrafo ĺınea restringido
con girth ≥ 3 hay que excluir los subgrupos que contienen α2, β2, α2β2 o α2β−2.
Basta excluir los subgrupos que tienen l = 1, y los que tienen n = 1 y t ≤ 1.

Denotaremos por TR(2l, 2n, 2t) al digrafo T /
〈
α2l, α2tβ2n

〉
con l ≥ 2, n ≥ 1

y t = 0 o n ≤ t ≤ l/2, exceptuando n = 1 y t ≤ 1 y con las condiciones

adicionales gcd l, t ≥ n y si gcd l, t = n además t
n
≤
(
t
n

)−1
(mod l

n
).

3.7. Subgrupos restantes de
〈
α,pgg2

〉
Consideremos un subgrupo Γ < 〈α,pgg2〉 que no sea subgrupo de pgg2.

Dado que pgg2 es subgrupo normal de 〈α,pgg2〉 y Γpgg2 = 〈α,pgg2〉 entonces
|Γ : Γ ∩ pgg2| = |〈α,pgg2〉 : pgg2| = 2. Aśı, Γ = 〈g,Γ ∩ pgg2〉, con g ∈ αpgg2.

Tomemos g igual al representante de la clase Γ− Γ′, g = α2i+1β2j con i ≥ 0
mı́nimo. Entonces g2 = α4i+2 ∈ Γ′.

El automorfismo R no puede identificar los subgrupos aqúı definidos dado
que R(Γ) contiene una potencia impar de β.
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3.7.1. Subgrupos de ı́ndice infinito

Si Γ′ está generado por un único elemento, entonces Γ′ = 〈g2〉. En efecto,
consideremos Γ′ =

〈
α2lβ2n

〉
, con l > 0. Obviamente, l divide a 2i + 1 y, por

tanto, l ≤ 2i + 1. Entonces, g2α−2lβ−2n = α4i+2−2lβ−2n ∈ Γ′, lo que lleva a una
contradicción a menos que l = 2i+ 1. De este modo, Γ =

〈
αlβ2j

〉
, con j impar,

que tiene ı́ndice infinito en pgg.

Los subgrupos que sólo difieren en el valor de j son conjugados. Para verlo,
basta considerar que βjΓβ−j =

〈
αl
〉
.

El normalizador de estos subgrupos es 〈α〉 ya que β−pΓβp = β−p
〈
αl
〉
βp =〈

αl(−1)pβ2p
〉
.

Debemos excluir el subgrupo con l = 1 para garantizar la condición de
digrafo ĺınea restringido con girth ≥ 3.

Denotaremos por MB(∞, l) al digrafo T /
〈
αl
〉

con l ≥ 3 impar.

3.7.2. Subgrupos de ı́ndice finito

Sólo queda considerar el caso Γ′ =
〈
α2l, α2tβ2n

〉
con l, n ≥ 1 y 0 ≤ t < l.

De nuevo, como l divide a 2i + 1 un razonamiento similar al de la subsec-
ción anterior conduce a que l = 2i + 1. Aśı, Γ = 〈g, α2tβ2n〉. Sin embargo,
g−1α2tβ2ngα−2tβ−2n = α4t ∈ Γ′, de lo que se deriva necesariamente que l divide
a 2t. Teniendo en cuenta que t < l y que l es impar, la única solución es t = 0.

Los subgrupos Γ =
〈
αlβ2j, β2n

〉
que sólo difieren en el valor de j son conju-

gados. Para verlo, basta considerar que βjΓβ−j =
〈
αl(−1)j , β2n

〉
=
〈
αl, β2n

〉
.

El ı́ndice de estos subgrupos en pgg es 2nl y, por tanto, definen digrafos
finitos.

El normalizador de los subgrupos anteriores es 〈α, βn〉 ya que α−1Γα =
α−1

〈
αl, β2n

〉
α =

〈
αl, β−2n

〉
= Γ mientras que β−pΓβp = β−p

〈
αl, β2n

〉
βp =〈

αl(−1)pβ2p, β2n
〉

que sólo coincide con Γ si p es múltiplo de n.

Debemos excluir los subgrupos que tienen l = 1, y los que tienen n = 1 para
garantizar la condición de digrafo ĺınea restringido con girth ≥ 3.

Denotaremos por KL(l, 2n) al digrafo T /
〈
αl, β2n

〉
con l ≥ 3 impar y n ≥ 2.

Tanto en el caso de subgrupos con ı́ndice finito como en el caso infinito,
Γ está generado (salvo conjugación) por elementos de la forma αi y/o βi. Si
aplicamos I0 o I1 a dichos elementos, obtenemos los mismos o sus inversos. De
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este modo, Γ = I0(Γ) = I1(Γ) y el ı́ndice del digrafo T /Γ es como mı́nimo 4.

3.8. Clasificación de los digrafos de ı́ndice no

trivial con girth ≥ 3

Los resultados de las secciones anteriores demuestran el siguiente

Teorema 5 Los únicos digrafos ĺınea restringidos conexos de ı́ndice no trivial
y sin d́ıgonos ni autolazos son:

los digrafos CL(∞, 2l, 2n) con l ≥ 2 y 0 ≤ n ≤ l;

los digrafos TR(2l, 2n, 2t) con l ≥ 2, n ≥ 1 y t = 0 o n ≤ t ≤ l/2,
exceptuando n = 1 y t ≤ 1 y con las condiciones adicionales gcd(l, t) ≥ n,

y si gcd(l, t) = n además t
n
≤
(
t
n

)−1
(mod l

n
);

los digrafos MB(∞, l) con l ≥ 3 impar;

los digrafos KL(l, 2n) con l ≥ 3 impar y n ≥ 2;

y todos ellos tienen un ı́ndice ≥ 4.

�

En la Figura 3.3 se pueden observar dos ejemplos de digrafos ĺınea restringi-
dos de ı́ndice no trivial, uno de cada una de las dos familias de digrafos finitos.
Claramente, los digrafos de las cuatro familias son distintos, tanto por la finitud
como por el carácter bipartito. Los automorfismos de T asociados a elementos
de pgg2 identifican vértices en el mismo conjunto independiente de T , con lo
que todos los digrafos de las familias CL y TR son bipartitos. Por el contrario,
en todos los subgrupos que definen los digrafos de las familias MB y KL exis-
te alguna potencia impar de α, lo que provoca la existencia de algún ciclo de
longitud impar.

Sin embargo, como ya se ha mencionado, dentro de cada familia podŕıa haber
digrafos isomorfos por un isomorfismo que no sea cromático, si bien, su existencia
implica la no unicidad (salvo permutación de colores) de la HCR–coloración.
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KL(4,3) TR(4,4,0)

Figura 3.3: Digrafos TR(4, 4, 0) y KL(4, 3).

3.9. Unicidad de la HCR–coloración

Veamos la unicidad (salvo permutación de los colores) de la HCR–coloración
de un digrafo ĺınea restringido de ı́ndice no trivial sin d́ıgonos ni autolazos. Ya
que todo digrafo que cumple las condiciones citadas se obtiene como uno de los
cocientes T /Γ clasificados en la sección anterior, si existen varias orientaciones
de un mismo grafo G0 que cumplen dichas condiciones, debemos asociar un
subgrupo Γ a cada una de ellas.

De entrada, siempre existen al menos 4 orientaciones isomorfas distintas,
G1, −G1, G2 y −G2, todas ellas digrafos ĺınea restringidos. Sin embargo, puede
existir una quinta orientación como digrafo ĺınea restringido, G3.

Tal como se ha descrito al principio del caṕıtulo, cada par de orientaciones
no mutuamente inversas (por ejemplo G1 y G2) definen una HCR–coloración
de las mismas de modo que G1 = F0 ⊕ F1 y G2 = F0 ⊕ (−F1), donde F0 y F1

son los 1–factores asociados a las permutaciones α y β que, a su vez, definen
la HCR–coloración de G1. Lo anterior equivale a afirmar que ninguna estrella
de G0 presenta la misma orientación ni orientaciones inversas en G1 y en G2,
es decir, que sólo dos de las ramas de dicha estrella mantienen su orientación



50 CAPÍTULO 3. DIGRAFOS CON ÍNDICE NO TRIVIAL

al pasar de G1 a G2. De modo análogo, en caso de existir la orientación G3,
podemos encontrar una segunda HCR–coloración esencialmente distinta de la
anterior (es decir, no sólo difieren en una permutación de colores) dada por las
permutaciones γ y δ de modo que G1 = F2 ⊕ F3 y G3 = F2 ⊕ (−F3).

Considerando finalmente la HCR–coloración que definen las orientaciones
G2 y G3 tenemos que no debe existir ninguna estrella de G0 tal que tenga en G2

y en G3 la misma orientación u orientaciones inversas. Este hecho obliga a que
haya exactamente una rama en cada estrella que presente la misma orientación
en G1, G2 y G3. Tenemos entonces una 4–rama–coloración de G0 cuyos colores se
obtienen como producto cartesiano de los colores de las dos HCR–coloraciones
consideradas.

Una consecuencia de lo anterior es que si tomamos un ciclo de F0, dado que
todos los arcos son de color 0, la rama–coloración de G0 fuerza que dichos arcos
se coloreen alternativamente con los colores 2 y 3. De otro modo, si α(x) = γ(x)
entonces

α(x) = γ(x)
α2(x) = δγ(x)
α3(x) = γδγ(x)
α4(x) = δγδγ(x) = x,

la última igualdad debida a las relaciones de conmutación HCR.

Repitiendo el razonamiento para las ramas coloreadas con los restantes 3
colores se llega a la misma conclusión, α4(x) = β4(x) = γ4(x) = δ4(x) = x para
todo vértice x. Para que esto sea posible, los subgrupos Γ1, Γ2 y Γ3 de pgg
que definen respectivamente los digrafos cociente G1, G2 y G3 deben contener
los elementos α4 y β4. El único caso en el que se cumple lo anterior es para el
subgrupo 〈α4, β4〉. Aśı, G1

∼= G2
∼= G3

∼= TR(4, 4, 0). Como consecuencia de lo
anterior, el número de orientaciones posibles como digrafos ĺınea restringidos es
exactamente 4 para las cuatro familias de digrafos excepto para UTR(4, 4, 0)
en el que pueden existir más de 4. Además, de existir más de 4 orientaciones,
todas son isomorfas a T / 〈α4, β4〉.

Si existiese una orientación adicional, G4, distinta de G1, G2, G3 y de sus
inversas, cada estrella de G1 debeŕıa orientarse de manera distinta en cada uno
de los 8 digrafos (incluyendo −G4, que también es una orientación como digrafo
ĺınea restringido). Sin embargo, cualquiera de las orientaciones de la estrella
debe consistir en dos arcos incidentes hacia el vértice y los otros dos incidentes
desde el mismo, lo que sólo es posible realizar de

(
4
2

)
= 6 maneras distintas.

Los resultados anteriores permiten enunciar el siguiente
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Teorema 6 Todo digrafo ĺınea restringido conexo de ı́ndice no trivial sin d́ıgo-
nos ni autolazos tiene ı́ndice 4 salvo TR(4, 4, 0) que tiene ı́ndice 6. Además
todas las posibles orientaciones de sus grafos subyacentes como digrafos ĺınea
restringidos son isomorfas.

Demostración.- Los razonamientos anteriores demuestran el caso general.

En el caso del digrafo TR(4, 4, 0), tenemos 4 orientaciones isomorfas, pero
pueden existir hasta 6, debido a la no unicidad de la HCR–coloración.

El grafo UTR(4, 4, 0), o su digrafo correspondiente UTR∗(4, 4, 0), correspon-
de a un cubo 4–dimensional y se puede construir como el diagrama de Cayley
del grupo Z4

2 con los generadores {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.
El grupo de automorfismos del digrafo anterior, que coincide con el del grafo,
es Z2 o S4, que tiene 384 elementos.

Por otra parte, el digrafo TR(4, 4, 0) es isomorfo a la conjunción B(2, 2)⊗C4,
que, a su vez, es el digrafo ĺınea de K◦2 ⊗C4. El grupo de automorfismos de este
último digrafo, que es isomorfo al de TR(4, 4, 0), es Z2 o Z4, que tiene sólo 64
elementos.

El isomorfismo entre TR(4, 4, 0) y B(2, 2) ⊗ C4 se puede obtener con la
siguiente construcción. Construimos el digrafo B(2, 2) tomando como conjunto
de vértices los polinomios Z2[X]/(X2 +1) de modo que el vértice p es adyacente
hacia los vértices Xp y Xp + 1. Análogamente, C4 puede construirse tomando
el mismo conjunto de vértices y el vértice p es adyacente hacia Xp+ 1.

Aśı, la conjunción B(2, 2) ⊗ C4 puede construirse tomando como conjunto
de vértices los polinomios de dos variables Z2[X, Y ]/(X2 + 1, Y 2 + 1) de modo
que el vértice p es adyacente hacia los vértices Xp+ 1 y Xp+ Y + 1.

Finalmente, el grafo UTR(4, 4, 0) se construye tomando como conjunto de
vértices Z2[X, Y ]/(X2 +1, Y 2 +1) de modo que el vértice p es adyacente a p+1,
p+X, p+ Y y p+XY .

La aplicación Φ que asigna a cada polinomio de 2 variables, p, el polino-
mio q(X, Y ) = p(X, Y + 1)Xp(1,0) es un isomorfismo de grafos que transforma
U(B(2, 2)⊗ C4) en UTR(4, 4, 0), utilizando las construcciones dadas.

Como B(2, 2) ⊗ C4 es un digrafo ĺınea restringido, su imagen por Φ tam-
bién es una orientación de UTR(4, 4, 0) como digrafo ĺınea restringido. Según
los resultados de los párrafos anteriores dicha orientación debe ser isomorfa a
TR(4, 4, 0). �

Contrariamente a lo que podŕıa parecer a simple vista, además de los 32
automorfismos cromáticos de TR(4, 4, 0) (16 automorfismos HCR–coloreados, y
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otros 16 que intercambian los colores de la HCR–coloración) existen automor-
fismos que dejan fijo un arco, elevando a 64 el número total de automorfismos
de TR(4, 4, 0).

La existencia de tales automorfismos queda clara si en la representación tri-
dimansional del digrafo TR(4, 4, 0), mostrada en la Figura 3.3, consideramos la
simetŕıa respecto a alguno de los planos bisectores del cubo exterior que contie-
ne 8 vértices del digrafo. El automorfismo que define la simetŕıa anterior deja
invariantes 8 arcos del digrafo, que corresponden exactamente a dos subdigrafos
fundamentales no adyacentes.

3.10. ‘Embeddings’ naturales

Las cuatro familias de digrafos obtenidas en las secciones anteriores, CL(∞,
2l, 2n), TR(2l, 2n, 2t), MB(∞, l) y KL(l, 2n), pueden ‘dibujarse’ de manera na-
tural en un cilindro, un toro, una banda de Möbius y a una botella de Klein,
respectivamente. De un modo más preciso, los grafos subyacentes a los digrafos
anteriores son isomorfos a los 1–esqueletos de CW–complejos bidimensionales
homeomorfos a las superficies anteriores (ver [23]).

Lo anterior es fácilmente verificable construyendo manualmente los dibujos
de dichos digrafos.

Para obtener una demostración formal de este hecho, se debeŕıa considerar
lo siguiente.

En primer lugar, considerando la acción natural del grupo pgg en el plano
R2, puede verse que dicho plano es un pgg–complejo bidimensional (ver [8])
cuyo 1–esqueleto es isomorfo al grafo UT .

Tomemos ahora un digrafo determinado, T /Γ. Los elementos del subgrupo
Γ de pgg no dejan invariante ninguna célula del complejo, excepto la identidad.
Aśı, R2/Γ es un CW–complejo bidimensional con 1–esqueleto UT /Γ.

Para distinguir el tipo de superficie a que corresponde el complejo R2/Γ,
debemos considerar que su grupo fundamental es isomorfo a Γ.

Para los digrafos TR(2l, 2n, 2t), el subgrupo Γ es isomorfo a Z2, es decir, el
grupo fundamental de un toro. En el caso de los digrafosKL(l, 2n), el subgrupo
Γ es isomorfo al subgrupo 〈α, β2〉, es decir, el grupo fundamental de una botella
de Klein. Finalmente, para diferenciar los casos CL(∞, 2l, 2n) y MB(∞, l), en
los que Γ es isomorfo a Z, debemos observar la orientabilidad de la superficie.



Caṕıtulo 4

Rama–conectividad de los grafos
subyacentes a los digrafos ĺınea

La estructura local de los digrafos ĺınea restringidos nos ha permitido obtener
en los caṕıtulos anteriores algunas propiedades importantes de los mismos y de
sus grafos subyacentes.

Este caṕıtulo está dedicado al estudio de la conectividad de los grafos subya-
centes a digrafos ĺınea restringidos. En particular, se obtienen resultados sobre
la rama–conectividad de tales grafos cuando el digrafo ĺınea es conexo, regular
y no tiene d́ıgonos ni autolazos.

La condición de Heuchenne de los digrafos ĺınea aplicada a los digrafos ĺınea
restringidos tiene como consecuencia la existencia de recorridos no dirigidos de
longitud 4 que contienen un arco dado cualquiera. Dichos recorridos sólo pueden
ser ciclos (es decir, recorridos que no repiten vértices) si consideramos digrafos
sin d́ıgonos ni autolazos.

Desde el punto de vista de la rama–conectividad del grafo subyacente, dada
la rama x y los ciclos de longitud 4 citados aseguran caminos alternativos
entre los vértices x e y si la rama anterior es eliminada.

Las restricciones impuestas al digrafo ĺınea son razonables si se tiene en
cuenta que tanto la presencia de d́ıgonos y autolazos como la no regularidad del
digrafo disminuyen generalmente el grado mı́nimo del grafo subyacente, redu-
ciendo su rama–conectividad.

Si G es un digrafo ĺınea restringido, conexo y sin d́ıgonos ni autolazos y G0 es
su grafo subyacente, es fácil verificar que λG0 ≥ 2λG. Para verlo, consideremos
que F ⊂ E(G0) es un conjunto de corte mı́nimo de ramas de G0 no trivial, es

53
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decir, que divide a G0 en dos componentes conexas conteniendo cada una de
ellas como mı́nimo 2 vértices. Sean x e y respectivamente vértices de cada una
de las dos componentes conexas. Dado que la rama–conectividad de G es λG,
existen como mı́nimo λG caminos disjuntos desde x hacia y y otros tantos desde
y hacia x. Para desconectar ambos vértices en el grafo G0 hace falta cortar los
2λG caminos que los conectan. Esto supone que F tiene al menos una rama
de cada uno de los caminos citados y ninguna de ellas coincide. En efecto, no
puede haber coincidencias ya que, por una parte, caminos en el mismo sentido
son disjuntos y, por otra, una misma rama no puede corresponder a dos arcos
en sentidos opuestos, ya que supondŕıa la existencia de d́ıgonos en G.

Utilizando la vértice–conectividad de G y dado que κG ≥ λG podemos afir-
mar que λG0 ≥ 2κG. En este caṕıtulo, veremos que utilizando la estructura
local de los digrafos ĺınea restringidos basta exigir κG ≥ 2 para que G0 tenga
rama–conectividad máxima y, en algunos casos, que G0 sea super–rama–conexo.

En la bibliograf́ıa se pueden encontrar diversos resultados que acotan in-
feriormente la rama–conectividad de los grafos (ver [2], [24], [28] y [30]). Sin
embargo, las técnicas empleadas en este caṕıtulo conducen a buenos resultados
sin exigir prácticamente ninguna condición salvo la de que el grafo en cuestión
sea el grafo subyacente a un digrafo ĺınea restringido conexo.

4.1. Conjuntos de corte mı́nimos y subgrafos

fundamentales

Para evaluar la rama–conectividad de un grafo basta considerar el tamaño
de los conjuntos de corte de ramas mı́nimos, es decir, tales que ninguno de sus
subconjuntos sea a su vez conjunto de corte del grafo.

Un conjunto de corte (de ramas) mı́nimo F de un grafo G0 divide a éste
en exactamente dos componentes conexas que denotamos P y Q. En efecto, de
existir una tercera componente conexa R, y dado que G es conexo, existiŕıa una
rama e ∈ F con un extremo en R y el otro en una de las componentes P o Q.
Obviamente, de ser aśı, llegaŕıamos a la conclusión de que el conjunto F \ {e}
es también conjunto de corte de G0. Por otra parte, cada rama de F tiene un
extremo en P y el otro en Q. De lo contrario, F \ {e} seŕıa de nuevo conjunto
de corte de G0.

En cada camino de G0 con extremos en distinta componente conexa de
G0 \ F debe existir al menos una rama de F . En particular, esto es aplicable a
los caminos de G0 entre los vértices x e y, tales que la rama x y esté en F ,



4.1. CONJUNTOS DE CORTE Y SUBGRAFOS FUNDAMENTALES 55

BP

AP

AQ

BQ

P Q

Figura 4.1: Fallos necesarios para cortar todos los caminos alternativos dados
por la condición de Heuchenne, en función de los parámetros α y β.

caminos que denominamos alternativos.

Una técnica para construir conjuntos de corte de ramas es considerar inicial-
mente F = {x y} e ir añadiendo a F las ramas necesarias para cortar todos
los caminos alternativos a x y.

Consideremos de ahora en adelante que G es un digrafo ĺınea restringido
d–regular sin d́ıgonos ni autolazos. Dada una rama x y del grafo G0 sea
U(A0 × B0) el subgrafo fundamental al que pertenece. Tenemos entonces los
siguientes caminos alternativos a la rama considerada x y:

x bj ai y, i, j = 1, . . . , d− 1

donde ai ∈ A \ {x} y bj ∈ B \ {y}.
En general, cada conjunto de corte mı́nimo F es la unión (disjunta cuando no

hay d́ıgonos) de conjuntos de corte mı́nimos de algunos subgrafos fundamentales
que componen a G0. En efecto, cada rama x y de F pertenece a un subgrafo
fundamental de G0, U(A0 × B0) con x ∈ A e y ∈ B. Dado que x e y están
en distinta componente conexa de G0 \ F , por ejemplo x ∈ P e y ∈ Q, en el
caso más general tanto A como B tienen una parte en P y otra en Q, como se
observa en la Figura 4.1. Tomemos concretamente AP = A ∩ P , AQ = A ∩ Q
y del mismo modo BP = B ∩ P ,BQ = B ∩ Q. Obviamente, F debe contener
todas las ramas que conectan AP con BQ y BP con AQ. Siendo α = |AP | y
β = |BP | y dado que G es un digrafo d–regular, tenemos también |AQ| = d− α
y |BQ| = d − β. Aśı, F contiene exactamente f(α, β) = α(d − β) + β(d − α)
ramas del subgrafo fundamental considerado (incluida la rama x y). Todo
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ello con 1 ≤ α ≤ d y 0 ≤ β ≤ d − 1, ya que sabemos a priori que x ∈ AP e
y ∈ BQ.

Para los valores permitidos de α y β, podemos afirmar que f(α, β) ≥ d y
que el valor mı́nimo se alcanza con α = 1 y β = 0, o bien con α = d y β = d−1.
Para verlo anterior, basta observar que la función f es armónica y entonces tiene
los extremos en el contorno. En este caso, sólo hay que calcular el valor de f en
las cuatro esquinas del rectángulo en que está definida.

Nótese que en la solución considerada, las ramas de F en el subgrafo fun-
damental U(A0 ×B0) tienen todas el mismo vértice extremo en la componente
P o el mismo extremo en la componente Q. En ambos casos, dichas ramas
corresponden a un conjunto de corte trivial del digrafo G.

Volviendo a la estructura del conjunto de corte F tenemos que, en general,
dicho conjunto es la unión de conjuntos de corte mı́nimos de n ≥ 1 subgrafos
fundamentales. Aśı:

|F | =
n∑

i=1

f(αi, βi) ≥ nd,

donde f(αi, βi) es el número de ramas de F que se hallan en el subgrafo fun-
damental U(Ai × Bi). Dado que el valor máximo que puede alcanzar la rama–
conectividad de G0 es su grado mı́nimo, 2d, los conjuntos de corte con ramas
en más de un subgrafo fundamental ya no determinan la conectividad.

Consideremos la existencia de conjuntos de corte con n = 1 y con menos de
2d ramas. Como ya se ha comentado anteriormente, el valor mı́nimo de f(α, β)
es d y se obtiene cuando α = 1 y β = 0 o cuando α = d y β = d− 1. Teniendo
en cuenta que el digrafo G es conexo, todo conjunto de corte de arcos del mismo
debe tener como mı́nimo un arco que entre y otro que salga de cada componente
conexa en que se divide G. De aqúı podemos deducir que ninguno de los dos
conjuntos de ramas que minimizan f(α, β) constituyen un conjunto de corte del
grafo G0.

Despreciando ambas soluciones, el mı́nimo de f(α, β) es 2d− 2 y se alcanza
cuando α = 1 y β = 1 o cuando α = d− 1 y β = d− 1.

Los razonamientos anteriores demuestran el siguiente resultado:

Teorema 7 La rama–conectividad del grafo G subyacente a un digrafo ĺınea
restringido d–regular sin d́ıgonos ni autolazos conexo es como mı́nimo 2d− 2.

�
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En la siguiente sección se construyen ejemplos de grafos con rama–conecti-
vidad exactamente 2d − 2, lo que demuestra que el teorema anterior recoge el
mejor resultado posible.

4.2. Construcción de grafos con λ = 2d− 2

Construyamos digrafos G′ conexos, d–regulares con d ≥ 2 y sin d́ıgonos ni
autolazos tales que los grafos subyacentes a sus digrafos ĺınea G0 = ULG′ tengan
rama–conectividad exactamente λ = 2d − 2. Para ello, tomemos dos digrafos
cualesquiera, G′1 y G′2, d–regulares conexos, sin d́ıgonos ni autolazos y con d ≥ 2.
Consideremos un arco de G′1, (y0, z0), y d − 1 arcos de G′2 no incidentes desde
ni hacia un mismo vértice, (yi, zi) con i = 1, . . . , d − 1. Substituyamos ahora
los d arcos citados por los arcos (yi, x) y (x, zi) con i = 0, . . . , d − 1, donde x
es un nuevo vértice del digrafo en construcción G′. La transformación anterior
se muestra en la Figura 4.2. El digrafo G′, cumple las condiciones exigidas al
principio por las razones siguientes:

G′ es también d–regular ya que d+(x) = d−(x) = d y los grados de los
vértices de G′1 y G′2 no han sido modificados.

G′ es conexo ya que cada arco suprimido en G′1 y en G′2 se transforma en
un camino de longitud 2 que conecta sus extremos y, por tanto, mantiene
los caminos existentes en G′1 y G′2. Además, aparecen caminos entre los
vértices de G′1 y G′2 y viceversa, a través del nuevo vértice x.

La transformación de arcos en caminos de longitud 2 descrita no genera ni
d́ıgonos ni ramas paralelas dado que los extremos de los arcos seleccionados
son todos distintos.

Las ramas correspondientes a los d−1 arcos (y0, x) −→ (x, zi) e (yi, x) −→
(x, z0) de LG′ constituyen un conjunto de corte del grafo G0 = ULG′.

�

Se puede demostrar también el proceso de construcción descrito genera todos
los grafos posibles que cumplen las condiciones dadas al principio de esta sección.
En efecto, según los resultados obtenidos en la sección anterior, para conseguir
que la rama–conectividad del grafo ULG′ sea exactamente λ = 2d − 2 debe
existir un conjunto de corte de ramas F correspondiente a los arcos e0 −→ fi y
f0 −→ ei con i = 1, . . . , d−1 y siendo e0 −→ f0 también un arco de LG′. Nótese
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que ésta es justamente la forma del conjunto de corte obtenido para α = β = 1
tomando AP = {e0}, AQ = {e1, . . . , ed−1}, BP = {f0}, BQ = {f1, . . . , fd−1}.

Las ramas correspondientes enG0 a los arcos considerados forman un subgra-
fo fundamental que, como se describió en el Caṕıtulo 2, le corresponde un vértice
x de G′. Basta considerar ahora ei = (yi, x) y fi = (x, zi) con i = 0, . . . , d−1 pa-
ra tener la construcción propuesta al principio de la sección. Nótese finalmente
que los vértices y0, . . . , yd−1, z0, . . . , zd−1 y x son distintos ya que de lo contrario
G′ presentaŕıa d́ıgonos, autolazos o arcos paralelos.

Sólo falta probar que la transformación inversa que consiste en eliminar el
vértice x de G′ y añadir los arcos (yi, zi) con 0 ≤ i ≤ d−1 conduce necesariamen-
te a la partición de G′ \{x} en dos componentes G′1 y G′2 entre las que no existe
arco ninguno. Consideremos ahora los conjuntos de vértices P ′ = P \ {e0, f0}
y Q′ = Q \ {ei, fi}i=1,...,d−1 de LG′. La supresión de los vértices permite afir-
mar que no existe ningún arco que conecta vértices de P ′ con vértices de Q′ ya
que, en caso contrario, F no seŕıa un conjunto de corte. De este modo, ambos
conjuntos definen conjuntos de arcos de G′ que a su vez inducen subdigrafos
disjuntos en vértices, G′1 y G′2, que contienen todos los vértices de G′ salvo x.

Nótese que tanto G′ como su digrafo ĺınea tienen vértice conectividad 1 ya
que y0 −→ x y también x −→ z0 rompen la conectividad fuerte de LG′ y
x rompe incluso la conectividad débil de G′. En la Figura 4.3 se muestra un
ejemplo de grafo construido por el método anterior para d = 3 y un conjunto
de corte de 2d− 2 ramas.

4.3. Digrafos κ–conexos

En la Sección 4.1 obtuvimos una cota inferior de la rama–conectividad del
grafo G0 = ULG′ considerando entre otras restricciones que G′ fuese cone-
xo. En esta sección se obtienen mejores resultados partiendo de una vértice–
conectividad de G = LG′ dada.

Sea κ la vértice–conectividad del digrafo G y sea F un conjunto de corte
de ramas mı́nimo de su grafo subyacente G0. Denotando por P y Q las dos
componentes conexas deG0\F , podemos dividir F en dos subconjuntos F+ y F−

que contienen las ramas correspondientes a arcos que van desde P hacia Q y al
revés, respectivamente. Claramente, los arcos correspondientes a F+ constituyen
un conjunto de corte del digrafo G, al igual que los arcos correspondientes a F−.

Por otra parte, todo conjunto de vértices V + tal que cada rama de F+ sea
incidente a exactamente uno de dichos vértices es un conjunto de corte del
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y0

z0

x

y1

z1

yd-1

zd-1

G’1 G’2

Figura 4.2: Construcción del digrafoG′ que da lugar a los grafos con conectividad
2d− 2.

digrafo G o bien contiene todos los vértices de P o de Q. En efecto, al suprimir
de G los vértices de V + se suprimen todos los arcos incidentes desde y hacia
dichos vértices y, en particular, se suprimen todos los arcos correspondientes a
F+. Aśı, o bien el digrafo queda desconectado, con lo que V + tiene como mı́nimo
κ vértices, o bien al suprimir los vértices se ha suprimido toda la componente
P o Q.

En este último caso, todo vértice de la componente suprimida (P o Q) debe
ser incidente a alguna rama de F , con lo que F tiene como mı́nimo tantas ramas
como vértices tiene la componente suprimida. Más aún, F debe contener todas
las ramas que salen de dicha componente. Si la componente conexa suprimida
tiene n vértices, F tendrá como mı́nimo n(2d− n+ 1) ramas.

Nótese que con n < k el único modo en el que F no supera las 2d ramas es
con n = 1, caso en el que F consta de todas las ramas incidentes a un vértice
dado, esto es, F es un conjunto de corte trivial de G. Por tanto, o bien F
contiene un conjunto de corte trivial o bien V + y V − tienen como mı́nimo κ
vértices.

Aśı, para evaluar la rama–conectividad del grafo G0, debemos imponer al
conjunto F la condición de que no exista ningún conjunto de menos de κ vértices
que sea incidente a todas las ramas en F+ o que sea incidente a las ramas de
F−.

Como ya se ha explicado en la Sección 4.1, F está formado por ramas en n
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Figura 4.3: Ejemplo de grafo construido a partir de un digrafo 3–regular y un
conjunto de corte de 4 ramas del mismo.
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subgrafos fundamentales de G0 distintos, y para que F contenga menos de 2d
ramas es preciso que n = 1.

Si Añadimos ahora la restricción de que la conectividad del digrafo G es κ ≥
2, tenemos que V + y V − deben tener como mı́nimo κ vértices. Concretamente,
esto supone que α, d− β ≥ κ y β, d− α ≥ κ, respectivamente.

El nuevo valor mı́nimo de f(α, β) es 2κ(d−κ) y se alcanza cuando α = β = κ
o cuando α = β = d − κ. Estas soluciones sólo son posibles si d ≥ 2κ, en cuyo
caso 2κ(d− κ) ≥ 2d (la igualdad ocurre únicamente para κ = 2 y d = 4).

De este modo, los resultados anteriores permiten enunciar el siguiente

Teorema 8 El grafo G0 subyacente a un digrafo ĺınea restringido d–regular,
κ–conexo con κ ≥ 2, sin d́ıgonos ni autolazos tiene rama–conectividad máxima,
λ = 2d.

�

4.4. Super–rama–conectividad

Utilizando las técnicas anteriores podemos encontrar condiciones para que
el grafo G0 subyacente a un digrafo ĺınea restringido d–regular, κ–conexo sin
d́ıgonos ni autolazos sea super–rama–conexo. Para obtener este resultado basta
asegurar, por una parte, que la rama–conectividad de G0 sea máxima (2d) y,
por otra, que los únicos conjuntos de corte con 2d ramas son los triviales. Pa-
ra asegurar la primera condición, según los resultados obtenidos en la sección
anterior, basta tomar κ ≥ 2.

Analicemos ahora la segunda condición. Un conjunto de corte trivial está for-
mado por todas las ramas incidentes a un determinado vértice x. Dado que x
está exactamente en dos subgrafos fundamentales, U(A1 × B1) y U(A2 × B2),
el conjunto de corte trivial tiene ramas en ambos subgrafos. De este modo, si-
guiendo la notación de los apartados anteriores, para que F sea un conjunto de
corte trivial, necesariamente n = 2.

Según lo anterior, si encontramos conjuntos de corte con 2d ramas para el
caso n = 1, el grafo G0 no es super–rama–conexo. El número de ramas de F en
el caso n = 1 sabemos que es como mı́nimo 2κ(d − κ), y un conjunto de corte
tal sólo puede existir si d ≥ 2κ. Para que F sea un conjunto de corte no trivial
que rompa la super–rama–conectividad de G0 debemos tener 2κ(d − κ) = 2d,



62 CAPÍTULO 4. RAMA–CONECTIVIDAD

es decir, d = k2

k−1 . El valor de d sólo es un número entero para k = 2 obteniendo
d = 4.

Dado que el número mı́nimo de ramas de F es nd, sólo podemos encontrar
conjuntos de corte no triviales para n = 1, 2. Únicamente falta estudiar la
existencia de conjuntos de corte no triviales con 2d ramas en el caso n = 2.

Si n = 2, el número de ramas de F es

f(α1, β1) + f(α2, β2),

donde α1, α2, toman valores entre 1 y d, β1 y β2 toman valores entre 0 y d− 1 y
todo conjunto de vértices V + o V − (ver sección anterior) tienen como mı́nimo
κ vértices.

La última condición puede expresarse como

mı́n(α1, d− β1) + mı́n(α2, d− β2) ≥ κ

mı́n(d− α1, β1) + mı́n(d− α2, β2) ≥ κ

Dado que f(α, β) ≥ d, las únicas soluciones de |F | = 2d cumplen

f(α1, β1) = f(α2, β2) = d

Usando los cálculos efectuados en la Sección 4.1 tenemos que f(α, β) = d cuando
α = 1 y β = 0 o cuando α = d y β = d − 1. Los valores citados de α y β no
satisfacen las condiciones del número de vértices de V + y V −, con lo que no
obtenemos ningún conjunto de corte con 2d ramas.

En el caso d = 2 existe una solución adicional de f(α, β) = 2, que es α =
β = 1. Tomando α1 = α2 = β1 = β2 = 1 en el caso κ = d = 2 se satisfacen
todas las condiciones anteriores.

En conclusión, sólo es posible obtener conjuntos de corte no triviales con 2d
ramas en los casos κ = 2 y d = 2, 4, lo que demuestra el siguiente

Teorema 9 El grafo G0 subyacente a un digrafo ĺınea restringido d–regular,
κ–conexo sin d́ıgonos ni autolazos es super–rama–conexo para κ ≥ 2 salvo en
los casos κ = 2, d = 2, 4 en el que sólo se puede asegurar rama–conectividad
máxima (λ = 2d).

�

De nuevo, el resultado anterior es el mejor posible ya que en la siguiente
sección se construyen grafos no super–rama–conexos en los casos κ = 2 y d =
2, 4.
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4.5. Construcción de los grafos no super–rama–

conexos

La construcción de digrafos G′ 2–conexos, 2 y 4–regulares y sin d́ıgonos ni
autolazos tales que los grafos subyacentes a sus digrafos ĺınea no sean super–
rama–conexos, es similar a la construcción de los ejemplos de la Sección 4.2.
Consideremos dos digrafos con arco–conectividad 2, sin d́ıgonos ni autolazos y
d–regulares, G′1 y G′2, con d = 2 o d = 4 según sea el caso. Consideremos a
su vez dos arcos con extremos distintos en cada uno de los digrafos, (x1, y1) y
(z1, t1) en G′1 y (x2, y2) y (z2, t2) en G′2.

En el caso d = 2 basta substituir los arcos anteriores por los nuevos arcos
(x1, a), (a, y1), (z1, b), (b, t1) y (x2, a), (a, y2), (z2, b), (b, t2), donde a y b son
nuevos vértices del digrafo en construcción. El digrafo G′ obtenido cumple los
mismos requisitos exigidos a G′1 y a G′2 por las siguientes razones:

G′ es 2–regular ya que los vértices añadidos, a y b, tienen grados de en-
trada y de salida 2 y los grados de los vértices de G′1 y G′2 no han sido
modificados.

G′ tiene arco–conectividad 2. Para ello, observemos primero que los arcos
añadidos definen caminos alternativos de longitud 2 a los arcos suprimi-
dos. La supresión de un arco de G′1 no desconecta al digrafo G′ ya que
aquel tiene arco–conectividad 2, y lo mismo ocurre con los arcos de G′2.
Finalmente, la supresión de uno de los nuevos arcos de G′ tampoco des-
conecta a los digrafos G′1 y G′2 porque supone como mucho destruir uno
de sus arcos originales, ni desconecta uno de otro por existir al menos dos
caminos arco–disjuntos entre ambos digrafos.

El proceso de construcción descrito no produce d́ıgonos ni autolazos ni
tampoco arcos paralelos ya que los arcos de G′ substituidos no tienen
vértices extremos comunes.

Véase que en el grafo G0 = ULG′ las ramas

(x1, a) (a, y2) (z1, b) (b, t2)
(x2, a) (a, y1) (z2, b) (b, t1)

forman un conjunto de corte no trivial de 2d ramas, que demuestra que el grafo
construido no es super–rama–conexo.

Finalmente, para el caso d = 4 los nuevos arcos a añadir para construir
el digrafo G′ son (x1, a), (a, y1), (z1, a), (a, t1) y (x2, a), (a, y2), (z2, a), (a, t2).
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Razonamientos análogos a los realizados en el caso d = 2 nos llevan de nuevo
a demostrar que G′ cumple las condiciones impuestas a G′1 y a G′2. Ahora, el
conjunto de corte de 2d ramas no trivial que rompe la super–rama–conectividad
del grafo G0 = ULG′ está definido por las ramas

(x1, a) (a, y2) (x1, a) (a, t2)
(z1, a) (a, y2) (z1, a) (a, t2)
(x2, a) (a, y1) (x2, a) (a, t1)
(z2, a) (a, y1) (z2, a) (a, t1)

Las dos construcciones anteriores se basan en mantener siempre dos caminos
disjuntos en arcos en ambos sentidos conectando los dos digrafos de partida, G′1
y G′2, de modo que los arcos substituidos se reemplacen también por caminos
disjuntos en arcos. En la Figura 4.4 se muestra un ejemplo de la construcción
para d = 2.

4.6. Digrafos con d́ıgonos

La rama–conectividad del grafo G0 subyacente a un digrafo ĺınea restringido
G d–regular que presente algún d́ıgono pero que no tenga autolazos se puede
estudiar con las mismas herramientas utilizadas en las secciones anteriores. La
primera implicación de la presencia de d́ıgonos es que en el grafo G0 existen
vértices con grado 2d−1, lo que limita el valor de la rama–conectividad máxima
a λ = 2d− 1. Efectivamente, dado que un digrafo ĺınea restringido puede tener
a lo sumo un d́ıgono en cada vértice, los vértices incidentes a un d́ıgono tienen
2d− 1 ramas incidentes en el grafo subyacente G0. Esto indica la existencia de
conjuntos de corte triviales con 2d− 1 ramas.

La caracterización de grafos subyacentes a digrafos ĺınea restringidos dada en
el Caṕıtulo 2 sigue siendo aplicable en el caso de digrafos con d́ıgonos. Aśı, todo
conjunto de corte de ramas mı́nimo F contiene ramas de un cierto número n de
subgrafos fundamentales. Ahora, es posible que una misma rama del grafo G0

esté a la vez en dos subgrafos fundamentales, lo que puede ocurrir únicamente
cuando dicha rama corresponde a un d́ıgono en el digrafo G. Más aún, dados
dos subgrafos fundamentales, éstos poseen como máximo una rama en común.
En efecto, si U(A1 × B1) y U(A2 × B2) tienen dos ramas en común, A1 ∩ B2 o
bien A2 ∩B1 deben tener más de un vértice, lo que es absurdo. Por otra parte,
dado que los conjuntos A y B del subgrafo fundamental U(A0 × B0) tienen
exactamente d vértices, en un subgrafo fundamental hay a lo sumo d d́ıgonos.

En las secciones anteriores se han construido los conjuntos de corte de ramas
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Figura 4.4: Ejemplo de grafo no super–rama–conexo construido a partir de un
digrafo 2–conexo y 2–regular.
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de G0 a partir de conjuntos de arcos del digrafo G, teniendo en cuenta que
subgrafos fundamentales distintos no comparten rama alguna. En el caso que
nos ocupa, el número de ramas del conjunto de corte puede ser inferior al número
de arcos de G considerados.

Sea κ la vértice–conectividad del digrafo G. Si n = 1, dado que consideramos
un único subgrafo fundamental, el número mı́nimo de ramas del conjunto de
corte F es el calculado el la Sección 4.3, que vale 2κ(d − κ). Este caso sólo es
posible si d ≥ 2κ. Exigiendo que κ ≥ 2 tenemos que con n = 1 los conjuntos de
corte (que sólo existen si d ≥ 4) tienen como mı́nimo 4d − 8 ramas, valor que
supera la rama–conectividad máxima de G0.

Cuando n ≥ 2 el número de ramas de F que corresponden a d́ıgonos de G
no puede superar n(n−1)

2
, ya que hay como mucho una por cada par de subgrafos

fundamentales, ni puede superar nd
2

, ya que hay como mucho d d́ıgonos en
un mismo subgrafo fundamental. Aśı, el número mı́nimo de ramas en F (sin
considerar el valor concreto de κ) es

nd−mı́n

(
n(n− 1)

2
,
nd

2

)
,

ya que f(α, β) nunca será inferior a d. Es rutinario demostrar que la cota dada
es supera a 2d − 1 salvo cuando n = 2 o n = 3 y d = 2, casos en los que se
cumple la igualdad.

Entonces, se deduce el siguiente

Teorema 10 El grafo G0 subyacente a un digrafo ĺınea restringido d–regular,
con vértice–conectividad κ ≥ 2 con d́ıgonos y sin autolazos tiene rama–conecti-
vidad máxima λ = 2d− 1.

�

Aplicando este teorema a los grafos de Kautz se demuestra que alcanzan la
rama–conectividad máxima, resultado ya obtenido por otros autores (ver, por
ejemplo, [2]).



Caṕıtulo 5

Ciclos en digrafos ĺınea iterados:
digrafos de Kautz

Tal como se ha descrito en el Caṕıtulo 1, los digrafos de Kautz se pueden
construir como digrafos sobre alfabetos de modo que cada vértice de K(d, n)
corresponde a una secuencia de n śımbolos seleccionados de un alfabeto de d+1
śımbolos, tal que dos d́ıgitos consecutivos en la secuencia sean distintos. Del
mismo modo, un ciclo de longitud l sobre K(d, n) equivale a una secuencia de
longitud l de śımbolos del mismo alfabeto tal que dos d́ıgitos consecutivos cua-
lesquiera son distintos, y también son distintas todas las posibles subsecuencias
de longitud n de la secuencia anterior (tomada ćıclicamente). En este caṕıtulo
se demuestra la existencia de ciclos en K(d, n) de cualquier longitud excepto 1
y dn + dn−1− 1. Se puede encontrar estudios de longitudes de ciclos en digrafos
ĺınea en [19], [21] y [31].

A lo largo de este caṕıtulo utilizaremos la siguiente notación: si G es un
digrafo y H es un subdigrafo de G denotamos por G\H al subdigrafo resultante
de suprimir en G los arcos de H. Por otra parte, si H1 y H2 son subdigrafos de G
disjuntos en arcos, denotamos por H1⊕H2 al subdigrafo tal que V (H1⊕H2) =
V (H1) ∪ V (H2) y A(H1 ⊕H2) = A(H1) ∪ A(H2).

Tal como se ha comentado en el Caṕıtulo 1, todo ciclo de LG induce un
circuito (o recorrido cerrado que no repite arcos) de la misma longitud en G y
viceversa. Por otra parte, todo subdigrafo de G conexo y localmente regular (es
decir, que todo vértice del subdigrafo tiene grado de salida y grado de entrada
iguales) se puede recorrer completamente con un circuito.

Aśı, para construir un ciclo de longitud dada l en el digrafo ĺınea LG debemos
encontrar en G un subdigrafo localmente regular conexo con exactamente l

67
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arcos.

Para construir subdigrafos localmente regulares de G debemos considerar el
siguiente resultado

Lema 10 Un digrafo G sin vértices aislados es localmente regular si y sólo si
se puede descomponer como unión disjunta en arcos de ciclos.

Demostración.- En efecto, si G es un digrafo localmente regular y C es un ciclo
del mismo, G \ C es también localmente regular. Aśı, por inducción sobre el
número de arcos del digrafo, G es aćıclico o bien se puede descomponer en
ciclos. Sin embargo, un digrafo con grado mı́nimo δ ≥ 1 no puede ser aćıclico.

Rećıprocamente, la unión de ciclos disjuntos en arcos da siempre un sub-
digrafo localmente regular, dado que el grado de entrada y el de salida de un
vértice cualquiera x es el número de ciclos utilizados en la unión que lo contie-
nen. �

Si el número de arcos del subdigrafo está fijado debemos tener una manera
sencilla de controlar la longitud de los distintos ciclos utilizados en la construc-
ción. Para ello, es cómodo considerar los ciclos de un 1–factor de G, o conjunto
de ciclos disjuntos en vértices que contienen todos los vértices de G. La suma
de las longitudes de los ciclos del 1–factor coincide obviamente con el número
de vértices del digrafo G.

Otra propiedad importante de los digrafos localmente regulares es:

Lema 11 Un digrafo localmente regular no conexo G es la unión disjunta (en
vértices) de digrafos conexos localmente regulares.

Demostración.- La afirmación que se pretende demostrar es equivalente a decir
que dados dos vértices x e y de un digrafo localmente regular, si existe un camino
desde x hacia y también existe un camino de y hacia x. De modo equivalente,
dado un arco x −→ y de un digrafo localmente regular existe algún ciclo que
lo contiene. Por el lema anterior, dado que el digrafo se puede descomponer en
ciclos disjuntos en arcos, cada arco del digrafo está como mı́nimo en un ciclo.
�

Vamos a dar ahora algunos resultados que facilitan la construcción de sub-
digrafos localmente regulares con un número de arcos dado en el caso particular
de un digrafo G que es digrafo ĺınea iterado, conexo y d–regular.

Lema 12 Sea G un digrafo ĺınea d–regular. Si C es un ciclo de G entonces
existe un 1–factor en G que lo contiene.
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Demostración.- Consideremos G = LG′. Sea C ′ el subdigrafo conexo localmente
regular definido por el circuito inducido en G′ por el ciclo C. Sea T ′ el comple-
mento de C ′ en G′, es decir, T ′ = G′ \ C ′. En general, T ′ será un subdigrafo
localmente regular con p componentes conexas. En dichas componentes cone-
xas, que también son localmente regulares, se pueden encontrar circuitos que
los recorren completamente. Dichos circuitos, que son dijuntos en arcos entre
śı y con C ′, inducen en G ciclos disjuntos en vértices, siendo C uno de ellos.

Los p + 1 ciclos de G construidos contienen todos los vértices de G, ya que
todos los arcos de G′ están en C ′ o en T ′ y, por tanto, está en alguno de los
p+ 1 subdigrafos. De este modo, los p+ 1 ciclos forman un 1–factor de G. �

El Lema anterior permite construir 1–factores que contengan un ciclo dado.
El paso siguiente a realizar es incluir un 1–factor cualquiera en una 1–factoriza-
ción, es decir, en una descomposición de G en d 1–factores disjuntos (en arcos).

Lema 13 Sea G un digrafo d–regular. Si F es un 1–factor de G entonces existe
alguna 1–factorización de G que contiene a F , es decir, G = F⊕F1⊕ . . .⊕Fd−1.

Demostración.- El complemento del 1–factor F en G, G \ F , es un digrafo
(d − 1)–regular. Dado que todo grafo (d − 1)–regular se puede descomponer
en (d − 1) 1–factores disjuntos, tenemos que G \ F = F1 ⊕ . . . ⊕ Fd−1. Aśı,
G = F ⊕ F1 ⊕ . . .⊕ Fd−1. �

Para construir ciclos de longitud dada en el digrafo LG no basta construir
subdigrafos localmente regulares sino que debemos asegurar que éstos sean co-
nexos. El siguiente Lema permite obtener subdigrafos conexos localmente regu-
lares siguiento un proceso iterativo que disminuye el número de componentes
conexas.

Lema 14 Sea G un digrafo ĺınea conexo localmente regular con m arcos y sea
H un subdigrafo de G localmente regular con k arcos. Sea HM el conjunto de los
vértices aislados del subdigrafo complementario de H, G \H. Si HM no es un
conjunto de corte de G entonces existe un subdigrafo de G conexo y localmente
regular con m− k arcos.

Demostración.- Sea T el digrafo resultante al suprimir los vértices de Hs en
G \H. Dado que G y H son localmente regulares, T también lo es.

Si T es conexo, entonces ya es el subdigrafo de G buscado. Si no, considere-
mos las p componentes conexas Ti, i = 1, . . . , p ≥ 2, en que se descompone T ,
que también son digrafos localmente regulares y sin vértices aislados.
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Dado que HM no es conjunto de corte del digrafo G, existe un arco x −→ y
en H entre dos de las componentes conexas, pongamos x ∈ T1 e y ∈ T2. En
efecto, si no existiese ningún arco como el anterior, todos los arcos salientes
de Ti deben ser adyacentes hacia un vértice de HM , con lo que HM seŕıa un
conjunto de corte.

Como ningún vértice de Ti está aislado, deben existir los arcos x −→ z en
T1 y t −→ y en T2. Por la condición de Heuchenne, debe existir además el arco
t −→ z en H.

Intercambiando los arcos x −→ z y t −→ y en T por los arcos x −→ y y
t −→ z en H construimos nuevos subdigrafos Ĥ y T̂ . Nótese que Ĥ es tam-
bién un subdigrafo localmente regular y ĤM = HM , dado que los intercambios
efectuados no afectan al grado de los vértices en H.

El nuevo digrafo T̂ tiene únicamente p− 1 componentes conexas. En efecto,
las componentes Ti con i = 3, . . . , p (si existen) permanecen intactas en T̂ . Sin
embargo, las antiguas componentes T1 y T2 han quedado conectadas por los
arcos x −→ y y t −→ z. Nótese que la desaparición de los arcos x −→ z y
t −→ y no rompe la conectividad ya que existen caminos que van desde y hasta
x en T1 y desde z hasta t en T2.

Repitiendo el proceso anterior, por inducción llegamos a obtener un subdi-
grafo conexo localmente regular con m− k arcos. �

Haciendo una pequeña modificación en el enunciado del lema anterior obte-
nemos un nuevo lema un poco menos general pero de uso más claro.

Lema 15 Sea G un digrafo ĺınea conexo localmente regular con m arcos y sea H
un subdigrafo de G localmente regular con k arcos. Si el conjunto de los vértices
aislados de H (es decir, los vértices de G que no son incidentes ni desde ni hacia
arcos de H) no es un conjunto de corte de G, entonces existe un subdigrafo de
G conexo y localmente regular con k arcos.

Demostración.- Si H es un subdigrafo localmente regular también lo es su com-
plementario H̃ = G \H. Aplicando el lema anterior a H̃ y, teniendo en cuenta
que H̃M no es conjunto de corte de G, obtenemos un subdigrafo conexo local-
mente regular con k arcos. �

5.1. Digrafos ĺınea panćıclicos

Un digrafo G con N vértices es panćıclico si existen en él ciclos de cualque-
ra de las longitudes posibles, es decir, l = 1, . . . , N . Notemos que un digrafo
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panćıclico, en particular, es Hamiltoniano. Del mismo modo, decimos que un
digrafo G con M arcos es pancircuito cuando existen en él circuitos con cual-
quier número posible de arcos, es decir, con 1, . . . ,M arcos. Es obvio que un
digrafo pancircuito es en particular un digrafo conexo localmente regular (basta
considerar el caso de longitud igual a M).

Aplicando los resultados de la sección anterior al caso de digrafos ĺınea d–
regulares podemos enunciar la siguiente

Proposición 7 Sea G un digrafo conexo d–regular con M arcos. Si existe un
circuito T de G de longitud k entonces LG tiene circuitos de longitudes rM +k
y (d− r)M − k con r = 0, . . . , d− 2.

Demostración.- El circuito T induce un ciclo C en LG, que a su vez es un
circuito de LG de longitud k. Por los Lemas 12 y 13, existe una 1–factorización
de LG, LG = F0 ⊕ F1 ⊕ . . .⊕ Fd−1, tal que C está contenido en F0.

Consideremos los subdigrafos H0 = Ck y Hr = Hr−1⊕Fr con r = 1, . . . , d−2.
Todos ellos son localmente regulares, dado que son unión de subdigrafos 1–
regulares y disjuntos en arcos. Nótese que el grado de un vértice cualquiera
en el digrafo Hi oscila entre i e i + 1, por lo que el complementario no tiene
vértices aislados. Dado que el número de arcos de Hr es Mr + k, el Lema 14
asegura la existencia de un subdigrafo conexo localmente regular en LG con
dM − (rM + k) = (d− r)M − k arcos, con r = 0, . . . , d− 2.

Considerando que Hi con i 6= 0 no tiene vértices aislados, si aplicamos el
Lema 15 obtenemos subdigrafos conexos localmente regulares con rM+k arcos,
con r = 1, . . . , d− 2. �

Tomando una iteración más del digrafo ĺınea podemos enunciar el siguiente

Corolario 2 Sea G un digrafo ĺınea conexo d–regular con N vértices. Si existe
un ciclo C de G de longitud k entonces LG tiene ciclos de longitudes rN + k y
(d− r)N − k con r = 0, . . . , d− 2.

Demostración.- Supongamos que G = LG′, donde G′ debe ser conexo y d–
regular con N arcos. El ciclo C induce un circuito T en G′ de longitud k.
Entonces, los circuitos de G cuya existencia asegura la proposición anterior
inducen ciclos en G de longitudes rN + k y (d− r)N − k con r = 0, . . . , d− 2.
�

Obsérvese que en la proposición anterior si existen circuitos de longitudes k
y M−k en G se asegura la existencia de circuitos en LG de todas las longitudes
cuyo resto al dividir por M es k o M − k (y, análogamente para su corolario).
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En el caso particular de digrafos pancircuitos tenemos

Teorema 11 Sea G un digrafo conexo d–regular con M arcos. Si G es pancir-
cuito entonces los digrafos ĺınea iterados, LnG, también son pancircuitos.

Demostración.- Dado que el digrafo ĺınea de un digrafo conexo d–regular tam-
bién es conexo y d–regular, el teorema se demuestra por inducción sobre n.
Consideremos entonces el caso n = 1.

Si G es pancircuito entonces existen circuitos en G con 1, . . . ,M arcos. Apli-
cando la Proposición 7 obtenemos circuitos en LG de longitudes k y sM − k
con k = 1, . . . ,M y s = 2, . . . , d.

De este modo aseguramos la existencia en LG de subdigrafos conexos local-
mente regulares con un número de arcos cualquiera entre 1 y dM − 1. El valor
restante, dM , se consigue teniendo en cuenta que el propio digrafo LG es un
subdigrafo conexo localmente regular.

Para hacer los demás pasos de inducción basta tomar Ln−1G en lugar del
propio digrafo G. �

Corolario 3 Si G es un digrafo ĺınea conexo d–regular y panćıclico entonces
LnG también es panćıclico.

Demostración.- Es inmediato ver que si G = LG′ es panćıclico entonces G′ es
pancircuito. Aśı, por el teorema anterior, LnG′ es también pancircuito, de lo
que se deduce que LnG = LLnG′ es panćıclico. �

Corolario 4 Los digrafos de de Bruijn son panćıclicos.

Demostración.- Como se puede ver en el Caṕıtulo 1, el digrafo de de Bruijn
B(d, n) se puede obtener como la (n − 1)–ésima iteración del digrafo ĺınea
del digrafo completo de d vértices con autolazos, que es claramente panćıcli-
co. Obsérvese que dicho digrafo completo es, a su vez, el digrafo ĺınea de un
multidigrafo con un único vértice que tiene d autolazos en él. �

A.Lempel ya obtuvo este último resultado para digrafos de de Bruijn en [21].

5.2. Digrafos de Kautz

Los digrafos de Kautz no pueden ser panćıclicos dado que no poseen au-
tolazos. Sin embargo, en esta sección se demuestra que los digrafos de Kautz
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presentan ciclos de todas las longitudes posibles excepto 1 y N − 1. Ambas lon-
gitudes son imposibles de obtener ya que requieren la existencia de autolazos.
En efecto, si existiese un ciclo de longitud N − 1 existiŕıa también un 1–factor
que lo contiene y que a su vez contendŕıa un autolazo.

Los resultados dados en las secciones anteriores aseguran la existencia de
ciclos de muchas de las longitudes posibles. Particularmente, si un digrafo de
Kautz de grado d tiene ciclos de todas las longitudes excepto 1 y N−1 razonando
como en la demostración del Teorema 11 podemos asegurar que su digrafo ĺınea
debe tener ciclos de todas las longitudes exceptuando rN + 1 y rN + (N − 1),
con r = 0, . . . , d− 1.

Para construir ciclos de las longitudes que faltan (excepto 1 y dN − 1, que
son imposibles) tenemos que introducir una nueva definición. Un circuito en
el digrafo de Kautz, K(d, n), es un circuito clave, si existen dos d́ıgonos cuyos
arcos respectivos, e, f y g, h, están contenidos en dicho circuito y al recorrerlo
aparecen en el siguiente orden

. . . e . . . g . . . f . . . h . . .

y que contenga todos los arcos del digrafo excepto los de un ciclo de longitud 3.
Nótese que si un subdigrafo localmente regular de un digrafo de Kautz contiene
todos sus arcos menos 3, al no haber autolazos estos 3 arcos deben formar un
ciclo.

El siguiente resultado muestra la existencia de circuitos clave en casi todos
los digrafos de Kautz.

Proposición 8 En todo digrafo de Kautz K(d, n) con d ≥ 3 y n ≥ 1 o bien
d = 2 y n ≥ 3 existe algún circuito clave.

Demostración.- La demostración es por inducción sobre el diámetro n. En pri-
mer lugar, en K(2, 3) y K(3, 1) se puede encontrar directamente un circuito
clave, tal y como se muestra en la Figura 5.1. Además, es posible demostrar
mecánicamente que no existe ningún circuito clave en K(2, 1) ni en K(2, 2).

Para completar el primer paso de la inducción, tenemos que construir cir-
cuitos clave en K(d, 1) con d ≥ 4. Teniendo en cuenta que K(d, 1) es el di-
grafo completo con d + 1 vértices y sin autolazos, K(3, 1) se puede considerar
como subdigrafo localmente regular de K(d, 1) con d ≥ 4. Insertando en cual-
quier lugar del circuito clave de K(3, 1) un circuito que recorra el subdigrafo
K(d, 1)\K(3, 1), que es localmente regular y conexo, obtenemos un circuito cla-
ve de K(d, 1). En efecto, el circuito obtenido contiene todos los arcos de K(d, 1)
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Figura 5.1: Circuitos clave en los digrafos K(3, 1) y K(2, 3).

menos los tres arcos de K(3, 1) evitados por el circuito clave original. Además,
la inserción de un nuevo circuito en cualquier lugar del circuito clave original
no afecta al orden con el que se recorren los arcos de los dos d́ıgonos de K(3, 1).

Supongamos ahora que conocemos un circuito clave de K(d, n). Sean D′A
y D′B los d́ıgonos de arcos e′, f ′ y g′, h′, respectivamente, correspondientes al
circuito clave anterior. Sea C ′3 el ciclo de longitud 3 complementario al dicho
circuito clave.

Dado que K(d, n + 1) es el digrafo ĺınea de K(d, n), los d́ıgonos anteriores
inducen en K(d, n+1) dos d́ıgonos DA y DB disjuntos en vértices. Denotaremos
sus arcos e′ −→ f ′, f ′ −→ e′, g′ −→ h′ y h′ −→ g′ por e, f , h y g, respectiva-
mente. Por otra parte, C ′3 induce un ciclo de longitud 3, que denotaremos por
C3, en K(d, n + 1) y el circuito clave induce un ciclo C−3 de longitud N − 3,
siendo N el número de vértices de K(d, n+ 1).

Por construcción del circuito clave de K(d, n) tenemos que C−3 y C3 forman
un 1–factor de K(d, n + 1) y que los d́ıgonos DA y DB son disjuntos en arcos
con dicho 1–factor. Finalmente, los vértices de ambos d́ıgonos son vértices de
C−3. Lo anterior se puede observar en la Figura 5.2.

Los vértices e′, f ′, g′ y h′ de los d́ıgonos DA y DB dividen a C−3 en cuatro
caminos U , V , X e Y , de modo que U va desde h′ hacia e′, V va desde e′ hacia
g′, X va desde g′ hacia f ′ e Y va desde f ′ hacia h′.

Consideremos ahora el circuito auxiliar UeY gXfV h, que recorre los arcos
de los d́ıgonos DA y DB en el orden requerido por la definición de circuito clave.
Para formar el circuito clave de K(d, n+1) debemos insertar al circuito auxiliar
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Figura 5.2: Ciclo inducido por un circuito clave en el digrafo ĺınea.

anterior los circuitos que recorren las componentes conexas del subdigrafo T =
K(d, n + 1) \ (UeY gXfV h ⊕ C3). Esta construcción es posible dado que, en
primer lugar, T es localmente regular y, por tanto, sus componentes conexas,
T1, . . . , Tp, también lo son. En segundo lugar, para poder insertar el recorrido de
Ti es necesario que haya como mı́nimo un vértice común entre Ti y el circuito
auxiliar. Si tal vértice no existiese, entonces Ti seŕıa una componente conexa
de K(d, n + 1) \ C3, ya que los arcos del circuito auxiliar no seŕıan incidentes
a ningún vértice de Ti. Esto significa que los tres arcos de C3 son un conjunto
de corte de K(d, n + 1). Por otra parte, C3 no puede ser un conjunto de corte
mı́nimo. En efecto, como máximo 2 y como mı́nimo uno de los tres vértices
de C3 pueden estar en Ti, por lo que para desconectar Ti del resto del digrafo
basta suprimir exactamente uno de los tres arcos de C3. Esto es absurdo ya que
la arco–conectividad de los digrafos de Kautz es máxima, como se comprueba
en [25], es decir, hace falta suprimir como mı́nimo 2 arcos para desconectar el
digrafo. �

Corolario 5 Existe una 1–factorización K(d, n) = F0 ⊕ F1 ⊕ · · · ⊕ Fd−1 con
d ≥ 3 y n ≥ 2 o bien con d = 2 y n ≥ 4 tal que C−3 ⊂ F0 y DA, DB ⊂ F1.

Demostración.- Siguiendo con la notación introducida en la demostración del
teorema, tenemos el 1–factor F0 = C−3⊕C3 de K(d, n) inducido por el circuito
clave de K(d, n − 1). Para construir el 1–factor F1 disjunto en arcos a F0 y
que contenga los d́ıgonos DA y DB consideremos los subdigrafos fundamentales
en que se descompone todo digrafo ĺınea restringido (ver Caṕıtulo 2). Esta
construcción es trivial en el caso d = 2, ya que F1 = K(2, n) \ F0.

Para construir un 1–factor de un digrafo ĺınea restringido d–regular basta
seleccionar en cada subdigrafo fundamental A× B un conjunto de d arcos que
no tengan vértices extremos en común. Rećıprocamente, el 1–factor F0 contiene
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Figura 5.3: 1–factorizaciones de los digrafos K(3, 2) y K(2, 4) construidas a
partir de los circuitos clave de K(3, 1) y K(2, 3).

exactamente d arcos de cada subdigrafo fundamental. Para simplificar los razo-
namientos, denotemos ai los vértices de A y por bi los de B, de modo que los
arcos de F0 son justamente ai −→ bi.

La construcción de F1 consiste en elegir en cada subdigrafo fundamental
A × B un conjunto de d arcos con extremos distintos que no sean los arcos
ai −→ bi. Además, F1 debe contener los arcos e, f , g y h. En el subdigrafo
fundamental A×B hay como máximo 2 de los 4 arcos de los d́ıgonos.

Supongamos que A× B contiene sólo 1 arco de los d́ıgonos. Podemos reor-
denar los vértices de modo que dicho arco sea a1 −→ b2. Entonces, podemos
tomar los arcos ai −→ bi+1 (mod d) en F1. En el caso de que A × B contenga 2
arcos de los d́ıgonos, reordenando los vértices podemos conseguir que uno de los
arcos sea a1 −→ b2 y el otro sea uno de los arcos a2 −→ b3, ad −→ b1, a3 −→ b4
(sólo si d ≥ 4) y a2 −→ b1. Los tres primeros casos se resuelven del mismo modo
que el anterior, es decir, tomando los arcos ai −→ bi+1 (mod d). El último caso
tiene solución únicamente si d ≥ 4, tomando los arcos a1 −→ b2, a2 −→ b1,
ai −→ bi+1 con i = 3, . . . , d− 1 y ad −→ b3.

Para que se dé el caso de tener dos arcos de d́ıgono en el mismo subdigrafo
fundamental es necesario que existan d́ıgonos a distancia 1 en el digrafo de
Kautz. Se puede comprobar que esto sólo ocurre en los digrafos K(d, 2), por
lo que hemos podido construir el 1–factor F1 para todos los digrafos de Kautz



5.2. DIGRAFOS DE KAUTZ 77

excepto para K(3, 2). Sin embargo, el circuito clave de K(3, 1) mostrado en
la Figura 5.1 induce en el digrafo ĺınea K(3, 2) un 1–factor F0 que permite la
existencia de otro 1–factor F1 que contenga los 2 d́ıgonos DA y DB, tal como se
puede observar en la Figura 5.3.

Una vez construidos los 1–factores F0 y F1 el subdigrafo complementario es
(d−2)–regular, y por tanto existe una 1–factorización del mismo F2⊕ . . .⊕Fd−1,
que completa la 1–factorización de K(d, n). �

A partir de los circuitos clave podremos construir circuitos de las longitudes
que faltan. Diremos que un digrafo G con N vértices es (−1, 1)–panćıclico si
contiene ciclos de cualquier longitud entre 2 y N excepto N − 1. De modo
análogo, diremos que el digrafo G′ con M arcos es (−1, 1)–pancircuito si existen
en él circuitos de cualquier número de arcos entre 2 y M excepto M − 1.

Lema 16 Los digrafos K(d, 1) con d ≥ 2 son (−1, 1)–pancircuito.

Demostración.- La demostración es por inducción sobre el grado del digrafo. El
caso d = 2 se puede demostrar directamente construyendo circuitos de longitud
2 (un d́ıgono), 3 (un triángulo), 4 (dos d́ıgonos) y 6 (los tres d́ıgonos).

Para completar la inducción, consideremos ahora que el digrafo K(d, 1) satis-
face el lema. Dado que el digrafo K(d, 1) se puede considerar como un subdigrafo
de K(d+ 1, 1), todo circuito de K(d, 1) también lo es de K(d+ 1, 1).

Por otra parte, el subdigrafo K(d+1, 1)\K(d, 1) consiste en d+1 d́ıgonos que
conectan cada vértice de K(d, 1) al vértice de K(d+1, 1) que no está en K(d, 1).
Si añadimos k de dichos d́ıgonos a K(d, 1) obtenemos circuitos cuyo número de
arcos es d(d + 1) + 2k, donde k = 1, . . . , d + 1. Si añadimos dichos d́ıgonos
al complemento de un ciclo de longitud 3 en K(d, 1) obtenemos circuitos cuyo
número de arcos es d(d+ 1)+ 2k−3, con k = 1, . . . , d+1. Tenemos aśı circuitos
de todas las longitudes posibles excepto 1 y d(d+ 1)− 1. �

Finalmente, podemos enunciar el siguiente

Teorema 12 Los digrafos de Kautz K(d, n) con d ≥ 2 y n ≥ 1 son (−1, 1)–
pancircuitos.

Demostración.- El teorema se demuestra por inducción sobre el diámetro del
digrafo. El Lema 16 demuestra el teorema para K(d, 1) con d ≥ 2. Dado que
no existen circuitos clave en K(2, 1) ni en K(2, 2) no podemos el procedimiento
que se describirá más adelante en esta demostración para K(2, 2) y K(2, 3).
Tal como se ha comentado al principio de esta sección, para demostrar que el
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digrafo K(d, n) es (−1, 1)–pancircuito basta partir de que K(d, n − 1) lo es y
construir circuitos de longitudes rN + 1 y rN − 1, con r = 1, . . . , d− 1 (donde
N es el número de vértices de K(d, n)).

Los circuitos de longitud N + 1 y N − 1 en K(2, 2) y K(2, 3) se pueden
construir directamente. En particular, para K(2, 2) el circuito de longitud 5
consiste en recorrer un triángulo y uno de sus d́ıgonos adyacentes y el de longitud
7 se construye añadiendo al anterior otro d́ıgono adyacente.

En el caso del digrafo K(2, 3), el circuito de longitud 11 se construye reco-
rriendo un triángulo y dos de los ciclos de longitud 4 adyacentes (y disjuntos en
arcos) y el de longitud 13 se construye añadiendo al anterior un d́ıgono.

Tomomos como primer paso de inducción los digrafos K(2, 3) y K(d, 1) con
d ≥ 3, digrafos en los que existen circuitos clave.

Para completar la inducción, supongamos ahora que K(d, n) satisface el
teorema. El número de vértices de K(d, n+1) es N = (d+1)dn, que coincide con
el número de arcos de K(d, n). Constuyamos ahora los circuitos de longitudes
rN + 1 y rN − 1, con r = 1, . . . , d − 1. Usando la 1–factorización dada por el
Corolario 5 podemos definir los subdigrafos localmente regulares siguientes:

T1,1 = C−3 ⊕DA T2,1 = T1,1 ⊕DB

T1,s = T1,s−1 ⊕ Fs T2,s = T1,s ⊕DB con s = 2, . . . , d− 1.

Es inmediato ver que todos estos subdigrafos son conexos, por lo que definen
circuitos de longitud igual al número de arcos que contienen, es decir, Ns− 1 y
Ns+ 1 arcos para s = 1, . . . , d− 1. �

Corolario 6 Los digrafos de Kautz K(d, n) con d ≥ 2 y n ≥ 1 son (−1, 1)–
panćıclicos.

Demostración.- Inmediata si consideramos que cada circuito de K(d, n − 1)
induce un ciclo de la misma longitud en K(d, n). �



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un estudio de las propiedades del grafo subya-
cente a cierto tipo de digrafo ĺınea, denominado digrafo ĺınea restringido. Como
se indica en el Caṕıtulo 1, denominamos digrafo ĺınea restringido al digrafo ĺınea
de cualquier digrafo de grado mı́nimo no inferior a 2 y sin arcos paralelos.

En primer lugar, en el Teorema 1 del Caṕıtulo 2 se da una caracterización
de los grafos subyacentes a digrafos ĺınea restringidos en términos similares a la
caracterización de los digrafos ĺınea dada por Harary y Norman en [14]. En el
caso que nos ocupa, el grafo subyacente a un digrafo ĺınea se descompone en los
denominados subgrafos fundamentales, que esencialmente son grafos bipartitos
completos disjuntos en ramas.

A partir de la caracterización anterior se obtienen en el mismo caṕıtulo re-
sultados sobre el problema de reconstruir el digrafo ĺınea restringido a partir de
su grafo subyacente. Concretamente, se demuestra que todas las posibles orien-
taciones como digrafo ĺınea restringido de un mismo grafo tienen los autolazos
(si existen) y los d́ıgonos (si existen) en los mismos vértices.

Sin embargo, se demuestra también que dos orientaciones de un mismo gra-
fo como digrafos ĺınea restringidos podŕıan presentar sus d́ıgonos en distintas
ramas, sin perjuicio de la condición anterior. Para que puedan coexistir varias
distribuciones de los d́ıgonos, éstos deben estar dispuestos de cierto modo, cosa
que sólo ocurrirá en casos muy particulares.

Como resultado más importante del Caṕıtulo 2, se obtiene el Teorema 2
cuyo enunciado asegura la unicidad de la descomposición en subgrafos funda-
mentales a partir de unas condiciones poco restrictivas. Concretamente, basta
asegurar en primer lugar que alguno de los subgrafos fundamentales sólo puede
orientarse normalmente para obtener un digrafo ĺınea restringido, es decir, no
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80 CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES

puede orientarse como 4–ciclo. Si el digrafo ĺınea restringido que define al grafo
tiene algún vértice con grado de entrada o de salida mayor que 2 o alguno de sus
vértices tiene un autolazo, se asegura que uno de los subgrafos fundamentales
sólo puede orientarse normalmente, es decir, con la misma orientación que en
el digrafo original o con la orientación inversa. La segunda condición es que to-
das las orientaciones del grafo como digrafo ĺınea restringido tengan los mismos
d́ıgonos.

La unicidad de la descomposición en subgrafos fundamentales conlleva la
existencia de dos únicas orientaciones como digrafo ĺınea restringido de un grafo
dado, siendo ambas orientaciones mutuamente inversas.

Como corolario se plantea el contrarrećıproco del teorema anterior, que cla-
sifica los grafos subyacentes a digrafos ĺınea restringidos en los que existen varias
descomposiciones en subgrafos fundamentales en dos grandes familias: los de-
rivados de digrafos con d́ıgonos y los derivados de digrafos sin d́ıgonos, siendo
estos últimos digrafos 2–regulares sin d́ıgonos ni autolazos.

Antes de proceder al estudio de tales digrafos ĺınea restringidos se aplica el
teorema de unicidad de la caracterización al cálculo del grupo de automorfismos
del grafo subyacente. Se llega a la conclusión, reflejada en el Teorema 3, que bajo
ciertas condiciones (las del Teorema 2) el ı́ndice del grupo de automorfismos del
digrafo ĺınea restringido como subgrupo del grupo de automorfismos de su grafo
subyacente es 1 o 2.

Para finalizar el Caṕıtulo 2 se aplica todo lo anterior a los digrafos de de
Bruijn y de Kautz, que son digrafos ĺınea restringidos. En el Teorema 4 se da
el grupo de automorfismos de los grafos subyacentes a los digrafos de ambas
familias.

En el Teorema 5 del Caṕıtulo 3 se obtiene una clasificación de todos los
digrafos ĺınea restringidos sin d́ıgonos tales que existen varias descomposiciones
distintas de sus grafos subyacentes en subgrafos fundamentales. Concretamente,
se demuestra que tales digrafos son isomorfos a los diagramas de Schreier del
grupo pgg respecto a ciertos subgrupos del mismo. Dependiendo de cual sea
el subgrupo utilizado, se obtienen cuatro familias de digrafos: CL(∞, 2l, 2n),
TR(2l, 2n, 2t), MB(∞, l) y KL(l, 2n). Los digrafos de cada una de estas cua-
tro familias pueden verse como 1–esqueletos de CW–complejos bidimensionales
homeomorfos a un cilindro, un toro, una banda de Möbius y a una botella de
Klein, respectivamente.

El Teorema 6 del mismo caṕıtulo establece que el ı́ndice del grupo de auto-
morfismos de todos los digrafos anteriores excepto TR(4, 4, 0) es 4. El ı́ndice de
TR(4, 4, 0), cuyo grafo subyacente es justamente un cubo 4–dimensional, toma
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el valor 6.

En el resto del trabajo (caṕıtulos 4 y 5) se estudian propiedades concretas de
los digrafos ĺınea y de sus grafos subyacentes, siempre utilizando razonamientos
de carácter local a partir de la condición de Heuchenne.

El Teorema 7 del Caṕıtulo 4 enuncia que la rama–conectividad del gra-
fo subyacente a un digrafo ĺınea restringido conexo, d–regular, sin d́ıgonos ni
autolazos es como mı́nimo 2d − 2, es decir, asegura una rama–conectividad 2
unidades por debajo de la rama–conectividad máxima. Este resultado es ópti-
mo en el sentido de que con las condiciones especificadas, existen digrafos cuya
rama–conectividad es exactamente 2d− 2.

Si añadimos la condición de que el digrafo tenga una vértice–conectividad
como mı́nimo 2 se asegura la rama–conectividad máxima, como queda reflejado
en el Teorema 8.

El Teorema 9 asegura en el caso anterior la super–rama–conectividad de
todos los grafos excepto en los casos en que el digrafo tenga vértice–conectividad
2 y grados 2 y 4. De nuevo, el resultado es óptimo en sentido análogo al citado
antes.

Analizando el caso de digrafos con d́ıgonos y sin autolazos, se obtiene un re-
sultado similar al del Teorema 8, que asegura la rama–conectividad máxima, que
en este caso es 2d−1, cuando se exige que el digrafo tenga vértice–conectividad
como mı́nimo 2.

En el Caṕıtulo 5 se estudian las posibles longitudes de los ciclos en digra-
fos ĺınea iterados, también utilizando la condición de Heuchenne. En el caso
particular de los digrafos de Kautz, el Teorema 12 y su corolario aseguran la
existencia de ciclos de todas las longitudes posibles excepto 1 y N − 1, siendo
N el número de vértices del digrafo.
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[24] J. Plesnik, Critical graphs of given diameter, Acta. Fac. Rerum. Natur.,
Univ. Com. Mat. 30 71–93 (1975).

[25] S.M. Reddy, J.G. Kuhl, S.H. Hosseini and H. Lee, On digraphs with
minimum diameter and maximum connectivity, Proc. 20th Annual Allerton
Conference, 1018–1026 (1982).

[26] D.J.S. Robinson, A Course in the Theory of Groups, Springer-Verlag,
New York (1982).

[27] M.R. Samatham and D.K. Pradhan, The de Bruijn multiprocessor
network: a versatile parallel processing and sorting network for VLSI, IEEE
Trans. on Comp. C38 567–581 (1989).

[28] A. Sengupta, A. Sen and S. Bandyopadhyay, On an optimally fault–
tolerant multiprocessor network architecture, IEEE Trans. Comp. C36 619–
623 (1987).

[29] O. Schreier, Die Untergruppen der freier Gruppen, Abh. Math. Sem.
Univ. Hamburg 5, 161–183 (1927).

[30] T. Soneoka, H. Nakada and M. Imase, Sufficient conditions for dense
graphs to be maximally connected, Proc. of ISCAS 85 811–814 (1985).

[31] J.L. Villar, Kautz s–ary closed sequences, Combinatorics’88, Research
and Lecture Notes in Mathematics, 2 459–469, Mediterranean Press
(1991).

[32] J.L. Villar, On the underlying graph of a line digraph, Discrete Appl.
Math. 37/38 525–538 (1992).

[33] J.L. Villar, Clasificación de los digrafos ĺınea restringidos de ı́ndice no
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