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Hace mucho tiempo, Javier Cilleruelo tuvo la idea de que elaborase esta
memoria, con el unico propdsito de establecer lo que ahora ha quedado en ser
la dltima linea. En ella se recogen los aspectos fundamentales de la teoria de
la funcién zeta de Riemann, ((s), y ademés observamos que esta teoria estd

rodeada por la aritmética. La memoria intenta seguir esa linea.

El capitulo 1 recoge algunos teoremas relacionados con la distribucién de los
numeros primos, siguiendo en lo posible el curso de la historia y terminando con
uno de los teoremas mas importantes relacionados con el problema; el teorema
de los nimeros primos. El segundo capitulo esté dedicado por entero a la teoria
de la funcién zeta, y aun dada su extensidn, no se puede decir que sea un tratado
completo sobre ((s), para lo que habria hecho falta mucho mas que un capitulo.
Sin embargo, si que recoge en general todos los aspectos de esta teoria en tres
grandes bloques, la distribucién y estimacién de densidad de ceros, orden de
magnitud y regiones libres de ceros. Ademads este capitulo nos proporcionars las
herramientas necesarias para el desarrollo del tercer capitulo. Este se dedica al
estudio de algunas hipétesis que han ido apareciendo a raiz de la que ya formuld
Riemann en 1859, la famosa hipétesis de Riemann, HR , de la que también
hacemos un pequeiio estudio. Cada una de las hipétesis, en general més débiles
que HR , engloba una parte de la teoria de ((s), asi la hipdtesis de Lindelof,
HL , se interesa en el orden de magnitud, y la hipStesis de densidad, HD ,
en estimaciones de densidad de ceros, dejando la parte de la localizacién de los
ceros para la hipotesis de Riemann. Ademas hay dos hipétesis mds relacionadas
con la aritmética, la hipdtesis de Mertens, HM , y la hipétesis de los primos

consecutivos HPC a la que se dedica la tltima parte del capitulo.

Tengo que dar las gracias a Javier Cilleruelo por muchas cosas. En primer
lugar por tener fe en mi, si no la hubiera tenido no podria estar dandole aqui las
gracias, en segundo lugar por sus interminables correcciones, él ha sido, entre
otras cosas, el que ha acentuado el sentido de esta memoria, y en tercer lugar

por su apoyo prestandome, casi constantemente tanto su despacho como su idea.
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Introduccidén




Alrededor del afio 300 a.de c., aparecieron trece libros que revolucionarian
las matemadticas de la epoca: los ”"Elementos” de Euclides. En estos trece vo-
limenes el autor dota a las matemadticas del rigor necesario del que hasta ese

momento carecian.

En estos ”Elementos” siempre estd presente un cardcter geométrico. Sin
embargo, dentro de esa linea, los libros VII, VIII y IX se dedican a la aritmética.
De esta forma, en el libro VII, los niimeros se representan mediante segmentos,
y se explica el concepto de divisibilidad mediante el hecho de que un segmento

sea o no medible por otro dado.

Ademas de éstas, aparecen otras nociones aritméticas, maximo comin di-
. Id . /7 7 . ’ . -
visor, (m.c.d.), minimo comin miltiplo, (m.c.m), asi como un procedimiento
4
para calcularlos, (el famoso ”Algoritmo de Euclides”), etc. Estas no son sino
algunas propiedades de los nimeros. En la proposicién 20 del libro IX se en-
cuentra la primera demostracién de la existencia de infinitos ntimeros primos.

Concretamente la mencionada proposicién dice ast:

”Los numeros primos son mdas que cualquier multitud dada de nimeros
primos”.
Un enunciado extraordinario de la infinitud de los nimeros primos al que

le sigue una demostracién que, atn siendo verbal, nos presenta un puro razo-

namiento deductivo.

La idea de la demostracién se puede resumir en tres lineas de la siguiente
forma: Sea una cantidad finita de niimeros primos, si a su producto le sumamos
la unidad, el resultado o es primo o tiene un divisor primo distinto de los que
partimos. Esta demostracion, que todavia es la que se conserva en la actualidad,
es interesante verla tal y como nos aparece en el texto griego, por lo que damos

una transcripcién en el capitulo 1.

Habria que esperar hasta el siglo XVIII para saber algo mas acerca de la
distribucién de los nimeros primos, y es en 1737 cuando Euler (1707-1783),

vuelve a establecer la existencia de infinitos ntimeros primos, aunque esta vez
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prueba algo mds demostrando que la serie Z% diverge, donde la suma se ex-
tiende a todos los nimeros primos. Para ello utiliza una identidad en la que los
primos aparecen a un lado de la igualdad, y todos los nimeros naturales al otro.

Formalmente tendriamos

(o ]

% =[Ja-p)"

n=1 P
y el producto es, como hemos sefialado, sobre la totalidad de los niimeros primos.
Esta igualdad, que es consecuencia directa del teorema fundamental de
la aritmética, sera extremadamente importante en cualquier trabajo posterior
acerca de la distribucion de los nimeros primos, siendo el punto de partida, de
la teoria de la funcion zeta.
La funcién zeta de Riemann, cuya notacién ((s) es en la actualidad la misma

que introdujo €l autor del que hereda su nombre, se define a partir de la igualdad

e o}

()= = )

n=1
siempre que la suma converja. Esta funcion, que en la actualidad ocupa uno
de los lugares principales dentro de la teoria de nimeros, ya era motivo de
preocupacion )en los circulos mateméticos muchos anos antes del nacimiento de
B.Riemann: Asi, en el texto "Novae Quadrature Arithmeticae” de Pietro Men-
goli (1625-1686), aparece propuesto el célculo de ((2), siendo Euler el primero

que da el resultado correcto,

o0

1 7

n=1
en una época en que ya el calculo de ( (n) para n > 2 entero, era un problema
clasico estudiado por matemdticos como Leibniz, o como su propio maestro
Johann Bernoulli. La aportacién de Euler a este problema en concreto no se
limité al calculo de ((2), sino que también obtuvo el valor de {(n) para todo
n entero positivo par, el cual viene dado por una expresiéon en la que estan

involucrados los nimeros de Bernoulli.



En 1737, en su trabajo ”Variae observationes circa series infinitas” Euler,

ademas de establecer la ya mencionada identidad

o0

1 —s\—1
SL1_Ta-r,
n=1 P

llamada ”Férmula del producto de Euler”, consigue las siguientes férmulas

asintoticas

1 1 1
Z—Nlogzz y Z—~loglogn para n > ng
p<np k=1 p<np

e incluso llega a conjeturar la férmula
¢(1—s) =772217°T(s) cos(%)((s)

que es la famosa ecuacién funcional establecida por Riemann en 1859.

Esta férmula fue un gran paso a la hora de llegar a resultados concretos
acerca de la distribucién de los niimeros primos. Sin embargo no seria Euler,
sino Legendre (1752-1833) el primero en dar una conjetura significativa sobre este
problema. Después de que en 1798 publicara otra menos definida, esta conjetura
aparece en un trabajo suyo de 1808 y con ella el problema de la distribucién
de los nimeros primos adquiere una forma mucho mds precisa. Es por lo tanto
interesante ver que nos dice la conjetura en si:

Sea m(z) la funcién que asocia a cada z real el niimero de primos que no

excedan z; entonces
T

(@) ~ gz — 108"

En la misma direccién, e independientemente, Gauss (1777-1855) establece
una férmula similar a la anterior para aproximar la funcién n(z). Para ello utiliza
el siguiente método experimental; divide la serie natural, hasta 3 millones, en
bloques de 1000 y mediante una tabla que el mismo construy6 cuenta los primos

que hay en cada bloque. De los resultados obtenidos deduce que la funcién
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loéz es una buena aproximacién de la densidad de los niimeros primos para z

grandes, o dicho de otra forma, se cumple asintéticamente

|
'/r(ac)w/2 th-dt

que por conveniencia de notacidn, se suele reemplazar por la siguiente:

1I-n o gy
li(z) = lim + / .
147

n—0+ Jo log u

que se diferencia de la anterior en una constante.

Las observaciones de Gauss aparecieron publicadas por primera vez en 1863
en una carta que ya habia enviado a Encke en 1849; pero todo parece indicar
que Gauss habia comenzado a investigar sobre ello en el afio 1791 cuando solo
tenia catorce afos de edad.

Después de estas conjeturas, tanto la de Gauss como la de Legendre, atin

.
quedaba una cosa por aclarar, y era la aproximacién de estas funciones | la
funcién m(z). Este punto, atn siendo de gran importancia, no quedaba claro
en ninguna de sus construcciones. Actualmente se entiende que si f(z) es la
funcién de aproximacién entonces =) 1 para £ — 0o.

f(z)
De esta forma enunciadas, las conjeturas de Gauss y Legendre son equiva-

lentes entre si y a una tercera férmula més simple lim, oo Jf:g)r =1 (2). Sin
embargo, la diferencia entre las funciones que aparecen en cada una de ellas se
hard mds clara cuando calculemos el orden de magnitud de n(z) — f(z).

Dado que se cumple esta equivalencia, podemos referirnos desde ahora a
la conjetura Gauss-legendre, entendiendo por ello la relacién (2), que en la ac-
tualidad se conoce como teorema del numero primo, cuya certeza o falsedad ha
preocupado a los matemdticos cerca de 100 afios.

El primer matematico que consiguié demostrar algin resultado referente al

comportamiento de 7(z) en el infinito fue Chebychev (1821-1894), que alrededor

de 1850 publicé dos arti¢ulos acercandose a la demostracién de la conjetura de
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Gauss-Legendre, pero sin llegar a dar una prueba completa. Mas concretamente;
en el primer artgk:ulo demuestra que

m(z)

li(z) —

()
li(z)’

liminf —=

<1 < limsup

es decir, que si existiera limite ese tendria que ser 1, mientras que en el segundo
muestra dos constantes a y A tal que

<7(z) < A—

log loga:

Todavfa quedaba por demostrar el punto crucial, la existencia del l/ﬁnite, pero
como él mismo reconoceil;i’;!ta, no se podffi’z} seguir en la linea de sus trabajos para
dar la solucién final al problema.

Otro progreso en este sentido, del que debemos hacer mencion, se debe a

Mertens que, en 1874 calculd una férmula asintética para ) asi como otras

p<z %’
féormulas relaccionadas con los nimeros primos. A estas expresiones luego se les
denominm@l ”Formulas de Mertens”, cuyo enunciado y demostracién veremos
con mas detalle en el capitulo primero.

Sin embargo, las ideas que fueron clave para la demostracion del teorema del
numero primo no las aporté otro sino Bernhard Riemann. En las paginas 671-
680 del tomo del ano 1859 de la revista de la academia de Berlin se encuentra su
celebre memoria titulada ”Sobre el nimero de primos menores que una magnitud
dada”.

En esta memoria, Riemann trata a la funcién ((s), (la cual fue estudiada
por Euler, y luego por Tchebichev con s como variable real), como una funcién
de variable comple] a, llamemosla s = o + it, y estudia la serie a la derecha de (1)
mediante la teotia de las funciones ana]itlcas Aunque esta serie solo converge
para o > 1, Riemann la extiende a una funcién anahtlca, en todo el plano
complejo excepto en s = 1 en donde tiene un polo simple, consiguiendo definir,
de esa forma, la que ser:i';c\. la actual funcién zeta de Riemann y que constituyé el

I .
paso necesario que habia que dar para la total resolucién de nuestro problema.
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Como ya hemos mencionado anteriormente Riemann, en su memoria es-
tablece la ecuacién funcional, mediante la cual, entre otras cosas, reconocemos a
0 <o <1, como la banda en donde se concentra toda la informacién necesaria,
tanto para el estudio de la funcién zeta, como para sus posteriores aplicaciones.
Por este motivo, en la actualidad se le denomina banda ckﬁtica. Dicha memoria,
de ocho paginas de extensién, es su unica aportacion a la Teoria de ndmeros
¥y, a pesar de dar unas demostraciones que no conven&i')an a nadie, y que @\ran-
des matematicos calificaron de meras conjeturas, es uno de los trabajos Jmés
importantes en esta rama de las matematicas.

Ademas de las anteriores pruebas, Riemann enuncia los siguientes teoremas,
de gran importancia en la futura teoﬁi:a de la funcion zeta, sin que por ello haya
alguna razén para creer que tuviese sus pruebas, pues solo nos muestra ciertas
indicaciones de como seria su demostracion:

a) La funcién ((s) tiene infinitos ceros en la banda critica, y estan dispuestos
simetricamente respecto de la recta ¢ = 1/2 y también respecto del eje real.

b) Sea N(T') el nimero de ceros de ¢(s) en la banda critica que cumplen

0 <t < T entonces se satisface la siguiente relacién asintotical

T T T
N(T) = %log%— ~ 5 + O(log T')

¢) La funcién entera

£(s) = 55(s — Dr~FT(G)(s)

tiene la representacién
§(s) = M+ T - 2)e/e
p
P

donde A y B son constantes y p recorre los ceros de ((s) en la banda critica.

1En realidad Riemann lo que afirma es que la funcion N (T') se puede aproximar

por % log % - % cometiendo en la aproximacion un error relativo de O (%)
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d) Existe una férmula explicita para w(z) — li(z). (en la préactica no se
utiliza esa férmula sino una andloga para ¥(z) — z con ¥(z) = me <z logp que

estd estrechamente relaccionada con la primera.)

e) La Hipdtesis de Riemann: Todos los ceros de ((s) en la banda critica,

estan en la linea ¢ = %

Sin duda esta memoria inspira a Hadamard (1865-1962) a desarrollar la
teoria de funciones enteras con la‘que se han podido salvar algunos de los
obstaculos que aparecian al intentar dar pruebas rigurosas de las afirmaciones
de Riemann. Estas pruebas fueron construidas en parte por el mismo Hadamard
y en parte por Von Mangoldt. Este ultimo consigue la demostracién de b) en
1905, aunque ya habia dado otra con un término de error peor en 1895, afio en

que también consigue probar el punto d).

En 1893 Hadamard demuestra a) y c¢). Estos dos 1ltimos puntos ocuparan
un papel muy importante en la demostracién definitiva del teorema del nimero
primo que por fin se consigue en el afio 1896, por el mismo Hadamard y por de

la Valle Poussin (1866-1962) , de forma independiente y casi simultaneamente.

Mientras que la prueba de Hadamard es mas simple, de la Valle Poussin
consigue demostrar que la funcién 7(x) estd mejor aproximada por li(z) que
por l'og,%ﬁ cualquiera que sea B, y que B = 1 es la constante mds favorable en
contraposicioén con la conjetura de Legendre 1'08... En cualquier caso las dos
demostraciones estan relaccionadas con la situacién de los ceros de la funcién

1.
zeta dentro de la banda critica y ambas necesitan la existencia de regiones,
interiores a la banda, que sean libres de ceros, (es decir, donde la funcién zeta
no se anule). En este sentido a Hadamard le es suficiente con la linea 0 = 1, y
de la Valle Poussin encuentra una regién en las condiciones anteriores, que se

aproxima asintoticamente a esta linea.

Actualmente la teoi‘i'é se presenta de una forma mas simple, y los teoremas
debidos a de la Valle Poussin pueden ser probados sin necesidad de utilizar la

teoria de funciones enteras. Estas simplificaciones se deben casi por completo al
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trabajo de Landau.

En 1949 la comunidad matematica se vio sorprendida cuando Selberg, uno
de los mejores matematicos del siglo XX, dio una prueba elemental del teorema
del nimero primo, (no haciendo uso de la variable compleja). Erdds presenté
independientemente otra prueba elemental, aunque basada en una desigualdad
de Selberg establecida anteriormente. Una prueba totalmente distinta se debe
a Daboussi (1984).

Con la demostracion del teorema del nimero primo se dio un paso fun-
damental hacia el conocimiento de la distribucién de los ntimeros primos. Sin
embargo la teoria esta lejos de completarse, y el orden de magnitud del error
cometido en la aproximacién 7(z) — li(z) = E(z) es practicamente un enigma.
Este error se puede calcular mejor cuanto maés se conozca sobre la distribucién
de los ceros de la funcién zeta. Hasta ahora el mejor término de error que se ha

encontrado es
E(z)=0 (:1: ewp("‘—c‘ll‘og 2)%/%(log log :c)_l/5) ,
que se deduce de la siguiente region libre de ceros
o >1—C(logt)™*/?(loglogt)™/® parat > t,.

De la misma forma, si supieramos que ((s) no tiene cerosen o > ¢, 0<
¢ < 1, se deduciria E(z) = O(z°t¢). Vemos ahora la gran importancia que
adquiere el punto €) de la memoria de Riemann, que en este caso implicari'gi, un
error de E(z) = 2'/2%¢ que es el mejor que se puede esperar.

Todo intento por probar esta conjetura ha sido por el momento en vano; sin
embargo el punto €), y en general todo el trabajo de Riemann, han propiciado
el nacimiento de una nueva teoria, la teor‘i";i de la funcién zeta de Riemann.

Aunque la distribucién de los niimeros primos es la causa de la aparicién
de la funcion zeta, por lo que nos hemos extendido mds en la descripcién de este
problema, muchas son las aplicaciones de la teoi:ia. de ((s) ala teoria de niimeros

y a otras ramas de las matemadticas.
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Gran cantidad de problemas de la teoria multiplicativa de numeros, en
lineas generales dedicados al estudio de las las series de Dirichlet > a,n~?,
en donde los coeficientes estan estrechamente relacionados con la aritmetica?,
dependen directamente de las propiedades de la funcién zeta, como son el orden
de magnitud de los momentos, las regiones libres de ceros, estimaciones de la
densidad de los ceros, etc.

En particular ((s) es la mas simple de las series de Dirichlet, a, = 1, y
su teoria ha dado pie a numerosas conjeturas, entre las cuales veremos las més
sobresalientes:

Hipétesis de Mertens (MH) Para todo z > 1 se cumple |}, ., p(n)| <

z1/2 donde u(n) es la funcién de Mobius, cuya serie de Dirichlet est4 generada
oo .
_ . p(n) T
por ((s)7!; es decir, = —.
(5) L T
Hipdtesis de Riemann (RH): Todos los ceros de ((s) en la banda critica

estan en la linea ¢ = %

Hipdtesis de Lindelof (LH) Para todo € >0, ((3 + it) <<[t]°.
Hipétesis de densidad (DH): Sea N (0, T) el ndmero de ceros p = f+ i,
de {(s) con B> o y |y| < T, Entonces

N(o,T) << T?727F¢ (2 <o <1).

DN | =

Hipdtesis de primos consecutivos (CPI—i): Sea p, el n-esimo primo,
entonces se cumple p,4; — p, << 'pi/ e,
<= Aunque esta ultima hipétesis pertenece a la teori"a de los niimeros primos,
depende directamente de la teoria de la funcién zeta. Esta conjetura es mucho
mas débil que la conjetura de Cramer, que afirma pp41 — pn << (logp,)Z.

El estudio de estas hipédtesis sera €l centro de la ultima parte de la presente

memoria. En ella veremos algunos resultados referentes a cada una de ells; asi

como el estado actual de las mismas. También demostraremos que se cumple la

2Algunos ejemplos aparecen en [Ivl]
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siguiente cadena de implicaciones
MH=RH=LH=DH=CPH,

motivo por el cual hemos establecido el anterior orden al enunciar las hipétesis.

En cuanto a la primera hipdtesis, A.M. Odlyzko y H.J.J. te Riele (1984) de-
mostraron su falsedad, sin embargo no ha perdido su importancia debido a que,
enunciando MI:I}de la forma |}, ., u(n)| < zl/2*e se cumple MH&RH. Las
restantes, ain despues de innumerables intentos, todavia no han sido estableci-
das. Pero no por ello debemos olvidar el progreso que se ha experimentado en
su resolucion, principalmente en lo que se refiere a las dos dltimas. Se sabe que
DH s cierta para o > 11/14 y respecto a HPC;"'se ha llegado a

11 1
.y cte - —054
Pts = P4 << P ¢ = 35 — g = 0-547395833

En el ultimo capitulo de la memoria podremos ver la demostracién de re-
sultados encaminados en este sentido, pero antes debemos familiarizarnos con
la teoria de la funcién zeta. Para ello empezamos el capitulo primero dando

algunos teoremas relativos al problema que la originé.
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La Distribucién de los Nimeros Primos
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Como ya hemos observado, la distribucién de los niimeros primos es un
problema cuya respuesta se ha venido persiguiendo desde hace mas de 2000
anos, en tiempos de los griegos. Desde entonces se han venido consiguiendo
resultados parciales que han contribuido al avance hacia una solucién definitiva
que todavia no se ha alcanzado por completo. Es interesante, por tanto, hacer
un desarrollo del problema mostrando los resultados, siempre que no obscurezca
la exposicién, en el mismo orden en el que han surgido historicamente.

El primer resultado que veremos hace referencia a la infinitud de los nimeros

primos.

TEOREMA 1 (EUCLIDES). Los niimeros primos son mas que cualquier multitud

dada de numeros primos

DEMOSTRACION:;

Sean A, B, C los niimeros primos dados;

yo digo que los nimeros primos son mas que A, B,y C;

Sea ED el menor nimero medible por A—

A, By C, y le sumamos la unidad DF'. B— G——

El niimero EF sera primo o no. Primero C—

supongamos que es primo, de esta for- E D g

ma habremos encontrado los nmeros A, B, C' y EF que son més que

A By C.

Si EF no es primo, sera medido por algun ntimero que si lo sea. Llamemos
a este numero G, yo digo que G es distinto de A, B, C. Supongamos que es
alguno de ellos, como A, B, C miden ED, tambien lo medira G, pero G media
EF, por lo que debe medir la unidad DF lo cual es absurdo, y G no es ninguno
de los primos A, B, C, como por hipotesis era primo, hemos encontrado los
nuameros A, B, C, G, que son mas que A, B, C. Q.E.D

Este resultado en realidad nos dice un poco mas que la existencia de infinitos

primos. De hecho si llamamos p, al n-esimo primo, se sigue que el entero
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Qn = pP1p2---Pn + 1 es divisible por p;, con ppt1 < pm < @Qn de lo que se

deduce por induccién

pn < 27

Sin embargo ésta estimacién estd muy lejos del verdadero orden del n-esimo
primo, lo que tendremos oportunidad de ver al final del capitulo. En cualquier
caso, el resultado del teorema, 1 se puede mejorar sustancialmente con un método

todavia muy elemental, como veremos en el siguiente teorema

-1
TEOREMA 2. La serie ), % y el producto [], (1 - %) son divergentes.

DEMOSTRACION:

-1
Sea, para z > 2, P(z) = Hp<z (1 - %) . Entonces

1
P(z) > H (1+l+---+—m) para todo m > 0.
e p p

Ese producto serd igual a E% donde la suma recorre un cierto conjunto de
enteros. Si escojemos m de forma que 2™t > z, entonces ese conjunto incluye
todos los enteros menores o iguales que z y por tanto
1
P(z) > é ~> log z.
Por otra parte, sea
S(z) = Y ., L. Entonces, desarrollando log(1 — z) en su serie de taylor

p<z p*
tenemos

log P(z) — S(z) = > _ nl? <>

1 1 1
T Y e S

n

De esta forma

S(z) > loglogz — %

De los teoremas 1 y 2 deducimos que w(z) tiende a infinito con z. Sin
embargo estan lejos de decirnos la rapidez exacta con que la funcién crece. En
el siguiente teorema podremos decir algo mas en este sentido concluyendo el

resultado m(z)/z — 0 cuando z — oo.
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TEOREMA 3. 7(z) = o(z) cuando z — oo

DEMOSTRACION: T ey
A d

Sea N,(z, k) el nimero de enteros divisibles por h y que no son divisibles

por ninguno de los r primeros primos p;, - p,. Claramente se cumple
(1.1) n(z) < r + Np(z,1)

Ademss si dividimos los enteros enumerados en N,_1(z, k) en dos clases segin

pr | n 0 no, en el caso en que p,/ h se cumple
N,_i(z,h) = N.(z,h) + Ny,_1(z, p h)

ya que, en este caso, n es dividido por p, y por h a la vez si y solo si le divide
prh. Siexpresamos N, en funcion de N,_; y razonamos por induccién con h = 1

obtenemos
Ny(z,1) = No(z,1) — ZNo(w,p,-) + ENo(a:,pipj) e
i %)
donde las sumas recorren las posibles combinaciones de los r primos tomados de

uno en uno, dos en dos, etc. Como Ny(z,h) =[] tenemos
T T
i pl ',] ?lej

que si lo escribimos en terminos de la funcién de Mdoebius (A.1) y definimos

P, =[[i_, pi tenemos
(1.3) Ny(z,1) = Y p(d) [3] ,
d|P,

Si consideramos 2 < ¢ < z, y tomamos r de forma que p, < ¢ < pr41, teniendo
en cuenta que y—[y] < 1 podemos olvidarnos de la parte entera en cada sumando

de (1.3) con lo que cometeremos un error menor que 27, que es el niimero de
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términos del sumatorio. Sustituyendo (1.3) en (1.1), al ser r < 2" < 2¢ obten-

€Inos

m(z) <r4274z Y ,u(d)(l—i =r+27+z [] (1 -~ —1-> <212 [ (1 _ l)

dIP;) s 1<i<r pi p<t P
La primera igualdad es un caso particular de (A.2). Si elegimos ahora ¢
como una funcién de z tal que { — oo y 261 /z — 0 cuando £ — oo, deducimos
que m(z)/z — 0 sin més que aplicar el teorema,fi. Sl ademas escojemos £ =

clog z nos queda el resultado mas preciso

@
m(e) =0 (10g log .1:) '

Debemos observar que la principal idea involucrada en el anterior teorema
no es otra que el uso de la criba de Eratdstenes, siendo Legendre quien dio la ac-
tual formula (1.2). Con este teorema hemos adquirido bastante mas informacién
acerca del verdadero orden de n(z). Sin embargo en este punto es conveniente
introducir las funciones que, ya en 1850 sirvieran a Chebychev para demostrar

sus resultados en relacién con la distribucion de los ntimeros primos.
Funciones de Chebychev.
Definimos
B(z)=) logp p(z)= )Y logp (z>0)
p<z pm<zx
donde la segunda suma se extiende sobre las combinaciones de un primo p, y
un entero positivo m, tal que p™ < z. Una simple interpretacion aritmética

de (z) consiste en calcular el logaritmo del m.c.m de todos los enteros que no

supe€ran r.

Agrupando los términos de ¥(z) que tengan un mismo m obtenemos
P(z) = 6() +6(z'/%) + 6(c*) + -

donde la serie de la derecha contiene un ntimero finito de términos distintos de

cero, ya que §(z) = 0siz < 2.
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Si ahora agrupamos segun los términos que tengan el mismo primo p, queda

" )_Z[log'r]

log p

ya que el nimero de enteros que satisfacen m logp < log r es justamente [ﬁg—;«]

El comportamiento de 7(z) se puede deducir de estas dos funciones gracias al

siguiente teorema.

TEOREMA 4. Los cocientes %2 ¥z} mlogz \y10hen Jos mismos limites supe-
z Y g T P

riores, (limites inferiores)

DEMOSTRACION:

Sean Ay , Ay , Az los limsup, posiblemé:;nte +00, (Aiconi = 1,2,3 los

liminf) de cada cociente respectivamente. Claramente se cumple

0(x) < Y(z) < 7 log z |

T - T z
y por tanto
(1.4) Ay <Ay < A,
Ademas

0(z) > Z logz > logz® (7(z) — m(z®)).

zo<p<z
Teniendo en cuenta que 7(z®) < z® nos queda

0(x) S alogznm(z) aloga
x gh=e

Si fijamos a y hacemos tender z a infinito, resulta A; > aAjz , ya que logz < z¢,
La demostracion se acaba observando que la desigualdad es cierta para todo
0 < o <1y por tanto

A1 > A;.

Para conseguir el resultado para los limites inferiores no hay mas que reem-

plazar A; por A; en el razonamiento anterior.
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Con este teorema deducimos que si alguno de los tres cocientes anteri-
ores tiene limite, los otros dos también lo tendran, y por tanto las expresiones
P(z) ~ = y 6(z) ~ z son equivalentes a w(z) ~ Toe 72 que es el teorema de los
numeros primos.

De las tres funciones anteriores, () es la que aparece de una forma mas
natural desde el punto de vista analitico aun siendo en principio la que parece
mas alejada del problema. Por este motivo, primero obtendremos resultados
para la funcién () y luego, gracias al teorema 4, los traduciremos a n(z).

Una primera aplicacién en este sentido puede ser el calculo del orden exacto

de m(z).

TEOREMA 5. Existen dos constantes positivas, a y A, tal que para z suficien-

temente grande se cumple

azx < n(z) < Ax

log z loga’

DEMOSTRACION:

Vamos a demostrar en primer lugar que
6
—@ < 2log2 paratodo z > 0.
z

Sea M = (2m+1) donde m es un entero positivo. M es un entero, en particular
m+1/) ’

es el nimero
_(2m+1)---(m+2)

m(m—1)---

M

que aparece dos veces en el desarrollo de (1 + 1)2™+1, por lo que
2M < 22™*t!  obien M < 2™

Ademas si m+1 < p < 2m + 1 entonces p divide al numerador y no al denomi-

nador de M, y por tanto p|M, de lo que se concluye

II »rsm

m+1<p<2m+1
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Uniendo las dos anteriores expresiones obtenemos la desigualdad

H p< M <2¥™,
m+1<p<L2m+1

Tomando logaritmos,
(1.5) 0(2m+1)—6(m +1) < (2m)log2.

Razonemos ahora por induccién. Claramente se cumple paran = 1, supong-
amos que se cumple para todo £k = 1,2,... ,n— 1. Sin es impar, n =2m + 1,
el teorema se deduce de (1.5) aplicando la hipotesis de induccion a 8(m + 1). Si

n = 2m, entonces es consecuencia del caso anterior, ya que

6(2m) = 6(2m — 1) < 2(2m — 1)log 2 < 2(2m)log 2.
oo

Hemos demostrado el resultado para todo =_ﬁ";_na£IuraI, lo que implica el resultado
para todo z positivo, sin mas que considera;j su parte entera. Esta primera parte
implica A < 2log2.

Si demostramos ahora A > log2 tendriamos log2 < A < A < 2log2, que
junto con el teorema 4 nos daria el resultado.

Para demostrarlo tendremos en cuenta que si m > 0 y p un ntimero primo,

el nimero de veces que p|m! es exactamente

ERERERe

ya que el ntimero de factores de m! divisibles por p" es m, = [1—,"%] ,ysik<m,yr
es la maxima potencia de p que divide a k, este factor sera contado exactamente
r veces, una por cada sumando m; cont=1,2,---,7r.

2n!

Sea ahora N = ah?> el término mds grande del desarrollo de (1 + 1),

Entonces, (2n + 1)N > 22", Escribamos N de la siguiente forma

N= 1] »~,

p2n
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donde

2] e[

log 2n
M= [ log p ] '

Como [2y] — 2[y] = 0 o 1, se cumple v, < M,, y por tanto

y sea

22" < (2n 4+ 1)N < (2n 4 1)e¥(™),

Tomando logaritmos, (2n)log2 < log(2n + 1) + ¢(2n). Si ahora, para z > 2

real, consideramos n = [%], tenemos

P(z) > P(2n) > (z — 2)log2 — logfic +1,

que implica A > log 2.

Obviamente, del teorema 5 se sigue el teorema 3. Es mas de la desigualdad

w(z) > fogz deducimos de manera trivial la existencia de infinitos nimeros

primos. Ademas
Pn 1/2
log p»,

n=m(p,) >

y por lo tanto

apn < nlogp, < 2nlogn,

que demuestra la divergencia de la serie Y p,”! por comparacién con
Y- (nlogn)~!. Por tanto los teoremas 1 y 2 son tambien consecuencia del ante-
rior teorema.

El método utilizado en el teorema 5, con alguna modificacién técnica, ha
servido para que otros autores consiguieran mejorar las cotas, tanto para el
limite superior como para el limite inferior. Por ejemplo J. Sylvester cosiguié

demostrar

0'96695 < X < A < 1'0423.

Es mas, el mismo teorema 5 tiene como una importante aplicacién el postu-

lado de Bertrand que asegura la existencia de un primo en el intervalo [n,2n]
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cualquiera que sea n. Sin embargo para demostrar el teorema de los nimeros
primos, (A =1 = A), tendremos que utilizar técnicas completamente distintas.
Hasta ahora hemos obtenido cotas para los limites superior e inferor, pero
sin decir nada en concreto sobre el limite, que todavia no sabemos si existe. El
siguiente paso sera la demostracién de que la existencia del limite implica que
éste debe ser 1. Para ello tendremos que introducir antes una serie de resultados.
Identidad de Euler.
Vamos a demostrar una identidad, fundamental dentro de la teoria de los

numeros primo?/como caso particular del siguiente teorema

TEOREMA 6. Sean > 0 un entero y sea f(n) una funcién multiplicativa. En-

tonces

Y fn) =T[{1+ )+ f@*) +--}

i »
siempre que la serie de la izquierda sea absolutamente convergente en cuyo caso
lo serd también el producto,. -~ L4

Si ademads f(n) es completamente multiplicativa, entonces

Y fmy =TI -s@E)™".

DEMOSTRACION:

Consideramos P(z) = [],«, {1+ f(p) + f(»*) +--- }. Cada factor es una
serie convergente acotada por Y |f(n)|, que por hipétesis lo es. El niimero de
factores es finito y podemos aplicar el teorema de multiplicacién de series de
Cauchy para obtener una tdnica serie absolutamente convergente. Ademds, por
ser f(n) multiplicativa, aplicando el teorema fundamental de la aritmética, esta

serie serd de la forma,

P(z)=)  f(n')
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donde n' son los enteros positivos sin factores primos mayores que x. Si escribi-

Imos

S fn') = 3 f(n) + R(x)

n<lz

se cumple

R@)| < S 1f(m) vy lim R(z) =0,

n>c

ya que Y |f(n)| converge.

El producto es absolutamente convergente porque

D@ I+ I < D@+ )+ <D If(r)] < 00

p<e p<z

Si ademas f(n) es completamente multiplicativa, entonces

{1+fE)+ @)+ )= {1+ )+ )+ } = 1—1f(p),

lo que demuestra la ultima parte del teorema.
Tomemos ahora en el teorema 6, f(n) = n~° para s > 1. Esta funcién estd

en las condiciones del teorema, siendo ademds completamente multiplicativa y

por tanto se cumple la llamada identidad de Euler:

<(s)=g$=1;[(1—1%)_1-

Gracias a la identidad de Euler podemos deducir de manera elemental algunas
otras identidades relacionadas con la funcion zeta. Asi
o0

0 = 1(-5) - 25

n=1

Elevando al cuadrado, lafuncion zeta queda por un lado

cz(s)=(2$) -y dn)
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donde d(n) es la funcion divisor, que cuenta el numero de divisores de n. Por

otro lado

» p p

42(3)=H<1—1%)_2:H(1+%+%+---),
T

multiplicando y comparando coeficientes, obtenemos la formula elemental
dn)= (a1 +1)(az+1) - (ar+1)

3 —_— 1 Y2 (¢4
SIn=p; Py - Pr’-

Otro sencillo calculo nos permite obtener

() _ 2 {dm)y?
((2s) “~— n°
ya que

¢4(s) 1-p 14p
o " Nir =gy

=TI +p )1 +3p™ o Sl 4 D 2™ )

=H{1+4p—3+...+(m+1)2p-m3_|_...}

multiplicando se obtiene el resultado.

Por ultimo si tomamos logaritmos en la identidad de Euler y desarrollamos

en serie nos queda

(1.7) log¢(s) = — 3 log (1 _ pi) =y m;m,

p,m

donde p recorre los nimeros primos y m todos los enteros positivos. Derivando
obtenemos

_ ¢ _ 3 log p

((s) ™

p\m
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que podemos escribirlo como

CG) _ 5 Aln)
49 o) T2

n

donde A(n) es la funcién de von Mangoldt definida por

logp sin=p™ conpprimoyn>1

0 en el resto.

A(n) = {

La serie estd bien definida debido a la convergencia uniforme de la serie para
§>1+6,6>0.
En (1.8) vemos cémo aparece de manera natural la funcién v, que la pode-

mos escribir de la forma
(1.9) Y(z)= ) logp= Y A(n).
pr<a n<z
Es decir, ¥(z) es la suma de los [z] primeros coeficientes de la serie de Dirichlet

Y1 i asociada a —%(%l.

De igual forma podemos hallar la funcién asociada a log {(s)

(1.10) Oz)= %:w(x”%ﬂ(w%”%w(w%”...

pm<z

De (1.8) y (1.9) podremos deducir

(1.11) <(s) 3/00 4G R

i) zs+1

y analogamente, de (1.7) y (1.10) obtendremos

(1.12) log¢(s) = s/l 1:1-:["('*:’:.1) dzx s> 1.

Para demostrar estas igualdades necesitamos la siguiente férmula de sumacién
parcial, que es una forma conveniente de enunciar el lema de Abel, y que tiene

numerosas aplicaciones.
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LEMA 1. Sean Ay, A2, A3 --- una sucesion creciente de numeros reales tal que
lim A, = oo y sea C(z) = E,\"<z ¢n, donde ¢, pueden ser reales o complejos.

- Entonces, si X > A,y ¢ tiene derivada continua, se tiene

X
(1.13) 3 cad(hn) = CENNX) - [ s @

An<X

Si ademads C(X)¢(X) — 0 cuando X — oo entonces

(1.14) Y cnd(Aa) = — A o) )t

en el sentido de equiconvergencia; es decir, si una de las partes de la igualdad

es convergente, la otra también lo es y con el mismo valor.

DEMOSTRACION:

Sea S = )y <, cnd(An), entonces

CX)X) =S = Y en{d(X) =)t = 3 / cad(t)dt

An<X AnX

cad'(t)dt = C(t)¢’(t)dt,
“f Feson=

\"s
. )
& 5

lo que prueba (1.13), y (1 14) haciendo tender X — oo.
Nota. Aunque en el teorema el punto de partida era n = 1, es a veces 1til

empezar desde otro punto, (e.g. 0 0 2), siendo para estos casos igualmente véalido

el resultado.

Tomando ¢(z) = 27°, A\, = n, ¢n = A(n), deducimos (1.11), ya que fijado
s>1

C(X)p(X) = p(z)X° = O(X*7*) = o(1) cuando X — oo.

La igualdad (1.12) se deduce de forma analoga.

Podemos ahora demostrar el siguiente teorema
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TEOREMA 7. liminf ﬁl%“gL.r <1 < limsup 171(:;1_ cuando z — oo.

DEMOSTRACION:

Tomemos f(s) = —{,1(51, y sea

limsup, (inf)‘b(;) = A,()), limsup, (inf)(s — 1)f(s) = A’, (M)
T—o0 s—1+
Escojamos co > B > A, tal que ¥(z) < Bz si ¢ > x, cuya existencia nos la

asegura el teorema de Chebychev.?

> P(x) o (z) * B
f(s)=s/1 $3+1dm Ss/l de+s/ w—sda:

To

__[*° (4(z) — Bx) sB sB
_.t./; = da;—}—s 1§Ks+ T

Luego (s — 1)f(s) < Ks(s — 1) + sB. Haciendo tender s — 11 obten-
emos A' < B. Como esto es cierto para todo B > A, deducimos A’ < A.

Anidlogamente se demuestra que A < )’ y juntando ambas desigualdades obten-

€ermos
(1.15) A< X <A <A

Si ahora fijamos s > 1, la funcién z7° es decreciente en z, y por tanto

Es decir,

y lim,_1+((s)(s — 1) = 1. Ademas la funcién 133,3 también es una funcién

decreciente para ¢ > e, (s > 1) y podemos proceder de forma similar para

3Haciendo una ligera modificacién se puede demostrar el resultado suponiendo

no conocido que A < oo.

29



obtener

o logn * logz
!
f— - = d
¢'(s) El > /1 pral +0(1)

—— /°° ye Ydy + O(1)

(s—1)% Jo
1

= — 1

(S _ 1)2 + 0( )7
donde hemos hecho el cambio de variable z°~! = €Y. De la tltima igualdad

deducimos que lim,_,;+(s — 1)2(—¢'(s)) = 1 por lo que

_ _(3 — 1)26’(3) . uandao s —
(=D =~ Tyge) L ewend ]

Entonces A' = A’ =1, que con (1.15), y el teorema 4 nos da el resultado.

Aunque ya estamos en disposicién de abordar la demostracién del teorema
de los numeros primos, veamos antes las interesantes férmulas de Mertens, en
las que se calcula el comportamiento asintético de algunas expresiones, series y
productos, que involucran a los niimeros primos.

Este es el momento de verlas, ya que necesitaremos para su prueba el teo-
rema de Chebychev, ¥(z) = O(z) y el hecho demostrado en el teorema 7 de que
(s =1)¢(s) — 1 cuando s — 1.

TEOREMA 8. Formulas de Mertens

log p
1.16 =logz 4+ O(1
(1.16) Z: = g (1)
P_I
1 ’ 1
1 e 7
(1.18) 11 (1 - —) ~
pis p log

donde B y v son constantes, siendo esta iltima la constante de FEuler

¢ 1
v =limpeo ( 7 z — log n)
DEMOSTRACION:
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Hemos visto que m! = HP,<m p[r%'] Por tanto
(1.19) logm! = 3" [T] A(n).
n<m n

Utilizando la formula de Stirling para m! (A.17), tenemos

(1.20) logm! = mlogm + O(m) cuando m — oo.

Si ahora en (1.19) sustituimos [2] por 2 estamos cometiendo un error E(m)

del orden de t(m); es decir, E(m) < ¢(m) = O(m). Igualando (1.19) y (1.20)

obtenemos al dividir por m

Z %n)_ = logm + O(1).
n<m

Podemos ahora sustituir m por una variable continua z, y la demostracién de

(1.16) se termina observando que

A(n) Z log p ( 1 1 log p
DT T, | Sl (st ) <X <00
o A = p* P —~ p(p—1)

Sea ahora L .
log, Pn 1
A(z) = Z dn, CON Ay = y B(z) = —
pn<z Pn pn<z n

Por el lema 1 tenemos, para z > 2

B =Y =22, / T Am)_,,

2
< logp, logxz u(log u)

Por (1.16) A(z) =logz + r(z) con |r(z)| < k para todo z > 2, y por tanto
©_du tor(w) r(z)
B(z) /2 u(logu) +/ u(log u) R v log x
(1.21) =loglogz + B + R(z)
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donde B es una constante y

o), @
R = | g+ o

<k /oo—l dut ) =2
: u(logu)? logz) logz’

Podemos hallar exactamente el valor de B, para ello observamos el com-

con lo que queda demostrado (1.17).

portamiento de la funcién g(s) = 3" p~* cuando s — 17.

Por el lema 1,

g(s) = anp};” =(s—1) /200 B(z)z"*dz

1-s

ya que B(z)z!™* — 0 cuando z — oo.

Teniendo en cuenta (1.21) resulta

g(S):(S—l)/ k)_gl?ﬁdx-i-(s—l)/ E;_dx_l_(s_l)/ R(:")dw
2 z 2 z 2 T

=+ 1+ I3)

Como R(z) = o(1) entonces |R(z)| < ¢’ si > zo,s y por tanto, si 1 < s < 8¢
para algun sp ,

Zo
o] <&+ (s —1)/ R(z)|ds < 2
2

y |I3] = 0 cuando s — 17.
En I;, e I sustituimos el limite inferior de integracién por 1 con lo que

cometemos un error de o(1) cuando s — 1%. Si hacemos ahora el cambio de

variable 2°~! = e¥ en I; tenemos
= o y
g(s) = e ?lo dy+ B + o(1
()= [ st 1)
(1.22) =—y—log(s—1)+ B +0(1)
cuando s — 1. Hemos utilizado la férmula fooo e Vlogydy = —v (A.16).

Ademaés, por (1.7) podemos escribir
1) =Tow (s — 1)+ 9(5) =g (s~ 1¢(6)} + Y- {1og (1= ) + 5}
P
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y

(1.23) A(s) > 3 {1og (1 - %) n l}

> p

cuando s — 1%, porque (s — 1){(s) — 1 con s, y la serie de la derecha es
uniformemente convergente para s > 1 por comparacién con Ep #. De (1.22)

y (1.23) deducimos

B=7+Zp:{log(1—1)+l}

p p

Si sustituimos el valor de B en (1.17) obtenemos

21—2{10g<1—1>+1}=loglog:v+‘)’+0( . )
p " P P ].Og:l?

p<z

Podemos restringir el rango infinito de la segunda suma a los primos que no

excedan , CONn lo que cometemos un error

(55) o) o)

y obtenemos

1 1
_Zlog (1— ;) = loglogz ++v+ O (logw) ;

p<z

Es decir,

H 1—-1- =e—‘yeo(lo;z):6_7 1+0 1
P log log x logx

p<z

/ '
(At VL

que es-equivalente a-(1.18).
Teorema de los niimeros primos
Anteriormente hemos visto como aparecia la funcién zeta en el problema.

Sin embargo hasta ahora la hemos tratado como una funcién de variable real.
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Esta forma de considerar la funcién no nos permite obtener toda la informacién
necesaria para poder seguir adelante. A partir de ahora estudiaremos
oo
1
)= =

ns
1

como una funcién de variable compleja s = o + it.

Definimos z°, en general con z > 0, como exp(slogz) donde logz tiene la
determinacion real. De esta forma |n®| = n?, y aplicando el test de Weierstrass,
obtenemos la convergencia uniforme de la serie en 0 = 1+ 6, donde § > 0 es un
namero fijo. Por tanto ((s) es ung fucion regular en o > 1y, por el teorema de
Weierstrass, sus derivadas se pueden calcular derivando término a término.

Podemos ahora deducir que las férmulas establecidas para ((s) en s > 1,
son aun validas en el semiplano o > 1, ya que las series que intervienen pueden
ser mayoradas por si mismas cambiando o por s. La rama del logaritmo que
se considera en (1.7) y (1.12) es aquella que es real en el eje real, que esta bien
definida y sin singularidades porque ((s) no se anula en ¢ > 1. Esto tltimo
se debe a la representacién de ¢ en esa region, ((s) = [[(1 — p~*) 7, donde
ninguno de los factores se anula. j ( )

Una vez que sabemos cierta la relacion

¢(s) ,  ust!

intentamos estudiar el comportamiento de la funcién ¢(z) mediante el de la

(1.24) ) s ” Mdu

o>1,

funcidn zeta, mucho mas manejable desde que evitamos expresiones que involu-
cran los niimeros primos. Para ello necesitamos ”invertir” la relacién (1.24), y
poner ¥(z) en funcién de ((s), lo que podriamos hacer introduciendo la teoria
de analisis de Fourier, y utilizando la férmula de inversion. Sin embargo lo
haremos de una forma mas directa y ya clasica dentro de la teoria de niimeros
utilizando la formula de Perron, que veremos mas adelante en el transcurso de
la demostracion. En cualquier caso, el estudio directo de ¥(z) traeria compli-

caciones de convergencia, y necesitamos regularizar la funcién de alguna forma.
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Para ello se introduce la funcién ¥, (z) = f: ¥(t)dt, algo asi como la media ar-
itmética de 9(z) y por lo tanto algo més regular, lo suficiente para evitar dichas
complicaciones.
Para continuar la demostracién del teorema del niimero primo, debemos
ahora estudiar el comportamiento de 3;(z) a partir del de la funcién f(s) =
~—y) = %‘f}l, yes-en este punto es donde entra la teoria de la funcién zeta.
En primer lugar deberemos extender un poco el dominio de definicién de
% ¢(s) hasta ahora definida solamente en o > 1,'(f§:n particular lo extenderemos a
| o > 0, ya que de la regularidad de f(s) en la banda critica, as{ como de su orden,
dependera la demostracion del teorema. Podemos observar ahora la importancia
del estudio de los ceros de la funcién ((s), que serdn los polos de f(s).
= Una vez estudiado el comportamiento de 1;(z), en particular esableceremos
P1(x) ~ 322, tendremos que transferirlo a (z), y establecer 1(z) ~ z. Para
lo que utilizaremos un teorema de tipo taulJeriaﬁa;' feoremas con los que se
@ " con;‘q{j\f:,\,informacién de la funcién a traves de su media.
Existe una gran variedad de teoremas tauberianos, y escogiendo en vez de
¥1(z) la funcién auxiliar adecuada en cada caso, hay para cada uno de ellos
% una demostracion distinta del teorema de los ntimeros primos, todas ellos sin

cambiar la idea original.

. 7 /7 °
Contznuaczon analitica

TEOREMA 9. La funcidn ((s) admite una continuacidn analitica en el semiplano

o > 0 como una funcién univaluada cuya unica singularidad es un polo simple

de residuo 1 en s = 1.

Una demostracién de la primera parte del teorema se puede conseguir gra-
cias a la siguiente representacién de ((s) por medio de una serie alternada. Se

observa que para o > 1

1-27° 437" —47"+...=((s) -2 Z(2n)—" = (1-2"*)¢(s).
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Por tanto

C(3)= (1 91— s Z( l)n 1,—s

que nos muestra la continuacion analitica para o > 0 por la convergencia de la

serie alternante. Esta representacién muestra en particular que
(1.25) (o) <0 si O0<o<l

Sin embargo es interesante que veamos la siguiente demostracién del teo-

rema 9

Si aplicamos el lema 1 con A\, =n,¢, =1y ¢(z) = 2~° para o > 1 tenemos

paraz > 1

(1.26) 1B s/ U

. ) B ‘[_{1 s ) /r {t}
>< ,’:::. 1‘8 -*__:1:"_1(1—3) + 3_1 S 1 tn‘i—f—ldt‘

Haciendo z tender a infinito resulta la expresién

l

\

(1.27) g(s)=s—j—1—s 1 tm dt.

Como la ultlma 1nteg1al es uniformemente convergente en o > 6 para cualquier
6 > 0 fijo, la expresion (1 27) es una funcién regular en o > 0, lo que demuestra
el teorema.

Una vez definida en un dominio mayor, y gracias a la férmula (1.27) pode-
mos dar ciertas cotas para la funcién zeta y para su derivada.

Orden de magnitud

Para el estudio de la funcién zeta nos restringiremos al semiplano superior
¢t > 0, ya que de (1.27) se deduce ((s) = ((3).

Es trivial ver que ((s) esta acotada en el semiplano o > 1 4+ é para todo

6 > 0 fijo, pues
1¢(s)] = I¢(a)] < I¢(1 + 6))I.
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TEOREMA 10. Se tiene

(1.28) [¢(s)] < Alogt (c21,t> {)

(1.29) I¢'(s)] < Alog?t (0 21,t2>2)

(1.30) I¢(s)| < AP (0>6,t>1si0<6<1)
DEMOSTRACION:

En la regién 0 > 0, ¢t > 1y X > 1 podemos utilizar las férmulas (1.26) y
(1.27), obteniendo

(1.31) ()=, 1 . + X3 _, /oo ;{ﬁ}—ldx.

3 + a—1 8
" (s —1)X :S

por tanto ’><

1 1 1 ty 1
1.32 als ), = pr il S
(1.32) (s)] < 2 et Tt ( + g) oX°

too—1

ya que |s| < o + t, si ademas o > 1 queda
t
|<(s)| < (log X +1) + x T 3
y escogiendo ¢t = X, obtenemos (1.28).
Sio > 6 con 0 < 6 <1, despues de (1.32) queda

i 1 Agl-é t\ 1
l(;(s)‘ < Z ;’—5 + t + (2+ '5) _X{i

n<X

< /L\-] L +\.\‘vl_6 +——3t <xt-o (L +l +—3t—
5 @ % t §X8 —° 1-6 ¢ 6x°

y de nuevo escogiendo X = ¢, obtenemos (1.30).

La desigualdad (1.29) puede deducirse de manera analoga a las anteriores,
derivando en (1.31), sin embargo aqui la demostraremos de distinta forma.

Sea sg = 0¢ + itp un punto en laregion o > 1,1 > 2, y sea C un circulo de

centro sg y radio p < %, de la formula de Cauchy podemos deducir

1 ((s)
o /c —
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donde M es el maximo de |{(s)| sobre C. Ademas sobre el circulo se cumple
c>00—p21—p,y1<t<2t, por tanto aplicando (1.30) obtenemos

104¢/ ‘!
en donde hemos utilizado A(§) < (% +1+ 1—16) lo que se deduce de la de-

mostracion de (1.30),y p<1—p <1, 2? < 2. Si escogemos p = queda

1

log to+22
1§ = erlosto < ¢ tant

o= , ¥ por tanto

|¢'(s)] < 10e(logty + 2)?

que implica (1.29) ya que el razonamiento es valido para cualquier sy en esa
region.

Observacidn. Las desigualdades (1.28), (1.29) y (1.30) no intentan ser las
mejores posibles. En la literatura existen mejores acotaciones relativas a la
funcidn zeta, siendo todavia un problema abierto el encontrar el verdadero or-
den de ((s). En el capitulo siguiente, dedicado a la funcién zeta, tendremos
oportunidad de ver algunas acotaciones mas, de las que como veremos, las de
mayor interes son las referentes a la banda critica, y mas concretamente a la
recta o = %

Ceros

Como ya hemos observado, los ceros de la funcién zeta juegan un papel

importante dentro de la teoria de los nimeros primos desde que son las singu-

laridades de log ((s) y ('c(("})
Hasta ahora sabemos que ((s) # 0 en ¢ > 1, lo que se deducia de la
férmula producto de Euler. Dicha férmula sin embargo no nos ofrece ninguna

otra informacién en el resto del plano complejo.

TEOREMA 11. ((s) no tiene ceros en 0 = 1 y ademas ¢ = O(log" t) uniforme-

mente en 0 > 1 cuandot — oo

DEMOSTRACION:
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Para la demostraciéon vamos a utilizar el argumento de de la Valle Poussin,

deduciendo el resultado de la simple desigualdad
(1.33) 0 <2(1 +cosb)? =3+ 4cosf + 2cos 26.

Por (1.7) se cumple para o > 1

log |((o +1t)] = §R< zcnn_”_it> = Ecnn_” cos(tlogn),

2 2

donde ¢, = = si n = p™ y cero en otro caso. Por tanto ¢, >0y

1
log |C3(a)(:4(a +it)(o + 2it)| =
= chn_” {3 + 4 cos(tlogn) + 2 cos(2tlogn)} > 0.

Luego

P .

(o -1 ({55532 cto -+

Si en el punto (1 + it) hubiese un cero, como ((s) es regular alli y en (1 4 2:t), y

1
> —.
—o—-1

(1.34)

tiene un polo simple de residuo 1 en s = 1, haciendo tender ¢ — 1, el miembro
de la izquierda en (1.34) tendria un limite finito igual a |C’(1 + )4 ¢(1 + 2it)|,
mientras que la derecha tenderia a infinito, lo que contradice la desigualdad y
prueba la primera parte del teorema.

Observacion

Es importante darse cuenta de lo fundamental que es la relacion entre 14 it
y 142:¢ en la anterior demostracion. Este hecho se hace mas visible en la prueba
debida a Hadamard? , en la que nos muestra que la existencia de un cero de la
funcién zeta en el punto (1+it) implicaria que {(1 4 2:t) fuese un polo. La idea
es observar que si ((1 + itg) es un cero, éste tiene que ser simple, ya que por
(1.6), para o cercana a 1 se tiene

im

<i$=<(0)<i

T oc—1

1
((s)

4ver [T1] 45-48
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asi cuando o esté cerca de 1 log(o —1) ~ log |¢(s)|—Rh(s) = %ﬂ, donde

1
_ PP
o > 1/2.Como ((o) tiene un polo simple en 0 =1, ) # ~ log (alTl) uniendo

hemos utilizado (1.7) de forma que log ((s) = > _ =5 + h(s) con h(s) regular en
ambas consideraciones, es como decir que cos(%g log p) es aproximadamente —1
para la mayoria de los p, y por tanto cos(2tq log p) = 1; para muchos p, de donde

%1 1 1
logl((a+2ito)|~zw~2—0~log( 1).

o —_—
P P » P ’

Para probar la segunda parte del teorema basta considerar 1 < ¢ < 2, ya

que si o > 2

[[a-»)

p

’ﬁ <T[+p77) <o) <¢(2)

Supongamos entonces 1 < 0 <2y t > 2. Por (1.34) se tiene
(0= 1)° < (o = 1)E)PIC + D)o + 2i8)] < Clc(o +it)*Cy log

en donde la ultima desigualdad se deduce de (1.28). Por tanto

03(0' — 1)3/4

(1.35) (o +it)) 2 =2

siendo la desigualdad anterior obviamente cierta para o = 1. Sea ahora 1 < n <

2, entoncesparal <o <n, t > 2
x“r
(s i+ it) — C(n +it)| =

< Clog? t(n — 1).

1
/ ¢'(u + it)du

Es decir, H':-‘}
————— 7 (7" =i

o — 3/4
—7 @+ 0> e+ i) - Clog? tn 1) = I — Clog ey~ )

Esta desigualdad es también cierta para 2 > ¢ > 7 sin més que observar (1.35).

Por tanto es cierto para todo 2 > ¢ > 1 y todo 2 > n > 1, escogiendo n =
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)
N
AN
1+log ¢ (%)4 con (>3t0 de modo que 1 < 2, se demuestra la segunda parte
del teorema. B
% En realidad, con le mismo esfuerzo se puede demostrar un poco mas, ya
que si consideramos la, regi(;h o >1— A/logt se tiene
Ner
I [n=*| = e7718™ <‘eup{— (1 — A/logt)logn} < n~leA.
Sustituyendo en (1.32) con X = [t| queda

¢(s) = n[éo (%) +0 (-}) +0(1) = O(log?).

) Analogamente a la demostracich de (1.29), obtenemos en la region o > 1 —
A/2logt
< ¢'(s) = O (log?t),

——

Con las anteriores desigualdades, se obtiene para o > 1 — A/2logt

IC(1 +4t) — {(o +it)| = / ¢'(u+it)du| =0 ((1 ~0) log? t)

y por el teorema 11 queda
[¢(o +1t)] > Alog™" t — A(1 — o) log? t.

De donde se deduce que en la regic;n o>1—Alog™?t

1 7

en particular {(s) no tiene ceros en dicha regio’h.

La desigualdad que hemos utilizado para demostrar el teorema 11 (1.33),
no es mas que un ejemplo de las infinitas desigualdades del mismo estilo ay +
ajcos + --- 4 ap cos(mé) > 0, que servirian para el mismo propésito, siendo
esencialmente las dnicas condiciones que se requieren que a; sean positivas y

ap < ay.
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Comportamiento asintdtico de p(x)
Definimos una nueva funcién ¢ (z) de la siguiente forma
r T
Py (z) = / P(u)du = / P(u)du = Y (z —n)A(n)
0 1 n<z
(en donde la ultima igualdad es una simple consecuencia del lema 1), y es-
tudiando el orden de esta nueva funcién deduciremos mas adelante el compor-

tamiento de ¥(z). En primer lugar vamos a demostrar que se cumple la siguiente

igualdad

o g [ (5

valida para ¢ > 0, siendo el camino de integracién la recta ¢ = ¢ > 1, como

i ™
consecuancia del resultado siguiente

LEMA 2. (Férmula de Perron) Sea k un entero positivo, ¢ > 0, y > 0 entonces

0 y<1

L/C-HOO ys B ) .
28 Joivo S5 F1)- (5 1) —(1_1) y>1
k! Y

DEMOSTRACION:

Sea y < 1. Consideramos el recinto encerrado por el arco de circulo C; =
{s/|s| =R, 0 > ¢} y el segmento I = {s/|s| <R, 0 =c}. En ese recinto el

integrando es una funcién analitica, y aplicando el teorema de Cauchy obtenemos

/ Y ds = ~] y” ds.
18(s4+1)--(s+ k) c, S(s+1)---(s+k)
Tomando R > 2k tenemos

4 c

y ‘< y ¥
s(s+1)--(s+k)|~ R(R-1)---(R—Fk) = (R/2)F

y por tanto cuando R — oo

/ y? dsl 27 Ry* 50
o (s + 1) (s+k) |~ (R/2)F ’
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con lo que se demuestra el caso y < 1.
Supongamos ahora y > 1. En este caso consideramos el recinto encerrado
por I y por C; = {s/|s| =R, o <c¢}. Los tnicos polos del integrando son

s=—-nconn=0,---,ky por el teorema de los residuos tenemos

k
1 y* 1 y* _
27ri/,3(3+1)---(3+k)ds+27ri /02 s(s+1)---(s+k)ds—r;)Res( n)

Como en el caso anterior se demuestra que f02 mf_'__(s—_w]ds — 0 cuando
R — oco. Ademis, si llamamos f(s) al integrando nos queda

Res(—n) = lims——n(s + n) f(s) :(‘ki!y_"(ﬁ) y por tanto
1 k
Z Res(—n) = (1 - —) ,
n=0 y

como queri ammnos ver.

Vamos ahora a deducir (1.37). La igualdad

B 3 (1B ae = 3 AR [T G,

= x : 278 Jo—ioo S(8+1)

es consecuencia del lema anterior sin mds que elegir k = 1. Si ¢ > 1 podemos

intercambiar la suma con la integral, ya que

i /c-i-ioo
1 c—100

N =
], ; "\4 3 ) AT
P

: °°AV 0o dt
s<$°Z () < oo.

[ 2 2
L —oo C°F 1

A(n) (2)°
s(s+1) d

Por tanto

1/’1(93) B L c+ico z° A(n) 1 e+ico z° (_C'(S))
z 2m i s(s+ 1) 4 z = omi oo S(s+1) ¢(s) s,

que es equivalente a (1.37).
TEOREMA 12. ¢;(z) ~ 32* cuando z — oo

DEMOSTRACION:
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Para la demostraciéon vamos a hacer uso de (1.37). Pero antes observ@?‘nos
que podemos evitar la singularidad de (—%{(—:})) en s = 1 gracias a la siguiente
identidad

1 fotieo ge-1 g 1 1\?
— L ds==(1-= c>1,
278 Jo—ioo S(s+1)s—1 2 z

consecuencia directa del lema 2 sin mds que hacer el cambio de variable s—1 = u.

De esta forma para ¢ > 1
Pi(z) 1 (1 B 1)2 _ 1 pewim geel (_C'(S) 1 )ds
x? 2 x 270 Jo—ioo S(s+1) ¢(s) s-—1 '
Si la integral tendiese a cero cuando z — oo ya tendriamos el resultado.

Por este motivo nos interesa cambiar la linea de integracién a ¢ = 1, medi-
ante el teorema de los residuos. Como ((1 + it) # 0 podemos integrar a
lo largo de las rectas Ly = {c+it/ —T <t <T}, Ly = {0 +:T/1 <o <c},
Ly ={1+i/-T<t<T}yLy={0—-1iT/1 <0 <c} en el sentido positivo,
y por el teorema de Cauchy el resultado serd 0 al ser la funcién regular en ese

recinto. Ademas sobre las rectas Ly y Ly se cumplen las siguientes acotaciones

I D T T D W G
s(s+1)‘ < T2 |s(s+1)(s — l)I = T3 s T2 ¥ ¢(s)

en donde hemos aplicado los teoremas 10 y 11. Por tanto si definimos

Als) = (_i’((:; s 1 1) S(S:—I)

< Mlog9 T

tenemos
T Mlog’ T + 1

}_/ 2" h(s)ds| < (¢ — 1)z°~ T -0 =24
L;
cuando T' — o0o. De esta forma
1 ctioco 1 +oo .
(1.38) 50 | z° 7 h(s)ds = %/ ' 108 h(1 4 it)dt
C—100 — 00

que es la trasformada de Fourier de la funcién h en el punto logz. De nuevo
por los teoremas 10 y 11 se obtiene |h(1 + it)| << M—]‘,o.‘,gﬂ cuando t — oo y por
tanto k(1 + it) es una funcién de L. Aplicando el lema de Riemann-Lebesgue
obtenemos que (1.38) — 0 cuando z — oo, de donde se deduce el resultado.

Ya solo nos falta trasladar la informacién obtenida en el teorema 12 a la

funcién ¢(z) por medio del teorema tauberiano.
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TEOREMA 13. Sea f monétona creciente, F(z) = f: f(t)dt y tal que F(z) ~ z*,

a > 0) cuando © — oo, entonces f(z) ~ az®*~1 cuando z — oo.
( ,

DEMOSTRACION:

Sea ¢ > 1. Por ser f mondtona creciente se tiene

1@ < =55 || )it = 55 (Fles) = F(&)).

Dividiendo por %1,

) L (He. F),

z¢~1 T (e—=1) \ (cz)* z®
de donde
—f(.’l?) ¢t -1
hmxa_1 < 1

Pero la anterior desigualdad es cierta para todo ¢ > 1, por lo que podemos

aproximarla tanto como queramos a la derivada de z? en el punto 1 para obtener
ml® <,
pe—1
Si ahora escogemos ¢ < 1 y procedemos de igual forma obtendremos
f(=z)

lim——= > a.
wa—l

De las dos desigualdades anteriores se deduce
f(z) ~ az® 1.

TEOREMA 14. (Teorema de los nimeros primos)

DEMOSTRACION:

¥(z) esta en las condiciones del teorema 13, por tanto del teorema 12 de-
ducimos ¥(z) ~ z, que por el teorema 4 es equivalente al resultado.

Como consecuencia del teorema 14 podemos deducir un resultado para el

n-esimo primo p,

45



TEOREMA 15.

pn ~nlogn
cuando n — oo

DEMOSTRACION:

Sea y = m(z), entonces cuando z — oo

1
(1.39) @ —1.

Tomando logaritmos queda logy + loglogz — logz — O/o de otra forma

lgg—y —1
log «

ylogy
z
Si ahora escogemos = = p,,, entonces y = n y se deduce el resultado.

— 1.

y por (1.39) tenemos

Reciprocamente el teorema 15 implica €l teorema de los nimeros primos, y
por tanto son equivalentes. Supongamos cierto el teorema 15, y sea n = n(z)
tal que pp, < z < ppy1. Como p, ~ nlogn y ppy1 ~(n+1)log(n+1) ~nlogn
cuando z — oo, se sigue que  ~ nlogn y por tanto x ~ ylogy, con y = n(z) =

n. Como en el razonamiento del teorema 15 podemos deducir log z ~ logy, de

z
log z*

donde y ~

La distribucién de los numeros primos es una de las aplicaciones, quiza
la mas importante, de la teoria de la funcién zeta. Para la demostracién del
teorema de los niimeros primos hemos tenido que ver algunas de las propiedades
de ¢(s), que sin embargo estan lejos de ser los mejores resultados posibles, que
por otra parte no eran imprescindibles para el desa.rrolo\ del capitulo. En el
capitulo siguiente veremos algo mds sobre ((s) y algunos de los problemas que

existen alrededor de ésta teoria.
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La Funcién Zeta
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Este capitulo no intenta ser un estudio exhaustivo de la funcién/Zeta, paralo
que existen numerosos libros que hacen un detallado examen de sus pf‘bpiedades
y comportamiento. Sin embargo veremos los resultados bésicos de la teoria que
nos daran una visién general del problema y nos proporcianaran los instrumentos
necesarios para las pruebas de resultados posteriores.

Hemos podido observar cémo aparece de manera natural la funcion zeta al
considerar la distribucién de los nimeros primos, pero en realidad no nos ha
hecho falta ahondar demasiado en la naturaleza de ((s) para establecer resulta-
dos relevantes acerca de la distribucion de los nimeros primos. De esta forma
podemos esperar que un mejor estudio de la funcién traiga como consecuencia
mejoras en el problema.

Si nos fijamos en nuestra actual ((s) observamos que sélo esta definida para
Re(s) > 0. No es ésta, sin embargo, una frontera natural para la funcién zeta.

Este hecho se recoge en el siguiente teorema.

TEOREMA 16. La funcion zeta se puede extender como una funcién meromorfa

a todo el plano complejo con un unico polo en el punto s = 1.

Se puede llegar a la demostracion del teorema de muchas formas distin-
tas. Una de ellas consiste en extender el dominio de deﬁnicién; paso a paso,
integrando por partes en (1.271} de esa manera la férmula de sumacion de

Euler-Maclaurin nos proporciona, para ¢ > 1 y n > 1 fijo (A.26), la expresién

1 1 K Bul(s+2k-1)
(2.1) (s) = +5+ k W)

s—1
=1

_T(s+2n+1) [*
(2n + 1)IT(s) /1

Bona ()t 72" 4t

Usando el hecho de que By,41 = O(1) (A.25) , la expresién (2.1) se cumple en
el semiplano o +2n > 0, por continuacion analitica. La demostracién se termina
observando que n se puede hacer tan grande como se quiera.

La férmula (2.1) se puede usar para obtener aproximaciones numéricas de

valores de ((s). Sin embargo un resultado mucho mds espectacular es la férmula
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explicita establecida por Euler para el caso s = 2k

TEOREMA 17. Si k = 1,2+, y B; son los nimeros de Bernoulli (A.20), en-
tonces
B (—1)k+1(27r)2kB2k

¢(2k) 5(2k)!

DEMOSTRACION:

Consideremos la identidad
o0 $2
sen(z) = xlI[ (1 - 7r2k2) i

Tomando z = —%iu y calculando la derivada logaritmica obtenemos

1 1 1, < 2u
e* —1 —;—§+21:4k27r2+u2
para todo u # +2mmni.

El desarrollo en serie de potencias (A.20) sique siendo valido si consideramos

r = u complejo con |u| < 27, por tanto para |u| < 27 tenemos

2

>, Bypu?k u U > u
2 .
Z 2k! et —1 t 2 ; 4r272 4 o2

k=1
=235 0 (55)”
r=1 k=1
=2 i (=) ( i@rw)—%) uZ*
k=1 r=1
= Y {202m) 2 ¢(2k)(— 1)k} ut,
k=1

Igualando los coeficientes de u* obtenemos el resultado. En particular

et 1 2 st 1 4
@=3=F W=-Xa=g
1 1

Este no es el caso de los enteros positivos impares, de los que no sélo no
existe una formula sencilla para ((2k + 1), sino que, exceptuando el resultado
de R.Apery en el que establece la irracionalidad de {(3), se desconoce casi todo

acerca de su aritmética cuando k > 1.
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LA ECUACION FUNCIONAL

El siguiente teorema, aunque de forma algo mas complicada, nos propor-
ciona una nueva prueba del teorema 16. No es éste sin embargo su principal
interés, ya que ademds en él se establece la famosa ecuacion funcional de la

funcién zeta, principal herramienta en el estudio de {(s).

TEOREMA 18. Para todo s complejo se cumple |
-3 @

A

(2.2) 74T (%) ¢(s) =T (1 ;‘“) ¢(1 - s).

i

Hay muchas formas de demostrar la ecuacién funcional (ver [T1]). De entre
todas ellas vamos a dar una de las pruebas originales de Riemann, que es ademas

una de las mas elegantes.

DEMOSTRACION:

Partimos de la representacién integral de la funcién Gammaen o > 0 (A.14)

T (%) - /oo ett3—14t.
0

Haciendo el cambio de variable t = n?nt tenemos

r (%) = /Oo e—nzwtt%—ldt
0

néws

y sumando en n, obtenemos para o > 1

S > e 2
T (—) ¢(s) = / e~™ 314y,
)= 2,
Podemos intercambiar la suma con la integral ya que
2 2 N _p2 1
S e oo () stz 1y Yo =0 () so<i<,
n>N n=1 \/Z

De esta forma nos queda la expresion

(2.3)

73T (%) ((s) = /Ooot%-lw(t)dt = /loot%‘lw(t)dt + /wt‘%‘lw G) dt

1
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donde -~
w(t) = Z e ™,
n=1

Esto nos lleva a considerar la funcién 6(t) = S°>°

2
—-n‘nt
o€ , de la que sabemos

que satisface la siguiente ecuacién funcional®
f(z) = x_%ﬂ(w_l) para = >0

y cuya demostracion se reduce a aplicar la férmula de sumacion de Poisson

(A.27), a la funcién ¢(t) = e~ cuya trasformada de Fourier es §(¢) =

\/L;e_fz"'%.
Dicha ecuacién nos permite escribir
1 1
wz™!) = -3 + -2-:1312“ + x%w(a:),

de lo que se sigue

® 1. 11 © a1
w(-t-)t TNt =——+ + w(t)t™272dt.
1 1

3 s—1

Teniendo en cuenta (2.3), obtenemos

(24) 74T (%) ¢(s) = S—(EITT) + /loo (4 45t w(nya

La ultima integral es absolitamente convergente para todo s ya que w(t) =
O(e™™), y por tanto define una funcién regular en todo el plano complejo que
nos proporciona la continuacién analitica de ((s). Ademé&s dicha funcién es
simétrica respecto de la recta ¢ = %, por tanto cambiando s por (1 —s) en (2.4)

obtenemos el resultado.

Hay otras formas de escribir la ecuacion funcional, Velardmos algunas de ellas.
a0 uas (o ' t 52 F

Usando la ecuacién funcional de la funciéon Gamma (A.15), (2.2) se puede escribir

(2.5) ((s) =x(s)¢(1 —s),  x(s) =(2m)°/ (20(s) cos(ms/2))
SEste hecho no es mas que un caso particular de las ecuaciones satisfechas por

las funciones theta de J acobi__;}"fdg lo e (DWO A v | 7 9 '
]

/P(\)b) é‘ ) ."if_-’ l’\.}( 3’\ I I.f ,J \ | I\‘t}‘
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o también
((s) = 2°7°7IT(1 — s)sen(ms/2)¢(1 — s)

Por ultimo, si definimos

£(s) = (s — Dn 4T (5) o)

tenemos que

(2.6) £(s) =¢€(1—s)
es equivalente a (2.2).

Esta ultima forma de considerar la ecuacion es de gran interés, ya que la
funcién £(s) representa una funcién entera, (analitica en todo el plano complejo),
y de orden 1, es decir se cumple

|£(s)] < elI'™,

lo que nos permitird, utilizando el teorema de factorizacién de Hadamard, es-
cribir £(s), y por tanto {(s) como un producto infinito en funcién de sus ceros.

Pero antes hagamos unas observaciones que se deducen inmediatamente de
la ecuacién funcional.

En primer lugar vemos que el tnico polo de ((s) se encuentra en s = 1,
ya que en s = 0 el polo de ((1 — s) se cancela con el polo de I'(5). De hecho,
dividiendo (2.2) por T'($) y haciendo s — 0 obtenemos ((0) = —1.

El desarrollo de Laurent de la funcién zeta en un entorno del polo s =1 es

de la forma
1
() = ;7 +r+mls—1) + (s —1)% 4.
donde los coeficientes v;®cumplen (ver [Iv1])

log' ™ N
i+ 1

o (1) . 1.
(2.7 vi = ~—— lim Z mlog m—

1! N—ooo
m<N

6Se les suele llamar constantes de Stieltjes, ya que fue él quien probé por primera

vez la igualdad (2.7)
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Aqui nos limitaremos al calculo.de-

. .
70:@1\}5n00(1+§+ +N—logN) 0.5772157..

LEMA 2. Se cumple

(s) = =5 +7+0(s 1)

DEMOSTRACION:

tm (660 - 27) =~ [ 1= i ("

n—00

m+1
= lim ( Z / —dt logn+1)
. 1
=J£I;O(Zm—+1+1—1°g")

m=1

=79

Para la primera igualdad hemos usado la definicién de ((s) que aparece en
(1.27).
También, gracias a la ecuacién funcional y mediante un calculo sencillo, se

puede obtener ('(0) = — log 2. Consideremos la primera igualdad de (2.5) y
tomemos su derivada logaritmica:
(2.8) (-9 st T'(s)

1
C(l 5 —log27r—§7rta, n—+ —-= T(s)

¢s)
¢(s)

Ahora bien, en las proximidades de s = 1 se cumplen las siguientes igualdades:

+

1 s 1
gmtan 5 =—-—7 +0(s - 1))
O
I'(1)
¢'(s) “ﬁ?lf)'f+k+--- 1
- == + v+ O(]s — 1]),
C(S) ‘,1T1+’y+k(s—1)+... s—1 v (l l)
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donde k es una constante.

Por tanto, haciendo s — 1 en (2.8) obtenemos

¢'(0) _
(29) (o) =

CEROS

—log 2.

De la ecuacién funcional también se deducen algunos resultados acerca de

los ceros de ((s). Los pondremos en forma de corolarios del teorema 18.
COROLARIO 1. La funcidn zeta tiene ceros simples en s = —2n paran =1,2,---

Estos vienen de los polos de I'(3).
A estos ceros se les suele llamar los ceros triviales para distinguirlos de los
demas ceros de la funcién zeta, cuya distribucién es todavia hoy un misterio.

A partir de ahora, y siempre que no se especifice, nos referiremos a los ceros

no triviales de ¢(s).

COROLARIO 2. Todos los ceros de ((s) estan en la banda 0 < o < 1.
Recordar que {(s) # 0 si ¢ > 1, y mirar la ecuacién funcional.

COROLARIO 3. Los ceros son simétricos respecto de las rectas o = % yt=0.

Si cambiamos s por 3 en (2.4), obtenemos ((s) = g‘(_Ej, ya que I'(s) = I'(3)
y por tanto la simetria respecto de t = 0. Ademads, si miramos la ecuacién fun-
cional y tenemos en cuenta que la funcién I'(s) no se anula, de lo que acabamos
de demostrar deducimos la simetria respecto de o = -;—
Estos tres resultados son de gran utilidad a la hora de estudiar los ceros
de la funcién zeta, sin embargo para conseguir mas informacion es conveniente

centrar nuestro estudio en la funcién £(s) definida en (2.6), cuyos ceros coinciden

con los ceros no triviales de ((s).
TEOREMA 19. £(s) es una funcidn entera de orden 1

DEMOSTRACION:
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De la definicion se deduce que £(s) es regular en o > 0, ya que lo es
(s —1)((s). Ademass por (2.6) también lo es en 0 < 1, y por tanto es una funcién

entera. Veamos pues su orden. De (1.27) se obtiene uniformemente en o > %
(2.10) (1= s)¢(s)] < Isf?,

y por la férmula de Stirling (A.18) se obtiene en esa regién

(2.11) |€(s)| < eAlslloglel,

Teniendo en cuenta la ecuacién funcional (2.6), la cota (2.10) es cierta en todo
el plano complejo.
Para ver que en realidad la funcién tiene exactemente orden 1 usamos de

nuevo la férmula de Stirling, en este caso para s — oo real, con lo que

log€(s)] ~ 3sI(108 (Is| + 1))

Mas adelante veremos que la funcién £(s) tiene un nimero infinito de ceros
con exponente de covergencia’l . Es decir, si p1, pa, pz, -+ son los ceros de
£(s) entonces, para todo ¢ > 0, EW converge, mientras que Zﬁ es
divergente.

Como la funcién s(s — 1)I'(s) no se anula en la banda critica, 0 < o < 1,
se deduce que todos los ceros de {(s) son también ceros de ((s). Es decir la
funcidn zeta tiene una infinidad de ceros en la banda critica. Si ademds tenemos
en cuenta (1.25) vemos que todos los ceros son complejos, es decir I(p;) # 0
para:=1,2-.-.

Podemos aplicar el teorema de factorizacién de Hadamard (A.11), que nos

proporciona una forma de escribir £(s) en funcién de sus ceros, valida para

"En general, si f(s) es entera de orden exactamente a, los ceros tienen exponente

de convergencia a.
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cualquier valor de s. Teniendo en cuenta que 3T (%) =T (1+ %) obtenemos

£0)=—¢0) =3y
(2.12) £(s) = %eb” I1 (1 . f) et

o p
donde el producto recorre los ceros de ((s), y bo es una constante cuyo valor

podemos calcular por diferenciacion logaritmica. Para ello escribamos para ((s)

la férmula anéloga a (2.12):

eb" ( S) 2
s) = 1——)er,
¢(s) 2(s —1)I(3s+1) IZI p
con b=by + %log 7. Tomando logaritmos, y derivando se obtiene

(2.13) ei8) 5. =L 11“I(%SH)+E< ! +1>.

¢(s) 3—1_2F(%3+1) s—p p
Haciendo tender s — 0 resulta
¢'(0) 11'(1) Y
2L =phtl—--—=L=b+1+4 —.
o) =t e Tty

Luego b = log (27) — 1 — 7 por (2.9).

La informacién que hemos obtenido sobre la funcién £(s) puede ser trasla-
dada a la funcion zeta y obtener asi algunos resultados sobre sus ceros.

Si llamamos N(T') al ntimero de ceros de {(s) en la regién 0 < o < 1,
0 <t < T, una sencilla aplicacién de la férmula de Jensen (A.8) aplicada a £(s),

nos proporciona, para R = 4T con T > Tj la desigualdad
R 1 1 2 0
Z < — ?
N(T) < A “n(r)dr < 5 /0 log |¢(Rei?)|d6

27
<</ Rlog Rdf < T'logT,
0

por (2.11). El orden obtenido de esta manera para la funcién N(T') es, como
ya afirmara Riemman en su memoria, su verdadero orden. Sin embargo no
fue hasta 1897 que H.von Mangoldt consiguié la primera prueba de este hecho
obteniendo una féormula asintética para N(T'), cuyo término de error mejoré él

mismo en otro articulo en 1905 dando finalmente con el siguiente resultado:

56



TEOREMA 20.

T T T
(2.14) N(T) = o log Syl v O(log T)

DEMOSTRACION:

Consideramos el rectangulo D de vértices —1 +iT, 2 £ :T, y sea T tal que

¢(o +iT) # 0. Entonces, por el principio del argumento tenemos
4 N(T) = Aparg£&(s),

donde Aparg es el incremento del argumento de la funcién correspondiente a lo

largo de D.
Ahora bien, £(s) = s(s — 1)n(s) con 5(s) = 177 T(£)((s), luego

Aparg&(s) = Aparg{s(s — 1)} + Apargn(s) "QAj“‘é‘(ar

El primer sumando es Aparg{s(s—1)} = 4r y para calcular el segundo tenemos

en cuenta la igualdad
£(s) =&(1 - s) =£(1 - 3),

que también cumple la funcién 5(s). De esta forma llegamos a

1
ZADarg n(s) = Acargn(s),

donde £ es el camino que va de 2 a 2 4+ :T y de alli a % +:T a lo largo de

segmentos.

Ahora bien,

1
Acargn™ % = —ETlog ,

mientras que por la formula de Stirling tenemos

Acargl"(%)zglogl"(f)zzlogT r_r« !

2
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De todo ello deducimos que

T T T 7 1
(2.15) N(T) = 5-log 5= — o + g + S(T) + O(),

donde S(T) = 1A arg((s). Para llegar al resultado que buscamos nos falta

ver que
(2.16) S(T) = O(log T).

Esta es una de las pocas estimaciones, en lo que se refiere a la teoria de la
funcién zeta, que no ha sido mejorada en el iltimo siglo.

A la vista de la estimacién que esperamos conseguir, y el poco conocimiento
que tenemos de la funcién S(T'), puede parecer un poco extraifio el no incluir el

término % en su definicion; sin embargo esto tiene un motivo que veremos mas

adelante.

Para dar la prueba procederemos de dos formas distintas. En primer lugar
©S(T) = arg{(o +iT), donde el argumento estd definido por variacién continua
a lo largo de £, (o equivalentemente desde co + T hasta % + T empezando con

el valor cero). Para o > 2 tenemos

o0

had 2
(2.17) Re(e) =14 Y BN 5 oLy Ty,
2 2

o

de donde |arg((2 + ¢T)| < %. Nos falta por ver la variacién de arg((s) en

el segmento (2 + ¢T, ; + ¢T|. Este hecho lo deduciremos de un lema algo mds

general.

LEMA 3. Sea0 < a < f <2, f(s) una funcién analitica, real para s real, regular

en 0 > « excepto quiza en s = 1, y cumpliendo

|Rf(2+14t)] > m > 0 para todo t, y
|fle' +it")| < My, (o' 20, 1<t <)
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Entonces, si T no es la ordenada de un cero de f(s) se cumple

) 1 3
largf(o +iT)| < T (log My 142 + log —) + o
log (2—a) m 2
2-p
no2p. 7>
DEMOSTRACION:

En primer lugar vemos que, como en el caso de la funcién zeta, sélo nos
interésa la variacién de argumento en el segmento [ = [2 + T, 8 + T, pués de
argf(2) =0y Rf(2 +it) # 0 obtenemos |argf(2+iT)| < 7. ~

Supongamos que Rf(s) se anula ¢ veces en . Entonces |arg/( flo +:T)| <
(¢ + )7r ya que los puntos en donde se anula dividen a [ en ¢ + 1 intervalos en

los que Rf(s) > 06 Rf(s) <0, y por tanto en cada uno el argumento no varfa

mas de 7.
Consideramos la siguiente funcién analitica g(z) = / (z+iT);Lf (=iT)  En
S(z) =0, B < Rz < 2, g(2) se anula exactamente g veces. Por tanto, si

llamamos n(r) al nimero de ceros de ¢g(z) en el circulo |z — 2| < r, se cumple

g <n(2 - B). Aplicamos la férmula de Jensen a la funcién g(z) para obtener

2-a p(p 1 i 1
/ () 4o o / log |9{2 + (2 — @)e*?}|d6 — log |g(2)|
0 T Jo

r
1
<log M, log —.
Slog My 140 + log -
Por otra parte

/02 a”(:)d >/22: (r)dr>n(2 ﬂ)lg<;:g),

de donde se deduce el resultado.

Asi, para probar (2 16), y con ello (2.14), no hay mds que aplicar el lema
para f(s) = ((s), a =%, B =1 en vista de (1.30) y (2.17).
De (2.14) podemos deduc1r facilmente algunos resultados referentes a los

ceros de ((s).
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COROLARIO. Sean 0 < 49 < 41 < 2 --- las ordenadas consecutivas de los ceros

p = B + 1y de ¢(s), entonces

2mn
1) Ip"|N7n~10g?1
2) Z 1_I_€<oo Para todo e > 0
il
1
2.18 3 — & log?T
| |
[vI<T
1
(2.19) H ¥ i < OgT
>t 7

DEMOSTRACION:

1) Observamos que
N(n—1)<n< Ny +1)
y no hay mas que tener en cuenta (2.14) para obtener

T logyn ~ 2mn,

ya que
Yo Et1 Yo £ 1 Tn
N(yn 1) . log ( o . log ¥n.
Por tanto
log v, ~ logn
y
2mn
’Yn log n ]

como queriamos ver. Claramente |p,| ~ v, pues B, = O(1).

Las demostraciones de 2), 3) y 4) se deducen de 1) mayorando la suma por

la integral.
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Para nuestra segunda prueba de (2.16) escribamos

(2.20) sa3=mn—g/””¢@)

LT ¢(s) @
en donde el primer término viene de la variacién del argumento entre oo y 2.
De esta manera el estudio de S(T') se centra en el de la funcién que aparece
bajo el signo integral. De la representacién de {(s) en funcién de sus ceros
obtendremos una férmula asintética para %f)l con la que podremos calcular la
integral involucrada en S(T') con un error dentro de lo permitido. A lo largo de
la prueba se obtendran resultados que son de interés en si mismos; de ahi que

los enunciemos aparte.

LEMA 4. Se cumple

donde p = f + i recorre los ceros de ((s), y T es suficientemente grande.

Supongamos‘{z 2, -1 < 0 £ 2. De la férmula de Stirling obtenemos

(s +1)
—=——2= = O(logT).

Sustituyendo en (2.13), y tomando partes reales, llegamos a

—R (@) <AlogT—Z§R< ! +1).
¢(s) P

s—p p

)

Zére( ! +1) < AlogT.
. p

Hagamos s = 2 4 :T. Entonces ‘%‘-(%31‘ < 1, luego

s—p
Si p es un cero no trivial de ((s),

1 B 1 2-p 1
>0, %s—p3@~mLHT—w224+@~vV

P B+

Reuniendo las anteriores consideraciones obtenemos el resultado.
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COROLARIO.

, |
(2.22) N(T+1)— N(T) < logT
(2.23) b) >

IT—-7I>1( =)

(2.24) o S Z —-—+O(logt)
() o,

\J

5 LlogT

siempre que en c)}-——l <o < 2ylt| > 2, no coincida con la ordenada de un cero.

DEMOSTRACION: Mientras que (2.22) y (2.23) se siguen de manera inmediata
de (2.21), para demostrar (2.24) utilizamos la representacién (2.13) en los puntos

8y 2+ 1t, y restamos ambas expresiones para obtener

() (11 )
((s) _;(s 2+it—p)+0(1 g)

—p

Teniendo en cuenta que

1 1 ’ 2—0 3
s—p 2+it—p| |s—pll2+it—p| T [t -7

y la desigualdad (2.23), deducimos la expresién

{(s) 11 .
o= 2 (5 gy rows

[t—v|<1 $TP

Por 1ltimo observemos que |2++t_p| < 1y, por el apartado a), el nimero de
términos es O(log t).
Después de estos resultados, en particular de c¢), demostrar (2.14) se reduce

a demostrar

S arg(s— p) = O(log T),

|T—~|<1

ya que por (2.20) tenemos

S(T) = 0(logT)+ Y arg(s - p)
| T—vI<1
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pero esto es cierto pues |arg(s — p)| < 7 en [ +iT,2 4 :7T).

La representacion (2.24) nos proporciona una férmula manejable para de-
ducir resultados de la derivada logaritmica de {(s), que como ya vimos por
ejemplo son ttiles en estimaciones de la distribucién de los niimeros primos.
Sin embargo a la hora de estudiar la funcién zeta, tiene el inconveniente de que
también aparece su derivada. Integrando (2.24) podemos evitar este problema,
consiguiendo una férmula util referente al logaritmo de ((s). Esta funcién sigue
siendo interesante porque sus singularidades coinciden con los ceros de la funcién
¢. En o > 2 definimos log((s) tal que —F < arg{(s) < Z, definicién que se
puede hacer teniendo en cuenta (2.17), y para o < ‘A‘ﬂgéntinuacién analitica a lo
largo del segmento [2+it, o +1t] siempre que ((s) no se anule en dicho segmento.

Entonces, cuando s no es un cero de la funcién zeta se cumple

(2.25) log ((s) = Z log (s — p) + O(log t)
lvy—t|<1
uniformemente en —1 < ¢ < 2, donde —7 < Jlog (s — p) <.

Supongamos que t no es la ordenada de un cero, integrando en (2.24) ten-

€IN0S

log ¢(2 + it)—log (o + it) = Z log (2 + it — p)— Z log (s — p)+O0(logt).
[v—t|<1 [v—t|<1
Ahora bien, log (2 + it) y log (2 + it — p) estdn claramente acotados, luego por
(2.22) su suma sera O(logt). De aqui se deduce el resultado para esos t, y en
general, por continuidad, para cualquier s de la banda que no sea un cero.
Hemos visto que conocer el comportamiento de N(T') se reduce al estudio
de S(T'); sin embargo éste parece ser muy complicado, ya que en la ordenada
de un cero de ((s) de orden k debe haber una discontinuidad del mismo orden,
(observar que el término O(#) que aparece en (2.15) es continuo), mientras que

entre dos ordenadas sucesivas, N(T') es constante, y por tanto debe equilibrar

la variacidn de los otros términos.
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Esta variacién de S(T') se refleja en que su media conserva el mismo orden,

hecho que veremos en el siguiente teorema.®

TEOREMA 21. r
S\(T) = / S(t)dt = O(log T)
0

Observacién Este hecho por tanto, seria mentira si hubiéramos incluido en
la definicién de S(T') la fraccién I que aparecia en N(T).

DEMOSTRACION:

La demostracion se basa en un lema de Litt}:el}Jvood, que es como una férmula
de Jensen para rectdngulos. En particular, el paso esencial de la demostracién
consiste en escribir

1 [?
(2.26) S1(T) = - / log |{(o + ¢T)|do + O(1).

1
2

Supongamos que es cierto, entonces tomando partes reales en (2.25) se obtiene

2 2 l 4
/ log |{(o +iT)|do = E / log (s — p)do + O(log T).
1 1 i
: i< YE

i

Ahora bien, la cadena de desigualdades

2 2
zlog (% + 1) > —;—/ log {(0 — B)* + (T — v)* }do > / loglo — fldo > —A
1 1

es valida para cualquier término de la suma. Por tanto, teniendo en cuenta

(2.22) tenemos la estimacién

2
/ log|¢(o +:T)|do = O(log T),
1

lo que terminaria la prueba. Vamos entonces a demostrar (2.26)

8El motivo que hace que la media siga siendo como O(logT) puede ser los
frecuentes cambios de signo que sufre la funcién. En realidad se puede demostrar

que S(T') cambia infinitas veces de signo.

64



LEMA 5. Dada una funcién ¢(s), que sea meromorfa en el rectdngulo
R={a<o0<p3,0<t< T}, yregulary sin ceros en o = f3, consideramos
F(s) = log#(s). En una banda alrededor de la recta o = B, F(s) representa
una funcién regular, y fuera de esa banda definiremos F(s) con s = o + it
por continuacion analitica, empezando en el punto s = 8 + it, a lo largo del
camino t =constante, cuando ¢ no tenga ceros ni polos en esa recta y en otro
caso F(o +it) = lime_o+ F(o + it + i¢). Sea v(o9,T) el nimero de ceros de la
funcién menos el de polos que estan en el rectangulo R y a la derecha de o = oy,
contando aquellos con parte imaginaria igual a T, pero no los que esten en la

rectat = (0. Entonces
B
/ F(s)ds = —21ri/ v(o,T)do.
R o

DEMOSTRACION:

(2.27)
B B T
/I‘{F(s)ds = /a F(o)do — /a F(o +:T)do + /0 i {F(B +it) — F(a +1t)} dt.

Podemos escribir el ltimo término de (2.27) como

(o] S [ [ e

Aplicando el teorema de los res1duos

/:+'T @' “) (/ /ﬂ+1T LT'-;T) i((:) ds — 27rw(0 T)

= F(o +:T) — F(o) — 2miv(o,T)

y sustituyendo en (2.27) obtenemos el resultado.
Si en el lema hacemos ¢(s) = ((s), @ = 7 y # un nimero que haremos

tender a infinito, y tomamos partes reales queda

8 T B
/1 log|((a)|da—/(; arg((,B—{-ii})dt—/l log |{(c +iT)|do+

2 - 1
+/ arg (= + it)dt =
0 2
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Para estimar cada una de las integrales vemos como se comporta el logaritmo

para Rs grande. Cuando o0 — oo
1 1 1
log {(s) =10g(1+—+—+...) 20(2_0

uniformemente en ¢, por tanto arg{(8 + it) = O(35), y la segunda integral
tiende a cero cuando f — oo. La primera integral es también una constante,

mientras que en la tercera queda

B B
/2 log |((o +iT)|do = /2 0(27%)do = 0(1),

lo que demuestra (2.26).

ORDEN

En el anterior teorema se ha hecho visible el manejo de la férmula (2.25).
Ahora veremos una sencilla aplicacién que nos permite deducir que la funcién

zeta no es muy pequefla en la banda —1 < o < 2.

TEOREMA 22. Existe una constante A tal que en cada intervalo (T, T + 1) hay

unt en el que

a) [((o+it)|>t™ —1<o<2.

Ademds, si H es un niimero mayor que 1, entonces

b) |¢(o +1t)| > ¢~HA

en el rectangulo —1 < 0 <2y T <t < T + 1 excepto para un conjunto de
valores de t de medida %

DEMOSTRACION:
Tomando partes reales en (2.25) queda
log[((s)| = ) logls —p|+O(logt) > Y log|t— |+ O(logt).
[v—tl<1 [v—tl<1
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Ahora bien,

T+1 min(y+1,T+1)
f Z log |t — «|dt > Z / log [t — «|dt

T y=t<1 T—1<~<T+2 Y maz(y=1,T)
v+1
> E / log |t — v|dt
T-1<y<T+2 7771
= ) (-2)>-AlogT,
T—-1<v<T+2

de donde se deduce que para algin t en T < ¢t < T + 1 se cumple

> loglt—7]>—AlogT
[v—tI<1

¥ que
D" loglt—v| > —AHlogT,

[y—t|<1
excepto en un conjunto de valores de ¢ de medida %, en el que se incluyen los
ceros de ((s). Ambas afirmaciones son ciertas uniformemente en —1 < o < 2.
Este hecho termina la demostracién.

Sin embargo el mayor interés en el estudio del orden de la funcién zeta se
centra en dar cotas superiores. Estas nos permiten deducir resultados acerca de
los ceros.

La primera pregunta que podemos hacernos es si la funcién continuars

acotada a la derecha de la recta critica. De esta forma obtendremos la primera s "
oy B I (O SAArC\ FOV

by +

respuesta negativa.

NA aAD
I|l|,r'_i-_ - &

TEOREMA 23. Sioc>1 S seecer o FWod L) (<
<) 2 (1 = €)¢(o) A coms

para valores de t arbitrariamente grandes. (4

i
|/

DEMOSTRACION:

N )
C(s) — Zn—ae—itlogn + Z n=%¢ itlogn
n=1

n=N+1
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Acotando el primer sumando por su parte real tenemos
N - |
I€(s)] = Z n~ 7 cos(tlogn) — | Z n= e itlogn|
n=1 n=N+1

y por el teorema de Dirichlet (A.28) existe un ¢y < t < toq™ y unos enteros

P1,P2, "+ , PN tales que dados N y g, se satisfacen las desigualdades

[i logn — p,| < l

27 q

paran = 1,2,--- ,N. Por tanto cos(tlogn) > cos(zT"') para esos n, de donde
i\’: n~7 cos(tlogn) > cos(2—7r) f:n_” > cos(2—7r)g’(a) - i n=°
n=1 = 7 = 1 neN1

por lo que finalmente obtenemos

o) = cos(TN(e) -2 3 n.

n=N+1

De las desigualdades

o0 [a'e) 1
= -0 > —dd =
(o) zlzn /; z7dr = —
y
oo co l1—0
Z n %< / z %z =
N+1 N g — 1

resulatala estimacién

(01> (con (2= 281 (o),

de donde se deduce el resultado si ¢ y N son suficientemente grandes.
Una vez visto que no esta acotada®, tiene més sentido preguntarse por el

orden. Hay que observar que para el estudio del orden de ¢(s) sélo tenemos que

9M4s adelante veremos que el teorema, 23 implica que la funcién no esta acotada

en ninguna recta s = o <1
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preocuparnos de los s que pertenecen a la banda critica, ya queen ¢ > 0 > 1, la
funcién esta acotada, y para ¢ < 0 no hay mds que mirar a la ecuacién funcional.
Vemos, asi una vez més, la importancia que tiene al relacionar los valores de ¢ (s)
en los semiplanos a derecha e izquierda de la recta critica. Sin embargo, tiene
el inconveniente de que no expresa ((s) de forma explicita, lo que imposibilita
el célculo del orden de forma directa. Para esto tltimo es de gran importancia

el encontrar formulas explicitas de ((s).

En el teorema 10 vimos un ejemplo de cémo estimar el orden de la funcién
zeta. Alll se hacfa uso de la férmula explicita (1.27). En dicha representacién
la acotacién trivial es muy mala, ya que no se mide la cancelacién que aparece
en la integral; sin embargo, por ser ésta absolutamente convergente, podiamos
partirla en dos trozos, el segundo de los cuales nos aportaba un término de error
pequeno, mientras que el primero se evaluaba queddndonos un polinomio de
Dirichlet; es decir, una suma finita en donde los términos son n=%, "mds f4cil”
de estimar. (En aquel caso con la acotacién trivial del polinomio conseguiamos
una cota no trivial de ((s).) De esta manera, cuanto mejor seamos capaces de
estimar el polinomio, mejores resultados obtendremos.

A dichas representaciones de {(s) por medio de polinomios de Dirichlet mds
un termino de error se ha dado en llamar ecuaciones funcionales aproximadas.
Exiten muchas de tales ecuaciones en la literatura, y cuanto ”mejor” sea la

ecuacion, mas facil nos serd dar estimaciones no triviales.

En el siguiente teorema veremos la més sencilla de dichas ecuaciones fun-

cionales aproximadas.

TEOREMA 24. Sea z > Lfrl, s = o0 +1t, entonces se cumple uniformemente en

O<op <o

xl—s

s—1

(2.28) ()= n"+

n<z

+0(z™°),

donde la constante solo depende de oy.
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Para su demostracién vamos a establecer antes un lema referente a sumas

exponenciales.

LEMA 6. Sea f(z) real en [a, b] con derivada continua y monotona en [a, b] y tal
que |f'(z)| € § < 1, entonces

b
> ef) = [ e(f@)da+0(1-5),
a<n<bh a
donde e(z) = exp (2miz).
DEMOSTRACION:

La demostracién es esencialmente la férmula de sumacién de Poisson.

Consideramos la funcién ¢n(z) = e(f(n+2z)) 0<z <1y

e(f(n+1)) +c(f('n)).

®n(0) = pn(1) = 5

Entonces, si llamamos al}, m = ---—2,-1,0,1,2,--- a los coeficientes de la serie

de Fourier de la funcién ¢,(z), tenemos af = j;)l e(f(n+z))de y )”J}(ﬂ? A '3[ ©

1

f(n+ ‘I‘)) e(—maz)

2mim

a'ﬁ;=/nj e(f(n+2) —mz)ds = e(

0

+%/0 f'(n + z)e(f(n + ) — ma)daz.

Sumando en m se cancelan los primeros términos, con lo que al evaluar en 1

queda

e n e n ok mH
) telftm) _ / (@it 3 [ F@e(f@)-ma)da.

n

Sumando ahora en n,

b 1
> ef))= [ e(f@)ds+ 3 T+ 0(),

a<n<b a m#0
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donde
f= [0 p@e(f@ -ma)ae =5k [ O a(e(se) - ma)).
= z)e(f(z) — mz)dr = — e(f(z) —mz
[e]+1 2mi [a]+1 f (:IT) —m
Como f'(z) es mondtona, podemos aplicar el segundo teorema del valor medio

para integrales a RI,, e I, respectivamente, con lo que obtenemos I,, =

(0] (m) Por tanto,

m%:o—I <<)(1-9) +Z 5)@“ &1
Es importante observar que dado que el lema aproxima sumas por integrales, el
término de error debe estar en funcién del tamahno de la derivada, ya que si la
funcién crece mucho, la exponencial compleja oscilaria mucho y la aproximacion
seria muy mala.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA:

Sea N > z un entero, por (1.31) tenemos

1 N1-s * {z
CM:Z;"‘E”/N x{+}1 dz

n<N
'l——a N—¢ oo 1 { }
(2.29) = + s/ 2z,
7;I:V ns ‘F — 1) 2 N q+]

siendo el ultimo sumando O (|t|N~7).

Examinemos la suma S = n~*% Sea s(u) = n~% en-
z<n<N z<n<u ’

tonces por el lema 6, con f(z) = —3tlogz & = %, tenemos
v ul—it _ gl—it
s(u) = / ydy + O(1) = = + 0(1).
. =

La relacién entre S y s(u) viene dada por el lema 1, que en este caso queda

N
S=s(N)N"7 + a/ s(w)u~?"1du

N  —s 1-it, —a—1 1—
u=®—z " — —on , N°T°
—a/z T du+ O(zN7%) + O(z )+1_it
Nl—s wl—a Y Y
=1_s—1_s+0(xN )+ O(z™7%).
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Sustituyendo en (2.29) nos queda en 09 < 0 < 2

(=3 7—11— + (”1__1 +O0@N™7) +0(z™") + O(|tIN ).

Haciendo tender N — oo obtenemos (2.28).

n<z

Vamos a utilizar esta primera ecuacién funcional aproximada para dar un
resultado mds fuerte que el teorema 10 sobre el orden de la funcién zeta. En
particular si 1 <o < 2,1t > 2 (2.28) nos da otra demostracién de (1.28) pues

K& =S "n"7+0(1) <7 log .
n<t =
Podemos elegir t > 0 por la simetria de ((s) respecto de la recta t = 0.

Siec>2
1 2

KO <K@ =) — =

nZ
En o < 0 podemos acotar el médulo de {(s) gracias a la ecuacién funcional,
y €l uso de la férmula de Stirling. Para ello utilizaremos la funcién £(s) de més

facil ecuacién funcional.

log [£(s)| =Rlog&(s)
1 o S
=log§ + log |s| + log|s — 1| — Elogvr + RlogD (5)

+1log |¢(s)]
o s 1 s 1 s o 1
~3 3] ~ 3|3 - 591085 — 5 + e

1 .
+log§+log|3|+10g|s—1|—%10g7r+10g|C(U+zt)|
o t 1 1 T wt
~§log%+510g|s|+§10g§—j4—+10g|3—1|
+log|¢(o +it)]
o t 1 T at 3
~ — —_— - - - — _]- 3 .
5108 5— + 5log 5 — 7 + S logt +log (o +it)|

Por tanto

0 =log |¢(o +it)| — log |€(1 — o +it)|

o t l-0 t . .
~5 log s log 5— +log |¢(o + it)| — log [((1 — o +1¢)],

e 2
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de donde se concluye

- (L) C(o +it)
2me IK(1 =0 +3t)|

En particular, sobre la recta o = 0 se tiene |((it)] < t% logt, y en cualquier linea
o <0, |¢(o+it)| €t

Las anteriores estimaciones no sirven para 0 < o < 1, sin embargo Lindelof
observé que se podian dar cotas del crecimiento de |((s)| en esa banda por
interpolacién lineal de las estimaciones en las rectas 0 = 0y 0 = 1. En particular
demostrd que existe una constante k tal que |¢(o+4t)| < kt2—2° logt en la banda
critica para t > 1. El exponente es la recta afin que vale % enoc =0y 0en
o = 1. La demostracion es consecuencia de un teorema de Lindelof, el cual est3

dentro de una clase de teoremas del mismo estilo, el primero de los cuales es

debido a Phragmén.!°

TEOREMA 25. Sea f(s) analiticaen D = {0y < 0 < 05,t >t >0}, pyq
tales que |f(s)| € t? en o0 =0, y |f(s)| € t? en 0 = 0,. Si ademds existe una
constante A tal que |f(s)| < t4 en D, entonces

[F(o +it)] <) con k(o) = {(q - p)/(02 — 1)} — 1) +p.

Es particularmente interesante el caso en el que p = ¢ = 0 que dirfa que si
|£(s)] < t4 entre las dos rectas, y es acotada en ellas, entonces es acotada en

toda la banda.

DEMOSTRACION:

1%En algin sentido estos teoremas se pueden pensar como casos particulares
del Principio de Phragmén-Lindelof. Este es una generalizacién del teorema del
moédulo maximo a funciones en Co que no estdn acotadas en un punto de la
frontera del dominio. En el caso particular en el que el punto es el del infinito,

la generalizacién se extiende a dominios no acotados.
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Supongamos en principio que p = g = 0, entonces |f(s)| < M en la frontera
de D. Cosideramos la funcién log | f(s)| definida en D con singularidades en los
ceros de la funcién, donde tiende a —co. Entonces se cumple que para cualquier
¢ > 0 la funcién armdnica log | f(s)| — et tiende a —oo cuando ¢ — oo uniforme-
mente en D, luego para T suficientemente grande estd acotada por log M en la
frontera del rectangulo 0y < o < 03,t) <t < T,y por el principio del maximo
para funciones armonicas, la misma desigualdad se cumple dentro del rectangulo,
y por esto en toda la banda. De esta forma obtenemos |f(s)| < e **M en toda
la banda. El teorema se deduce por ser ¢ arbitrariamente pequefio.

Para el caso general no hay méas que escoger la funcién arménica log | f(s)| —

k(o)t — et en vez de log|f(s)| — et.
COROLARIO. [{(8)| no esta acotada en ninguna recta ¢ = oy con oy < 1.

La demostracion se sigue del anterior teorema y el teorema 23.

Agrupando las anteriores consideraciones podemos formular el siguiente teo-

rema global referente al orden de la funcién zeta.

TEOREMA 26. Parat >ty > 0 se cumple uniformemente en o

1 sioc>2
log ¢ sil<o<2
tl_Tologt si0<eo<1
t3=° logt sio <0.

(o +it) €

Es importante observar que gracias al teorema de ”interpolacién”, el estudio
del orden de ((s) se reduce de alguna manera, (sélo se obtienen acotaciones del
orden de una potencia de t) al estudio del orden en la recta o = %, ya que luego
se interpola con la recta o = 1, y después se utiliza la ecuacién funcional. Esto
lo podemos resumir en el comportamiento de la funcién p(o) definida como el

infimo de los £ tales que
(o +it) =0 (Jtl°) .
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Se sigue del teorema 25 que u(o) es continua, no creciente y convexa. Ademas
es no negativa, luego por el teorema 26

()_{0 sio>1
o) = %—a sioc <0

1
u(a)gi—% 0<o<).

En particular se tiene p(3) < 1, es decir
((1/2+it) = O(|t]7*+°).

Actualmente no se sabe el valor exacto de p(o) para ningiin 0 < ¢ < 1. Veremos
que p(3) < 7, (se espera p(1) = 0, lo que serfa consecuencia de la hipétesis
de Riemman). Sin embargo, para mejorar el i nos haran falta herramientas
mas complicadas. En particular hemos visto cdmo de la ecuacién funcional
aproximada (2.28), reduciamos el problema a acotar un poliomio de Dirichlet.
En general acotar una suma exponencial depende de dos cosas; por una parte
de la derivada de la funcién, que en nuestro caso siempre serd - logn, y por
otra del rango de sumacién. El inconveniente de (2.28) es que el ntmero de
sumandos es demasiado grande y necesitamos reducirlo para poder dar una
mejor estimacién. (Claramente muy pocos sumandos tampoco nos daran la
suficiente informacion sobre la funcién zeta). Buscaremos una ecuacién funcional
aproximada en la que el polinomio de Dirichlet tenga un rango de sumacién
oz

menor.\'Si nos fijamos en cémo dimos con (2.28) veremos que es necesario que
el rango sea grande para poder aplicar el lema 6. Por tanto, reducir el niimero
de sumandos pasard por mejorar dicho lema; es decir, encontrar una mejor
aproximacion de las sumas exponenciales. Dicha aproximacién la encontraremos
en funcién de integrales exponenciales, por lo que necesitamos tener un control
sobre este tipo de integrales.

Vamos a necesitar algunos lemas para acotar integrales exponenciales de-

bidos a van der Corput.
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LEMA 7. Sea F(z) real derivable en [a, b], y sea G(z) tal que %f)l es mondtona
en [a, b]yF—(32>m>00%'(f)l_<_—m<O. Entonces

4
—.

b
/ G(z)e(F(z))dz| <

DEMOSTRACION:

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que %'(f)l es positiva y cre-

/, _' 7

ciente. )
. / G(z) cos (F(z))dz = / Ile((w)) F'(z) cos (F(z))dz.
Etniel segundo teorema del valor medio para integrales obtenemos
£
I- f,,((‘;)) d{oos (P())) dz = & “’ L (sen(F(©) - sen(F()).

Luego el médulo no supera % Procediendo andlogamente para la parte imagi-

naria obtenemos el resultado.

COROLARIO. Sea F(z) real derivable en [a,b], con F'(z) mondtona en [a,b] y
F'(z) >m > 00 F'(z) £ —m < 0. Entonces

]ﬂb e(F(z))dz| <

3|

LEMA 8. Sea F(z) real dos veces derivable en [a,b], con F'(z) > r > 0o
F'"(z) < —r < 0; y sea G(z) tal que |G(z)| < M y FGJ(:%Z mondtona en [a,b].

Entonces

8

T

/ G(z)e(F(z))dz

DEMOSTRACION:

Como en el lema anterior podemos suponer F''(z) > r > 0. En este caso
F'(z) es creciente, y por tanto habrd como mucho un punto c en donde se anule.

Consideramos

b c—6 c+6 b
I's / G(w)e(F(m))d:’:f +/ +/ =L+ L+,
a a c—6 c+6



donde 6 lo elegiremos mas tarde. Asumimos que a + § < ¢ < b — 4, entonces en

I, I3 se tiene

F'(z) = /1' F'(u)du > r(z —c) > ré.

Por tanto el lema 7 nos da max(|I1}, |I3]) < ¥, mientras que |I;| < 26M. Es

decir,

1] < % +26M.
r

Tomando 6 = 2r~% obtenemos el resultado. Sic < a+6,¢>b—6osi F'(z) #0

en todo el intervalo se razona de manera similar.!!.

COROLARIO. Si F(z) estd en las condiciones del anterior lema se tiene

L8

/abe(F(:n))dw I

El siguiente paso consistird en expresar nuestras sumas exponenciales, (poli-
nomios de Dirichlet en nuestro caso), como suma de integrales exponenciales.

En particular tenemos

LEMA 9. Sea f(z) real f € C?[a,b] y f"(z) < 0 en|[a,b] con f'(b) = o, f'(a) = B

entonces
b
Z e(f(n)) = E / e(f(z) —vz)dz + O (log (B — a + 2)),
a<n<b a—n<v<p+n v
donde n es cualquier constante positiva menor que 1.
DEMOSTRACION:

Primeramente observamos que es suficiente considerar el caso n—1 < a < 7,

con lo que v > 0, ya que en otro caso consideramos la funcién h(z) = f(z) — k2

11Este tipo de lemas exiten para cualquier orden de la derivada k, y la de-

1

mostracion se construye por induccién, dandonos en cada caso |I| = O (M)
rk
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conn — 1< a—k < 7. De esta forma

> e(f(m) =) e(h(n)) =

a<n<b a<n<b

- Z / (h(z) — vz)dz + O (log (B' — o' +2))

a'—n<v<f'+q

- ¥ / e(f() — (v + k)z)dz + O (log (B — & +2))

a—n<v+k<f+n

-y /e(f(a;)—ua:)d:c+0(log(ﬂ a+2)).

a—n<v<p+n

Por la férmula de sumacion de Euler-Maclaurin se obtiene

Y e(f(n)) = / e(f(2))de + 2ri / (o =[] %)f’(a;)e(f(:v))da: +0(1).

a<n<bh

Cuando = no es un entero podemos utilizar la identidad
— 1
T —[z] — % = —% 2—: ;sen(27rn:t:).

Las sumas parciales de la serie S,(z) estdn uniformemente acotadas en = y n,
(ver [T2]) y al estar multlphcada por una funcién mtegrable se puede integrar

término a término, para-escribir la segunda integral como
> 4 b
-2 Z - / sen(2nvz)f'(z)e(f(z))dr =
a1 ” Ja

= i % /ab (m - e(u:z:)) f'(@)e(f(z))dz.

Podemos escribir la dltima integral como resta de dos integrales similares de la

forma

f’(w) fl=)
[ 7y Zsttetrer s - [ a1,
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Como T,%g_—” es decreciente podemos aplicarle el segundo teorema del valor

medio para integrales a la parte real e imaginaria, con lo que la segunda integral

=)
0 .
(7%
Por tanto, este término contribuye a la serie
oo B 00
B 1 B
0 — | =0 -]1+0 —
(Saia) =(53) o ( 2,5
=0 (log(B8+2)) + 0(1)

€s

De la misma forma, si v > 8+ n, F prlmerhtermmo es del orden de
n

o(mmtn)~(.5,5) <(54)
v>pf+n n+B<v<2B v>28
=0 (log (8 + 2)) + O(1).

Por 1ultimo, si calculamos los términos restantes de forma directa,

B b el f(z
3 EUCREHETES LY S of (T

= 2miv
el resultado se deduce observando que el primer término es O (log (8 + 2)).

Observacion: De este lema, y del corolario al lema 7 se puede deducir el
lema 6. No hay mas que tomar n =1—§, y si f'(z) > n o f'(z) < —n, entonces
el lema 7 nos da

/a e(f(m)) = 0(1).

El lema 9 admite la siguiente generalizacion cuando los coeficientes que acom-

pafian a la exponencial no son constantes pero tienen una propiedad adicional.

LEMA 10. Sea f(x) como en el lema anterior, y sea g(z) una funcién positiva,

decreciente, con derivada continua y tal que |¢'(z)| sea decreciente. Entonces

Z g(n)e(f(n)) = Z / g(ac)e(f(a:) — Va:)dm

a<n<b a—n<v<f+n Ve

+0(9(a)log (8 — a +2)) + O(l¢'(a)]).
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DEMOSTRACION:

Razonamos igual que en el lema 9, pero esta vez en la férmula de Euler-

Maclaurin escogemos la funcién

8(z) = g(2)e(f(2)).
De esta forma nos aparecen términos del tipo

* g(a)f'(x) -
) 10 (@) £vz))

o bien
b

——Sﬂﬁ)—— (] x vy
[l o (@) £ v0))

El término de error que aparece de las primeras se acota de forma andloga por

O (g(a)log (B — o +2)),
mientras que el error de las del segundo es, por ejemplo, como

L _ o(1g' (@),

V]38

v=1

de donde se deduce el resultado.

Ya podemos establecer nuestra segunda ecuacién funcional aproximada con
un numero mucho menor de sumandos en el polinomio de Dirichlet. La de-
mostracion se basa en una férmula asintética para la integral que aparece en
el lema 10. Para ello no nos seran suficientes los lemas de Van der Corput, ya
que sodlo nos proporcionaban cotas superiores. Habra que hacer un estudio més

detallado de esta integral en particular.

TEOREMA 27. Sea h una constante positiva, 0 < 0 < 1, 2rzy = [t|, z > h > 0,
y > h > 0. Entonces,

1

nl—s

(230) ()= = +x9)Y

n<z n<y

+0(z ™% log [t]) + O([t| 7y~ 1).
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DEMOSTRACION:
Es suficiente probarlo para t > 0. En este caso por €l lema 10 se tiene

N
Z ~o —itlogn _ Z e(uv) o t ot
n e En A " du+0{:v log(;—N+2)}

z<n<N i —1<v<y+q

Si 2rNn > t entonces'v > 0/ y teniendo en cuenta que
\ ] -8 __ ml—s

N .
/ O WO el
z 1-—3s

nos queda, sustituyendo en (2.29),

1 N e(uv) — —
=Y =+ ¥ / 22 du +0 (577 logt) + 0 (1N™7),
n<z 1<v<y+n °F

2172 /(1 —s) = O(z~°).

ya que

Por otra parte
had s 2\ °!
e(uv)u™’du =T(1 - s) e .
0

Aplicando el lema 7 tenemos

/ w-e &) o N7
ut y— =t

N 2m

=

T, yl? Lo 2miv [T,
/0 u e(ul/)du—l_se(uu) 0+3_1/0 u " %e(ur)du

xl—a‘ v ml—rx
() +o(755)

Finalmente

N s—1
Y [ Pasra-a(F) 3 gm0
T us ¢ v ’
1<v<y—n 1<v<y—n
P wl—a v |
+o( )+o > Y
; ( PGt ) &

g o

8—1
=T(1-3s) (2—;) Z e + 0 (N~%logt) + O (7% logt).



Nos-fatta por estimar‘un término de y — n < v <y+n. En ese caso el lema 8

Ax u'*e(uv)du = 0{ g™ (m%)_%} )

quedando un error de

of - (5) 7} o)

Si tenemos en cuenta que la funcién x(s) definidaen (2.5) cumple

nos da

iZs _ _—ikg
X&) =27 aen 01— 9) = r) (1 = o) ()

i
2

() ra- e

=(i—“) F(l—s)(1+O( _ﬂ)l

y reemplazamos 3., _, por ) D2y cometlendo un error
i_0,0-1
t2 %y ) ,

o(ro-a () ") ofi

obtenemos el resultado sin més que hacer N suﬁmentemente grande. Para la

(]
ultima igualdad hemos tenido en cuenta que r?
s—1 .L"_' "
X9 = (r(l—s)( ") ) 0(|f1=-°) ' (,

Reﬁna:ndo un poco el método se puede quitar el log |t| que aparece en le
término de error, obteniendo de esta forma la que se conoce como ”ecuacién
funcional aproximada” y que fue establecida por Hardy y Littlewood. Sin em-
bargo (2.30) es suficiente para muchos propdsitos, y en particular a nosotros nos
permitird desarrollar el resto de la teoria.

En (2.30) observamos que hemos ganado alguna flexibilidad en el rango

de los polinomios de Dirichlet que aparecen, y los elegiremos dependiendo de
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la parte real de s. En el caso o0 = % es claro que deberemos escoger ambos

limites iguales z = y = O(+/%), lo que nos proporciona una gran ventaja de esta

ecuacién sobre (2.28).

Resumiendo, para mejorar el % tenemos que medir la cancelacién que apa-

rece en sumas del estilo
S = Z n—ae—itlogn

a<n<b

Por sumacién parcial (A.24)
|S]/<< @77 max Z e~itlogn|
a<c<b
\ ~ |a<n<Lc

De esta forma nuestro problema se centra en estimar sumas
(2.31) Y e(f(n)

a<n<b

donde f(n) = —ztlogn. Existen varios métodos para estudiar la cancelacién
de dichas sumas. El primero que veremos se debe a Weyl-Hardy-Littlewood. La
idea es aproximar S por una suma en donde la fase sea un polinomio g(n) de

grado k suficientemente alto. Después,

S =[S elo(m)] = S e(om) - o(m)

=¥ D elgn+v)—gn) <>

donde ahora g(n + v) — g(n) es un polinomio de grado k — 1. Repitiendo el

]

> e(g(n+v) —g(n))

n

proceso llegamos a una suma en donde la fase es lineal, y que podemos estimar

de la forma

1—e((b—a)X)

1
T—e() |S

~ |senw)|’

1Skl =| D e(An+u)| =

a<n<b
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Si |cscw)| es pequefio comparado son la longitud del intervalo, nos sirve para
dar una cota no trivial de la suma original S. Ahora bien, ) esta en funcién del
ultimo coeficiente de g(z), el cual serd mds o menos la derivada k-esima de f.
Asi, si k es suficientemente alto, la derivada serd pequefia, el seno no oscilard
mucho, y nos permitira dar una estimacién no trivial de |Sg|. Por otra parte no
nos interesa que k sea demasiado alto porque deberiamos aplicar muchas veces

Cauchy-Schwartz, y perderiamos mucha informacidn.

TEOREMA 28.

¢(1/2 +it) = O(t% log? ¢).

Vamos a utilizar el método W-H-L descrito anteriormente, para lo cual
deberemos observar la relacién que hay entre la suma original y aquella en la

que aparece el polinomio.

LEMA 11. Seat > 1,42 < Li=3

a

iex —it (2 - lm—z
- P a 2a? -

Entonces
Z e—itlogn < AM
a<n<b
DEMOSTRACION:
) b—a
|S| = Z e~itlog | — Z exp (—itlogm + a)
a<n<b m=1
b—a 2 oo k—1
L,mm , (-1) mk
= m2=:lexp (—zt(;— 2—a2-)) exp{ _Zt(,;,—k (;) )} ‘
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‘:.’n"
Desarrollando en serie de potencias la 1ltima exponencial, y llamando a los <

coeficientes de dicha serie e,(t),» = 1,2,--- tenemos

b—a

mz;lexp (-it(-';l - )) Ze,,(t) %)=
E () ¢ Z exp{ﬁ# (_ B _))} ‘

v=0

l' fr l.‘\]'__\..
Haciendo sumacién parcial queda r\ O) s QM= 2 QO B : ' Q&)
G e ( | I o
| o b—a\ (b—a)!  (b—a) | LAV
< ; <2 ‘
st <2 Y fen0 (252) < omenp (¢ (B2 4 O )

(A ")
§2Mexp{ } < 2Me?.
\,,_ lo 7

F b AN ) A\
Demos ahora una cota para el polinomio cuadratico |’

LEMA 12. Sea S = Y ¥ e(am? + fm) entonces
n—1

IS2 < p+2 Emin(u,lcsc 2mar|). v f
1 !

DEMOSTRACION:

Boow
1S = E Z:e(ozn2 + Bn — am?® — Bm)

m=1 n=1
=u+ Z e(an? + fn — am?® — fm)
m#n

m
<p+2 Z Z e(an? + fn — am? — fm)| .

m=1m<n<p

Haciendo n = k + m queda

u—1|p~k p—1
12| < p+2 Z Z e(2akm)| < u+2 Zmin(p, | csc 2mar)).
k=1 |m=1 1
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Ya podemos demostrar el teorema. Sea 25 Sa<At, b<2aypu= [%at_‘!"],

entonces
b N a+(M+1)p N
S = Z e—ttlogn _ E E e—ttlogn _ E S
a+1 M=0 a+Mp M=0

donde N = [ ] =0 (ﬁ) 0O (t%). Por el lema 11, Sy = O(C), donde
£ T r?
)

Por el lema 12, &Q ( LI TIAR :
) p—1 . % . '
Cik< + min{ , |ese (-——) ‘}
Q(” ; g 2a+Mp)? e PO

Cmax
w<p

y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene | 1 }(
/ '“' 1 ) ) )
1 N o tr : .
<< 2 1 . e -
|SIS(N + 1) ( MZ=0 p+ ;mm {,u, cse (2(:1 T M) ) '}] ) 3
—0 {(N + 1)u%} +

Ademis )
tr B tr _trp (2a + (2M + 1)p) 2
20a+Mp)?  2(a+(M+ D) 2(a+ Mp)? (C(:_-T (M + l)ﬁ)}%{_l

que cuando M varia, se mantiene entre dos multlplos constantes de tru/a® ™

teniendo en cuenta la definicién de Iy, de r/ 2 De esta forma. si ﬁjamos el
intervalo (kw, kw3 %), todos excepto como mucho uno de los valores de M, para

Ir . .
los que 3(at M7 Pertenece al intervalo, satisfacen

Ar

__tr )|, 4
N\ 2atMpy )| =
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Todos excepto dos serdn 2Ar/u?, y asi hasta M = O (t%) términos. Por tanto
la suma en M quedara
2 2 2 2 2
B e B 1ogt) =0 (£
u+0<r +2r+3r+ ) p+0(r lo%t) O(T logt).
/ [
( Lonr~ \ aun v )
El ndmero de tales intervalos es O ((N + l)ﬂ—'2 + 1) , con lo que la suma doble '

-
queda
p=1 /1.2
O( Z [(N +1)logt + - logt]> = O ((N + 1)ulogt) + O (ulog’ t),

r=1

que sustituyendo en el valor de la suma total nos da

S1=0 (W +1pt) +0 (N + Dt log 1) + 0 (N +1)ulogt)
=0 (t%a% log]f t) +0 (at‘% log t) :

Si tomamos @ < t? podemos quitar el segundo término y por sumacién parcial

obtenemos
b

1 1, 1
Z it o (te log? t) :

a

Dividiendo en trozos diddicos el intervalo

1
[2t3, (£)?] obtenemos O(logt) sumas del mismo orden. De esta forma

1 1 ]
Z m=0(t610g2t>.

2td <ng(5)?

Por 1ltimo

Z n.;"'“ =0 (t%) '

1<n<2t}
El resultado ahora se obtiene de (2.30).
Veremos un segundo método para acotar sumas del tipo (2.31). El método
de J.G. Van der Corput. En realidad este método empieza en los lemas 7-

10, con los que se consigue transformar la suma original en otra de integrales
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exponenciales, y acotar ésta con los lemas 7 y 8; sin embargo estos ultimos
lemas tienen varios inconvenientes, el primero es que el intervalo no aparece de
forma explicita en la estimacidn, lo que la hace menos manejable, ya que como
ya observamos la estimacién en general depende del intervalo. El segundo y
mas importante ‘problema}es que sélo nos proporcionan cotas superiores para la
integral. Esto se solucioné con un teorema de fase estacionaria, con el que se
obtiene una férmula asintdtica para la integral, en la que la mayor contribucion
proviene de los puntos donde se anula la derivada de la fase, de ahi el nombre
del teorema. Introduciendo dicha férmula en el lema 10, se obtiene otra suma
més facil de estimar que la primera. Esto seria la primera parte del método.
En nuestro caso no nos hard falta esta primera parte, y solo nos dedicaremos a
la segunda, en la que aprovecharemos la regularidad de la funcién.!? Para ello
utilizaremos un lema que nos permite escribir nuestra suma en funcién del rango
de sumacién, y de otra suma en la que aparece, de alguna manera, la derivada
de la fase. Si la funcién es k veces derivable, podremos aplicar este lema hasta
k — 2 veces. De esta forma obtendremos una suma donde la funcion ahora sera
la 7-ésima derivada, que podremos acotar gracias al lema 8. Hemos obtenido asi
alrededor de k formas distintas de estimar la suma original, lo que proporciona

una gran flexilibilidad al método. El lema en cuestion es el siguiente

LEMA 13. Sea f(n) real,a <n <by0 < ¢ <b— a entonces

-) S1=| 3 e(f)|/<< (p— e}

a<n<b

g—1 2

+ G-ag Y | D e(f(m+h)—f(m))

h=1 [a<m<b—-h

DEMOSTRACION:

12 Ambas partes forman lo que se llama hoy en dia, teoria de los pares de expo-

nentes. Para mds detalles ver [Ch] o [Iv1].
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Si ¢ £ 2 el resultado se sigue trivialmente de (b — a) /<% (b—a)q~ %y
|S| < (b — a). Ademas se puede suponer que es un entero, ya que el orden a la
derecha no varia al cambiar el nimero por el entero mds cercano. Con ¢ en esas

condiciones se tiene

5= % e(fm+n).

m=1n=a—m+1

Definimos f(n) = 0 sin > b o n < a. Entonces, intercambiando el orden de

qS = Z Z e(f(m +n)).

n m=1

sumacion obtenemos

Aplicando Cauchy-Schwartz y observando que n solo puede tomar b — a + ¢ <

2(b — a) valores para los que la suma interior no se anula, tenemos
2

1gS|% < 2(b — a) Z Z (f(m +n))| .

m=1

Ahora bien,

Z Z (f(m +n)) - e(f(h +n))

Z e(f(m+ n))

m=1 h=1
=¢+ ) e(f(m+n)) ~e(f(h+n))+
m<h
+ ) e(f(m+n)) — e(f(h +n)).
h<m

Luego

2

n

q

Z e(f(m + n))

m=1

<2(b—a)g+2

Y > e(f(m+n)) — e(f(h +n))|.

- h<m
\(
En la dltima suma hacemos m+n = v +r h +n = v para unos v, r fijos tales que

'{' LAM ____,._J\

a<v<b-r,1<r<q—1 exactamente ¢ —r veces; es decir, h=1,--- ,q—7r

n = v — h. Por tanto la ltima suma la podemos acotar por

Z(q—r) Y e(fv+1) —e(f()) <qZ

a<v<b—r r=1

>, e(fw+1) —e(f())

aly<b—r
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y de esta forma,

|gS|* < 4(b—a)’q +4(b — a)q i > e(fv+r) —e(f()].
r=1 [a<v<b—r

El resultado se concluye extrayendo la raiz cuadrada y dividiendo por g.

LEMA 14. Sea k > 2 un entero fijo, K = 2F-1 b > a + 1 y f(z) € C*[a,b] tal
que 0 < A < f®)(z) < A)y, (o0 lo mismo para —f¥(z)). Entonces

E::e(f(n)) 0 (A%(b - a))\,?‘lT’) +0 ((b _ a)l—%A;wl——z> ,

donde las constantes involucradas son independientes de k.

\.
\

DEMOSTRACION: 8 N

K < , .« e
Podemos suponer| Xj>2 1/ pues en otro caso el resultado serfa trivial.

Si k =2 los lemas 8§ 9 nos dan

0((B-a+127%) +0(og (8 ~a+2),

donde
B—a=f'(a)— f'(b) =0 (A(b—a)ry).

log (8 — a +2) =0(8 — a +2) = O (A(b— a)Xs) + O(1)
=0 (A(b - a)r} ) +0(),

lo que nos da el resultado para ese caso.
Para k > 3 razonamos por induccién en k. Sea h fijo, y g(z) = f(z + h) —
f(z), entonces hAr < ¢**=D(z) < hAX;. Aplicando el teorema a la funcién g(z)

con k — 1 derivadas queda

> e(9(m) < CrA® (b — a)(hA)FT + Co(b — @)~ % (hA) "3,
a<n<b—h
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Sumando en h =1,--- ,q — 1 obtenemos

2—: > ela(n) <CLA® (b — a)(A\y)F2glt®ES

h=1a<n<b—h
+2C2(b— a)' R (Ay) TR TRS,
_ + LI RN L
donde hemos mayorado la suma Ez=l1 h¥=3 por la integral. (21 7+~ ;/’

Si aplicamos el lema anterior, deducimos la siguiente cota para la suma

original:

Y. e(f(n)| < Ca(b—a)g ™2+

a<n<b
1
+Cy [(b —a)g! {ClA%(b _ a)/\,f"ql"'?l—_z-{-
1
+ 202(b_a)1—%(,\k)—,(—1_;q1—ﬁ}] 2 .
1 [
< Cy(b—a)g™% + CECu(b— a)g @ AR AR -
K-8 —-1l—
+ \/2_02%04@— a)JgT)\k ”“ﬂfﬁ_
1
Escogiendo ¢ = [A, | + 1 hacemos los dos términos del mismo orden.

Ademas, con esta eleccién de gq,

—_l R
Ak K-1 S q _<. 2Ak K-1

?

y obtenemos, tras algunas operaciones,
1 1 S
< (G5 +20:07) AR (b - AT 1 C4(200)H (b — a)'~F A,

que nos da el resultado en el caso k. Las constantes en el paso k son las del paso
k—1si
1
C3 + 204012 < C], 04(202)% < 02,

lo cual es cierto para C;, C; suficientemente grandes.

91



1
Hemos asumido que ¢ < b— a que es cierto para 2\, “~!' < b — a. En otro

caso la acotacién trivial nos daria el resultado.

Como ya vimos en el lema 6, una buena aproximacién de sumas por inte-
grales depende de que el tamaiio de la derivada no sea muy grande. Este hecho se
refleja en el primer término de la aproximacién. Ahora bien, si nos fijamos en el
segundo término vemos que la derivada tampoco puede ser demasiado pequefia,
porque en este caso los sumandos serian como constantes y la estimacién no
mejoraria a la trivial.

Vamos a aplicar el método para dar una estimacién del orden en la banda
critica. En este caso las derivadas de la funcién son f(¥(z) = L"—I%%k_—l)i que,
en un intervalo [a,2a] seria del orden f(*¥)(z) = O(ta~*), lo que nos dice que
para que la derivada no sea demasiado pequefia habra que escoger los k’s més

pequenos a medida que aumenta la longitud del intervalo.

TEOREMA 29. Sea el enterol >2, L =2""1,0=1- ﬁ Entonces
(2.32) ((s) = O (t77= logt) .

DEMOSTRACION:

Aplicamos el lema anterior a

“1¥(k =1l

f(e) = —5-loga, f®(x) = T
Sia<n<b< 2a tenemos
(E—-1)k ), . (k=11
A < e d
27(2a)k — S 2mak
y podemos tomar A\ = %ﬁ%}%, A = 2%, Entonces
E n_it=0(a1_ﬁ(k—2t2l( 2) +O( 1- %+ﬁ{k—_2t_ﬁ(1—_2)_

a<n<b

El segundo término se puede omitir si
a=0 (tK/(kK—2K+2)) —0 (tP(k)) _
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7N

Por sumacidn parcial queda con a de ese orden

a<n<b

Z n"o =0 (al_"—ﬂf-_?t?'?l-_?) :

Haciendo o0 = 1 — 3 L’—2 obtenemos la estimacion

Z n°"t=0 (aﬁ‘ﬁ_ﬁ’-—?tﬁ’lﬁ) :

a<n<b

Tomando ahora k =1

Clogt

IR ED N DS

n~""% =0 (t2L—2 log t) .
n<tP() N=0 [2-(N+1)tP(N<n<2-(N)¢P() '

Por otra parte

> o=y T

n3
P <n<t m 2-mign<21-my
Para cada m hay un k < ! tal que

Por tanto

2

2-mi<n<2l-mt

— =0 (t{l/(2L—2)—k/(2K—2)}P(k+1)+l/(2K—2)) -0 (tE(”"))
ns

e

Y el exponente E(l, k).no ’sifpefa 31— Ya que la desigualdad

1
<
Bk < 373

se reduce despues de algunas operaciones a

(I-kHK<L-K
es decir

I-k<2%—1 N

4/
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Lo cual es cierto. Como de nuevo hay O(logt) términos,

Y Y =o(ost).

ol mo2-micnget-me
El resultado e deduce de (2.28).

/
Tomando | = 3 se deduce (=’ 4

(1/2+it)=0 (¢ logt)
que mejora la potencia del logaritmo en el teorema 28.

Observacién: Con el método W-H-L. también se obtiene una cota del mismo
estilo aproximando la funcién por un polinomio de mayor grado y utilizando
la desigualdad de Holder tantas veces como el grado del polinomio para que
la suma tenga fase lineal. De esta forma se obtiene la cota ((1/2 + it) =
0 (t('TllV logl'*'% t) enog=1-1 paral>2, L =2""1 Sin embargo debemos
observar la potencia del método de Van der Corput, donde no nos hizo falta
utilizar (2.30), y por tanto la longitud del polinomio de Dirichlet que estima es
mucho mayor, obteniendo una cota algo mejor.

Actualmente existen diversos métodos para conseguir cotas no triviales de la
funcién zeta en la recta critica. En particular, gracias al método de los pares de
exponentes y a una generalizacion de éste a dimensiones superiores (es decir, que
acotan sumas dobles, triples, etc), se consiguen mejores cotas que el exponente

%. Histéricamente se han conseguido las siguientes cotas de u(3)

©(1/2) <1/6 =0.166. .. G.H.Hardy y J.E.Littlewood (1921)
u(1/2) < 163/988 = 0.164979...  A.Walfisz (1924)

p(1/2) <27/164 = 0.164634. .. E.C.Titchmarsh (1931)

u(1/2) < 229/1392 = 0.164511...  E.Phillips (1933)

©(1/2) < 0.164510... R.A.Rankin (1955)

#(1/2) <19/116 = 0.163793.... E.C.Titchmarsh (1942)

u(1/2) < 15/92 = 0.163043. . S.H.Min (1949)

w(1/2) <6/37=10.162162... W.Haneke (1963)-Chen Jing-run (1965)
p(1/2) <173/1067 = 0.162136...  G.Kolesnik (1973)

u(1/2) < 35/216 = 0.162037037... G.Kolesnik (1982)

u(1/2) < 139/858 = 0.162004...  G.Kolesnik (1985)

pw(1/2) < 9/56 = 0.16071... E.Bombieri y H.Iwaniec (1986)
u(1/2) < 89/570 = 0.15614. . M.N.Huxley (1988).
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MOMENTOS

Como ya hemos dicho, el problema del orden de ((s) en la banda critica
permanece aun sin resolver, y actualmente todavia parece muy dificil de atacar.
Una posible forma de entender el problema, es considerar las norma L, e intentar
deducir de ahi algin resultado de la norma L,. En este punto aparece la teoria
de los momentos de la funcién zeta. Esta teoria tiene interés en si mismo y
aparece de manera decisiva en muchas partes del estudio de ¢((s). Es también
importante sefalar que el hecho de dar cotas superiores a los momentos de la
funcién zeta tiene aplicaciones en la teoria de los niimeros primos, asi como en
otros problemas aritméticos como el problema del divisor, o el Lattice point
problem.

En particular vamos a considerar la integral

T
% /1 (o + it) 2K dt.

El motivo por el que el orden es par es claro. En Primer lugar observamos que
los momentos de orden impar se deducen de estos por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz, y en segundo lugar como |z|? = 2Z, podemos escribir la integral de
manera explicita gracias a las férmulas para ((s). En particular, si 0 > 1 la
funcién zeta y todas sus potencias se pueden escribir como una serie y también

nuestra integral.

LEMA 15. Sean f(s) =Y oo, 2= y g(s) = Yoo, b2 absolutamente convergentes

para a > 01 y 3 > 0, respectivamente, entonces se cumple

oo
anb

Jlim / fla+it)g(s —it)dt = 3 2o

n=1

DEMOSTRACION:

fla+ityg(B—it) = 3 2xbe )3 Zom (),

n=1

95



siendo las series absoluta y uniformemente convergentes en cualquier rango finito

de t. Por tanto podemos intercambiar la suma con la integral obteniendo

B m sen(T'log ™)
/ fla+1t)g(B —it)dt = Z —atd T z Z n"mﬁ Tlog ™

n=1

Ahora bien, el factor en el que interviene T esta acotado para todo T, m, n y
por tanto la serie doble converge uniformemente en T'. Como cada término de
dicha serie tiende a cero cuando T' — oo la suma también tenderd a cero y se

concluye el resultado.

COROLARIO. Eno >1

2
lim 1 |C(a + it)[**dt = Z dk—(n),

2a
n
n=1

donde di(n) es el nimero de formas de escribir n como producto de k factores,

contando expresiones que tienen los mismos factores en distinto orden como

distintas.

En el anterior lema hacemos f(s) = g(s) = (¥(s), « = B = o y el resultado

se deduce entonces teniendo en cuenta que
o= gl =Y ¥ 13 %0
n® N )
vi= 1 u;,=1 k n=1 CUR=n
La teoria de los momentos de ((s) se construye intentando generalizar el
anterior resultado a o < 1. Este hecho se ha conseguido totalmente si k < 2, pero

sélo parcialmente si k > 2. Vamos a ver el caso k = 1. Para ello estableceremos

un lema previo.

LEMA 16. Se cumple la siguiente acotacién

Z Z nome log, - =0 (T2-2°' log T) ’

0<n<m<T

uniformemente en % <o<o09<l.

DEMOSTRACION:
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Dividimos la suma en dos trozos. ~El primero, S;, donde los términos

cumplen n < . En este caso 103; o< C:", y por tanto

2 Z neme log m

0<n<T 2n<m<T _
' 2
=0| Y n77| =0(T*%).
0<n<T '
En el segundo, S3, escribimos n = m — k, con lo que log o =—log (1
\

y por tanto

Z Z nfme log-—< Z Z(m k‘)”m"‘lk

0<m<T T>n>2 0<m<T kL

—20 1 —20
=0( Z m'~? Zz)=O(T22logT).
v<m<T

k<P

Juntando las acotaciones de S; y S5 obtenemos el resultado.

TEOREMA 30. Sea s < 0 <1 fija, entonces
T
(2.33) f (o +it)]? = C(20)T + O (T**" log T).
1

DEMOSTRACION:

Haciendo z = t en (2.28) obtenemos

¢(s) = Zn_”_it +0(t7)=S+0("").

n<t
Ahora bien,
T
/ |S|2dt / z —o—it Zm—a-}-:tdt
1 n<t m<t
= Z Z n=m” / dt (Ty = max(m,n))
n<T m<T

S ot n>+zz( )T - (2)"

n’mzlog ( n)

n<T
=T 1-20 +0 ,
'é;n T;n (;(%Tn m"log %))
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Teniendo en cuenta que

Z p\—2a =C(20) +0 (T1—2a) ,

ialT

Z n1—2a =0 (T2—20) ,

o T

del anterior lema deducimos
T .
/ |S2dt = ((20)[+ O (T 1og T).
1

Por ultimo,

T T T T
f |C(a+it)|2dt=/ |S|2dt+0(/ t"”dt) +0</ |S|t“’dt>
1 1 1 1
T T Jf T %
=/ |S|2dt+0(T1—2”)+0(/ |S)?dt (/ t‘“dt)
1 1 1

=((20)T + O (T*"*°log T) .

En la anterior prueba se pueden considerar los casos en la frontera rehaciendo

la demostracién para cada caso en particular, obteniéndose
T
/ €1+ it) 2dt =¢(2)T + O (log? T)
1

T
/ |¢(1/2 + it)|?dt «TlogT.
1

La cota que obtenemos en el segundo caso ¢ = %, es en realidad el verdadero

orden de la integral. En este caso también existe una férmula asintética, y se

puede demostrar que
T .
/ 1C(1/2 + it)[2dt = Tlog T + (2 — 1 — log 2n)T + E(T)
1

—F  con E(T) <</Tisste,
Observacion: Esta es la misma cota que se conoce para el problema del

divisor y, al igual que en aquel, se conjetura el exponente %. Esta relacion no
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es casualidad, y se puede observar més claramente en la férmula de sumacién

de Voronoi para el error en el problema del divisor, y en la férmula de Atkinson

~para E(T)\(ver [Iv)).

En el caso k = 2 podemos conseguir un teorema analogo tratdndolo de la
misma manera. Sin embargo este caso es algo mds complicado, y necesitaremos

el uso de la ecuacién funcional (2.30).

TEOREMA 31. Sea % < 0 < 1 fija, entonces

T 4(9
Jim 7 [ it +ivptar = £22)

DEMOSTRACION:
Tomando ¢ =y = \/t/27 y 0 > 1 en (2.30), tenemos
1 1 _1
()= Y S+x&) Y 1 0(lt Fogt) = 81 + x(5)S2 + (1),

n<y\/t/2xw n<\/t/27

Ahora bien,
it
1S1]* = Z (ningnang)™° <n1n2) ,

nan
ni,n2,ng,nq 374

donde cada variable recorre los enteros en el intervalo (1, \/t/27r). De esta

forma,
T it
ning
dt,
n3ng

T
I=/ |5y [*dt = Z (n1n2n3n4)_a/
! ni,n2,n3,n4</T/27 7

donde Ty = 27 max (n?,n%,n?,n2). Si calculamos la tltima integral obtenemos

T =T, 1 :
= Y oohsvo| ¥ (22

ningngng )’ ni1NaNngng )?
ninz=ngny (ninanana) ninaFnang (n1nang 1)
Teniendo en cuenta que nyny = ngny = r ocurre {d(r)}? veces si r < /T /27, y

en cualquier caso menos de {d(r)}? veces, se deduce que

S - T o 3w

niNe=ngng r<\/T/2n VT/2x<r<T/27
N i {d(r)}* _ ¢*(20)
e S ((40) "
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Ademais

TI Tl{d(n]nz)}z
Z ® Z (ning)?e

nynangng)?
n1nz=nan4( FRA 4) ni “2<\/E3—.‘
' — L

Ti{d(niny)}? . 1
<2 Z —lgnﬁ);%} =0|T Z (nl )2g(n2)20—2

m1<na<Vig n1<na </ T

_ € 1 1 — 2—20+¢
=0T Z (ny)2e E (ng)2e—2 | — 0 (T ) :
mvE <V

o

Por tanto el término principal es asintéticamente ~ Tg(—g(;))-. El resto lo acotamos

gracias al lema 16, con lo que obtenemos

d(Q)d(?‘) _ £ 1 — 2—2¢0" I
O( 2 tqrmlogr/ql)‘o(T 2 (qr)ﬂuogrm) O (T*).

0<g<r<L 0<g<r<L

— 2% = 2%

De esta forma I ~ T%%.

Sea ,
J(t) = / |Ss|*du
1
Procediendo de la misma forma que para I, y cambiando ¢ por 1 — o obtenemos
como término principal de J

T1+e Z 1 =0 (T2cr+s) ,

7.2—20 -
r< AT

quedando el término del resto del mismo orden de magnitud, con lo que J(T) =

O (T?7*¢). De esta forma teniendo en cuenta que x(s) = O (t‘%_") obtenemos

T T
/ Ix(o + tu)|*J' (u)du <</ w47 7' (u)du
1 1

T T
+(40 — 2) / u1_4”J(u)du
1 1

=O (T2—20+€) )

=u2_4”J(u)
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El resultado ahora se sigue como en el teorema anterior.

Llevando de nuevo el argumento hasta la frontera se obtiene

T
/ 1¢(1/2 + it)[*dt = O (T'log* T),
1

que de nuevo se puede ver que es su verdadero orden de magnitud.

El anterior argumento se puede llevar al caso general, obteniendo resultados
parciales, en el sentido que sélo serdn validos cuando nos restringimos a una
determinada regién de 0)‘3’\/9 ol 128 Clets QGAE S © N Dol

‘

TEOREMA 32. Sio >1— % fija, entonces

1T Y12k o~ di(n)
qlgnoo‘q—_;-/; |C(0’+Zt)l dt—"lz::l—n"ﬁ“-

Procedemos de manera andloga al teorema anterior. En este caso

|S |2k—Z 1 ny =N i
T (g ngy)” ’

Mjg1 - N2k

donde cada variable recorre los enteros en el intervalo (1, Vt/ 27r). Reem-
plazando d(n) por di(n) obtenemos el término principal que aparece en el teo-

rema, y el mayor término de error es

1
olT1e =() Tk—kcr '
Z , (ar)?|logr/q] ( )
0<g<r<(£L)2

siendo el término correspondiente a J(u) (definida de manera andloga), del
mismo orden de magnitud. Este error es o(T) si o esta en la regién indicada, lo
que nos da el teorema como en los casos anteriores.

Hay que observar que los anteriores teoremas se basaban en el uso de una

ecuacién funcional aproximada para ((s). Este hecho rodea constantemente

‘a la teorfa de los momentos. Sin embargo, si nos limitamos a utilizar (2.30),

se acumulard demasiado error cuando k sea grande, por lo que necesitamos
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ecuaciones’que nos expresen directamente (¥(s). Existen ecuaciones analogas a
(2.30) para todas las potencias (*(s), pero ademds de que el rango de sumacién
del polinomio de Dirichlet depende de s, lo que las hace poco manejables a
la hora de integrar, tienen el inconveniente de que el error que se comete es

demasiado grande si k > 3, (ver [Iv1]).

Vamos a utilizar esa idea de trabajar directamente con las potencias de la
funcién zeta, para dar un teorema que nos relacione los momentos de ((s) en
dos rectas 0 = a, y ¢ = 8 > a. En este caso estableceremos una especie de
ecuacién funcional para la k-potencia de la funcién zeta, en la que de alguna
manera aparecera también involucrado el momento del mismo orden. Para ello
utilizaremos una idea mas general, que consiste en escribir sumas como integrales
de contorno, lo que nos proporciona una gran flexibilidad al cambiar el camino
de integracion gracias al teorema de los residuos. En nuestro caso escribiremos
lo que en esencia serd el momento de orden k en una recta ¢ = oy > 1, como
un polinomio de Dirichlet, y gracias al teorema de los residuos obtendremos la
deseada ecuacién funcional. El punto de partida serd un lema tipo ”férmula de

Perron”, que estableceremos gracias a la trasformada de Mellin de la funcién

Gamma.(A.13)

LEMA 17. Sea f(s) = 3 " ann™* absolutamente convergente para ¢ > 1, en-

tonces

o0

a_"' —6n __ 1 /C-ﬁ-ioo F(w S)f(w)6s_wd¢0
1 n"e - 27TZ c—ioa

dondec>1,6 >0,c> 0.

DEMOSTRACION:
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La parte derecha queda

1 c+1o0

et . F(w—s)zan 6° " “dw

27 Jo—ioo

| ’_l

Il
~Ms ~[]8 ~[V]3
AR
[\9|._l

:ulag

N

)

/ e T(w — 5)(né)*“dw

c—o+ico
6‘ —w !
m/caon‘(w(n) dw

Q

—né

€

Sk

El intercambio entre la suma y la integral esta justificado por la convergencia
de

/°° IT(c— o +i(v—1))| Z %6”"°dv.
—oo N

Si en el lema tomamos a, = di(n), f(s) = ¢¥(s), ¢ = 2 obtenemos

dir(n) . 1 2+4ic0 . -
; n? T2m Jo i [(w—s)(*(w)6* “dw (0 <2).

Si movemos la linea de integracién a a, 0 — 1 < @ < ¢ tendremos que tener en
cuenta el polo de Gamma en w = s con residuo (¥(s), y el de ¢¥(w) en w =1,

cuyo residuo es una suma finita de términos de la forma
K nI™(1 — s)log" (6)6°7 2,

donde K, , son ciertas constantes. Dicho residuo es, por la férmula de Stirling,
O (e=4ltlg=1+¢). Escogiendo § > [t|~* nos queda O (e=4ltl). Del anterior
analisis se deduce

(2:34) ¢*(s) = i @6'“5—4 / T Dw—s)Ck ()6 do+0 (e= ).

Hay que observar que en la serie no tendremos en cuenta ningun término a partir
de uno dado, ya que los coeficientes estén multiplicados por la "funcién de corte”

e~ ™. Antes de enunciar el teorema vamos a definir una funcién p(o) que haré
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el papel de la funcién x en el orden de la funcién zeta. Para cada entero positivo

k, y cada o, definimos p4(0) como el infimo de los £ tal que se cumple!®

% /1 (o + it)[2*dt = O(T®).

TEOREMA 33. Sea oy el infimo de los o tal que

T
(2.35) %/1 1¢(o +it)|?kdt = O(1).

Entonces para 0 < a < 1 se tiene

l—«a 1
< e — e ;
ak_max( 1+uk(a),2,a)

DEMOSTRACION:

Sean Zy y Z; respectivamente los dos términos principales de (2.34). Pro-
cediendo de manera anédloga a los anteriores teoremas, obtenemos para el primer

término, si % <o <1,

/ |Z1|2dt O(Tzd 2(n) —26n> +0 Z Zdl(?n)dk (n)e™ 5(m—+n)

o m7n?|logm/n|

—b8(m+n)

=0M+0( 2D s

~¢llogm/n
. |log m/n|
Vamos a estimar la tltima suma como lo hicimos en el lema 16 para una similar.
La dividimos en dos sumas S; y S con el mismo rango de sumacién que aquellas.

De esta forma

o0 2
S, :O( Z n—a+ee—6n) =0 (620'—2—5) y

n=1

o0

1 1
1-20—-2¢ _—6n 20—2—¢
Sy =0 E n e E o 0 (5 log —5) :

= n
n=1 TS?

13Tendremos oportunidad de ver que la funcién pi(o) tiene las mismas propie-

dades generales que la funcién pu(o).
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Por tanto

T
/ 1Z1[2dt = O(T) + O (627-2~).
ya

2

Ademas, si w = a + iv se tiene la siguiente cota para Z,

60—0 oo
122l <5 [ I = o)l @)ldo

< ([ re- sy | I s)llc“(w)ldv)% .

La primera integral es O(1), mientras que para |t| < T queda

( / :T+ / :) Do - $)lI¢2*(w)ldo =0{( / :T+ / :) e-A'”—t'|v|Akdv}

=0 (e‘AT) !

Asi,

T 2T T
/ |Za 2dt =o(52“-?m / 1C(w)[2* dv / |F(w—s)|dt) +0(527-2%)
: r z

-2

2T
=0<62a—2a f |C(w)|2kdv) + 0 (620—201)
=27

—0 (620—20T1+#k(a)+€) .

Reuniendo los resultados para Z; y Z; obtenemos

T
/ [¢(o +4t)[*dt = O(T) + O (6*°27°) + O (62"‘2"‘T1+"k(°‘)+€)
I

Si escogemos § = T~ #{L+re()}/(1-a) de forma que los dos dltimos términos

sean del mismo orden, éstos serdn o(T') si

l—-a

c>1— ——.
1+ pi(a)

Por tanto para los o dentro de esa regién, reemplazando T' por % %

o-., y

)

sumando, se obtiene (2.35) y con ello el resultado.
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En realidad podemos demostrar algo mas, ya que se puede calcular cudl es

el término O(T') en el anterior razonamiento con sélo observar que

T d%(n T d?
5 Z x( )e—6n =2 Z kg’:) + o(T).

n2e n

Por tanto - )
1 ) di(n
7 [ e ripan T ED 050

COROLARIO. Si definimos o}, como el infimo de los o tal que

| T
: / |¢(o +it)|*dt = O (T°),
-f T
| 7\

entonces o = 0,

Claramente o} < o;. Por otra parte si en el razonamiento del teorema

consideramos ¢ > a > o} entonces

T
/I IC(o + it)|2dt = O(T) + O (82772) + O (62 -2 +¢)

2

y escogiendo § = T~ con 0 < A < s=55 la parte derecha queda O(T'), y por
tanto o; < a, de donde o < 0.

Otra forma de obtener este tipo de relaciones acerca de la funcién p (o) se
puede conseguir gracias a un teorema general de convexidad para los momentos
de funciones analiticas. En particular vamos a demostrar que como funcién de o,
es continua, no creciente y convexa. Ademas podremos decir que es no negativa

pues pi(o) =0 para o > 1.

TEOREMA 34. Sea f(s) regular en 0 > a, excepto quizas con un polo en s = s,
real para s real y O (eem) cuandot — oo en ¢ > « para todo €. Sea a < 3,y

supongamos que para todo T > 0
T
/ |f(a +it)|2dt <C (T +1)
0
T
/ |f(B +it)|2dt <C' (T® +1),
0
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cona > 0,b>0yC, C' dependiendo de f(s). Entonces, para a < o < f3,
T > 2, se cumple

T - g0
/ F(o + it)dt < A(CT*)5=% (C'TY) 7% |

T
2

donde A depende de a, b, a, 3 y esta acotada si éstas lo estan.

DEMOSTRACION:

La idea es ver que, en algin sentido calcular la media de orden dos en una
recta 0 = a =constante, es como calcular un momento de la trasformada de
Mellin de la funcién, donde el orden del momento depende de o . Una vez
hecha esta obsevacion, se utiliza la desigualdad de Holder para interpolar entre
las rectas de las hipétesis y obtener informacién en una recta intermedia. Por
problemas de convergencia se utiliza una funcién como peso, en este caso la

funcién Gamma, que nos permite controlar el comportamiento de la funcién en

" el infinito. Por dltimo se utiliza una funcién de corte para centrar la informacién

. en un cierto intervalo. En particular se puede suponer a > %, pues en otro caso

se considera la funcién f(s + 7 — a). Supongamos para empezar que f(s) es

regular en o > a. Sea
1 o+ico o
— D(s)f(s)e ™ E=0=4ds = ¢(a)

27 Jo—ioo

con0 < é < 5+ Entonces las funciones
g(0 +it) =T(o +it)f(o + it)e TV 4(z)

son un par de Mellin. Sea " ‘Q & 99 }

“-¥

I(o) = / ” IT(o + it)[f(o + it)[2e(™=2) gy,

— o0

Entonces, por la férmula de Parseval y la desigualdad de Holder obtenemos

I(o) :27r/ |p|2227~ 1da
0
b=c o—«a

o0 f—a oo P—o
<or (/ |¢|2m201—1dx) (/ |¢|2$2ﬂ—1d$)
0 0

~2n(I(a)) 7= (1(8)) =5
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Sea ahora .
F(T) = / f(a +it)2dt < C(T® +1).
0
Por la férmula de Stirling se tiene (con diferentes A) J

I(a) <A / (2 [f(a + it) 22 dt ,
0
—A / F(t) {26 (£°°F}) - (20— Do~} =20y
0
<AC / 6 (70Tl 1) e84 qy

0
00 " 20+a-1
—AC / l<5) +1
0

De la misma forma mayoramos I(§) y juntando ambas estimaciones obtenemos
A= g=u
I(O') <A (061—2a—a) o (C161—2ﬂ—b) A—c
f=a g
=Ab1 — 20 (C§%) == (C'§7) 7= .

e~ 2'dt < AC§ 72,

Por otra parte

1 1

I(o)> A / " \f(o +it)242 1t > As1-20 / " 1f(o +it)dt.
1 1
26 26

La eleccidén de § = % termina la demostracién.

Si f(s) tuviera un polo de orden k en s = sq considerarfamos la funcién (s —
so)X f (8) lo que introduciria un factor T2* en cada lado, sin variar la consecucién

del resultado. ’, S

COROLARIO 1. En las condiciones del teorema anterior se obtiene

T
/ |f(o +it)[?dt =0 (Tﬂ%:%Hg:z) ,
0

Sélo hay que reemplazar T por L %,.

s .. y sumar.

COROLARIO 2. pui(0) es convexa.
Considerar f(s) = ¢¥(s).
Como ya hemos observado, los teoremas en media de la funcién zeta apare-

cen en otras partes de la teoria. Nuestro siguiente objetivo es relacionarlos con

los ceros de ((s).
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ESTIMACIONES DE DENSIDAD DE CEROS

Definimos la funcién

N, T)=#{p=B8+i7/¢(p)=0,0 <p<1,0<y<T}

Observar qu%‘, )si queremos contar todos los ceros de {(s) a la derecha de o, y con
|s| < T, no hay més que multiplicar por 2 la anterior funcién por la simetria
de los ceros respecto del eje real.

Para cada T, N(o,T) es una funcién no creciente y que vale cero si o > 1.
Ademas por la simetria de los ceros, el interés de dicha funcién se restringe
a3 <o <1 Sioc=1 entonces N(o,T) = N(T) < ATlogT. El estudio
de esta funcién se centra en mejorar esta desigualdad para % <o <1 En
particular se espera que la mayoria de los ceros estén ”cerca” de la recta critical*
o= % . Nuestro primer resultado va en esa direccion. En él demostraremos que
N(o,T) <, T, es decir en el sentido de densidad casi todos los ceros estan en
una banda de ancho §, donde § > 0 puede ser tan pequefio como se quiera,
alrededor de la recta critica.

Para establecerlo probaremos antes un lema que nos relacione de forma

explicita N(o,T) con ((s).

LEMA 18. Sea % < o9 < 1. Se cumple

1 T
o / N(o,T)do = / log |¢(0 + it)|dt + O(log T)
(2] 0
cuando T — oo.

DEMOSTRACION:

Si en el lema 5 hacemos ¢(s) = {(s), @ = g9, y tomamos partes imaginarias,

como

N(o,T)

o<l
0 1

1
3 <
o>

v(o,T) = {

18i la hipétesis de Riemann es cierta N(o,T) = 0 para todo o > %
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obtenemos

1 T 2
27 / N(o,T)do = / log |((o0 + 3t)|dt + 27r/ arg (o +iT)do
[+£)] 0 -4

0

T
—/ log |¢(2 + it)|dt + K (o)
0

donde K(o9) es independiente de T. Ademas

f log |¢(2 + it)|dt = R (Z Au(n) 7" - 1) - 0(1),

n? —ilogn

donde A;(n) = A y A(n) es la funcién de von Mangoldt definida en (1.8). Por
logn

otra parte, del lema 3 deducimos

/2 arg((o + iT)do = O(log T).

0

Juntando ambas estimaciones obtenemos el resultado cuando T no es la ordenada

de un cero, y por continuidad en el caso general.

TEOREMA 35. Para % < 0 < 1 fija se cumple

N(o,T) = O(T).

DEMOSTRACION:

Por la desigualdad de Jensen se obtiene
44 T 1 T
/ log |¢(o + it)|dt == * f log |¢(0 + it)|2dt
0 2\ T Jo
T 1 (T 2
<=log| = |¢(o + 2t)|*dt | = O(T).
2 T Jo
Hemos utilizado (2.33) para la tltima igualdad. Asi, del anterior lema se deduce

/ ' N(o,T)do = O(T)
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Sea 0, = % + %(00 - %), entonces

1

L)) 2
N(GO’T)SJ—] N(o,T)do <
o,

1
0’0—5

0— 0y

/ ' N(o,T)do = O(T).

Claramente este no va a ser el verdadero orden de magnitud de N(o,T), y asi lo
demuestran gran cantidad de teoremas en los que se consigue N(o,T) = O (T)
para algtin 6 < 1. Uno de los posibles caminos a seguir, y4 cldsico, para mejorar
el exponente empieza con la misma idea que aparecia en el anterior teorema. Sin
embargo, en este caso no relacionaremos N(o,T) con la funcién zeta en si, sino
con el producto de ella misma por una funcién que compense las ”peculiaridades”
de ¢(s), manteniendo sus propios ceros. Dicha funcién serd en nuestro caso
Mx(s) = Eng x ﬂn%l La eleccién de esta funcién se basa en que, como ya
vimos, cuando ¢ > 1, Mx(s) son las sumas parciales de la funcién -15,'®. Por

¢(s)?
tanto, cuando X es grande, (en la préctica no se puede elegir X muy grande pues

la serie no es absolutamente convergente en o < 1), se espera que ese producto
esté préximo 1. De esta forma la funcién fx(s) =1 —((s)Mx(s) serd cercana a
cero, excepto en los ceros de la funcién ((s) donde valdrd 1. De alguna manera
fx(s) va a ser un contador de los ceros de ¢(s) en el dominio que consideremos.

Nuestro objetivo consistird en comparar dicha funcién con N(o,T).

TEOREMA 36. Sipara algin X = X(0,T) tal que T'~4?) < X < T4 se cumple

/ ' |fx(s)?dt = O (T’(") log™ T) (T — o0)

T

uniformemente en 0 > o > 1/2, con l(o) positiva, no creciente y con derivada

acotada, y donde m > 0 es una constante, entonces
N(o,T)=0 (T‘(”> log™+! T)

uniformemente en 0 > a + ﬁ.

DEMOSTRACION:

15Este hecho serfa cierto para o > % si la hipdtesis de Riemann fuese cierta.
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Para o0 > 1 se cumple

ORI DIL LD IE —

n=1 n<z n=1

donde a;(X) =0y

an(X) =Y pu(d) =0 (n<X)

d|n

lan(X)] = | 3 (d)| < d(n)
Y

para todon y X.

Sea,

h(s) =1 - fx(s)* = (¢(s)Mx(s)) (2 ~ C()Mx(s)) = ((s)g(s),

donde h(s) = hx(s) y g(s) = gx(s) son regulares excepto en s = 1. Como en
o> 2,

[fx(s)I* s( > %) < %X“‘Z < %

n>X
entonces h(s) no se anula en esa regién. Si aplicamos el lema 5 con f(s) = h(s)

y consideramos la funcién
vio,Th,Ty) = v(o,Ty) — v(o, T3),

obtenemos

2 T
/ u(a,%,T)da: / {log |h(06 + it)| — log [(2 + it)|]} dt

T
° P

+ / {arg h(o +iT) — arg k(o +:T/2)} do

Como

log |h(og + it)| = log |1— fx (00 + it)2| <log (1+|fx(00 + it)|2) < |fx(oo +it)|2
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. . . 1
~log |h(2 +it)| < —log (1 - |fx(2+0)P) < Ifx(2+ i) < %,

si 09 > « tenemos

T T
. : : T
/I{log |h(oo + it)|—log |h(2 + it)|} dt g/T |fx (o0 + it)|>dt + X
2 P

=0 (Tl(”°) log™ T) .

Por otra parte, aplicando el lema 3 a h(s), a =0, 8> 3, m > 1y Mg =

2
O (XAT4) obtenemos, en o > 2,
arg h(s) = O(log X + logt).
Por tanto

2
/ {arg h(o +iT) —arg h(o +1iT/2)} do = O(log X + log T) = O(log T),

de donde se deduce

2
T _ I(o0) m
/0 v(o, 5, T)dos = O (T log T)

0

Ademas si elegimos oy = g9 + loﬁ entonces

Tl(oo) — Tl(01)+0(o'1—ao) — Tl(al)

2 1
/ v(o, %,T)d@ N(a, %,T)do > (01 — 09)N (o1, %,T),
o (4]

de donde
1 — 1(o1) m+1
N(01,2,T)—O(T log T).

Reemplazando T por %, %, ... y sumando obtenemos el resultado.

La primera y mas simple aplicacién del teorema es la siguiente
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TEOREMA 37. Para < o < 1 fija, se cumple

N(o,T) =0 (T4"(l-">+=) .

DEMOSTRACION:

Si en (2.32) hacemos z = T tenemos
1 —0
((s) = Z;'FO(T )
n<T
y por tanto

(236)  fx(s) =3 2 + 0T IMx(s))) = Y o + O (T~ X~7)

n n

conb, =0sin <X én>XT,y |by| <d(n) para cualquicr n. Asi,

T p.|° T bub
/LZ; dt =3 > lza Zznmfz

2 n X<n<XT
_O(T Z a'—e) + O (Z Z noO—Emo—=¢ 10g _)
n>X 0<n<m<XT

=O (Txl—2a+s) + 0 {(XT)2—20'+€} .

Hemos utilizado el lema 16 para la ltima igualdad. Los dos términos seran del

mismo orden, aparte los ¢, si X = T2°~1, quedando

T bn2
f =5

2
El término de error en (2.36) resulta

dt =0 (T4a(1—a)+e) .

0 (T1—2ax2—2a) — 0(1),

lo que nos da el resultado, en vista del anterior teorema.

A resultados del tipo del teorema 37 se les suele denominar estimaciones de

densidad de ceros.
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Nota: Sélo con la media de orden 4 en o = %, y un teorema de convexidad
para integrales, (que mejora nuestro teorema 34), se puede conseguir el mejor
resultado que se conoce hasta el momento de N(0,T) en o < %, mientras que
la media de orden 12 le sirve a Heath-Brown para mejorar la cota en el rango
B<o<l.

Ya podemos decir que casi todos los ceros estdn muy cerca de o = % Sin
embargo, de los anteriores teoremas no es posible deducir nada de lo que en
realidad ocurre en dicha recta.. Excepto por algunos datos numéricos, el primer
resultado acerca de los ceros en la recta critica se debe a Hardy, quien demostré
1

la existencia de infinitos ceros sobre o = 2

TEOREMA 38. La funcidn ((s) tiene infinitos ceros en la recta o =

[T

Actualinente existen diferentes pruebas de este hecho. La que daremos a
continuacién se basa en la férmula de inversién de Fourier aplicada a la funcién
£(3 + it) que, como ya sabemos, sus ceros con t real son los de ¢ (s) en la recta
critica.

Si en la primera integral de (2.3) hacemos el cambio ¢ — 2 tenemos

2(s) _ / = e
G-1 " J, v HG(w)—1)dv (Rs > 1)
donde G(v) = 6(v?), y 6(v) es la funcién alli definida. Esto nos dice que en
o > 1 las funciones
2%(s)

Ti D) vy (G(v)-1)

son un par de Mellin. Si queremos extender esta férmula a 0 < ¢ < 1, tendremos
que quitar la singularidad de la funcién (G(v) — 1) en el cero. Esto lo podemos

hacer de manera formal si tenemos en cuenta la siguiente ”férmula” de Euler

Zz"=(1+a:+a:2+---)+(m‘1+m—2+...)= + =0

cuyo analogo en el caso continuo seria

[ 1 [e%¢) 1 1
/ z° 7%z = / " %dz + / 227 %dz = — =0.
0 0 1 s—1 s-1

115




Claramente esta férmula, como en el caso discreto, carece de sentido ya que cada
integral converge en los semiplanos disjuntos R(s) > 1, y R(s) < 1 respectiva-
mente, pero nos dice que formalmente la trasformada de Mellin de la funcién %
es identicamente 0. Por ello esperamos que la igualdad
oo
S(QSE_(—S)I) = /0 v H(Gv)-1- %)dv
sea clerta en 0 < o < 1, ya que en este caso la integral es absolutamente

convergente en dicha region. Para ver la certeza de dicha igualdad consideramos

la funcién

[W v (G(v) — 1)dv + /0 v I (Gw)—1- %)dv — 1 1 >

que es analitica en R(s) > 0, y coincide con

/ v’ 1(G(v) —1)dv en R(s) > 1,y con
1

/01 1 (G(v) — 1 — %)dv

en 0 < (s) < 1. Por lo que ambas funciones son continuacién analitica una de

otra, y
2€(s)
' G(v)—1
s(s—1) v (G)-1)
son un par de Mellin en o > 0. De aqui se deduce que la identidad
(2.37)

a+ico a+ico
G(z)-1- L. L ey z7%ds = L/ 08 z*1ds,
e 27 Jo_ieo s(s—1) 278 Jo—ioo S(s—1)

donde parala dltima igualdad hemos utilizado la ecuacién funcional de la funcién

€(s), es cierta para 0 < a < 1.

Dicha férmula nos servira para obtener informacién sobre el integrando, a
partir de la que ya sabemos de la funcién G(z). La funcién G(z) estd definida
no sélo para valores reales de z, sino en todo el sector {—7 < Slogz < 7}, en
donde es una funcién analitica. Sin embargo este hecho no es extensible a la
frontera, donde la funcién tiene singularidades. Dichas sigularidades son lo que

se utiliza en la prueba. En particular;
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LEMA 19. La funcién G(z) y todas sus derivadas tienden a cero cuando z —

z% (= e"f)_

DEMOSTRACION:
0o 0o oo
G(:L') — Z e—wn2z2 = Ze—wnzie—wnz(z2—i) — Z(_l)ne—nnz(zz—i)
—o0 —oo —00

=~ G((a* = )?) +26(2(a” - i)?)

= 1 2 =1 1 1, 5 . _1
B T R AR rlC
= —
(e —i)F \ & 2
1 _ﬂ,ﬁ(x2_'-)—1
T & Z e "1 ,
(3;-2 - 1)2 n=impar

de donde se deduce el resultado.

Ahora bien, la integral en (2.37) podemos considerarla para valores com-
plejos de z. En el sector {—§ < logz < I} el integrando podemos acotarlo
de la siguiente forma: por una parte, por la férmula de Stirling

R C P (|t|Ae—%|t|) ,

s(s —1)
lo mismo que la funcién £(s), mientras que z°~! = 2%~ 1z = K exp (£|t|Slog z).
Asi, la integral define una funcién analitica, y por continuacién analitica, la
igualdad (2.37) seguira siendo cierta en el sector mencionado. En dicha igual-
dad, podemos quitar el denominador si aplicamos a ambos lados el operador

2
a:%u—z:v, con lo que obtenemos

1 a+lO° a1

Claramente H(z) cumple el lema 19. Llamando logz = u, y tomando a =
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queda
u 1 oo N -8 ity :
H(e )=; £(1/2+it)e” ze*"dt o bien
u 1 [ e ()"
ezH(e“) =; /—w§(1/2+zt) EO ?1—|dt

La anterior estimacién del integrando nos permite integrar término a término

para dar
o0

e® H(e*) = ch(iu)n

0
donde

1 o \en
Cpn = ﬁ/_wf(l/2+zt)t dt.

¢2n+1 = 0 para todo n por la simetria de la funcién &( % + it). Ahora bicn, si
&(3 + it) sdlo tuviera un numero finito de ceros, a partir de un cierto T seria de

signo constante, supongamos positivo. Entonces
[o ]
7(2n) ez =2 / £(1/2 + it)2ndt
0

T42 T
>2 / £(1/2 + it)t*"dt — 2 / £(1/2 + it)t*"dt
T+1 0

ZK(T + 1)2n _ KIT2n

Y €2n seria positivo paran > ngy con ng suficientemente grande. De esta forma las
. 4 . . . . . .

derivadas de ez H(e") tienden a cero cuando u — i ¥ alo largo del eje imaginario,

mientras que por otra esto no puede ser pues es suma de cosas positivas. Esto

termina la demostracién del teorema de Hardy.

REGIONES LIBRES DE CEROS Y APLICACIONES

El intento por demostrar la hipétesis de Riemann, ha llevado a hacer un
estudio profundo de los ceros de la funcién zeta. Hasta ahora hemos visto
que no hay muchos ceros lejos de la recta critica y que ademés hay infinitos

ceros en o = % Atn nos queda otra direccién en la que trabajar para intentar
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acercarnos a dicha conjetura. Se espera que no haya ceros en o > %, sin embargo
actualmente no se sabe ningin § explicito tal que a la derecha de o = § no haya
ceros de ((s). Sin embargo si que existen algunos teoremas que nos proporcionan
regiones libres de ceros que se aproximan asintéticamente a la recta o = 1.
Nosotros ya tenemos un ejemplo de este tipo de regiones al final del teorema
11. El hecho de que sean regiones asintéticas, es porque en general se utilizan
argumentos de tamafo, con lo cual la informacién se va perdiendo segun crece
T.

Como tendremos oportunidad de ver més adelante, la existencia de regiones
libres de ceros tiene una aplicacién directa en la distribucién de los ntimeros
primos.

La primera region libre de ceros que veremos es la que le sirvio a de la Valle

Poussin para construir su prueba del teorema del niimero primo.
TEOREMA 39. Existe una constante C' tal que la funcidn ((s) no se anula en

C
>l — (> 9
7= log (|t| +2) (t22)

DEMOSTRACION:

De (1.8), y (1.33) se deduce para o > 1

(o) _  plllo+it)  o¢'(o + 2it)
(2. 38) 0% ((o) R (a + it) - C(o +2it) —
) '} 2

Ademis (2 13) yda férmula-dé Stuhng nos dan,en 1 < o < 2,

DL,
®eo) < R

s—p

1
a—p ;20 De

esta forma

polo) o 1
(2.39) C(U) + Ay
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Ignalmente obderrerios ¢

o
¢'(o +it) 1.1
(2.40) o i) SArlos (it +2) - %Z:, s—s %
(2.41) ~ C(—((%;:tt)) <Aslog([t| +2)

Si en (2.40) nos quedamos sélo con un cero p = B + i, escogemos 8 = ¢ + iy, y

tenemos en cuenta que

1 1 o—p
s—p+p2(o-ﬁ)2+('¥—t)2’

®
nos queda, sustituyendo (2.39), (2.40) y (2.41) en (2.38)

3 4
, — > ——
(2.42) S tlos(h+2)2

en donde se observa que § no puede estar muy cerca de 1. La demostracién la

haremos en forma de lema.

LEMA 20. Sean f# >0,a >b> 0, L > 0 tal que

a
>
0—1+L_a—,3

entonces existe una constante C = C, 3 tal que

C
<1-——
psl L

DEMOSTRACION:

Sea 0 =1+ £, entonces
(1)
b+¢
<l—-——>——
b s L

Escogiendo ¢ de forma que a/(b+¢) —1 > 0 se termina la demostracién del

lema.
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Aplicando el lema a (2.42) tenemos

___ ¢
log (|7] +2)’

lo que termina la demostracién del teorema.

B<1

Una manera alternativa de obtener regiones libres de ceros, en la que no es
necesario el conocimiento de la analiticidad de {(s) en ¢ < 0, aunque siempre

basandose en la desigualdad (1.33), se debe a Landau, el cual utiliza unos lemasg

generales de funciones analiticas para obtener sus resultados. o f
LEMA 21. Si f(s) es regular, y C r.
f(s) M
| <e M>1
| < 00>

en el circulo |s — so| < r,entonces

&_ZL < AM

fle) Sfs—p

para |s — 3| < I, donde p recorre los ceros de f(s) en |p— so| < §.

DEMOSTRACION:

Sea g(s) = ff(t:o)} I,(s - p)~1. Esta funcién es regular en |s —so| < 1, y

distinta de cero en [s — 39| < 7. Ademds, en |s — 59| = r se cumple |sg — p| <
% < ls—pl, y por tanto

g(s)

9(s0)

<eM,

f(s) (@u—M)
7o) UG =5)
Por el principio del méaximo, dicha desigualdad también se cumple en el inte-

rior del circulo. Asi, la funcién h(s) = log;?(g‘% es regular en [s — so| < Z,
y cumple h(sg) = 0, Rh(s) < M en |s — 39| = r/2, asi por el teorema de

Borel-Caratheodory (A.7) se deduce que |h(s)] < AM en |s — so| < §, luego

|
1 / B,
R 1

como queriamos Ver. 1y =

/

IB(s)| = < AM

C
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LEMA 22. Si f(s) esta en las condiciones del lema anterior, y no tiene ceros en

la mitad derecha de |s — so| < r, entonces

% (f'(SO)) < AM

f(So) r
y si tiene un cero entre sg y So — 3,
! AM 1
—-R <f(30)) < _ .
f(so) Tr S — po

DEMOSTRACION:

Por el lema anterior
f’(so)> AM 1
-R < - R .
( f(s0) r ; So—p

Ambos resultados se deducen de observar que £ s°l_p

> 0 para todo p.
TEOREMA 40. Sea
((s)=0 (e¢(t))

cuandot — oo en laregion 1 — 0(t) < o < 2,t > 0, con ¢(t) y 1/6(t) positivas
no decrecientes parat > 0 y tales que 6(t) <1, ¢(t) > oo cont y

p(t) (1)

2.4 — = .
(243) o)~ ° (e ) :
Entonces, existe una constante Kl’l‘&al que la regién

0(2t+1)
>1—-A———¢
7= $(2t+1)

estd libre de ceros.
DEMOSTRACION:
Sea ¢(p) =0, p= B +iv, 7> 0, y sea
1+ e~ %(27+1) <09 <2
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sy =09 +1y, sy=o09+2iy, r=6(2y+1).

Los circulos |s —s1| < 7 = Cy y |s—s2] <7 = C; estén en la regién o > 1—6(t).

Ademsis, como
A

< 1 < Ale¢(27+1)
0 — 1 ’

1
‘C(Si)
en Cy y C; se cumple
<(s)
¢(si)

¢ = 1,2. Por tanto podemos aplicar el lema 22 obteniendo

~ c'(an+:zw)) $(27 + 1)
" ( (oo +2i7) ) < Moy 7 1)

< eA2¢(2'Y+1)

Y si B > 09 — §, entonces

o (€00 —I~i‘!)) ¢(2y+1) 1
%(C®n+?ﬁ <A8ﬂ27+1) 00—’

Por otra parte, cuando g9 — 1

RACOTE
C(O’()) 0‘0—1

luego podemos escoger un p tan cercano como queramos a 1 tal que

_(o0) _ _p
((o0) ~ap—1"

Teniendo en cuenta (2.38) con o = 09, t = 2y + 1 y las anteriores estimaciones,

se obtiene
3p  5Asd(2y+1) 4 0
— 8(2y + 1) oo—f

5Aad(2v+1)
a(2~+1)

el resultado. Para ver que el lema se puede aplicar tenemos que comprobar que

Si pudiéramos aplicar el lema 20 cona=4,b=3p L = obtendriamos

el € que aparece en aquella demostracién, que en este caso seria

p(2y+1) _
— 54 #(2~+1)
& 5 3 0(27 n 1) (4
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es pequeio, lo cual nos lo garantiza la condiciéon (2.43).' I.

Si en el teorema tomamos § = %, ¢ = log(t + 2) obtenemos una nueva 7"

4
prueba del teorema 39. J

A la vista de este teorema, podemos traducir directamente la informacién
que tengamos acerca del orden de la funcion zeta para encontrar nuevas regiones
libres de ceros. De esta forma del teorema 29 podemos deducir una region libre

de ceros mayor.

TEOREMA 41. Sit> A

2
(2.44) ¢(s)=0(log’t) eno>1- (loglogt)”
log t
y
log log 1
(2.45) C(8)#0 eno>1-— MT+;:%)
DEMOSTRACION:

Primeramente observamos que la constante en (2.32) es independiente de I,

y por Phragmén-Lindelof la cota es uniforme en 0 > 1 — 3 Ll—2 . Por otra parte

dado t suficientemente grande, sea

1 logt
I= [log2 log (loglogt)]

entonces
1 logt <L<1 log t .
4loglogt — ~ 2loglogt .
Por tanto
[ S K S loglogt — logloglogt — log 2log log t S (loglog t)?
2L—-2 — 2L — log 2 logt — logt

Si tomamos ¢ suficientemente grande y ¢ que cumpla (2.44) entonces o > 1 —

5‘171_—27 y el teorema 29 nos da
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Ahora (2.45) se obtiene aplicando el anterior teorema con

0(t) = @liz—g;)—z, #(t) = 5loglogt.

Como ya hemos observado, de las regiones libres de ceros se pueden obtener
resultados relativos a la distribucién de los nimeros primos. La primera apli-
cacién directa de encontrar una region libre de ceros tiene que ver con el orden

’
de %f)l, que aparecia en el teorema de los nimeros primos.

COROLARIO. En laregion 2 < [t| < T, 0 >1— AloglogT/2logT se cumple

¢'(s)| _ ( log® T )
‘C(s) =0 loglog T

DEMOSTRACION:

Teniendo en cuenta (2.24)

¢'(s)
¢(s)

1
<  S— .
< > =+ OllosT)

[v—t|<1

Ahora bien, el teorema nos dice

1 1 2log T
|s—pl = lo—B| = Aloglog T’
luego
¢'(s) 2log T log? T
() | = Aloglog T D, 1+000gT) =0 ()

ly—t|<1
donde hemos tenido en cuenta (2.22).

Dicha cota nos permite, en el teorema del ntimero primo cambiar el camino
de integracién hasta la curva 0 = 1 — Aloglogt/ logt, con lo que disminuiremos
z? y podremos mejorar el error que se comete al aproximar (z) por z. Para
llevarlo a cabo, vamos a establecer antes dos lemas. El primero es una férmula
tipo Perron aproximada que nos de la integral hasta altura T. Esto nos sera
necesario si queremos cambiar la linea de integracién ¢ = ¢ > 1 a un camino

que depende de T.
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LEMA 23. Sea parac> 0

C+iT 8
I(y,T) = i/ Y ds.

278 Jo_iT 8

Entonces
O{ycmin(l,T—“ig—ﬂ)} O0<y<l1
I(y,T)={ 3 +0(%) y=1
1+O{y°min(1,m)} y> 1.

En particular

0 O<yxl1
I(y,0)=¢ 3 y=1
1 y>1

DEMOSTRACION:

Supongamos 0 < y < 1, entonces y* — 0 cuando 0 — oo, y podemos
cambiar el camino de integracién por las rectas horizontales Ly = (¢+iT, co+:T),

Ly = (00 —iT,c —iT). Ademés

1 oo+iT ys d
S —as =
2T c+iT 8

oo , z4tT [oe] c

Y Yy
— de| < — de = ———.
27ri/c z + T :c‘ - 2T J, v 27T log y|

Similarmente se hace en Lj, lo que prueba la primera desigualdad. Para la
segunda se considera el circulo de radio R = v/c? + T? y centro el origen, y se
cambia la linea de integracién por el arco de circulo que estd a su derecha. De
esta forma

vl ¥

|l <L
s|” R y

c 2T
Y
I(y, T ds| = y°.

La demostracién para el caso y > 1 es similar, pero usando la banda, o el arco
de circunfererencia que quedan a la izquierda en cada caso. El contorno ahora

incluye el polo en s = 0 que tiene como residuo 1.
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Sélo queda entonces el caso y = 1, que se calcula directamente.

1 (T 1 1 (T ¢ i [Tt
= = — e — — S |
I, 1) 27 /—T c+itdtL 27 /—T c2+t2dt 27 _/;T c? + 12 .

1 (T ¢ 1 Sl |
_;/0 c2+t2dt_§_/T/cl+u2du°

* 1 c

1
— < —du = —
1,1 - 31< [ Gdu= 1,

T/e u?

Por tanto

lo que termina la demostracién.

El segundo lema es un resultado general de series de Dirichlet que se basa

en el anterior.

LEMA 24. Sea f(s) = > 5°, 22 absolutamente convergente en o > 1, donde

n=1

ayn, = Q(h(n)) con h(x) no decreciente y

TR

n=1

cuando o — 1. Entonces si ¢ > 0, o + ¢ > 1, se cumple

AL I
= = — c+in(3+w)-aidw+0{ _ e }—I— -
el 27rz c—iT w T(e+ec—1) I
donde . M
z 81 es un entero
el = { |zt — N| en el resto .

siendo N el entero mas cercano a z, y En<z = Y <z dn + %a,_ cuando x es
un entero.
DEMOSTRACION:

Supongamos que = no es un entero. Multiplicando I(z/n,T) por ann™° y

sumando queda

1 c4i1T an |f1n|
2rt J,_ f(s+w)—dw - Z ne +O{ T Z notc|log z/n|

n<zT
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Sin< % on>2z, |logz/n| > A,y por tanto esos términos contribuyen como

o £158) =0 ().

Si N <n <2z, sean=N +r, entonces

Nir e ar
N+ N z '

n
log— >lo

g =108

con lo que esa parte de la suma es como

O { h(2z)zl—o~¢ Z % =0 {h(2z)z' " “logz} .

1<n<z

De manera similar acotamos los términos £ < n < N, obteniendo el mismo

resultado. Por ltimo, como |logz/N| > ||z||/N, tenemos

lan| < ARh(N)gl—o—e
Nete|logz/N| ~ ||]] ’

]

lo que nos da el resultado en el caso en que = no es entergs 7 (|

Si z es entero todo es igual que en el caso anterior, excepto que ahora

0 (:l;c‘,:?l’) )

Observar que en ese caso min (1, ﬁ) =1/-F

aparece un término

Antes de seguir con la mejora enunciada en el teorema del ntimero primo,

veamos una aplicacién directa del anterior lema.

TEOREMA 42. Se tiene

1 u(n)
© Z
en toda la regién o > 1.

DEMOSTRACION:
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Ya lo hemos visto en ¢ > 1, y considerando en el lema a, = pu(n), o =1,

la mitad de un mimero entero, obtenemos

(2.46) pn) _ 1 /CHT;ﬂdw +0 (w—) +0 (log””) .

= one " 2mi Jo_ip C(s +w) w Te T

Por el teorema de los residuos,
i' /c-HT ;E:dw _
211 Jo—ir C(s+w) w
1 1 —6—iT —b64iT eHiT 1 v
S Y
¢(s) 27”( e—iT —s—ir  Josyir) ((stw) w
=0+ 1+ Is.

Con ¢ suficientemente pequefio para evitar que {(s+w) tenga ceros en Rw > —§,
(s +w) < [t| + T, lo cual es posible tomando la peor regién libre de ceros que

sabemos, que se deduce de (1.36) ,con § = E%. Ademas, con esa eleccién se

cumple

T 8
1 log™ T
= =5 7 ———— = g
I2—0<:1: log T/_T 62+u2du) O( oy )

Mientras que
log" T [€ log" T
= ud = ¢
I, ( = /_ 63: u) O( 7 )

y lo mismo para I3. Sustituyendo las anteriores acotaciones en (2.46) queda

p(n) 1 z° log = log® T log"rT‘c
2 ‘@—O(E)W(T)*O( = )+0(T “).

nlx

1

Escogiendo ¢ = gz’

T = exp (c(logw)ilﬁ) de modo que z°¢ = ¢, % = T4, la
parte derecha tiende a cero y se obtiene el resultado.

En particular

i ‘”‘E:’) = 0.

Se puede demostrar, por métodos elementales, que esta identidad es equivalente

al teorema del nimero primo (ver [Sh]).

129



Volviendo a la distribucién de los niimeros primos, si consideramos ahora
la funcién

Yo(z) = ) A(n) =

n<lz

{ P(z) siz ¢ Z
P(z) — 2A(z) siz € Z,

1

gracias al lema 24 podemos escribir, con ¢ =1 + Togz

de forma que z°¢ = ez,

bo(2) =/_+TT e (%)) ds+ 0 { o8 } ;

zlog? @ . x
2.47 +0{ } +O{lo Z min (1,—)}
(247 T 5 Tl

A partir de esta férmula, como ya dijimos, podriamos cambiar la linea de

integracién a o = 1—loglog T'/2log T y utilizando el corolario a la regién libre de
ceros (2.45), mejorar el teorema del niimero primo. Sin embargo aprovecharemos
que la integral se puede calcular de forma explicita para dar una férmula de la

funcién () en funcién de los ceros de {(s).

TEOREMA 43. Paraz > 1

(2.48) Po(z) = = — %log(l — :1;_2) — lim Z x_p — Q(_O_)

Toeo £ P ((0)

DEMOSTRACION:

Para ello consideramos el rectangulo con vértices ¢ — iT, ¢ + ¢T', —N + T,
—N —:T, donde N es un entero impar grande. La suma de los residuos de los

polos del integrando en (2.47) dentro del rectdngulo es
2n

xz~ z? (0
+ ¥ S-X -

0<2n<N <t ? ¢(0)

siendo p = B+ 17, como habitualmente, los ceros de la funcién zeta en la banda
critica.
Para calcular las integrales a lo largo de las lineas horizontales, observamos

que por (2.22) se puede escoger T' de manera que |T —v| >

1 .
ogT Para cualquier
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p. De esta forma, por (2.24) tenemos f“"‘

——|+ O0(logT) = O (log’ T) .

Por tanto en dicha region la integral sobre las lineas horizontales resulta

C+iT 3 8 2 [
/ (C( ))ds <<10g T/ .’l? do'<< log T/ .’BadO’
—144iT $ ¢(s) -1 —oo

T
xlog?T
Tlogzx

,

y la misma estimacién tenemos en el segmento (-1 — iT,¢ ~:T). Sio < —1
7, excluyendo bolas de radio % alrededor de los enteros negativos impares, se
F:umple "

(2.49) () ‘ < log (2[s]),

ke

como probaremos un poco mas adelante. Entonces
; )

~N+4it ) ¢'(s) log T -1 log T
—ds & —/ z%do K
/—1+iT ( ¢(s) ) T J_n Tz loga

Por ultimo la contribucién de la dltima integral es por (2.49)

O(logN/ _th) <<logNT

NzN °’

que tiende a cero cuando N — oo. Sumando todas las estimaciones, y haciendo

N — 00 nos queda

ey 3o 2 CO)
@30) (@) =z - glog(i=e7) = 32 Ty + R )

R(z,T) < 'rlog#(T'L) + (log z)min (1, f[?l"a—“) = o(1)
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cuando T' — oco. Veamos la estimacién (2.49). Consideramos R(1 — s) < —1.

De la ecuacién funcional (2.5) se deduce, por diferenciacién logaritmica.
¢l-s) ‘ s I'(s)| ., [¢'(s)

C(l—s <|zta(3) T | T1¢s) |

donde las funciones a la derecha sélo se consideran en o > 2. Entonces, si

-+

|s —2m + 1| > %, el primer término estd acotado. El segundo término es, por
la férmula de Stirling < log |s|, y por tanto < log2|1 — s| en ¢ > 2. El dltimo
término esta acotado, y por tanto obtenemos la estimacién.

El argumento en la demostracién del teorema estaba basado en una eleccién
particular de T'. Sin embargo, si en (2.50) cambiamos T por otro alejado de éste
una constante, el factor ZI v<T 5 ~ varfa en O(log T') sumandos, cada uno de ellos
del orden O(zT~1), con lo que en total cometemos un error de O(z logT/T),
que esta dentro del mismo error R(z, T).

La férmula (2.50) en realidad constituye una forma mas precisa de enunciar
(2.48).

Observacion: Existen férmulas explicitas de 1x(z) donde

(@) = g Lo = a0 = gt [ (@ = 0D

n<z

para cualquier entero positivo k(ver [I1]). La demostracién es similar, sélo que
en este caso se utiliza la forma general de la férmula de Perron (lema 2). En el
caso en que k > 1 el resultado sale mas directo, ya que el denominador asegura
la convergencia absoluta de la integral. Un ejemplo de estas férmulas para k > 0
es

2P+ (’ (U) C,(—'l] O .'11] —2n
@3 ne =5~ - G 6D - X

Si en (2.50) tomamos T < z obtenemos

(2.52) ba)=z—- Y ﬂ+o(“"k’g2"’),

[vI<T
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que junto con (2.45), y (2.18) nos da

_ 1- A, leglogT 1 zlog? z
¢(m)—w—0(a: Z||)+O( T )

[vI<T P

2
=0 (:1:1_‘41 e log? T) +0 (_:r loqg1 rc) .

Escogiendo T tal que log? T' = loglog z log z de forma que

T' =exp (— log% log a?log% a:),

P(z) —z = O&w exp(—A log% logz log% x)}

lo que mejora el teorema del nimero primo. El paso de la funcién ¢(z) a la

nos queda

funcién 7(z) se obtiene a traves de la funcién intermedia

A(n 1
mie) = Z logn T Z m'

n<z pm<z

2l

TEOREMA 44,

m(z) = /’«‘ ljgtt +0 {:v exp (—Blog% loga:log% :c)} .
2

DEMOSTRACION:

Observamos que
1 1 1
7r1(a:) = 7r(:1c) + 57;-(1;-.»)4. BNNE E(ﬂ'(mk)_*.

Como 7(z*) = O(z +), la diferencia entre m; (z) y 7(z) es O (w%), y es suficiente
establecer la formula para 7 (z). La relacién entre my(z) y ¥(z) se obtiene por

sumacién por partes.

wz) 7 90,
log:c 2 tlog? t

7l'1($)
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Integrando por partes resulta

22 tiz;g)td / v(t)d (logt)
()~ fovo-(32)
_ s 9 +/1: _dt+0{fx exp (—Alogﬂogtlog% t)dt},

logz = log2 log t log? ¢

de donde se obtiene la férmula, mds un error del orden

O {:c exp (—Alog% logmlog% a:)} +0 {/22 exp (—Alog% logtlog% t)dt} .

La contribucién de la integral en el rango t < z1 es trivialmente O(z i ), mientras

que en el resto

1 1 1. 1 1
log; logtlogé t> §log; log:vlogé z,

terminando la prueba.
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La hipétesis de Riemann, (HR ), es actualmente uno de los problemas mas
. I v, . .
importantes de las mateméticas, y auque se ha intentado en muchas ocasiones,
todavia no se ha conseguido dar una respuesta ni a favor, ni en contra de su
enunciado. Este hecho ha llevado a formular nuevas hipdtesis, en general mds
débiles que HR , pero cuyas demostraciones traerian importantes consecuencias

Id d . ’ K4

en teoria de numeros en general, y en particular en la teoria de los niimeros
primos. Vamos a dar una vision de las mas importantes, analizando la relacién
que existe entre ellas. El orden en el que irdn apareciendo dependerd de sus

consecuencias; es decir, las \ltimas seran las mas debiles.

LA HipOTESIS DE MERTENS

En 1897 Mertens publicé un articulo de 50 paginas con una tabla en la que

se recogian los valores de la funcién de Moebius u(n), y de

M(n)= ) u(m)

m<n

para n entre 1 y 10.000. En base a la evidencia de los resultados, concluyé que

la desigualdad
(3.1) |M(z)| < z? (z>1)

era bastante plausible.

En la actualidad a (3.1) se le conoce como ”Hipétesis de Mertens” (HM ),
sin embargo no fue Mertens el primero en formular algo parecido, ya que en 1885,
T.J.Stieltjes en una carta a Hermite afirmaba tener una prueba de que M (x)w‘%
permanecia entre dos cotas cualquiera que fuese el z, y que probablemente uno
podria tomar 1 y -1 como dichas cotas. Por otra parte von Sterneck en base a

los resultados de una tabla, esta vez hasta n < 5-10® conjeturé

IM()| < %w (@ > 200).
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En 1984 A.Odlyzko y H.J.J te Riele, establecen la falsedad de (3.1), y afir-
man que de su prueba se sigue alguna evidencia de que Stieltjes estaba equivo-

cado, en particular dicen que es muy probable que se cumpla
lim sup |M(:v)|a:_% = 00

Esta conjetura sin embargo permanece sin probar hasta la fecha.

No veremos los detalles de la demostracién, que por otra parte se basa en el
uso del ordenador con un algoritmo de reduccién de bases del reticulo; pero sin
embargo si que dedicaremos alguna atencién a cémo aparece el uso del ordenador
en la prueba.

La certeza de HM implicaria que HR es cierta, y que todos los ceros de
¢(s) son simples. En estas condiciones se puede demostrar (ver [T1]) que existe

una férmula exacta para M(z),

1)n 1(211')2”
C (p) Z (2n)n((2n+1)

(3.2) Mo(z) = lim >

| |<T%

Ahora bien, en la férmula (3.2) la serie de la derecha converge muy ripida-

mente. Por tanto, al ser la funcién discontinua en los enteros libres de cuadrados,

3|
2 T~

Si llamamos z = e¥, —o0 < y < 0, entonces cuando y — oo

se debe tener

e"?'y

m(y) = M(e¥)e"% = lim Z 20

k—o0

+0 (mm(l e ? ))
[v|<T%

Por tanto el problema queda reducido a estudiar una serie que es similar a una

serie harmoénica general. Asi es suficiente ver que para
ety

hy) = Jim 3 ¢ (p)

|7|<T
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se cumple lim sup h(y) = oo. h(y) tiene la dificultad de ser una serie infinita de
la que no se conoce casi nada de sus coeficientes. Para solucionar este problema
A.E.Ingham eliminé algunas frecuencias de la serie original convolviendo con
una nueva funcién K(y). En particular, si llamamos k(t) = ffooo K(y)e™*¥idy,

entonces, sin tener en cuenta cuestiones de convergencia, obtenemos

hie(y) = / ” h(y — t)K(t)dt = Z e:z:) /_ ” K(t)e 'dt

—oo 28
ety
(3.3 =Y k(y)——.
) XP: pC'(p)
Si elegimos K(y) de modo que k(t) sea de soporte compacto, entonces la suma
(3.3) es finita. De la anterior suma no recuperamos la funcién h(y), sino hi(y),
una media con peso de ésta. Sin embargo si hi(y) es grande también debe serlo

h(y) para algun valor de y.

oo

Ihe(yo)] < /

— 00

|K(t)|dt sup |h(y)I-

De hecho, si tomamos K(y) > 0y tal que k(-y) = k(—+) sea real, entonces hj(y)

es real y se obtiene

hi(yo) < /_ T K (t)dt sup h(y)
hi(yo) > /_ Kbt inf h(y).

En realidad se pueden obtener conclusiones mds fuertes. La funcién hg(y) es

casi periddica; es decir, dado un yp, y un € > 0 existe una sucesién no acotada

de valores de y tal que
|hi(y) — hi(yo)l < €.

En nuestro caso la suma (3.3) es finita, y el teorema se deduce facilmente del
teorema de Dirichlet sobre aproximacién diofintica simultdnea, ya que de él se

deduce que para cualquier § > 0 existen y* arbitrariamente grandes, tal que
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lvy* — 2mm,| < § para algunos m., enteros y todo v con k(v) # 0. De esta
forma
[0 o]

hi(yo) < K (t)dt lim sup h(y)

—00 y—oo

he(yo) > / K(t)dt liminf h(y)
oo y—oo

Asi, si conseguimos algin valor de yo tal que hx(yo) sea grande, tendremos la
contradiccion con la hipétesis.

En su trabajo Ingham utilza el nicleo de Fejer

k(t)_{l_th_"l ItIST
o t| > T.

Con esta eleccién

ety cos (7y — T.)
o= 3 (1-0) S =2 3 (1-7) =)

lv|<T 0<~v<T

donde ¥, = argp('(p). Como Y |p¢'(p)|~! diverge, si encontramos un y tal
que los |yy — ¥, |, |y| < T estén préximos a un miiltiplo entero de 27 podemos
hacer hi(y) tan grande como queramos, y asi contradecir HM . Ahora bien si
los 7 fueran linealmente independientes sobre los racionales, esto se deduciria del
teorema de Kronecker (A.29). Es mads, es facil ver (ver [I2]) que si solo existiera
un numero finito de combinaciones lineales 3 ¢,y = 0 con ¢, enteros y solo un
numero finito de ellos distintos de cero, entonces hi(y) no estaria acotada.

Como no parece haber ninguna explicacién razonable para que los v sean
linealmente dependientes, ya desde el trabajo de Ingham en 1942, no sélo parecia
improbable la certeza de HM , sino que ademds nos proporcioné una forma de
refutarla.

Otra forma de intentar llegar a una contradiccién, es a traves de la serie
que aparece a la derecha de (3.2). Por ejemplo el estudio de dicha serie cerca

del 1 sirve para refutar la conjetura de Sterneck, ya que cuando z esta cerca de
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) ) ( (3.5),

D,

1, dicha serie es continua, y como My(z) es discontinua alli se deduce que h(y)
tiene un salto de 1 en y = 0, por lo que a algin lado del 1 es mayor que 1/2 en
valor absoluto. Con esto y la casi periodicidad de la funcién h(y) obtenemos
la contradiccion.

En su articulo Odlyzko y te Riele, encontrando valores de y para los que
hi(y) es grande en valor absoluto, consiguen demostrar

lim sup M(a:)a:_% >1.06

I—0o0

liminf M(z)z ™% < — 1.009

Z—00

Dicha prueba no es efectiva; es decir, no encuentran ningin z para el que se
cumpla la desigualdad inversa a (3.1). Un afio més tarde J.Pintz demuestra que
para = = exp(3,21.10%) se cumple que |M(z)| > 2

Anteriormente hemos dado de manera heuristica una forma de probar la
falsedad de HM , sin embargo todo se basaba en la férmula (3.2), la cual
obviamente, necesitaria ser modificada si los ceros de la funcién zeta no fueran

simples. No hemos tenido en cuenta dichas modificaciones diciendo que HM

implicaba HR y que los ceros de ((s) eran simples. Vedmoslo
TEOREMA 45. HM =HR y que los ceros de ((s) son simples.
DEMOSTRACION:

Para R(s) > 1 el lema 1 nos da junto con (1.6)

1 [T MO
O A

dt

Ahora bien, bajo HM la integral es absolutamente convergente en R(s) > 1,y

por tanto representa una funcién analitica en dicha regién. Esto contradice que

¢(s) pudiera tener algin cero con parte real mayor que %, y por simetria en el

otro semiplano; es decir, HR seria cierta. Ademds de (3.4) se obtiene

= M) /°° 1 ( |s|
< dt ——dt = .
— |S|\/1 tH.g < |S| 1 t%+a o — 1
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Sea p un cero de {(s), y s = p+h con h > 0, de manera que o = % + h entonces

1 lp+ Al
¢(p+ 1) h

Esto seria falso si p fuese un cero miltiple de {(s), y terminamos la demostracidn.
En realidad se puede demostrar algo un poco mds fuerte en el sentido de que
atn teniendo una cota superior de M(z) un poco mayor, seguirfa implicando
la hipétesis de Riemann. En particular si permitimos en el enunciado de la

hipétesis de Mertens sumar un ¢ en el exponente, es decir
IM(2)| < 23*¢, (2>1)

para todo ¢ > 0, a lo que llamaremos desde ahora HM , entonces obtenemos
un resultado equivalente a la hipdtesis de Riemann. La parte ”suficiente” de
este hecho es simplemente observar que la primera parte del anterior teorema no
varia si sumamos ¢ al exponente. Dejaremos la parte ”necesaria” sin demostrar

hasta un poco més adelante.

En el otro sentido, el siguiente resultado nos revela que la hipdtesis de

Mertens es ademds lo mejor que se puede pedir

TEOREMA 486.
M(z)=9Q (w%)

Si la hipétesis de Riemann es falsa, entonces el anterior teorema con la nueva

formulacién de HM claramente implicaria el resultado.
Supongamos entonces que HR es cierta, y que |M(z)| < éz% siz > zo y

|M(z)| < M si z < z9. Entonces de (3.4) para o > 3 tenemos

1 oM * 1
—| <|s —-dt + 6s / dt
’((s)‘ | |\/1 t2 o Zo t3te

*°1 Rt | s|é
<|s|M/ —adt+6|s|/ dt = 2)s|M + 10
1 t2 1 o
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=

N
1l

Si escogemos p = 1 + iy un cero simple de ((s)'%, entonces cuando ¢ — 3 con

$ = 0 + iy tenemos

1 _ 1 1
is) L) =Llp) (o —1/2)¢"(p)’

con lo que obtenemos una contradiccién si

1
b < ——,
< 1000

LA HIPOTESIS DE RIEMANN.

'/ .} Todos los ceros de ((s) estdn en la recta o = 7

La segunda de las hipdtesis que vamos a considerar es la mds importante
de todas ellas en el sentido de que a partir de los niimerosos intentos que se han
hecho por solucionarla, hasta ahora en vano, han ido apareciendo el resto de las
hipdtesis.

Tales esfuerzos por solucionar el problema no han sido sin embargo para
nada infructuosos, y gracias al estudio de HR se ha producido un gran avance en
la teoria de los ndmeros y en las matematicas en general. Adem4s también han
servido para producir diferentes acercamientos a su solucién. De esta forma,
como ya dijimos, J.van de Lune y H.J.J te Riele han verificado la hipStesis
para los primeros 1,5 - 10° ceros de la funcién zeta. Por otra parte hemos
tenido oportunidad de ver que existen infinitos ceros de {(s) en la recta critica,
resultado que obtuvo Hardy en 1914. M4ds tarde, en 1921 Hardy y Littlewood
demostraron que, si llamamos Ny(T') al niimero de ceros que hay en el segmento
%, % + it entonces

No(T) > KT

para algiina constante positiva K, y T suficientemente grande. Este resultado

lo mejoré Selberg en 1942, demostrando la existencia de una constante positiva

16Se sabe que los primeros 1,5-10° ceros estan en al recta critica y son simples,

siendo la primera ordenada aproximadamente 14.13
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C tal que
No(T) > CN(T)

Es decir, una fraccién positiva de los ceros de ((s) estdn en la recta critica.
Levinson en 1974 prueba que esta fraccién es mayor que %, resultado que el
mismo mejora a C = 0.3474. Afinando sobre el mismo método Lou-Shi-Tou en
1981 lo demuestra para C = 27—0.

Ahora daremos un argumento probabilistico, que puede parecer un poco
frivolo, que avala la hipétesis de Riemann. Dicho argumento aparece en términos
de la funcién M(z), y se puede pasar a HR. con ayuda del teorema 45.

Supongamos que tiramos N > 0 veces una moneda, (y suponemos que
la probabilidad de que salga cara es %) Por el teorema del limite de Moivre-
Laplace, la probabilidad de que el niimero de caras se desvie del valor esperado

1 .
en menos de KN ? es aproximadamente

1 K —.’112
(27)~2 / exp (——)dz,
K 2

en el sentido de que el limite de esas probabilidades cuando N — oo es igual a la
integral. Asi, restando el niimero de caras y el nimero de cruces, la probabilidad

de que el resultado sea en valor absoluto menor que 2K N 3 es
1 K z2
(2/m)2 / e~ 7 dz.
0

Haciendo K = N° se deduce que la probabilidad de que sea menor que N 3te
tiende a 1 cuando N — oo. Es decir, el niimero de caras menos el nimero de
cruces crece menos rapido que N 31¢ con probabilidad 1. Consideremos ahora un
n suficientemente grande y libre de cuadrados, de forma que p(n) # 0; entonces

se puede decir que u(n) serd 1 o -1 con igual probabilidad ya que n tendra un

7’ . ’ . 1
numero grande de factores, (la densidad de los ntimeros primos es Tog —), y no
hay razon para decir que predomine un ntimero par o impar de ellos. Ademés es

admisible decir que diferentes evaluaciones de u(n) son independientes; es decir,
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el valor de un n no determina otros,!”. Por tanto podemos tomar M (z) como el
resultado de tirar una moneda tantas veces como niimeros libres de cuadrados
haya menores que z,'® y restar el niimero de caras menos el niimero de cruces.
El anterior razonamiento ahora nos dice que M(z) serd menor que el niimero de

tiradas elevado a 1/2 + ¢, y por tanto
|M(z)| < x5t

Luego por el teorema 45 la hipdtesis de Riemann es cierta con probabilidad 1.
La hipétesis de Riemann ha sido atacada desde muy diversos lugares, y asi lo

demuestra la cantidad de resultados que se han conseguido, que son equivalentes

a HR . En la actualidad existen gran cantidad de formas de intentar acercarse

al problema. Veamos algtinas de ellas.

El primer resultado que veremos no es una equivalencia, sino una conse-

cuencia de la hipétesis de Riemann, y estd centrado dentro de la teoria de ((s).

TEOREMA 47. Si HR es cierta entonces

log¢(s) =0 {(log T)2_2"+€}

uniformemente en % <09 <0 <1yparatodoe > 0.

DEMOSTRACION:

La demostracién se basa en observar que una vez que sabemos que la
funcién no tiene ceros en una regién, entonces su logaritmo es analitico alli,

y se le puede aplicar un teorema de convexidad. Si HR es cierta, la funcién

17Como excepcién esta el hecho de que dado p p(pn) es 0 o -u(n), pero como
esto solo se aplica una vez para cada primo, ya que u(p?n) = 0 en realidad dice

poco de que u(n) este determinado y no sea una variable aleatoria.
18Segtin crece z crece el niimero de enteros libres de cuadrados y por tanto crece

el nimero de tiradas.
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log ¢{(s) es analitica en o > % y por tanto podemos aplicar el teorema de Borel-
Caratheodory a la funcién en los circulos de centro 2+ it y radlos 3_2¢ 3Y 5 2 -6

(0 < 6 < ). En el circulo mayor se tiene

log [¢(s)| < Alogt.

Por tanto
- 26 3-3¢
X < 2 ! ~1ogt.
(3.5) | log ¢(s)| 572 ———Alogt + 5/2[Tog C(o +30)] < A67 log

Si ahora aplicamos el teorema de los tres circulos de Hadamard (A.6) a Cy, C3,
C'3 cuyo comun centro es o+t (1 < 09 < t) y que pasan por 3 1 _§+4it, 149+t
o +it, de forma que sus radiossonr; =09 —1—1n,ry =09 —0, r3 = 09 — 5 )
y llamando My, M;, M; al maximo de |log((s)| en los respectivos circulos,

obtenemos

M, < M}~ Mg,

log ra /71 14+np—0o 1/24n—6

= —"—=log|{1+ —— |/log |1+ —F——

logrs/m og( +og-1—n [log {1+ go—1—1n
_1+4n-0o 1
_U2+n—6+0(%)

—2— 204+ 0(6) + O(n) + O (}0) .

donde

Por (3.5), M3 < A6~ 'logt, y como para o > 1

log¢(s) = 3 2 () <),

n=2
se tiene

<
n1+n =

M; = max [log((s)] < E

o>1+n

= |

n=2

(log )*~ 204+0(6)+0(n)+0(3;)

A 1—a
M, < (—) (A6 logt)® < n" =
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Tomando 31? = % = % = loglogt se cumple

log t°M = O(1)

y por tanto

1 1
log {(s) = O {loglogt(logt)*~2"} (5 + gloit <o< 1) .

El exponente que hemos obtenido para log((s) es menor que 1 con tal de

elegir ¢ suficientemente pequefio. Por tanto se tiene, con un distinto ¢

" o

—clogt < log|((s)| < elogt (t > to(e)),

de donde se deduce

(3.6) ((s) = O(#)

1 €
(3.7) =01

i 1
para cualquier o > 3.
Vamos a utilizar el anterior teorema para establecer la primera de nuestras

equivalencias, que sera la que ya anunciamos con HM . Para establecerla, solo

nos falta la condicién necesaria, es decir

TEOREMA 48. Si HR es cierta

M(z)=0 (:z:%"'e) para todo € > 0.

\

Por el lema 24 se obtiene, para s = 0 y z la mitad de un entero, ¢ = 2,

' T>z .
Miz) = —— / e fw)dw+0 (%
(m) o 271 2T (w w + T ’

donde f(s) = ﬁ,)% Asumiendo HR , f(s) es analitica en o > 1 y por el
teorema de los residuos obtenemos 7

b

1 1+6—iT L484iT 24T 2
12,T) = — / +/ ’f f(w)dw+O (—) = hthtls.
211\ Jyoir L146—iT JL4s+iT T

2
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I (y lo mismo ocurre para I3) queda por (3.7)
I = 0 (T 1a?),

mientras que de nuevo utilizando (3.7) obtenemos

T
I, = O(w]f"'&/ 1+ |u|)€_1du) =0 (a:%"'&Te)
-T

Tomando T = z? se obtiene el resultado cuando z es la mitad de un entero, lo
que no supone ninguna pérdida de generalidad.

La anterior equivalencia nos proporciona otra manera de relaccionar la
hipétesis de Riemann con la aritmética. Dicha relaccién nos permitird establecer
una equivalencia en principio sorprendente con cierta propiedad de las fracciones
de Farey.

Dichas fracciones se definen en base a un cierto £ > 0, que por comodidad

lo tomaremos distinto de un entero, como las fracciones irreducibles 3 cong <z

111 2 13
57 47 3% 5727 5

23 ¢ I. Sillamamos F = F(z) al niimero de fracciones de Farey en base a

y tal que 0 < 3 < 1. Por ejemplo, si x = 5.5 la sucesion seria,

R . . N RS ,j\ . FATRN \\ ao-
z, entoncgs tiene sentide considerar X e oot
K % #
‘ N/
( H
” .
by =1, — —

F

T

donde r, es la v-ésima fraccién de Farey, ya que estas no estdn igualmente
distribuidas en el intervalo (0,1). Los é, medirdn la equidistribucién de las

fracciones de Farey.

TEOREMA 49. HR es equivalente a

F
Z |6, = O (:1:%+€) para todo € > 0.
v=1

A primera vista, lo que mas dificil parece es relaccionar ambas partes del

enunciado. Esta relaccidn se consigue gracias a la siguiente férmula; sea f(z)
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una funcién definida en el intervalo [0, 1], entonces

F oo k ;
J T
(3.8) D) =3 3 F()M(3).
v=1 k=1 j=1
Esta expresion nos proporciona una forma de evaluar una suma bastante irre-
gular sobre las fracciones de Farey por medio de la funcién M(z).
Para su demostracién utilizaremos la férmula de inversién de Méebius de

la siguiente forma:

f(z) =) g(z/n) & g(x) =Y _ u(n)f(z/n).

Sea f(x) =3, g9(z/m) y cosideremos h(z) = 3, u(n)f(z/n), entonces

h(z) =Y u(n) Y g(a/mn) = 32 3 p(n)g(a/mn)

=3 1D _un) | 9(z/k) = g(=),
k=1 n|k
donde hemos utilizado (A.3). Los pasos estaran justificados si la suma doble es

absolutamente convergente, en particular si es finita. La implicacién inversa se

hace de la misma manera.!?® Consideremos la funcién

1 si z>1
0 si z<1.

D(z) = {

Entonces por la definicién de M(z) se tiene M(z) = Y, p(n)D(z/n), y apli-
cando la férmula de inversién de Mdebius se obtiene D(z) = Y M(z/n). Ahora
bien, cualquier fraccién lql = %g = %g =... con(p,q) =1,0 < p/q < 1 aparecera
a la izquierda en (3.8) con coeficiente

M(z/q) + M(z/2q) + M(z/3q) + --- = D(z/q).

197a férmula de inversién de Mdebius se puede ver como una consecuencia de

que ¢(s) ], (1 — 1%) =1 (ver [E]).
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y por la definicién de D(z) se obtiene la férmula.

Sea ahora la funcién f(z) = e(z) con e(z) = 2™, Entonces

F oo k .
>elr) =303 e(pM (5).
v=1 k=1 j3=1
pero
k .
Ze(%) =0 para k> 1.
j=1
De donde
F
> e(r,) = M(z).
v=1]1
Luego,

F F F
v . 124 . 6!/
M(z) = E e(F) (ezms,, - 1) + E e(f) =2 E e(% + ?)semr&,.
v=1 v=1 v=1

Tomando valores absolutos, y teniendo en cuenta que |senré, | < 7|é,| tenemos

IM(z)| < 2x ) 6],

y con ello la primera parte del teorema. Es decir, si Y |§,| = O (a:%"'s) entonces

HR es cierta.

Para la segunda parte consideramos la funcién B;(z), es decir hacemos

periodico de periodo 1 el primer polinomio de Bernoulli. Metiendo esta funcién

en (3.8) resulta

F oo k .
> Biutr)=3 3B (v )M (3).

k=1 j=1

Como

(3.9) Bi(ku) = z:;ﬁl (u + %) ;
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lo cual es consecuencia de (A.23), entonces

F [e%) d
_ — x
(3.10) ;Bl(u +r,)= ; B (ku)M (E) = G(u).
Vamos a estudiar

I= ‘/GI(G(u))Zdu

de dos formas segun las dos definiciones que aparecen en (3.10). En primer lugar

F
G(u)=> Bi(u+r,)

es una funcién que crece como Fu entre las fracciones de Farey, y tiene saltos
de longitud 1 en estas. Ademads, como las fracciones de Farey son simétricas

respecto de 1/2 excluyendo el 1, se tiene

F—l_
Z Bl('l‘,,) =0
v=1

y por tanto

G(0*) = lim = Bi(u+1) = B(0%) = —%.

Asi, entre v, y ry41 G(u) = Fu — % — v. Por tanto, definiendo ry = 0 tenemos

E oo 1 1 & 1
_ _ 25 _ 1 _ 233
I= VE_I/ (Fu 5 v+ 1)*du Va l;=1(Fu v+ 2)

L7

3
Ty—-1

Ty—1

y teniendo en cuenta que Fr, = F§, + v queda
F
- L 1ys _1ys
I=— ”2=21<F6u+ 5)* = (Féyo1~ 5)".
Como Fép — 1/2 = Fég — 1/2 resulta finalmente
F
1 1, 1.,
I=o— ;(F5,+2) (Féy — 3)
1 — 1 1 1
_ 232 _iy2 2 _ (12
—3F;(F6y+2) +(F6, = 5)* + (F6,7 = (3)
1 1 o 1
e 2 232 — 52 Sl
3FVZ=:13(F6,,) +(3) F; vt 1o
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Por otra parte, considerando que la suma en

G(u) = i?l(ku)M (%)
k=1

es finita obtenemos

I= iiM (S) M (%) /01 Bi(au)B;(bu)du.

Los coeficientes )
Iy = / B (au)B;(bu)du
0

se pueden evaluar explicitamente considerando los diferentes casos.

Si b =1, entonces
1 e — u la—l 1 o u k
Lo =E/ Bi(u)B, ('(;) du = p Z/ Bi(u + k)B, (; + E) du

i/B(u)Bl u——/]u——|2u-———

en donde hemos usado (3.9), y la periodicidad de B;.

Si (a,b) = 1, siguiendo los mismos pasos, y teniendo en cuenta que las

fracciones bk/a, k = 0,--+ ,a — 1, coinciden, modulo 1, con las fracciones j/a
7=0,.--  a—1 ordenadas adecuadamente, obtenemos finalmente
1 1= & [ bu 1 1
I.,=-| B,(u)B du = —I = —
b a/o 1(u) 1( a) u=—hi= 1~

Por dltimo, si (a, b) = ¢, entonces a = ac, b = fc con (a, 3) = 1 y entonces

1 ¢
Iop =/0 B (cau)B;(cfu)du = %/u B, (au)B,(Bu)du =

I .- 1 . c?
TP T 1908 T 12ab°

Sustituyendo en I queda finalmente
2

r=3 30 (3) M (5) 1

a=1 b=1
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Si HR fuese cierta, entonces

y por tanto I = O (:1:1"‘25). Si ahora tomamos la otra expresién que tenemos de

I obtenemos .

FY 62 < Ka't?,
v=1

donde K es una constante que depende de . Aplicando la desigualdad de

Cauchy-Schwartz resulta

F

1
F 2
> 16l < (F(Z 63)) < Kiohte,
v=1

v=1

COmMo queriamos ver.

En 1955 A .Beurling demostré un teorema que establecia una nueva equiva-
lencia de la hipétesis de Riemann, esta vez en el marco de la variable real, y mas
concretamente en el espacio B de las funciones de Beurling. Estas funciones se

definen por expresiones del tipo

n 0k

o=y o {%]
k=1

bajo las condiciones

(3.11) 0<6 <1

n
(3.12) > apby =0.
k=1

Sea p € (1,00). Definimos B, como la clausura de B en L,(0,1). El enunciado

del teorema es el siguiente
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TEOREMA 50. Sea 1 < p < oco0. ((s) no se anula en ¢ > 1/p si y solo si
B, = L,(0,1).

En realidad, de la prueba se desprende que la condicién B, = L,(0,1) se
puede relajar hasta —1 € B,.
DEMOSTRACION:

Sélo probaremos la parte "suficiente”, ya que la otra escapa a los propésitos
del capitulo.

La primera observacién es que de (3.12) se sigue que cualquier funcién de

Beurling se puede escribir como
n
O
o) = o | %]
,. x
k=1
lo que nos dice que f(z) es constante en los intervalos generados por los puntos

6rm~', k =1,2,---, m = 1,2,---, que tienen en el cero un punto de acumu-

lacion, y que
(3.13) fz)=0 (x> m,?xek).

Si en (1.27) tenemos en cuenta que

L e [P
s—lui/gx dw——/o i dz (0 <1)

queda -
((s) = —s / (z}e=ldz (0 <o <1).
0

Haciendo el cambio ¢ = 6/, multiplicando por aj, sumando en k y teniendo

en cuenta (3.11) y (3.13), se obtiene

—((s) Zakai = s/ f(2)z*"ldz (o > 0).
k=1 0

Sumando 1 a ambos lados queda en o > 0

(3.14)
n 1 1 1
- arl; = 2)z* dz + s “ldr = =iz,
L= Dt o[ fEet e s [arae—s [+ fe)eria
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Vamos a aplicar la desigualdad de Holder teniendo en cuenta que z°~! pertenece

a L, sélosi o >1/p donde 1/p+1/q =1,y que en ese caso

1
-1
le*=lg = ———.
2(v-3)
Asumiendo que —1 € B,; es decir, que para todo € > 0 existe una funcién de

Beurling f tal que ||1 + f||, = €, tenemos

|S|q€q
1
1 (0 - P)

Por tanto, si hacemos la parte de la derecha estrictamente menor que 1 para

<

n q
1—{(s) Zakﬂz
k=1

algin sg, entonces ((sg) # 0. Ahora bien, se sabe que si |t| < 1 la funcién zeta
no tiene ceros a la derecha de o = 0. Ademds, si [t| > 1 y s esta en la banda
critica, claramente |s| < 2[t|. Por tanto en la regién encerrada por la curva
2et = [¢(o — 1/p)]1/q, el eje de abscisas, y la recta ¢ = 1, la funcién zeta no se
anula. Dicha curva corta a el eje de abscisas en ¢ = 1/p, y a larecta ¢ =1 en
t = 1/2¢. Haciendo ¢ tender a 0 obtenemos el resultado.

Observacion: Siguiendo a Luis Baez-Duarte (ver [B]) podemos interpretar el
anterior razonamiento diciendo que siempre que f esté cerca de —1 en el intervalo
(0,1), entonces Y, ., arfj es aproximadamente la inversa de la funcién zeta.

Parece razonable entonces intentar extender dicha suma a la serie
Z j.i(;u 1

Formalmente, si tomamos ar = u(k), 6 = 1/k tenemos que la parte izquierda
de (3.14) es cero al menos si o > 1, y la parte derecha lo es para todo ¢ cuando

hacemos

> 1
3.15 flz) = E{—3=-1 (0<z<1l
(3.15) @)=Y {g}=-1 0<z<)

Asi de manera aparentemente trivial tendriamos ||1 + f||, = 0. Que la funcién

en (3.15) converge a —1 se sigue del teorema 42, y de la férmula de inversién de

154



Méebius aplicada a [y] = Y~ D(y/k) con la D(z) definida en el teorema 49. Para
sacar partido a la anterior "prueba” de la hipdtesis de Riemann se consideran
funciones de Beurling que aproximen a la f(z) de (3.15). Por ejemplo esta la

llamada aproximacién natural

n

fn($)=§u(k){$}_n{$} u5)

k=1

Un cierto atractivo ofrecen los siguientes resultados equivalentes a HR ,

debido a que sdlo dependen de valores de ¢(s) con o > 1.

TEOREMA 51. Sea
( 1)k+1 k

Fo) = Z:( 1R
Entonces

F(z) = 0 (2}*) & HR

DEMOSTRACION:

Una simple aplicacién del teorema de los residuos nos da

. atioco .3 . a+ioco _ s
F(z) = z/ r b I(1-s)x

ds =
2 Jo—ico T(8)((2s)senmws 5= on a—ioo ¢(2s)

ds
donde 1/2 < a < 1. Tomando a = 1/2 + ¢ se obtiene
F(z)=0 (:1:12""'6) .

Asumiendo HR. y teniendo en cuenta (3.7), se puede mover la linea de inte-

gracién a @ = 1/4 + ¢ lo que nos da

(3.16) F(z) = 0 (a¥+).
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La otra implicacién se deduce aplicando la férmula de inversién de Mellin, con

lo que

D0=8) _ [ porcimegs
(o =), F@e

Si (3.16) es cierto, la integral converge absoluta y uniformemente en o > o¢ >

1/4, y representa una funcién regular en o > 1/4, de donde se sigue que HR es

cierta.

Como ya observamos en el capitulo anterior las regiones libres de ceros
tenian una aplicacién directa en la distribucién de los ndmeros primos. Veremos
que también se da en la direccién contraria estableciendo un resultado sobre el

orden de ¥(z) — z equivalente a HR. .
TEOREMA 52. Sea 1/2 < a < 1, si {(s) no se anula en 0 > «, entonces
Pp(z) —z =0 (2% log’ z).
Reciprocamente si
P(z) —z = O (z°%°)
entonces ((s) no se anula en o > a.

DEMOSTRACION:

La primera parte se demuestra como lo hicimos para la regién libre de ceros

(2.45). Asi (2.52) nos da

[(z) — 2| = O (*1og? T) + O (“’1‘;%2 “*)

y escogiendo T = z!~“ obtenemos el resultado.

El reciproco se obtiene gracias a (1.11), que se puede escribir como

¢'(s) _ s Ty —-t .
(3.17) ~¥) " o1te ) Tpmdt (0>
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Si ¢¥(z) — z = O(z**°) entonces la ultima integral representa una funcién
analitica en ¢ > a, y por tanto {(s) no puede tener ceros en ese semiplano.

Una curiosa c\éclusién a este teorema es que si
$(2) — 2 =0 (z**)
entonces necesariamente
P(z) —z =0 (z*log? z).

Sin embargo ain suponiendo cierta la hipdtesis de Riemann no podemos
decir cual es el exacto orden que se comete al aproximar la funcién ¢ (z) por
z. En el otro sentido, el mejor © resultado que se conoce es el teorema que

establecié Littlewood en 1914, en el que se conseguia

P(z) —z = Q4 (:v% log log log x) ,

con lo que suponiendo cierta la hipdtesis de Riemann queda una laguna entre el
O y el Q resultado. Por otra parte esta laguna desaparece cuando se consideran

medias. Asi se puede demostrar (ver [I1]) que asumiendo HR se cumple
¥ (z) — %:ﬂ =o(s4),

(lo que es consecuencia de (2.51)), mientras que también se cumple
P(z) — %aﬂ =Q (a:%) .

Debemos decir que este hecho no se debe a la cancelacién que pueda tener

¥(z) — z, sino a la rareza de los valores grandes, ya que Cramer ha demostrado

%/0 () — uldu = O (:1:_) .

Sin embargo los niimeros primos no estan distribuidos de una forma regular asi,

que si HR es cierta

por ejemplo del resultado de Littelwood se deduce que ¥(z) — = cambia infinitas

veces de signo.

El siguiente teorema nos proporcionara un 2 resultado para la diferencia

¥(z) — ¢ de manera no demasiado complicada.
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TEOREMA 53.
(3.18) P(z) —z =0 (xz)

DEMOSTRACION:

Si la hipdtesis de Riemann es falsa, entonces el anterior teorema nos da el
resultado. De esta forma sélo puede ser falsa si HR es cierta.

Consideremos en ¢ > 1 la funcién
f(s) = / c(z)z™* " dx
1

donde ¢(z) = ¥(x)—z+ca!/? paraun ¢ adecuado que elegiremos posteriormente.
p g p

De (3.17) deducimos que

£(s) = ¢'(s) 1 c

S sC(s) s—1 -3

Supongamos que (3.18) no es cierto, entonces la integral es absolutamente con-

vergente en o > % ademas ¢(z) > 0 a partir de un cierto ¢ por tanto para todo

o > %
fo+ini< |  le(@)la—1dz + / " () d
(3.19) = [ e ~ o 4 110) = K 4 1(0)

Sea p = 3 +i7 un cero de la funcién zeta, entonces tomando en (3.19) s = o +17,

multiplicando por o — %, y haciendo tender o a 1/2 obtenemos

e ('(o +iv)(oc -1 a-—%+c(0—§)= m
o= (0 +iy)C(o+iy)  s-1 s—3 13+’

donde m es la multiplicidad del cero. Por tanto
m
T ¢
12 + ]
Escogiendo ¢ = (1 — E)IJ‘Tm"/I llegamos a una contradiccién. Asi, (3.18) es cierto
2

en cualquier caso.
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LA HIPOTESIS DE LINDELOF

Hemos visto en el teorema 47, y particularmente en (3.6) que HR implicaba
C(o+1it) =0(t°)

para todo o > 1/2 y para todo € > 0; o lo que es equivalente, por las propiedades
de la funcién p(o) (definida despues del teorema 26),

(5 +it) = 0 (&)

Este es el enunciado de la tercera hipdtesis que vamos a ver, la hipdtesis de

Lindelof, HL?? . De esta forma tenemos demostrado el siguiente teorema

TEOREMA 54. HR =HL

En el otro sentido veremos que HL es equivalente a una hipétesis sobre la
distribucion de los ceros mucho menos fuerte que HR. . Vamos a dejar la relacién
que existe entre HL y los ceros de {(s) para mas adelante, y ahora veremos un
teorema que nos refleja la posibilidad de estudiar el orden de la funcién zeta,

como limite de sus medias L,

TEOREMAb5. Las siguientes condiciones son equivalentes a HL
D Y S |

) Er'/ IK(5 +at)|**dt =0 (T%) (k=1,2,---)

1 2
17 1

i V12K e

i) f/ |¢(o + 2t)|*"dt = O(T*) (a>§,k_—_1,2,...)
1

T g2
441) %/ [¢(o + it)|**dt ~ Z dkg‘:) (o >
1 n=1

n

DEMOSTRACION:

20Fn realidad Lindeldf conjeturd que |((s)| estaba acotado para o > 1/2, lo cual

ya hemos visto que no es cierto.
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La equivalencia entre ¢) y iz) se deduce de las propiedades de la funcién
pr(0), mientras que it) <> 7ii) es consecuencia del teorema 33 y de su corolario.
Por tanto es suficiente ver la equivalencia entre HL y 1).

Claramente la condicién :) es necesaria para la certeza de HL . En la otra '
direccion vemos que por ser la derivada de ((s) no demasiado grande, si éét-‘é,
tiene un valor grande para algin ¢, éste influye en todo un intervalo cerca de

t, y por tanto la integral también se hace grande. Supongamos que HL no es

cierta. Entonces existe un A > 0, y unos ¢, — oo cuando v — oo tales que
1. N
€5 i)l > 08 (v > w).
Ademas, derivando en (1.27) obtenemos, para t > 1,
! 1 . !
< (§ +1t)| < C't.
Por tanto

1. I Y A 1, .3,
165 +ity) = ((5 +it)] = ‘/t ¢(5 +iu)du| < SCE=t|(t+1,) < 30 <

1 A
=Ct
20 v

si |t —t,| <ty v suficientemente grande. De esta forma
1 . 1 ., . -1
|C(§+lt)‘ > §Cty Sl |t—tu| Stu )

Tomando T = 3t,, v >> vy, €l intervalo (¢, — t; 1,1, + ¢, !) estd incluido en el

intervalo (T'/2,T) y por tanto

2

T o1 2 L \2k
/ 0(5 +it)PHde > / [€(5 +it)de > 2 (—C’) §2RA-1,
1

L t,—t; 2

lo que contradice nuestra hipétesis si k es suficientemente grande, y prueba el

teorema.

Nuestros siguientes resultados se dedicaran a estudiar la relacién entre el

orden de la funcidén zeta, en concreto HL , y sus ceros.
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TEOREMA 56. La condicidn
N(o,T+1)— N(o,T) = o(logT)

es cierta para todo o > % s1 y solo si HL es cierta.

[ 4 €')‘l,:‘ “

DEMOSTRACION:

La condicién es necesa,ria.{No hay mas que aplicar la formula de Jensen
(A.10),(teniendo en cuenta la discusién que hacemos despues de dicha férmula),
a f(s) = {(s), y los circulos Cy y C2 ambos con centro en 2+it y radios R = - s

4
yr=3- % respectivamente. Asi, si llamamos N al nimero de ceros en Cs,

obtenemos

Niog {5 - §/5 - 3} <los (/1)

Como por hipétesis M = O (t°), la parte derecha queda o(logt), y por tanto
N = o(logt) . Escogiendo diferentes t, y superponiendo sus correspondientes
circulos obtenemos el resultado para ¢ = 1/2 + é, ya que el niimero de circulos
solo depende de 6.

La condicién es suficiente: Sea el circulo C; de centro 2+:T y radio 3/2 -3,
y C el circulo concéntrico de radio 3/2—26, entonces para todo s € C; se cumple

- 8T -0 ()

1

donde ), recorre los ceros que hay en el circulo C;. Esto se ve usando (2.24) y

(2.22), ya que los ceros que estan en una sola de las sumas
1 1
2T 2 i
1 [t—vI<1

cumplen |s — p| > 6.
Sea C el circulo concéntrico a los anteriores, y de radio 1/2. En ese circulo
®(s) = o(logT), ya que todos los términos que intervienen en la funcién son

O(1) y por hipétesis sSlo hay o(log T') términos. Sea por tltimo Cj el circulo, de
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nuevo con el mismo centro, y radio 3/2 — 38. Por el teorema de los tres circulos

de Hadamard, para todo s en C3 se cumple

2 = {0 (E0)} (otog ",

dondea+ 8 =1,0< 8 <1,y ay B solo dependen de §. Por tanto dado un
0 >0, ®(s) = o(logT) en Cs. Sea ahora s = o + 1T

2
/ ®(s)do =log((2 +iT) — log C(l + 36 +:T)—
1436 2

. 1 .
- Zlog(2+zT—p)+Zlog(— +36 +:¢T — p)
1 1 2
1 . .
=0(1) —log((5 +38 +14T) + > log(2+iT — p)+
1

1 .
+ E log(§+36+zT—p).
1

Tomando partes reales, teniendo en cuenta que la parte izquierda es o(log T') y

que Y, log (2 +iT — p) es del mismo orden, tenemos
1 . 1 .
log (5 +36 +iT) = o(log T) + ;log |5 +36+4T — ).
Como |1 + 36 4+ :T — p| < A para p en Ci, se sigue que
1
log C(§ + 36 +1T) = o(log T).
Es decir, se cumple la hipétesis de Lindelof.

Ya vimos que el estudio de los ceros, en particular de la funcién N(T), se

reducia a estudiar S(T'). Asumiendo HL se puede mejorar su cota superior, asf
como la de S1(T).

TEOREMA 57. Si HL es cierta
S(T) = o(log T).
DEMOSTRACION:

La demostracién es una copia de la de Backlund, (la primera que vimos),
de que S(T') = O(log T'), sin més que reemplazar ((1/2 + it) = O(t°) donde se
utilizaba ((1/2 + it) = O(t4).
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TEOREMA 58. Si HL es cierta
51(2) = o(log t)
DEMOSTRACION:
Integrando la parte real de (2.25) obtenemos

1436 1436
/ log |¢(s)|do = E / log |s — p|ldo + O(8logt).
1 1

2 Jt—~j<1 ¥ 2
Ahora bien,

2

1436 1436 1 3 3
> / log lo — B|do 2/ loglo — - — Zé|do =36 {log (—6) —1}.
1 1 2 2 2

2

36 1 [3+38 1436
(3.20) 5 log2 > - ‘/; log (o — B)* 4+ (v —t)’do = [ log |s — p|ldo >
2 2

Por tanto

1435

/ log |¢(s)|do = E 0 (6log %) +0(6logt) =0 (6 log % log t) +O(6logt).
3 [t—v]<1

Ademas, razonando como en la prueba del teorema 55, lo cual es posible pues

suponemos cierta HL , se tiene
1
log¢(s) = Zlog(s — p) + o(logt), (§ +36 <0 <2).
1

Por tanto

2 2
/ log |¢(s)|do = Z/ log |s — p|do + o(log t)
1435 1 /3436
=" 0(1) + o(logt) = o(log ),
1

donde la integral la hemos acotado de manera similar a (3.20). Finalmente
2
Si(t) = % / log |¢(s)|do + O(1) = O (610g % logt) + o(log?)
1

y la demostracion se concluye observando que é se puede coger tan pequefio

como se quiera.

163



LA HipOTESIS DE DENSIDAD

El teorema 55 nos mostraba que un mejor conocimiento del orden de {(s)
nos permitia decir que localmente la funcién N(o,T) cuenta ”pocos” ceros de la

funcién zeta. Esto también es posible decirlo de manera global.

TEOREMA 59. Si HL es cierta entonces
N(U, T) =0 (T2—20+s)

uniformemente en 1/2< o0 <1

Es decir, la hipdtesis de Lindelof implica la hipétesis de Densidad (HD ).

Estableceremos el resultado como corolario a un teorema més general en el
que se observa, segun la cota que podamos establecer para el orden de la funcién

zeta en la recta critica, la conclusién que se obtiene para la funcién N(a,T).
TEOREMA 60. Si
((1/2+it) = O (#°10g" 1)

conc < %, entonces
N(O’, T) -0 (T2(1+20)(1—a) 10g4 T)

uniformemente en % <o <1.

DEMOSTRACION:

El camino para demostrar este tipo de teoremas es ya clésico. Primero se
utiliza el lema de Littlewood, (lema 5) reduciendo el problema a acotar la media
de orden 2 de una funcién que regulariza {(s). Hasta aqui es como el teorema 37.
Una vez acotada dicha integral en la recta o = % por medio de las hipétesis de
partida, y en una recta 0 = 1+ 6, 6 > 0 en donde la representacién de ((s) por
medio de una serie absolutamente convergente nos permite acotarlo de manera

elemental, se utiliza un teorema de convexidad para integrales. En nuestro caso
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utilizaremos el teorema 34 para obtener una cota en cualquier recta con parte
real o, % < ¢ <1 constante.
En primer lugar acotaremos la integral en 0 = 1+ §. Para fx(s) se tiene,

como en el teorema 37,

T i
/ |fx(1+ 6 +4T)|*dt TZ 2+26 + Z ani::;*“ﬁ/ (%) a

anay, sin(Tlogn/m)
=Ty +2 Y%
2+26 o146
n>X B X<m<n m log n/m

(3.21) cr Y EE, >y dndn

146,146 o ‘
n>X X<m<n n m 1 gn/m

La estimacion de las sumas que aparecen en la anterior acotacion la haremos

en base a estimar las siguientes sumas. Por una parte

dYodn)=) > dn)= > Y dkm)

n<z n<z djn m<z km<c
d
<3 dim) Y d(k) < wloga Y A,
m<z k<t m<z

en donde hemos utilizado d(mn) < d(m)d(n) (A4), vy Y ,<,d(n) < zlogz
(A.5). Aplicando el lema 1 con la funcién f(z) = 1/x obtenemos

Z d*(n) = O(z log® z).
n<z
La segunda suma que vamos acotar es

d(n)d(m
Y ()()

X<m <n nim? logn/m

para lo que la dividimos de manera similar al lema 16. En este caso

2

n<zm<nn2mzlogn/m n<e M2
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De nuevo por el lema 1, f(z) = £71/2, se obtiene §; < xlog? z. Por otro lado

Z Z d(n)d(m) an Z dgn)d(m)

n<zn<m<nnzm2]ogn/1n n<e nSmsnmz’(n—m)

Yy dnonde) _,.’")d(") =YY dn—r)dr)

n<zri% r<% 2r<n<z

Estudiemos la Ultima suma aparte:

Yo o dn—=r)ydr)<) Y 1= ) #{n=0(d1),n=r(dz)}

2r<n<z n<z dijn dy,d2<z
da2|n—r

> #{k<a/di, kdy =1 +mdy)}.

d1,d2<z

La ultima suma la podemos dividir en dos, segun dyd, < z 0 km < z, y todos
los términos de la suma pertenecen a uno de estos dos casos ya que kmd;d; =
kdimd, < (kdy)? < z?. Ademés estas dos sumas serdn iguales por simetria.

Entonces nuestra expresién queda acotada por

<2 Z #{k<z/d, kdy =7 +md2)}
d1d2<$

o A NN
(\ [/-. RS J .

Ahora bien, sea d = (dy,d3). Si d,l/r entonces #{} = 0; en otro caso sea
d, = ad, d; = bd, y la suma queda.

3 5 _oEL £
"r { (4 {-‘s l} ;‘ - ‘;/

>y #{k<m/ad/ka—r/d+mb)}

dlr (a,b)=1
b<z/d%a

Dividiendo el intervalo (1,z/da) en trozos de longitud b, habra una solucién en

cada subintervalo, y quizd haya una més. Tenemos gntonces

1
Y Y (mrow)=Yg X 40X >
d|r (a,b)=1 dir (a,b)=1 d|r (a,b)=1
b<z/d%a bs::/dza b<z/d?a

=0 (x1°g2w2§) +0 (:Izlong %) ;
dir d|r
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Sustituyendo en S5, .
Sy = zlog? z Z Z Z Z = O(z log® z).
1'<"E dir d’<:r k<:c/d
Ahora bien, para cualquier f(n) tal que )., f(n) = O(zlog® z) se cumple

n % (1 ®© (1
S E=Y s [ [TCED Y s

n>X n>X X<n<Llz

(1+&)log°z A
(3.22) <A/ 11)+£ dz = =5 Zeri g Pe(§log X),

donde Py(z) = Y p_, akz® y ao # 0. Ya podemos estimar las sumas que apare-

cen en (3.21). Por una parte

d*(n) Alog® X A
Z n2+26 X1+26 X683’
n>X

ya que X2 = exp (26log X) < 1/6(26log X)?. La otra suma queda, teniendo
en cuenta que para A > 1 se tiene 1 < log A + % <log A + '\%,
2

d(n)d(m) n)d(
Z Z nHﬁm?}r“l?g n/m Z Z (ﬂ:n)‘::'nfI

X<m<n X<m<n

d(n)d(m
Ly y

X<man M HmPminilogn/m

1 d(n)d S
<(z;£’::l)+zz () _ =145,

£~ mintlogn/m Jn

1 1446 d(n)d(m)
<}5—4+,/ ey ZZ de

X<men n1=n=logn/m

1 (14 6)log® = A
<|5_'i+/ —x]_i'_'s—dll.‘<6—4.

En donde hemos usado (3.22) con f(n) = d(n). Por tanto

= . 1 /T 1 1 /(T
/t;le(1+6+zt)|2dt<<6_3(f+6)<<5_4<__f+1)'
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Para acotar la integral en la recta o = 1/2 tenemos en cuenta la desigualdad

IFx ()| < 2 (IC(s) P Mx(s)* +1).

Ademas
#(n) lp(m)p(n)]
Mx(= +it)|?dt <T +2
/ | X( it) ';( %:<;r (mn)lz“logn/m
<T +2
’; Zn: <;I (mn)2 log n/m
<(T+ X)log X,

por el lema 16. De esta forma tenemos

T
/ lfx(% +4t)|*dt = O (T2°(T + X)log X log®® (T + 2)) :
0

Antes de aplicar el teorema 34 tenewos que hacer la observacién de que cuando
aparece un logaritmo a una cierta potencia entera en sus hipdtesis , también
aparece en el resultado, elevado a la misma potencia. En la prueba, lo tnico que

cambia es que en vez de aparecer el término

(o ] -
w\etza—-1 _ K
(—) e~ 2du < - ,
0 6‘ ba+2cr—i
aparece el término

o a+2a—1
/0 (%) log" (u/6)e™*"du =

el a+2a-1
= / (%) {log™ (1/6) + nlog™ ™' (1/6) logu + - -- } e du
0
K
< ba+2cx —1

log™ 1/6.

Por tanto, aplicando el teorema de convexidad, para —;— <o <146, tenemos

T
/ Fx(o +it) 2dt

w3

ks , 145-0
=0 {514 (% + 1) } {T2°(T + X)log X log? (T + 2)} s

T + X T4c(1—0)
=0 { 5§t X201

(XT) 7555 (8 1og? (T +2) log X) 1350 }
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Escogiendo § = 1/log (T + X), T = X obtenemos el resultado.

En particular, el teorema 28 nos proporciona la estimacion
N(o,T) =0 (T%U-”) log* T)

COROLARIO. HL =HD

Esto no es lo mas fuerte que se puede conseguir asumiendo HL . Halasz y

Turan demostraron que
N(o,T) < T° (e=¢(0))

para o > %, y Montgomery lo mejor6 para o > 3/4. Anteriormente Turan habia
conjeturado que se podria obtener el mismo resultado para todo o > %
Se han conseguido muchos teoremas que nos acercan a HD . Si la enunci-

amos como

N(o,T)=0 (TA(a)(l—a)+€)

con A(c) =2 para todo 1/2 < ¢ < 1, la mejor cota para A(c) en la regién
1/2 < 0 < 3/4 la cosiguié Ingham en 1940%! obteniendo A(c) < 3/(2 — o).
A este hecho hay que hacerle una excepcién cerca de la linea critica, en donde

Jutila tiene un resultado que mejora la anterior cota; en particular
N(o,T) <5 T*~=90=D Jog T

Es en la regién ¢ > 3/4 donde se han realizado mayores progresos. Estos
progresos en su mayoria se deben a una desigualdad general que mide la casi-
ortogonalidad de un sistema, desigualdad de Halasz-Montgomery, que fue llevada
al problema por Huxley [Hu2] consiguiendo A(c) < 3/(30 — 1) uniformemente
en 3/4 < o <1, que junto con la cota de Ingham nos da A(c) < 12/5 para todo

1/2 < ¢ £ 1, siendo este el mejor resultado que se tiene de este estilo, que por

2lyer [T1]-236
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otra parte tienen gran importancia por sus consecuencias aritméticas. Concre-
tamente HD implica pp4+1 — pn = O(pf%,_'-e), hecho que veremos seguidamente,
y hasta la fecha nada mejor se obtiene asumiendo HR , mucho mas fuerte que
HD . Por otra parte Jutila, combinando la desigualdad de Halasz-Montgomery,
con otro método ha conseguido A(c) < 2 en ¢ > 11/14, que es el mayor rango

donde se conoce la certeza de HD . Otras cotas de A(o) se pueden observar en

la figura \i\

(1)Ingham[I1] Alo)=3/(2-0)
(2)Huzley[Hu) A(o) =3/(30 — 1)
(3)Ivic[Iv] A(g)=3/(T0 — 4)
(4)Im'c.[Iv] A(o) =6/(50 — 1)
(5)Jutila[Ju) A(o) =max{2,1/(70 — 5),9/(70 — 1)}
(6)Ivic[Iv] A(o)=9/(T0 — 1)
(M) Ivic[Iv] A(o) =3/(20)
(8)Ivic[Iv] A(o) =24/(300 — 11)
(9)Ivic[Iv] A(o) =4/(20 +1)
(10)Montgomery[M] A(c) = 35/36

A0, (11)Montgomery[M] A(o) = 1600(1 — o)'/?




LA HiPOTESIS DE LOS PRIMOS CONSECUTIVOS

Ya hemos observado que la aparicién de la hipdtesis de densidad se debe

a sus consecuencias en la aritmética. En este caso veremos su aplicacién en un
~ , . . .

problema que atafie a los nimeros primos en particular. Es decir, sea p, el

n—esimo primo. El problema de los primos consecutivos consiste en determinar

los mejores 6 y §' tal que se cumpla la desigualdad

(3.23) Pat1 — Pa < P4 log” pa.
O de otra manera, se busca el menor h = h(z) tal que para z suficientemente
grande, el intervalo [z,z + h] contenga al menos un primo.

Formulado de esta manera, el problema se reduce al estudio de la funcién

7(z), importandonos en este caso el menor h para el que
n(z +h)—m(z) >0
o, en términos de la funcién ¥(z), més natural dentro de la teoria de ¢ (s),

P(z + ) — P(z) > 0.

Si h es grande (por ejemplo como ), entonces en vista de que

$(@) — = = olz)

se tendra

(3.24) Y(z + k) — ¥(z) = h(1 + o(1)).
Nos interesa encontrar el h mds pequefio posible tal que se siga cumpliendo la
misma relacién asintética, y de ahi poder deducir desigualdades del tipo (3.23).
El estudio de la diferencia 1(z + h) — () en principio parece muy compli-
cado, ya que en vista de la formula expii‘gzita de ¢(z), de alguna manera es como
estudiar la derivada de una serie que esta a punto de no converger. Sin embargo,
en dicha férmula explicita,(més concretamente se usard (2.52)), de nuevo pode-
mos observar que un mejor estudio de los ceros de ((s) , en particular si vemos
que los ceros no estdn muy cerca de o = 1, podrd darnos resultados no triviales

en el problema de los primos consecutivos. Mas concretamente
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TEOREMA 61. Si HD es cierta entonces

1
2te

Pn+41 — Pn < Pn

Es decir, la hipotesis de densidad implica la hipdtesis de los primos consecutivos,
(HPC ).

En este caso, como en el teorema 58, también deduciremos el resultado

como corolario a un teorema mas general.
TEOREMA 62. Si??
N(o,T) =0 (T"<1-°>+€)

uniformemente en1/2 < o < 1 con b > 0, entonces (3.23) es cierto para cualquier

6 fijo, § >1— 1
DEMOSTRACION:

Si para h > z? se cumple (3.24), y suponemos que en el intervalo (z,z + h)

no hay primos, entonces por una parte

Yeth)-@)= Y lep=Y— 3 logp

z<pm<z+h m>2 gl/mgp<L(z+h)tim

<'<10ng% Z 1

m>2 " g1/m<p<(a+h)L/m

1
< log — (x4 h)Vm g™ 41
w3l }

<<log2 T {1 +(z + h)1/2 _ $1/2}
(3.25) <log?z (1 + hw'1/2) = o(h),

mientras que de (3.24) sabemos que

Yo+ )= p(a) > 5

22F] resultado original de Ingham pedi"a N(o,T) = O (T"(l“’) logB T), obte-
niendo § > 1—1/(b+ A~1B), donde A es la constante que aparece en la regién
libre de ceros ¢ > 1 — AloglogT/logT
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con lo que obtenemos una contradiccién. Entonces con demostrar que (3.24) se
cumple para h > z1~1/%+¢ habremos terminado.

De (2.52) se tiene

(3.26) P(z 4+ h) — (z) = h — Z (z + h)? —=* +O(w10g2w)'
m<r P T

Sea

S=Zw

In<T p

Cada sumando se puede acotar de la siguiente forma:

z+h
- / y”_ldy
T

(x + h)P —2z*
p

< haf1,

Para aprovechar la informacién que tenemos sobre los ceros, ”dividimos” la suma,

segun su parte real. De esta forma y teniendo en cuenta la anterior acotacién

T a
=18 < z? = 1+1lo :cf z"du
i1 30 2= 5 (1 g )

[vI<T [vi<T

1
=N(T) + logz Z / "X (0,8 udu,
lvl<T 0

donde X (4 5yu es la funcién caracteristica del intervalo (a,b). Metiendo la suma

dentro de la integral y teniendo en cuenta que
Z X(,p% = N(u,T)
[vI<T

tenemos

1
Z1s) SN(T)—l—logx/ 2% N(u, T)du.
0

Ahora bien, la funcién zeta no tiene ceros en o > 1 — AloglogT/log T (2.45).
Llamando n(T) = Aloglog T/ log T tenemos

0 u>1—n(T)

N(u,T) = { 0 (Tb(l—u)+€) u<1l—n(T)
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Por tanto

T el T 1-9(T)
E|S| <N(T)+0 (log:z:Tb"' (ﬁ) )

1—n(T)
=0(TlogT)+ O (log zTh+e (%) ! ) ,

donde hemos tenido en cuenta la férmula de Riemann-von Mangoldt. Susti-

tuyendo en (3.26) resulta

7(T) . .
¢($+h)_’/’($)=h+0(h—m§g£)+0{hlogx (T?b) }_*_O(.Bl()g?.’b).

T

Eligiendo T' = 2% con a < 1/b, los dos primeros términos son o(1), y por tanto

Y(z + k) — (z) = h + o(h)
sih=z% con>1-a.
CoroLARIO. HD =HPC

A parte de HPC , existe otra conjetura relativa al problema, mucho mas
fuerte que esta que dice § = 0, ¢ = 2. Esta conjetura fue hecha por Cramer
basandose en argumentos probabiifsticos.

Esta conjetura estd muy lejos de ser conseguida a traves de la informacién
que podamos conseguir sobre los ceros de ((s), ya que HR no parece implicar
mas de § =1/2, ' = 1, resultado que probé el mismo Cramer.

Observacion: La hipdtesis de Riemann implica, por el teorema 52 6 = 1/2,

6' = 2 + ¢. El resultado de Cramer dice un poco mis.
TEOREMA 63. HR = 6=1,6'=1.

DEMOSTRACION:

Supongamos que no hay primos en el intervalo (z, z + 2h), entonces (3.25)

y (3.26) nos dan, para T = z,

z+h
(327)  o(h?) = f By +h) = b(u)dy = — 3 G(p) + O(hlog? z),

[vI<z
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—
—7

donde h
R (y+ by — yP .
G(p) = / (l—l))—ydy p=1/2+1y.

I

Dividamos la suma en dos partes. En |y| < u < z se tiene
z+h y+h . i L
Z G(p) =/ / vT2 Z v"dv < 77 h%ulogu.
[7I<u ¢ y |v|<u

De nuevo hemos utilizado Riemann-von Mangoldt para la tltima desigualdad.

Por otra parte, en |y| > u calculamos directamente la integral

(z + 2R)PH — 2(z + h)PH) 4 oot 2% logu
G = << - )
> Gl =3 i) =

[v|>u [v|>u

cota que hemos obtenido gracias a (2.19). Sustituyendo las anteriores estima-

ciones en (3.27) obtenemos

g
z2 logu

o(h)+h* =0 (x'%hZulog u) + 0( ) + O(hlog® z).

Los dos primeros términos son del mismo orden si u = zh™!, luego
o)+ h2=0 (x%hingw) .

(A (1

Esto es imposible si A = Cz'/2logz con C suficientemente grande y por tanto

al menos hay un primo en (z,z + 2Cz'/2 log ).

En este sentido, Selberg obtuvo un resultado que parcialmente mejora el
anterior teorema. En particular demuestra que si HR es cierta, entonces para
casi todo z, el intervalo (z,z + f(z)log® z) contiene al menos un primo, donde
f(z) es cualquier funcién que tiende a infinito con X.

El primero en obtener algun 6, para el cual (3.23) era cierto, fue Hoheisel
en 1930 quien obtuvo 8 > 1—1 /'3300.:- Tres afios mas tarde Heilbronn consiguidé
rebajarlo a 6 > 1 —1/250. Gracias a los teoremas 59 y 61, se obtiene que si
((1/2 + 4t) = O(t°logt) entonces 8 > (1 + 4¢)/(2 + 4¢c) = 1/2 + c/(1 + 2¢),

lo que nos da mejores estimaciones de @ segiin se va rebajando el orden de la
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funcién zeta en la recta critica. A'si'I, de la mejor estimacion que se conoce para
C(1/2 +it), ¢ = 89/570, se obtiene 8 > 1/2 + 89/746.

Combinando métodos a,nalzr'f‘;ticos con el método de la criba Iwaniec y Jutila
consiguen llegar a § = 13/23, resultado que mejoran Iwaniec y Pintz a 6 = 23/42,
y refinando un poco el método Mozzochi en 1986 obtiene 8§ = 1051/1920, siendo
éste el mejor resultado que se conoce hasta la fecha.

Como hemos podido comprobar el estudio de la distribucién de los niimeros
primos esta intimamente relacionado con la teoria de la funcién zeta. Esta,
podfig,mos englobarla en tres diferentes areas, localizacién de ceros, orden de
magnitud y estimaciones de densidad de ceros. En cada una de ellas han ido
apareciendo problemas que debido a su gran complejidad no han podido resol-
verse totalmente hasta la fecha. Sin embargo el gran conocimiento que existe
sobre la funcién ha permitido a los expertos formular conjeturas que expresan
los resultados que se pueden esperar en cada uno de esos problemas. Dichas
conjeturas por tanto nos resumen de alguna manera la teoi:ia de la funcién zeta,
y con ella parte del conocimiento de los niimeros primos. Todas ellas aparecieron
en el intento de obtener resultados sobre la hipdtesis de Riemann, y aéf,: a medida
que se complicaba su demostracion iban formulandose hipétesis mas debiles. Los
resultados que hemos ido obteniendo a lo largo del dltimo capi'Jtulo, en particular
los teoremas 45, 48, 53, 58, 60, nos permiten ver cual es la relacién que existe

entre dichas hipdtesis

TEOREMA 64. HM <©HR =HL =HD =HPC .
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Este apéndice incluye varios resultados que se han ido utilizando a lo largo
del texto, para asi conseguir algo mds de continuidad en la lecturaﬁ," sin tener
que recurrir a la bibliografia. Dichos resultados fueron por tanto incluidos por
necesidad de los anteriores capitulos, y por ello en algiin caso solo comentaremos

su existencia o daremos una prueba sin parar en los detalles.

Funciones Aritméticas Multiplicativas.

Una funcién f definida sobre N se llama una funcién aritmética. Si ademds

cumple
f(nm) = f(n)f(m) para  (m,n)=1

entonces se dice que es multiplicativa. Claramente dichas funciones estan deter-
minadas por su valor en las potencias de los primos. Si lo cumple sin restriccién
sobre el m.c.d. entonces decimos que es completamente multiplicativa, y se

determinan por su valor en los primos.

PROPOSICION. Si f(n) y j(n) son multiplicativas, entonces

g(n) =D (@) h(n) =Y i(DF(3)

d|n d|n
también lo son.

Estamos suponiendo (n,m)=1. Asi, si d | nm entonces existen d;, dy tinicos
tales que d = didz y dq | n, d2 | m. Ademds cada par dy, d; que dividen a n, m

respectivamente dan un divisor del producto. Por tanto

glnm) =" f(d)=)_ > fldidy) =Y f(d1) Y f(dz) = g(n)g(m).

dlnm di|nda|m di|n da|m
La demostracion para h(n) es similar.

178



PROPOSICION. La funcidn pu(n) de Méebius que vale 1 enel 1y

(Al) [J:('n) — { (_1)1‘ sin= P1:°°Pr

0 si n no es libre de cuadrados

es multiplicativa,

La demostracidén es inmediata ,

7 De las dos anteriores proposiciones deducimos que

> u(d) 2

din
es multiplicativa.

PROPOSICION.
(A.2) -“—((;i):H<1—1>.

Sabemos que d)% es multiplicativa y por tanto es suficiente com-
din K d

probar la igualdad para las potencias de primos. Asi
ax~Hd) _ o, 1

Dividiendo por p* obtenemos el resultado.

PROPOSICION.

(4.3) o) =S ua={] 57

i 1 sin=1

Como en el caso anterior, es suficiente verlo para n = p*. En este caso

g(n) = g(p) por la definicién de p(n). Asi

g(p*) =g(p) =D wd)=1-1=0.

dlp
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Dedicaremos ahora nuestra atencién a la funcién divisor d(n) = Zd|n 1, clara-
mente multiplicativa en vista de la proposicién anterior. Dicha funcién ademas

cumple para cualesquieran y m
(A.4) d(nm) < d(n)d(m).

Por ser multiplicativa, es suficiente comprobar que d(p®*P) < d(p*)d(p?), pero

esto es inmediato ya que los divisores de p" son 1, p, p®---,p", es decir
dp")=n+1.
Como de cualquier funcién aritmética, es de gran interés controlar su promedio,

lo que es posible ya que es mucho mas regular que la funcién en si.

PROPOSICION.

(A.5) Z d(n) € zlogz.

n<lz

La demostracién no consiste mds que en invertir el orden de sumacién en

la anterior suma doble

T =Y 1= T 1Y [E] s 32 < sloge

n<lz n<z djn d<z kd<zr d<z d<z

Funciones Analiticas

Incluimos aqui algunos resultados generales de funciones analiticas, que
hemos ido utilizando a lo largo del texto.

Los siguientes 2 teoremas se derivan del principio del médulo maximo para
funciones analiticas. Este principio recordamos que nos afirma que el maximo
de una funcién regular en un dominio D se alcanza en la frontera de D, y sdlo

en el interior si la funcién es constante.
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TEOREMA. (de los tres circulos de Hadamard) Sea f(z) regular en el anillo
r1 <z<ry, (rn <rz) Seary <rs <ryy M;los maximos de |f(2)| en ry,

t =1,2,3. Entonces
(A.6) M; < MM,

donde a = log(ry/r3)/log (r2/r1).

Consideramos la funcién ¢(z) = 2*f(z) donde X es un nimero real que
luego determinaremos. Por el principio del maximo la funcién |¢(z)| alcanza el

méximo en la frontera, luego
lp(2)| < max (rf My, 3 Mp).

Asi,en |z| =73
|f(2)| € max (ri\r;)‘Ml,rér;)‘Mg).
Escogiendo
My
3 _log Mo
- I
log -
las dos cantidades anteriores son iguales y se obtiene
_ log(My /Mqg) log(ra/rg3)
™ log(ry /ra) M1 log(rg/fry)
M; <M; | — =M, | — ;
T3 M2

como queriamos ver.

LEMA. (de Schwartz) Sea f(z) regularen D = |z| < R, |f(2)| < M en |2| = R,
y f(0) =0, entonces en |z| =r < R

f) <

Sea @(2) = f(2)/z. ¢(2) es regular en D, y |p(z)| < M/r, en |z| = R,
desigualdad que también es cierta en el interior por el pricipio del maximo. Asi

en |z| = r tenemos
M
|f(2)] < rmax(z) < =
|z]=r R
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TEOREMA. (de Borel-Caratheodory). Sea f(z) = u + v regular en D = {|2| <
R}, y sea A(r) = max|,=, f(2) y M(r) = max|; - |f(2)|. Entonces para 0 <

r < R se cumple

2rA(R)  R+r

(A7) M < 22 4 22X 50),

El resultado es obvio si f(z) es constante. En otro caso, supongamos que
£(0) = 0, entonces por el principio del maximo para funciones arménicas A(R) >
A(0) = 0. Consideremos la funcién

9(z) = A
2A(R) — f(z)
Esta funcién es cociente de funciones regulares en D, y cuyo denominador no se
anula, por lo que g(z) es regular en C. Ademas ¢g(0) =0y

2 2
2 u* 4+ v <
|g(2)| - (QA(R) _ ’U.)2 + 132 — 1’

ya que —2A(R) + v < u < 24(R) — u. Por tanto podemos aplicar el lema de

Schwartz para obtener

l9(=)| < &
’ 2A(R)g(z)| _ 2rA(R)
1£(=)] = ’ 1+g?z; = ;2—(7'
como querfamos ver. Si f(0) # 0, aplicamos el resultado a la funcién f(z)— f(0),
con lo que
1#(2) - £y < ZHAD RO o 20 pa(my + 15001,

que de nuevo nos da el resultado.
El teorema se puede extender al caso r = 0 de la siguiente forma; Sea
f(z) = Y0l anz™, en las condiciones del teorema, entonces para n > 1

220 wa0) (1
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Sea la funcién g(z) = A(R) — f(2) = Y o bnz" y g(2) = u + 1v, entonces si
C = {|z| = R},

9() oL [ 4 et
= — "%de.
b 2m1 /C z"+1 ~ 27R" _”(u tiv)e

Ademdssin > 1

0= 2:” g(2)z"1dz = % ) (u + iv)e'"?dd.
Por tanto
= % _i(u —iv)e~"%dg
y
(@] = [ba] = ’“1{” /_:Ue—inodo < 20,

de donde se deduce el resultado por la definicién de g(z). Para la dltima de-

sigualdad hemos utilizado que u > 0 es una funcién arménica.

TEOREMA. (Férmula de Jensen) Sea f(z) regular en D, sin cerosen |z| = R, y
con f(0) = 1. Entonces

1 27T -‘0 R 1
. — WYlde = =
(A.8) o /0 log | f(Re'®)d8 /0 “n(r)dr,

donde n(r) es el mimero de ceros de la funcidn en |z| <.

La parte izquierda es

L L) en [ A [

Siz,+++,2, son los ceros de f(z) en D, |z| = r; entonces

R n
(A.9) / n—(er=logr—l+2log£2—+---+log£=log R ,
0 r T2 T3 T

n =Py

nos da otra forma de escribir la férmula de Jensen.
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COROLARIO. SiM = maxp |f(z)|, f(0) # 0y |z;]| < r < R para todo t, entonces

(A.10) (-1})" < %

En efecto, usando (A.9)

2r n n
log M/|(O)| > o= [ logl(:)/£(0)d8 = log >1og ()

T Th

En realidad esta desigualdad se cumple aunque la funcién tenga ceros ay con

r < |ax| < R. Para demostrarlo consideramos la funcién

o) = 1) T1 (=) = fte)/BCe),

donde los aj son los ceros de f(z) en r < |z| < R. Dicha funcion es regular en

D y no se anula en r < |z| < R. Por tanto

3 =

Ahora bien, maxp |g(2)| = max|,=r |9(z)| = M ya que en |z| = R
R(z — aj
1B()| = [T | 2= )

=1.
R? —aiz

Adema3s
<1,

s =TI ()

luego |£(0)] < |g(0)| y se obtiene el resultado.

Cuando una funcién f(z) es analitica en todo el plano complejo, se dice que

es entera. Si ademds cumple que para algunas constantes C y a

|f(2)] < Cexp(|2]*)

entonces se dice que es de orden finito, y se llama orden de f(z) a « = inf a para

los que se cumple la desigualdad.
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TEOREMA. (de Factorizacion de Hadamard) Sea f una funcién entera de orden
a finito. Entonces se puede escribir como producto infinito en funcién de sus

ceros de la siguiente forma

(A.11)

fz) = 2™ e-"(’)H{ (1——)exP(:—n+% (:_,,)2++%(:_n)k)} ,

donde ¢(z) es un polinomio de grado menor o igual que k = [@], ¥ an son los

ceros de f(z).

En la demostracién supondremos, sin pérdida de generalidad, f(0) =1, ya
que en otro caso se considera la funcién g(z) = f(2)/ (f(0)z™). En primer lugar
veamos que el producto converge uniformemente sobre compactos. Size K um
compacto,podemos coger n suficientemente grande tal que |an| > 2|z|, con lo
que se cumple |z/an| < 1/2 excepto para un nimero finito de sumandos. De

esta forma

Zl ]__i + i_l_l i 2+ ._}_l _z_ ¢
~ 8 an a, 2 \a, k \an

Z Z (Z/Gn

n j=k+1

Ahora bien, para todo [ > «
1 1
Z|an|‘_ Z a |z+z Z lan|'
n lanl<1 1920 32020 <lag|<2its 10T
La suma interior queda, por la desigualdad de Jensen con R = 2i+2 (con lo que
M < exp (2(j+2)“),
1 1 9(i+2)e
_ Z laﬂ|t<2—h' Z 1=C ol
20 <Jay| <2+ 2§ <|ay|L27H1
Luego la serie ) !TIJF es convergente, y por tanto también lo es el producto

considerado al principio

2
fl(z)=H{ (l—a—z-)exp(—;—q-%(f) R
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Ahora la funcién f(z)/fi(z) es una funcién entera que no se anula nunca, luego
existe una funcién P(z) tal que f(z)/fi(z) = exp P(z). La demostracién del
teorema se termina gracias a un lema de Littlewood que establece que si el
cociente de funciones enteras de orden finito es entero, entonces es de orden

finito. Lo demostraremos en particular para la funcién exp P(z2).
LEMA. f(z)/fi(2) es de orden finito.

Consideramos la funcién

f(2) '
jani<r (1 - ﬁ)

gr(2) =
Entonces

max lgr(2)| < max l9r(2)] < M = max |f(2)] < exp (2R)%,

~

ya que en |z| = 2R se tiene |1 — </1. Ademis gg(z) no se anulaen |z| < R

por lo que podemos escribir gr(z) = exp hr(z), tal que Rhg(z) < logM y
hﬂ@ = 0. Si escribimos hr(z) = ) b, r2" obtenemos, por el teorema de

Borel-Caratheodory, en |z| < R

2log M

lbn)Rl S Rn

Por otra parte
f(z) = exp P(2)f1(2).

Igualando ambas expresiones de f(z), y teniendo en cuenta la definicién de f,(z)

queda
z z 1(2z\? 1/ z\°*
hr(z) = P(z)+|aEI;Rlog (1 - a_,,) +a—n- + 5 (:z_,:) e Rbl o % (Z) +Qr(2),

donde QRr(2) es un polinomio de grado menor o igual que k.

186



Sea P(z) = Y, pi#', entonces, si | > k = [a] tenemos

1 1
il < [bugl + 7 > Tl

lan|>R lan
pero ambos miembros de la suma en la parte derecha tienden a 0 cuando R — oo

si I > k, por tanto para esos | p; = 0, y queda probado el lema, lo que termina

la demostracion del teorema de Hadamard.

Trasformada de Mellin

Sea f(z)x°~! € L'(0,00) de variacién acotada en todo intervalo finito de

z. Se define la trasformada de Mellin de f(z) a la funcién

(A.12) F(s) = /0 ” fe)e*de.

Adema3s en estas condiciones se puede invertir la anterior férmula y poner f(z)
en funcién de F(s) gracias a la férmula de inversién de Mellin, obteniendo

1 + o —~38

E(f(m )+ f(z7)) = 27” lim /_w F(s)z™*ds
Las dos expresiones anteriores son inversas en el sentido de que si F(s) €
LY(—00,00), es de variacién acotada cerca de u = ¢, y

o+i00
(A.13) o) = — /  F(s)eds,
o—ico

entonces

1(F(a+zt+)+F(a+zt ) = hm : f(z)z*'dz,

y en muchas aplicaciones se reduce a la férmula de arriba con F(s).
Estas dos relaciones no son més que la trasformada de Fourier, en donde se
ha hecho un cambio de variable, y las condiciones impuestas sobre F estan
?

requeridas para asegurar la validez de la férmula de inversién.
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La Funcién Gamma

La funcién Gamma se define como la trasformada de Mellin de la funcién

exponencial negativa, esto es
o0
(A.14) I(s) = / e~ o' 1ds.
0

Dicha integral es absolutamente convergente en s > 0, por lo que define una
funcién analitica en esa regién. Integrando por partes obtenemos la primera

ecuacién funcional de la funcién Gamma
(s + 1) = sT'(s).

Como primera aplicacién de la anterior férmula, obtendremos el valor de la

funcién en los enteros positivos. Si n > 0 es un entero, entonces
F(n+1)=nl

Ademds un simple célculo nos permite deducir la que se llama férmula de du-
plicacion \\ ::_— et l, O\l DGl 2ar v o) el C'\Q"S‘tﬂ &‘
) D(2r)[(1/2) = 22"~ IT(n)T(n + 1/2). -

En general, repitiendo la ecuacién funcional k veces obtenemos
I(s+k+1)=(s+k)(s+k—1)---sT(s)

lo que nos proporciona. la continuacién de la funcién al semiplano Rs > —k — 1
como una funcién meromorfa con polos simples en los puntos s = —k.

Una nueva ecuacién funcional se puede obtener gracias a la igualdad

oo ts—l T
| ott=
o t+1 senws

que es una simple aplicacién del teorema de los residuos. Asi se cumple en

O<Rs<1

(A.15) I'(s)(1—-s) =

senms
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En particular I'(1/2) = /w. Vedmoslo

T(s)[(1 - s) = /oo “le=tdy /ooy_"e"ydy

[ ) e

Haciendo el cambio z/y = u, ¢ + y =t queda

co poo . .3-—1
/ / Y etdudt = ——.
o Jo 14w senws

Dicha igualdad es cierta en todo C por continuacién analitica, entendiendo los

ceros de senws como polos de I'(s)I'(1 — s). De esta forma

T

Tia)'= I'(1 — s)senws

no tiene ceros, pues los polos de I'(1 —s) se cancelan con los ceros de senws, y por
tanto la funcién 1/I'(s) es una funcién entera con ceros simples en 0, —1,—2,---.

Ademas es facil ver por la representacién integral, que en Rs < 0 se cumple
I(1-s) < el

para todo € > 0. Como senws es de orden 1 se tiene en dicha regién,

Jof 14

1
e

TGy ©
Dicha desigualdad se mantiene cierta en todo C por la primera ecuacién fun-
cional, ya que obtendriamos un factor extra del orden de sl*l <« el Por
tanto 1/T'(s) es una funcién entera de orden 1, y por el teorema de factorizacién

de Hadamard (A.*) podemos escribirla como

g~ T+ 7)<t
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Podemos calcular a y b sustituyendo s por cero y teniendo en cuenta que sT'(s) =
['(s + 1). Asi obtenemos e® = 1; es decir, b = 0. Si ahora hacemos s =1, y

tomamos logaritmos resulta finalmente

N-1 1 1 N-1 1 N-1 n+1
a=l\}1_rbnooz ;—log(l-l—;) IJEIIOOE ;—log H m
n=1 n=1 n=1
N-1 N
1 1 1
= 1. —_—— f—nd 1 —_——— —_——
Noso n log ¥ ]\}l—rvnoo Z n log IV N
n=1 n=1
=’Y_
Por diferenciacién logaritmica, sustituyendo en s = 1 obtenemos M'1) = -y,

lo que nos permite, derivando en la representacién integral, obtener la siguiente

férmula para la constante de Euler;

I"(s)z/ e logzz® 'dzr
0

sustituyendo en s =1

(A.16) —7=/ e~ 7 log zdz.
0

Férmula de Stirling

Asi se llama a la siguiente férmula asintética que daremos de la funcion

Gamma. En primer lugar la veremos para s = n, un nimero natural.

PROPOSICION. Se cumple

(A.17) \ T(n) = (n— %) logn —n + log V21 + O (%)

Se tiene )
log'(n) =log(n—1)! = Z log k.
k=1
Ahora bien,

k+1/2 1/2 1/2
/ log tdt = / log (k + t)dt + / log (k — t)dt
k 0 0

—1/2
1/2 1/2 £\ 2
=/ 10g(k2—t2)dt=10gk+/ log4 1 — (E) }dt
0 0

=logk + ck,
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donde |ck| < 1/k?%. De esta forma

k+1/2 n—1
logT'(n) = Zlogk = Z/ log tdt — Z Ck
n 1/2 1
= log tdt — ¢y +0 (—)
[, sty

=(n—-1/2)log(n —1/2) — (n —1/2) — %log% + % +c+0 (%)

1
=(n—-1/2)logn—n+C+0 (;) ;
Dejaremos la obtencién del verdadero valor de la constante C' = %log 27 para
mas adelante. Ahora vamos a obtener la férmula de Stirling en el caso general

PROPOSICION. Si § > 0 fijo, entonces en —m + 6 < args < 7™ — & se cumple
(A.18) logI'(s) = (s——) logs — s +1logv2 +O(| I)

Tomando logaritmos en la férmula para 1/I'(s) como producto infinito

queda
logI'(s) = —log s — ys + Z % —log (1 + %)
n=1
Por otra parte

N
T NC R
0 u—i—s u+s u+s

N-1
% E log(n+1+s)—log(n+s)+ Z(n—{-s){log(n +1+s)—log(n+s)}—N

=—Zlog(n+s)+ Z/
N-=1
=—Zlog(n+s)+(N+s——)log(N+s)—(s+ —)logs— N

n+1+s 1 N-1
log tdt — 5 onlog(n+1+s) —log (n + 3)

N-1

=S s EARGE —1) - L 1
zo:{n log(1+n)} log (N —1)! s(1+2+3+ +N1 +
1 1
+(N+s—5)10g(N+s)—(s+§)logs—N.
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Ahora bien, cuando N — oo, se cumple

log(N -1)! =(N -1/2)logN-N+C+ 0 (%)

1 1 1 1
(1+§+§+"'+F—;—1)—108N+‘Y+O(N)

s 1
log(N+s)=logN+N+0(—J\-ﬁ).

Por tanto,

0 [y] — 1
(A.lg) log F(S) = (3 — l) logs — s+ C + / M_ldu.
2 0 u-+s

Llamando ¢(u) = [*[t] — t + 1dt entonces [p(u)| <1y

% ¢'(u) /°° p(u) /°° 1 1
——~d ————du| < -du = —
/0 uts o (u+s)? “ = o u?+|s|? —2uls|cosé u=0s [s] )’

que nos da el resultado a falta de calcular la constante C. Esta se consigue

sustituyendo en la anterior férmula s por N, N + 1/2 y 2N, y utilizando la
férmula de duplicacién, haciendo N — oo.
Otra forma de escribir la formula de Stirling, que involucra de forma directa

el médulo de la funcién es la siguiente: Para A < 0 < B se cumple para t > t,

el = et {40 ()

donde la constante depende de A y B.

Si tenemos en cuenta la férmula integral de Cauchy

o= [ 2

] (.z —'3)2

para la funcién
f(s) =logI(s) — (s - %) log s + s —log vV2r

y Cs el circulo de centro s y radio |s|sen%, obtenemosen —r+§ <s<7w—§y

f,'((:)) = logs — 5 +0 (ﬁ) .

|s| > 6
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Polinomios y Nimeros de Bernoulli

Los ntimeros de Bernoulli B; se definen mediante la funcién que los genera

o0

B;t" t
A2 I = .
(A-20) Z n! et —1
n=0
Por ejemplo se tiene By = 1, By = —% ¥y, como veremos mas adelante Byp4+1 =0

sin>1.
A partir de los niimeros, podemos definir los polinomios de Bernoulli de la

siguiente forma

(A.21) By(z) = é%BJ- (’;) e,

Derivando obtenemos

B](z) = nBp_1(z).

Gracias a esta féormula podemos demostrar que

N Bo(z),, tet®
F(z)=) ——t"=——1,
n=0

ya que
F'(z) = tF(z)

y por tanto
F(z) = K(t)e'™.

Sustituyendo z por 0 obtenemos, de la definicién de los nimeros de Bernoulli y
de B,(0) = By, la relacién K(t) =t/(e! — 1), como queriamos ver.

Teniendo en cuenta que

z)"

F($+1)—F(a:)=te”=z(tT

n=0

y que por otra parte

F(:L‘ + 1) _ F(.’l}) _ Z BR(T e 1T31— Bn(.’!,‘)tn,
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tenemos, igualando coeficientes,
Bn(z + 1) — By(z) = nz""1,

o bien
r+1 1 z+1 , n
/ Ba(t)dt = — f B, (t)dt = ™.

De la anterior férmula podemos deducir varias relaciones entre los valores de los

polinomios de Bernoulli en diferentes puntos. En primer lugar observamos que
Bn(1 - z) = (—1)"Bn(),

lo cual es cierto ya que

z4+1

]z o Bo(1 —t)dt = / o By(t)dt = (—2)" = (-1)" / Ba(t)dt

-z z

En particular
(A.22) Ban41(1/2) =0.
La segunda relacién que se deduce de nuestra integral es

(A.23) Ba(kz) = k™! ’:Zan (:c + %) .

Procediendo de manera analoga,

kz z+)

k-1 .\ k-1
S (s41) =0 Y
=0 j=072

z+1 k-1 ]
—gen—1 J
K /; ZB,, (t+k) dt,

J=0

z+1 1 k4D 1 k=1 ckz+4j+1 1 _
/x Bu(kt)dt = j Bu(t)dt = ¢ ; /k Bu(t)dt = £ (kz + )

z+{+1
. B,(t)dt
+

como queriamos ver. Tomando k = 2, y teniendo en cuenta (A.22) se obtiene

B3n+1(0) = Bapy1 = 0.
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Podemos obtener una férmula de recurrencia para los nimeros de Bernoulli

teniendo en cuenta que By(1) = (—1)"B,(0). Asi, si hacemos z = 1 en (A.21)

obtenemos

- 2_:1 B; (’;) = (n+1)B,.

=0

Formulas de Sumacion

Son diversas técnicas para transformar sumas en otras mas manejables, o
en integrales de manera que se pueda medir mejor la cancelacién.
Sumacién Parcial

Sea {a, } una sucesién de nimeros complejos, y {b,,} niimeros reales tal que

by > by > ... >0, entonces

(A.24) Z bnan| < by max Z am | .

M<n<N

M<n<N M<m<n
Por el contrario si 0 < b; < by < --- entonces
A.24 bpan| < 2by max am| .
(a2 > | <200 guns | 3 o
M<n<N - [M<m<n

Ambas férmulas nos permiten sacar de la suma una sucesién monétona, quedan-
donos con la parte que mide la cancelacién. Las dos se pueden probar de manera

analoga, por lo que solo probaremos la primera. Sea An, = )y <y Gm, €D-

tonces

Z batn| = Z bn(An'—An—l) = Z bnAn_ E bn+1An

M<n<N M<n<N M<n<N M<n<N-1

<PvANI+| D (bn—bagr)An| by max | ) am
M<n<N-1 - [M<m<n

Férmula de Sumacidn de Euler-Maclaurin
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Es una férmula para estimar el error que se comete al aproximar una suma
por una integral cuando se utiliza la regla del trapezoide donde los z; intermedios

son nimeros enteros; es decir, el error que se comete en la aproximacién

N N 1
5~ [ S+ 0+ V)

Primero obtendremos una férmula explicita para el error, por medio de una

simple integracién por partes. De esta forma,

N N-1 n+1

[ e-E-prew=3 [ - 2)f @)z

N-1

= 2 / By(z)f'(z + n)dz

M 0

-1 N-1 1
- f(z +n)dz
> JRECERS

1 N-1
U+ D+ 1) - [ fayde

2

1

Bi(z)f(z +n)

0

0 <7 <]

N-1
o) = SO0 + 50 = [ Sy,

Si ahora integramos otra vez por partes el lado izquierdo tenemos

N 1o & '
/M CRURPICEEDY / By (2)f'(n + z)dz

N-1
= Z Ez’é—m)-f'(n + z)

M

1

L g
_ ; 5/0 Ba(z)f"(n + z)dz.

0

Si tenemos en cuenta que By = B2(0) = B;(1) y llamamos
(A.25) B, (z) = Bu(z — [z]),

haciendo un cambio de variable en la tltima integral resulta

1

B, ' N N_ n
= ?f (z) . —E/M Bs(z)f"(z)dx.
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Integrando de nuevo por partes y siguiendo los mismos pasos se obtiene

" N N
-Zpw| 22" 45 [ B

En general, suponiendo que f(z) € C?"*![M,N] y teniendo en cuenta que

B3,+1 = 0 tenemos

. : B2n
oo 1(2n)'

y por tanto

Ban_gan-1() \ / Bt (2) fOF (2)da

M (2k +1)!

N N 1
(A20) 3 fm)= [ fe)ds + GO0+ F}+
n=M

+Z(§2;| G )l m/ Baky1(2) f*H* (2)da,

que es la formula de sumacién de Euler-Maclaurin.

Férmula de Sumacidn de Poisson

Actualmente representa un resultado basico de la teoria de niimeros que
aparece gracias al analisis armonico.

Si f(z) es suficientemente buena, lo que envuelve regularidad y decaimiento

en el infinito, entonces
(A.27) Y fn)y=)" f(n),

donde f(z) es la trasformada de Fourier de f(z), a lo que se llama férmula de

sumacion de Poisson.

Consideramos la funcién periodica de periodo 1

F(z) =3 f(z+n),

con f decayendo suficientemente rapido en el infinito para que la serie sea,

por ejemplo, absolutamente convergente en todo el intervalo [0,1]. Si ademds
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f es suficientemente regular, podemos representar F' por su serie de Fourier

obteniendo -
F(z) = Zﬁ'ne(na:).

Ademis
B, = /0 ' F@)e(—na)ds = /0 1 i f(z + m)e(—na)dz

= i /0 ' flo + me(—nz)ds = /oo ~ F@)e(—nz)dz = F(n).

De esta forma - -~
Ef(a: +n)= Zf(n)e(nm)

y particularizando en = = 0 se obtiene el resultado.

Aproximacién Dioféantica 1 (
|
\

Consiste en encontrar soluciones aproximadas en enteros a unas ecuaciones

dadas. El teorema que vamos a dar en este sentido se debe a Dirichlet.

TEOREMA. Sean 0,,::-,0, n nimeros reales, ¢ un entero positivo, y ty un
numero positivo. Podemos encontrar n enteros my,--+ ,m, y un nimerot en el
intervalo
to <t <tog"
tales que
1 .
(A.28) [t0; — m;| < p (f=1,...,n).

La demostracion se basa en un argumento muy simple llamado principio
del palomar, el cual se resume en observar que dadas n + 1 bolas en n agujeros,

ha de haber al menos dos bolas en un mismo agujero.
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Consideramos el cubo unidad n-dimensional, y dividimos cada lado en ¢
partes iguales, con lo que aparecen ¢" cubos de lado 1/q. Si ahora consideramos
los ¢™ + 1 puntos de coordenadas {mt¢8;},--- , {mt6,}, donde {z} es la parte
fraccionaria de £ y m = 0,--- ,¢", debe haber dos puntos, correspondientes a
m = m; y m = mz > my, en el mismo cubo. Claramente ¢ = to(my — m,)
cumple las condiciones del teorema.

El teorema se puede generalizar de la siguiente forma: Si permitimos que m
recorra los enteros en [0, kg"] obtendremos kq™ + 1 puntos, y por tanto habrs un
cubo con k+1 puntos, m = my,- -+ ,mi41. En ese caso, en el intervalo [tg, ktoq™]
habra k soluciones al sistema de desigualdades del teorema, correspondientes a
t=my —my, -+ ,Mgy1 —My.

Kronecker, imponiendo alguna condicién adicional, consiguié un nuevo teo-
rema en aproximacién diofantica, en algin sentido mas completo que el anterior.

Incluiremos aqui sélamente su enunciado como referencia.

TEOREMA. Sean 0y,--- ,0,, n nimeros reales, linealmente independientes so-
bre los racionales, ay,- - ,a, nimeros reales y q un entero positivo. Podemos

encontrar un numero positivo t y unos enteros my,---m,, tales que

(A.29) 10 — i —mi| < & (i=1,-- ,n).
q

El caso a; = 0 esta incluido en el teorema de Dirichlet, sin embargo en este
caso no se consigue una cota superior para t. Para el caso general es necesaria
la independencia lineal, ya que por ejemplo si ; = 0, y los @; # 0 no hay en
general ningun ¢ para el que sea cierto.

La demostracién se puede ver en muchos libros de teoria de ndmeros ele-

mental, y mas cerca del tema en [Ivl] o [T1].
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