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Corbes parametritzades

Definicié

Una corba parametritzada C és la imatge d'un interval I C R per
una aplicacié v : I — R”, C!, injectiva (o almenys localment
injectiva per permetre C corba tancada o amb auto-interseccions).
L'aplicacié « s'anomena una parametritzacié de C.

Comentaris:
» La corba C com objecte geomeétric és C = (/).
» C admet infinites parametritzacions.
» Fent un petit abis de notacid, escriurem:

» Si n=2 (corba plana): v(t) = (x(t), y(t)).
» Si n =3 (corba de I'espai): v(t) = (x(t),y(t), z(t)).
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Parametritzacions regulars: Definicié
Definicié
Una parametritzacié «y d'una corba C és regular en ty si ¥(tp) # 0.
Si 7y és regular en ty aleshores la recta tangent en P = «(tp) és
TpC = P+ [¥(to)] i I'hiperpla normal és NpC = P + [§(to)]*.
En cas contrari, si §(tp) = 0, direm que ~y és singular en tp.

Comentaris:
> Direm que y és regular si ho és Vt € I.

» La notacié ¥(ty) = +/(tp) és molt usual en fisica per indicar
derivada respecte del temps (¥(tp) és el vector velocitat en
~(to) si recorrem C segons la parametritzacié donada per 7).

» Si P € C és un punt llis, hi ha parametritzacions que sén
regulars en P i d'altres que no ho sén. Pero hi ha punts de
corbes (p.ex. els vertexs d'un quadrat) que de per si sén
“singulars” i on mai hi trobarem una parametritzacié regular
en aquests punts.
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Parametritzacions regulars: Exemples

» C cercle de radi R > 0 i centre (a, b) a R? parametritzat per:

v(t) =(a+ Rcost, b+ Rsint), te][0,2n].
» C helice/helix a R3 d'eix z i radi a > 0 parametritzada per:
~(t) = (acos(t),asin(t),bt), teR, ab>0.

» C = graf(h) grafica d'una funcié h: | — R, de classe cl,
I C R interval, és una corba plana parametritzada per:

vl — R?
x 1= (x) = (x, h(x))
Si P = (x0, h(x0)) € C tenim v/(x0) = (1, h'(x0)) # (0,0) i
tots els seus punts sén llisos. Per tant:
TpC=P+[(1,M(x))], NpC=P+[(—H(x),1)]

(C també és la corba implicita d'equacié f(x,y) = 0 amb
fx,y) =y = h(x).)
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Problema 5

La tractriu és la corba que fa un gos que vol agafar un os situat en
un punt fixat i és arrossegat pel seu amo que camina al llarg d'una
linia recta. La tractriu admet la parametritzacié:

at) = (sin t,cost + log <tan (é))) , te(0,m).

1. Proveu que és un corba regular excepte en t = /2.

2. Proveu que el segment determinat per un punt de la corba i la
interseccié de la seva recta tangent amb I'eix y té longitud 1
(és a dir, que la corretja no és de les extensibles!).
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a(t) = (sin t,cost + log (tan (%))) ,

1 1/2
cost,—sint + n(t/2)'C°52(t/2))

1
= t,—sint
(“S msint 25in(t/2)'cos(t/2)>
( 1 ) ( 1—sin2t>
cost—smt—&—— = COSt,_i
sint sint
COS t cost
= |cost,—— | = (cos t, —) .
< sint ) tant
D'aqui o/(t) = (0,0) <= cost =0 <= t=n/2¢€ (0, 7).

Per tant, la parametritzacié només és singular si t = 7 /2 i regular
per a tots els altres t € (0, 7).
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La forma parametrica de la recta tangent a la corba en el punt
a(t) és (el parametre de la recta és \):

(x,y) = o(t) +Ad(t)

= (sint+ Acost,cost + log(tan(t/2)) + Acost/tant).

Si volem I'interseccié d'aquesta recta amb I'eix y cal fer x = 0:
sint+Acost =0 <= A= —sint/cost = —tant.

Per aquest A, obtenim 3(t) = (0, log(tan(t/2)) com a punt
d'interseccié. Finalment:

d(a(t), B(t)) = lla(t) — B(t)[| = [|(sin t, cos t)[| = 1.
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Problema 4
Proveu que per I'hélice y(t) = (a cost,asint,bt), a,b> 0, el
pendent de la recta tangent en tots els seus punts és el mateix.

e Per una funcié d'una variable, el pendent de la recta tangent a la
grafica y = f(x) en un punt (xo, y0), amb yp = f(xp), ve donat per
f'(x0). Geometricament, '(xg) = tana, on « déna la I'angle que
la recta tangent forma amb I'eix x.
e Per una corba v(t) = (x(t), y(t), z(t)) de R3, definim el seu
pendent en un punt (tp) de la corba com la tangent de I'angle
a(t) format pel vector v/(to) = (x'(to), ¥ (t0), Z’(to)), tangent a la
corba en 7(tp), i la projeccié ortogonal d’aquest vector en el pla
z =0, que ve donada per M¢,_ay(7/(t0)) = (x'(t0), ¥'(0),0).
e Pel cas de I'helix:
7'(t) = (—asin(t), acos(t), b), Mi,—y(7'(t)) = (—asin(t),acos(t),0)
Ara veurem que cos «(t) és constant i, per tant, a(t) és constant:
(1), "= (V(1)) a . a
YO Moy (YO Va2 + 522 Va+ b2

cos a(t)
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Relacié corba implicita amb parameétrica a R?

» Via el teorema de la funcié implicita, una corba plana C
definida implicitament per f(x,y) = 0 es pot representar com
una corba parametritzada al voltant de tot punt P € C llis.

> De fet, si P € C ésllis: f(P)=0if(P)# 0o béf,(P)#0.

» Si f,(P) # 0, via el teorema de la funcié implicita podem fer
servir la variable x com a parametre i aillar y = y(x) solucié
de f(x,y) = 0 localment entorn de P.

> Aixi, si f,(P) # 0, entorn de P tenim que v(x) = (x,y(x)) és
una parametritzacié regular de C com a graf.

» Si f(P) # 0 llavors podem intercanviar els papers de x i y i
tenim que ¥(y) = (x(y),y).
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Problema 7

Sigui C la corba amb equacié x> —3xy +3y? +x -2y —1=0. En
quins punts podem parametritzar-la posant y com a funcié de x?

Per parametritzar C = {f(x,y) = 0} com y = y(x) localment
entorn P = (x, y) € C ens cal poder aplicar el teorema de la funcié
implicita en P. Les condicions del teorema sén:

f(P)=0, £(P)#0.

Per tant, si volem els punts P € C on el teorema de la funcié
implicita no es pot aplicar, cal que P compleixi:
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En aquest cas, f(x,y) =x?> —3xy +3y2 +x -2y —1 =0
obtenim les equacions:

f=x>—3xy+3y>+x—2y—1=0, f, = —3x+6y—2=0.

Via la 2a. equacié aillem x = 2y —2/3 i ho substituim a la la.:

2\ 2 2 2
2y — =) —3(2y—= 2 2y — =) —2y—1=0.
(y 3> 3<y 3>y+3y+<y 3> y 0

Operant obtenim els seglients valors per y:

2 11 2/3+./48/9 1

D’aqui que els punts on no podem parametritzar y = y(x) sén:

4 ~1 /3
(j:3\/§,3j:23>.
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Coniques

> Les coniques sén les corbes a R? amb equacié implicita
f(x,y) =0, on f(x,y) és un polinomi de grau 2.
» Veurem que també sén corbes parametritzades.

» S’anomenen aixi perque s'obtenen fent seccions de la
superficie d'un con a R3 per un pla.

» Hi ha tres tipus basics: el-lipse (en particular circumferéncia),
parabola i hiperbola.

» El tipus de conica es preserva si li fem un moviment/canvi de
referéncia ortonormal. A més, tots els elements caracteristics
de le conica és mouen d'acord amb el moviment aplicat.
(P.ex., si apliquem un moviment a una el-lipse, els focus de
I'el-lipse transformada s'obtenen “movent” els de I'el-lipse
original.)
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L'El-lipse |

» En certa referéncia ortonormal adaptada té equacié implicita

2 2
x +%:1, a,b>0

i admet una parametritzacié regular

~(0) = (acosb, bsinh), 6 € [0, 27]

(0,b)

(u.[))&)(d.ﬂ)

(0,—b)
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L'El-lipse Il

Propietats de I'el-lipse C en la seva forma normalitzada:

>

>

Si a= b, C és una circumferencia de radi a i centre (0, 0).

El punt (0,0) és el centre de simetria de C i els eixos x, y sén
les rectes de simetria de C.
Si a > b, I'eix major és la recta y = 0 i I'eix menor és x =0
(si a < b, al revés).
Els focus de C sén els punts F; i F, de I'eix major:

» F1 =(c,0), F, =(—c,0),onc=+va’—b>sia>b.

» F1 =(0,¢), b =(0,—c), c=vb>—a’sia<b.
Un punt P € R2 és de C < d(P, F1) + d(P, F;) = const, on
const = 2asi a> b i const =2bsi a < b. (Suma distancies
de P als focus és constant.)
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La hipeérbola |

» En certa referéncia ortonormal adaptada té equacié implicita
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La hipérbola Il

» Com s'observa a la figura, la hiperbola té dues branques:
¢+ la formada pels punts amb x > 0 i ¢_ la formada pels
punts amb x < 0.

> Les branques positiva i negativa admeten parametritzacions
respectives

¢+(t) = (acosh(t), bsinh(t))
¢_(t) = (—acosh(t), bsinh(t))

Totes dues parametritzacions tenen domini t € R.
Recordem que les funcions cosinus i sinus hiperbolic:

et +et et —e”

cosh(t) = 5 sinh(t) = >

compleixen cosh?(t) — sinh?(t) = 1.
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La hiperbola IlI

Propietats de la hipérbola en la seva forma normalitzada:
» Quan x — £o0, les branques ¢+ de la hipérbola tendeixen

) X
cap a les rectes asimptotes — + % =0.
a

» Definim els focus de la hipérbola com els punts F1 = (¢,0) i
Fy = (—c,0), on ¢ = Va% + b2.
» El centre simetria de la hipérbola és el (0,0), que és el punt

mig dels focus i coincideix amb el punt d'interseccié de les
rectes asimptotes.

» Per tant, un punt P € R? és de la hiperbola <
|d(P, F1) — d(P, Fp)| = 2a.

(Valor absolut diferencia distancies de P als focus constant.)
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La parabola |

» En certa referéncia ortonormal adaptada, té equacié implicita

y>=2px, p#0.

(o intercanviant els eixos, I'equacié queda x? = 2py).

» La parabola, en la forma y? = 2px, admet la parametritzacié
2

regular: ¢(y) = <;/p,y>, per y € R.
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La parabola Il

Propietats parabola C en la forma normalitzada y? = 2px:

> El focus de C és F — (g,o).

» La directriu de C és la recta x = —g.

> L'eix de C és la recta OX.

» El vertex de C és el (0,0) (tall de I'eix amb C).

» Un punt P € R? és de C < d(P, F) = d(P, directriu).
(Distancia P al focus igual a la distancia P a la directriu.)

» Si un raig de llum inicideix en C seguint la direccié (—1,0),
llavors el raig reflectit sempre passa pel focus F.

Observacio

Per la parabola en la forma x> = 2py, el focus és F = (0, g) la

directriu és y = —g, I'eix és OY i el vértex és (0,0).
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Problema 12 |

Problema 12

A la parabola y = 3x2 li fem un gir de centre (1,0) i angle /4.
Troba el vertex, eix i focus de la nova parabola.
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Problema 12 I

» La parabola y = 3x2 és de la forma x2 = 2py amb p = 1/6.
Per tant, el vertex és V = (0,0), el focus és F = (0,1/12),
I'eix la recta x = 0 i la directriu és la recta y = —1/12.

» Els elements de la parabola es giren segons el moviment (gir)
G(x,y) de I'enunciat, que té com isometria g(x, y) associada
la rotacié de centre (0,0) i angle 7/4 i com a punt fix el
centre del gir p = (1,0).

» Usant la férmula G(q) = p+g(q—p) amb g = (x,y), s'obté:

Gy = (1)« (comr —anlmn ) (<1,

~—
matriu isometria associada

d’'on obtenim les equacions:

G(x,y) = <1+;\f2(x—1)—;\f2y,;\@(x—l)—i—;\@y).
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Problema 12 [l

» El nou focus i el nou vértex sén:

13v2 112
G(F) = f(0,1/12) = (1—24,—24>,

£(0,0) = (1 R

» Per obtenir el nou eix i la nova directriu cal transformar els
seus vectors directors ((0,1) i (1,0), resp.) multiplicant-los
per la matriu de la isometria associada al gir:

(33

G(V)

NI
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Problema 12 IV

» Com que el vertex pertany a I'eix, llavors el nou eix és:
2 2
(1 - [—f) FI-L D)

> Per obtenir la nova directriu cal transformar per G un punt
sobre la directriu de la parabola abans del gir, y = —1/12.

P.ex.:
11v2  13v2
6(0.~1/12) = (1 - 24"24> :

Finalment, la nova directriu és:

(1 vz —M> (L)
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Problema 12 V

» També podem plantejar el calcul de I'equacié de la parabola
després del gir: si (x,y) verifica I'equacié de la parabola i
calculem (x,y) = G(x, y) aplicant el gir a (x, y), quina és
I'equacio que verifiquen (x,¥)?

> Si tornem a I'expressié vectorial de G(x, y), tenim:

X 1 v2 V2 x—1

y 0 2 y
Usant que la matriu de la isométria és ortogonal i per tant la
seva inversa es la seva transposta tenim:

(5)-(3)+( %

N

NN
SNEN
N——
e

XI
<! |

—
N———
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Problema 12 VI

» Hem obtingut la segiient expressié per les variables originals
(x,y) en termes de les noves (X, ¥):

x:1+\f(>_<—1)+\£§)7, y:—\f(x—l)Jr\fy.

» Finalment, com que I'equacié que verifica la parabola abans
del gir (en termes de (x,y)) és y = 3x2, llavors I'equacié de la
parabola girada és:

2
—f(i—mfyﬂ(Hf(%—ley) .

No desenvolupem ni operem perqué no es simplifica res!
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Problema 13
Donada I'el-lipse %2 + y? =1 en referéncia natural, considerem
1 -2 2 1
e (G (S
{ (74.2) V5 V5 V5 V5
nova referéncia ortonormal. Doneu |'equacié de I'el-lipse en les
coordenades X, y associades a R.

Denotem per e = {O; e1, e2} la reférencia natural/candnica de R2.

La matriu del canvi de reférencia és:

1 2
- — -4
5 5
A — < M{Sf}%{ef} (Fi)e ) | o |
V5 V5
0 0 1
1 2
on /\/I{ui}ﬁ{ei} = <§ \{g> és la matriu que té per columnes les
V5 VB

components de uy, up en base canononica i (P)e = (—4,1) sén les
coordenades del punt P en reférencia canonica.
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La relacié entre coordenades és:

_ 1 _ 2 _
X X X=—4+ —=X+—=Vy
vyl =A = 5 5
Roe |V ]| < 2 1
1 1 =2——=X+—F=Y
RV MV
Substituint a I'equacié de I'el-lipse:

1X+21[4+1‘+2‘r+[z 2‘+1‘]2
=— = — — X+ —F= ——F= X+ —F
#7707 NV 57 5
1 24X 4y> 8x 167y
e X XY By 9x by
4 5 5 5 V5 5
4%> 4xy y® 8x 4;7}
+ 4+ — - T+ - —=+—=
[ 5 5 5 V5 5
17%> 3xy 2y> 10x Oy
20 5 5 V5 5
Finalment:
- 17%> 3xy 2y> 10x o
20 5 5
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Superficies |

» Una superficie parametritzada S és la imatge S = ¢(U) d'una
aplicacié ¢ : U — R3 (localment injectiva, C!, U C R? obert):

Q: U — RS
(u,v) = p(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

» L’aplicacié ¢ s'anomena una parametritzacié de S i és regular
si Dy té rang maxim = 2 en tots els seus punts.
» Si Sésregulari P=p(u,v) €S, el platangenta SeniPi
la recta normal a S en P sén:
d¢

TpS = P+ |:au(u, v), gt(u, V):| = P+ [pu(u, v), pv(u, V)],

Py [g@( )2 v)} = P+ [pulu v) A (V)]

NpS
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Superficies

> Si en I'expressié de ¢p(u, v) fixem el valor de v = vy = const.
o el valor de u = ug = const., obtenim les anomenades corbes
coordenades de la superficie:

u— SO(U7 V0)7 Vi QO(U(L V)'

Aleshores, els vectors ¢, i ¢, sén tangents a aquestes corbes
en cada punt.
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Exemple: Grafica d'una funcié

» Si h:R? — R és de classe C!, el seu graf S = graf(h) és una
superficie regular de R3 parametritzada per:
©: RZ — R3
(x,y) = wlxy)=(xy, h(x,y))
» En el punt P = (xo, y0, h(x0, o)) de S, el pla tangent i la
recta normal sén:
TPS P+[(1707 hX(X07.y0))7(0717hy(X07.y0))]7
/VP5 - P+ [(—hx(X07YO)7_hy(X07YO)71)]~

» La projeccié de NpS sobre el pla x, y indica les direccions de
maxim pendent de pujada i maxim pendent de baixada en S
(donades per Vh(xo, yo) i -V h(xo, yo), respectivament).

» S és també la superficie implicita d'equacié f(x,y,z) =0 on
f(x,y,z) =z — h(x,y).
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Exemple: Varietats implicites

» Si S és una superficie definida implicitament per |'equacié
f(x,y,z) =0, S també és una superficie parametritzada
localment al voltant de tot punt llis de S.

» La parametritzacié local ve donada pel graf d'una funcié (per
tant és regular en tots els punts).

» En efecte, sigui S ={f =0} i P € S un punt llis, verificant:
f(P) =01 VF(P) = (£(P), f,(P), &(P)) # (0,0,0).

» Si, p.ex., f;(P) # 0, gracies al teorema de la funcié implicita
podem aillar z = z(x, y) localment entorn de P com a solucié
de f(x,y,z) = 0. Per tant, en aquest cas S esdevé el graf de
la funcié de 2 variables (x, y) — z(x, y).

» Si f,(P) =0, llavors £ (P) # 0 permet aillar x = x(y, z) o bé
f,(P) # 0 permet aillar y = y(x, z).

31/60



Problema 25
Sigui S la superficie amb equacié (x+y —2z)>+(x—y+2)? = 1.

1.
2.
3.

Vegeu que és una mena de tuberia.
Comproveu que el punt P = (%,O, %) és de la superficie i llis.

Podem parametritzar S posant z = z(x,y) entorn al punt P?
0z 0z

1 1 _ 1 1 1
Calculeu 2(5,0), zX(E,O) = 7(5’0)' zy(§70) = T/(570).

Doneu una equacié paramétrica pel pla tangent a S en P.

v
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1. Fent el canvi de coordenades (no ortogonal):
X=x+y—z, y=x—y+2z, zZ=2z
I'equacié de la superficie S esdevé:

(x+y—2P+(x—y+2P=1= [ +7* =

i

que, en coordenades (X, y,Z), és un cilindre circular d'eix Z i
radi unitat. Com que el canvi que hem fet no es ortogonal,
realment no és cert que la superficie S sigui una “canonada
circular”, pero si que és una mena de cilindre al llarg de I'eix
x =y = 0 que, en coordenades (x, y, z), ve donat per

xX+y—z=0y=x—y+z=0.

2. Fent f(x,y,z) = (x+y — 2)>+ (x — y + 2)? — 1, I'equacié
implicita de S és f = 0. Clarament, P = (%,0, %) € S, jaque
es compleix f(P) = (3 +0-1)2+ (1 -0+3)?-1=0. E
gradient de f és Vf = (f, f,,f,) = (4x,4y —4z,4z—4y),
que en el punt P val Vf(P) =(2,-2,2) # (0,0,0) = P és
un punt llis/regular de S.
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3. Per parametritzar S = {(x,y,z) € R3 : f(x,y,z) = 0} com
un graf de la forma z = z(x, y) entorn d'un punt P € S, és
necessari que f,(P) # 0 per tal de poder aplicar eI teorema de
la funcié implicita. Com hem vist que P = ( ,0 ) €Si
fz(P) = 2, efectivament podem aillar z com a funC|o de (x,y)
entorn de P a partir de I'equacié de S. La funcié z = z(x, y)
aixi obtinguda compleix z(3,0) = . A més, substituint
z = z(x,y) en l'equaci6 de S és té:

(x+y—z(x,y)+(x—y+z(x,y)?> =1

Derivant aquest expressié respecte de x obtenim:

2 (xty—2(x,y))-(1=2x(x, ¥))+2 (x=y+2z(x, y))-(14+2«(x,y)) = 0.
x >

y —2(x,y) 0-2(3,0) )

idem, és veu que z,(x,y) sempre és =1 —> zy(%,O)

4. L'equacié parametrica del pla tangent Tp(S) és:
P+A(1,0,2¢(5,0)) +1(0,1,2,(3,0)) = (3 + X, 1, 3 = A+ 1)

D'on: z(x,y) = = z(3,0) = = 1.
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Exemple: I'esfera |

» x% 4 y2 + 22 = R? equacié de I'esfera centre (0,0,0) i radi R.

> L'esfera es pot parametritzar localment com a graf fent
z = z(x,y) =+R?>—=x%2—y? (hemisferi nord, z > 0),
z = z(x,y)=—-VR?>—x2—y? (hemisferi sud, z < 0).
» El millor és parametritzar-la usant coordenades esfériques:

[0,27) x [-7/2,7/2] — R3
(a , 8 ) = ¢p)

on: ¢(a, B) = (Rcos 3 cosa, R cos fsina, Rsin (3).
(Perqué ¢ sigui regular hem de considerar-la definida en el
domini donat pels intervals oberts.)
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Exemple: I'esfera |l

» Els parametres «, 8 s'anomenen longitud i latitud, resp., i les
corbes coordenades o = ag i 8 = By s'anomenen meridians i
paral-lels, respectivament. (Comentari: en termes geografics,
la longitud « es pren en (—m,7].)

» Fora de |'esféera de radi R, les coordenades esfériques d'un
punt (x,y, z) de R3 sén els valors (p, a, 3) complint:

p € [0,400), a € [0,27), g el-n/2,m/2],
x = pcosfcosa, y=pcosfsina, z = psinp,

donats per les férmules:

p=/x2+y2+ 2722, sin[i’:f, tana:y,

P x
on « t.q. signe(sin«)) = signe(y) i signe(cos «v)) = signe(x).
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Problema 26
Problema 26 (només pels punts P, i Q;)

Passeu de coordenades rectangulars a esferiques P, = (x,y, z) i de
coordenades esfériques a rectangulars Q1 = (p, a, 3), donats per:

P2:( 2\& 2&’%) Q= (1’?’_1)‘

p
. _2_1/2_1 o
Slnﬂ—;—T—Eéﬂ—g

Yy T
tana:;zi‘/\%ﬁz‘(g)——l — a—%(sma>0 cosa < 0)

i.ﬁ. (_ﬁ) 7ﬁ) _ <7ﬁ _6 _72)

on: cos (%) =cos (m+ %) = —cos (3) = —3,
i () = sin (4 5) = —sin (3) =
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Problema 28

L'aeroport de Barcelona a El Prat es troba en les coordenades
41°17'49" N, 2°4’42" E, i I'aeroport JFK de New York es troba en
les coordenades 40°38'23" N, 73°46’44" W. El radi mitja de la
Terra és de 6371km. Quina és la distancia entre els dos aeroports?

En termes geografics, la longitud « es pren en [—m, ) i s'expressa
entre 180°W i 180°E. La latitud 8 € (—m/2,7/2) s’expressa entre
90°S i 90°N. En aquest cas tenim, en radiants:

4 42 \° m
= (2+ — + 2 ) ~2.0783° = 2.0783 - —— ~ 0.03627
BN ( 60" 3600> 180

17 49 \°
Becn = <41 ELAN ) ~ 41.2969° = 41.2969 - —— ~ 0.7208

60 ' 3600 180
46 44 \° . ™
any = — <73 +egt 3600) ~ 737797 = 73779 oo~ —1.2877

38 23 \° . ™
Bny = <40 +55t 3600> ~ 40.640° = 40.640 - T ~ 0.7093.
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e Suposant la Terra esferica de radi R = 6371km, la distancia

entre BCN a NY és la longitud de I'arc de circumferéncia maxima

centrat en el centre O de la Terra i que uneix BCN i NY.

e Per tant, la distacia ve donada per 6 - R, on 0 és I'angle en
— =

radiants format pels vectors rgcy = O, BCN i ryy = O, NY'.
e Usant ccordenades esfériques:

reen = R - (cos(Bsen) - cos(asen), cos(Baen) - sin(ascen), sin(Bscn))
~ R - (0.750805, 0.027246, 0.659962),

vy = R - (cos(Bny) - cos(any), cos(Bny) - sin(any), sin(Bny))
~ R - (0.21197, —0.72861, 0.65130).

e Obtenim el segiient valor per # en radiants (el valor de R no
afecta en el calcul de 0):

cos = —MBENTNY) 666013 . g . arcos(0.56913) ~ 0.96535.
I7senll - [Py ||

e La distancia és, approximadament:

d(BCN, NY) ~ 0 - R ~ 0.96535 x 6371 km ~ 6150.2 km.
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Exemple: Cilindre de revolucié entorn d'un eix

» x2 4+ y? = R? és I'equacié del cilindre (infinit) d'eix z i radi R.

Usant coordenades cilindriques es pot parametritzar per
o(a,z) = (Rcosa, Rsina, z), a€l0,2r), zeR.

» Les coordenades cilindriques d'un punt P = (x,y,z) € R3
generic son els valors (p, a, z) tals que:

p € [0,+00), a € [0,27), z€eR,

X = pcosa, y = psinq, z =2z,

donats per les férmules:
y
p=x2+y2 tana:;,

on « t.q. signe(sin o)) = signe(y) i signe(cos o)) = signe(x).
> (p, ) sén les coordenades polars de la projeccié ortogonal del
punt P sobre el pla z=20, i p és la seva distancia a I'eix z.
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Problemes 29 |

Problema 29

Considerem els cilindres de R3, C; : x> +y?> =25 i
Gy : x? + z? = 25. Useu coordenades cilindriques en C; per
parametritzar la corba C; N G,.
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Problemes 29 I

» Les coordenades cilindriques sén:
X =pcosqa, y =psina, z=12z, p€[0,00), a€0,27), z€R.
» Si expressem Cy : x?> +y2 =25, G : x>+ 2% =25 en (p, o, 2):

Ci: (pcosa)® + (psina)® =25 — p?2 =25 — p =75,
G : (peosa)® + 22 =25 = 7% = 25(1 — cos® a) = 25sin’ a.

» Podem doncs parametritzar p i z en funcié de a:
pla) =5, z(a)==+5sina,
i obtenim dues corbes regulars:

a € [0,27] = (x(a), y(a), z(«)) = (5 cos a, 5sin v, £5 sin av).
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Superficies de revolucié |

» Una superficie de revolucié a R3 s'obté fent girar una corba
plana al voltant d'un eix.

> Si triem l'eix en OZ i la corba que fem girar és una corba C
en el pla x, z parametritzada per u — y(u) = (x(u), z(v)),
obtenim la superficie de revolucié S parametritzada per:

o(u,v) = (x(u) cos v, x(u)sin v, z(u)).
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Superficies de revolucié |l

» Si C corba continguda en el semi-pla {x >0,y =0,z € R} i
compleix I'equacié implicita

f(x,z) =0,
la superficie de revolucié S ve definida I'equacié implicita

f(Vx?>+y? z)=0.

» Observacié: Si S s’obté fent girar una corba C en el pla y, z
(enlloc del x, z) les férmules anteriors s’adapten com segueix:

» Si C parametritzada per u — y(u) = (y(u), z(v)), llavors S
parametritzada per ¢(u, v) = (y(u) cos v, y(u)sin v, z(u)).

» Si C continguda en el semi-pla {x =0,y > 0,z € R} compleix
I'equacié implicita f(y,z) = 0, llavors S ve definida per

I'equacié implicita f(y/x% + y2,z) = 0.
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Exemples notables de superficies de revolucid

» L'esfera de centre (0,0,0) i radi R: x>+ y? + 22 = R

vV vV v v Y

v

El cilindre d'eix z i radi R: x* + y? = R?.
El con x? 4 y? = 72,
L’hiperboloide (d'un full) x? + y? — z2 = 1.
L'hiperboloide (de dues fulles) x? 4 y? — z2 = —1.
El paraboloide z = x? + y2.
X2 )2 2

L'el-lipsoide — + 75 + — =1, a,b,c > 0, és de revoluci6
a? b c?
entorn d'un eix si té dos semi-eixos de la mateixa longitud:

» P.ex., si a= b, llavors és de revolucié entorn de I'eix z.

» P.ex., si b= c, llavors és de revolucié entorn de I'eix x.
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Exemple: Apartat 1 del problema 30 |

Fem girar la corba z = y? al voltant de I'eix OZ. Doneu una
parametritzacié i una equacié implicita de la superficie de revolucié
resultant. Té algun punt singular?

af

3
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Exemple: Apartat 1 del problema 30 Il

» La corba C és z = y3 del pla y,z. La parametritzem com:
= y(u) = (y(u), 2(u)) = (u, %), ueR

on usem y = u com a parametre.

» La superficie de revolucié S esta parametritzada per:

o(u,v) = (ucos v,usinv, u3) , ueR3 velo2n]

» Els vectors derivades parcials d'aquesta parametritzacié son:

¢u = (cosv,sinv,3u?), @, = (—usinv,ucosv,0),

i el seu producte vectorial és:

wu Ao, = (=3u®cosv, —3udsin v, u).
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Exemple: Apartat 1 del problema 30 IlI

» pu Aoy, =(0,0,0) <= u=0.Sifem u=0en p(u,v),
déna sempre el punt (0,0,0) de S, per a qualsevol valor de v.

» Aixi, (0,0,0) és I'unic punt singular de S i, si u # 0:

TSO(UH,)S = ¢(u,v) + [(cos v, sin v, 3u?), (—sin v, cos v, 0)],
Ny(u)S = @(u, v) + [(—3u? cos v, —3u” sin v, 1)].

» Si volem I' equaao implicita de S, ens cal I'equacié de la corba
C : z = +y3 continguda en el semi-pla {x =0,y > 0,z € R},
que en girar entorn de I'eix OZ genera S. Aquesta equacid
I'obtenim elevant al quadrat I'equacié de C : z = y3, ja que
aixi els punts amb z = —y3, y > 0, també la compleixen.

» L'equacié implicita de S és:

6:22—y6:0 = 5:22—(\/X2+y2)6:0

= S:Z2-(x*+y’)P=0
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Splines de Bézier |

> Les corbes que el disseny industrial usa cada cop més sén els
splines.

» S6n corbes parametrizades pero definides a trossos, per a que
passin per punts especificats i/o tinguin direccions tangents
especificades.

» Els splines de Bézier sén un dels tipus de splines considerats
(perd no pas els tnics).

» Els programes de disseny per ordenador moderns (com p.ex.
SolidWorks) usen splines per fer passar corbes/superficies per
les posicions indicades des del ratoli.

» Podem usar la comanda bspligui() de Matlab per explorar-ho.
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Splines de Bézier Il

Definicié
La corba de Bézier ciibica determinada per 4 punts de control
Po, P1, Py, P3 € R?, i parametrizada per t € [0, 1], s'obté aixi:

v(t) = mo(t)Po + m1(t)P1 + ma(t) P2 + m3(t)Ps,

1(

on: mo(t) = (1 — t)3, m
m3(

mo(t) = 3t3(1 — t),

v(t) compleix les propietats:

> (t) és el baricentre Py, P1, P2, P3 amb pesos mg(t), mi(t),
my(t) i m3(t) que sén tots positius i sumen 1.

> ¥(0) = Po, (1) =Ps.

t) = 3t(1 — t)?,
t) = t3.

. 55 . 55
> ’Y(O) = 3P()P1 = 3(P1 — Po), ’y(l) = 3P2P3 = 3(P3 — Pg).
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Splines de Bézier IlI

Aquestes propietats volen dir que la corba ~y(t) passa pels punts de
control Py, P3, amb recta tangent PyPi, P>»P3 respectivament. En
canvi, la corba de Bézier no sol passar pels punts de control Py, P;.

2 @ =
/
// 1
!
i/
/
1 /f/ Q
/ \“. Pz
[/ A
\\
o0 ‘\\
P o .
Y
1 )
0 1 2 3 4 5P
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Corbes de Bézier en [to, t1]

Una complicacié necessaria per enganxar 2 o més corbes de Bézier
és que convé usar corbes de Bézier ciibiques parametritzades per
un interval de temps [to, t1] qualsevol, enlloc de per [0, 1]. Per a
fer aixo definim:

"}/(t) = mo(t)Pg + ml(t)Pl -+ mz(t)PQ + m3(t)P3,
on els pesos en l'interval [to, t1] sén:

(i—1t) _3(t—to)(t1 — t)?
mO(t) ( ) ml(t) - (tl —3t0)3 !
3(t — to)?(ts — ¢ t—t
m(t) =2 (tl‘f o m( =

que continuen sent positius i sumant 1. La nova corba de Bézier
7 : [to, t1] — R? verifica ara que:
v(to) = Po, (1) = P3, A(to) =3PoP1, 7(t1) =3P2Ps.
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Enganxant Splines |

Definicié
Un spline és una corba parametritzada v : [a, b] — R? que obtenim
enganxant arcs de corba parametritzats:

7 : [to, tl] — Rz, Y2 ! [tl, t2] — R2, ey Yt [tn_l, t,,] — Rz,
onty=ait,=b. Elspline vy és un spline cibic de Bézier si les
corbes 71, ...,7vn que enganxem sén corbes cuibiques de Bézier.

v

Per definir cada corba de Bézier cibica 7; calen 4 punts de control:

Pio.  Pj1, P2, Pjs.

En principi podriem definir cada corba de Bézier cibica ~1,...,vn
per 4 punts de control independents, pero el que normalment
volem és que el spline  resultant sigui una corba continua i llisa.
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Enganxant Splines Il

Proposicid
Sigui vy I'spline cibic de Bézier anterior, on cada -y, esta generat
pels punts de control P;o, P;1,Pj2, P;3, prenent j =1,...,n.
1. v és continu sii. el punt de control final de cada corba de
Bézier, ;, és el punt de control inicial de la segiient, ~yji1:

Pi3 = Pji10, perj=12,....,n—1.

2. La corba C = ~([a, b]), parametritzada per v : [a, b] — R2,
admet una parametritzacié C' exactament quan els punts
Pj2,Pj3= Pjt10 i Pj+1,1 estan alineats per j=1,...,n—1,
i apareixen en la recta amb Pj3 = P; 19 al mig dels altres 2.
(En general pero, v no és una parametritzacié C* de C.)
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Exemple |
Sigui 7 : [0,2] — R? el spline de Bézier ctibic donat per 2 corbes
71 :[0,1] = R?, 42 : [1,2] — R?, amb punts de control

Y1t Pl,O - (070)7 Pl,l - (17 1)7 P1,2 - (37 1)7 P1,3 — (47 05)
Y21 P2o = (4,05), Py1 = (6,-0.5), Pro=(7,-2), P23=(9,0)
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Exemple |l

» Com P13 = P = (4,0.5) la corba C = ([0, 2]) és continua.

» Com veurem tot seguit, els punts P12, P13 = P>, P21 estan
alineats i P13 = P> esta al mig dels altres dos. Per tant, la
corba C admet parametritzacié C*.

. - = . 5 e
» Considerem els vectors v = P1oP13i Vo = PyoP21. Les
afirmacions de dalt sén equivalents a demanar:

vi || Vo (paral-lels), (v1, Vo) > 0 (tenen el mateix sentit).
En efecte:

—
Vi = PioPi3=Pi3—P12=(4,05)—-(3,1)=(1,-05),
—
Vo = PogPr1=Py1— Poo=(6,-0.5)—(4,0.5)=(2,—-1),

compleixen Vo = 2 (paral-lels) i (v, vo) = 2.5 > 0.
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Exemple |l

» Aixi doncs, si pensem en la corba C = ([0, 2]) com una corba
implicita de R?, el punt P13 = Pao = (4,0.5) (punt d’enganx
de 71 i 72) és un punt llis de C i la seva recta tangent és:
TP1,3 C = (4,05)+[(2,-1)]
on podem triar com a vector director tant V1 com vs.

> Perd, si bé P13 = P> és un punt llis de C, la parametritzacié
~ donada per I'spline no és regular en el punt. Per una banda
71(1) = P13 = P20 = 72(1) (continuitat), perd per I'altra,
usant les propietats de I'spline ctibic de Bézier:

71(1) = 3(P1i3— P12)=(3,-15), (t=1ést; per )
Y2(1) = 3(P21— P2o) =(6,-3), (t=12ésty per y2)

que vol dir que les derivades de 71 i 72 no enganxen bé en
aquest punt (sén paral-leles, com toca, pero diferents).
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Exemple IV

Vegem, p.ex., el calcul de ~»(1).

» Usant que 72 : [1,2] — R2, tenim to = 1 i t; = 2. Obtenim:

m() = e,
m() = XEOZD o)
R CERIER
malt) = ((ttl_—tfo))33:(t‘1’3'
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Exemple V

» Per tant:

"}Q(t) = mo(t)szo -+ ml(t)P271 + m2(t)P2’2 + m3(t)P2,3
(2 — t)3P270 + 3(2 — t)z(t — 1)P271
—|—3(2 — t)(t — 1)2P2’2 + (t — ]_)3,:)2’37

on els punts de control sén Ppo = (4,0.5), P>1 = (6,—0.5),
Pro = (7,-2), Po3=(9,0). Derivant y(t), obtenim:

Ya(t) = —3(2—t)?Pao+3(2—t)(4 —3t)Pa1
+3(t — 1)(5 — 3t)Pap + 3(t — 1)?Py3s.

Aixi, 42(1) = 3(P2,1 — P2), resultat que de fet ja sabiem per
les propietats de I'spline clibic de Bézier.
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Exemple VI

Pero aquestes expressions explicites per v»(t) i §2(t) ens permeten
calcular, p.ex., la recta tangent T,C, on g = 7(1.2) = 1»(1.2)
(observem que ja que t = 1.2 € [1, 2], per aquest t aplica la
férmula de 42 i no pas la de ;). Fent t = 1.2 en:

y(t) = (2-1)3(4,05)+3(2—t)*(t —1)(6,-0.5)
+3(2 = t)(t —1)?(7,-2) + (t — 1)3(9,0),

Ao(t) = —3(2—1t)%(4,0.5) 4 3(2 — t)(4 — 3t) (6, —0.5)
+3(t — 1)(5 — 3t) (7, —2) + 3(t — 1)?(9,0),

obtenim g = v(1.2) = (5.096, —0.128) i 4(1.2) = (5.04, —3.12).
Per tant:

T,C = (5.096, —0.128) + [(5.04, —3.12)].
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