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Varietats implicites

Definicié de varietat implicita

W C R" és una varietat implicita C* si els seus punts verifiquen un
sistema d'equacions (en general no lineals) almenys C! de la forma:

f(xi...xn) 0

—

Concretamet: Pe W «<— F(P)=0

Observacié
Suposarem nombre d'equacions = m < n = nombre de variables.

v
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Punts llisos i singulars

» P € W és un punt llis (o regular) si la matriu DF(P) de
derivades parcial (o matriu jacobiana) de F en P té rang
maxim: rang(DF(P)) = m. Concretament:

V£(P)
DF(P) = :
Vin(P)
on Vfi = (0xf;, ..., 0x,f;) vector gradient de f;. (Notacié:
f'
O f =1, = gx' i s'entén que V£ és un vector filera).

v

Si DF(P) no té rang maxim diem que P és punt singular.

v

v

dimensié 1 <= corbes; dimensié 2 <= superficies.

v

P.ex.: 1 equacié en R? o 2 equacions en R3 donen una corba;
1 equacié en R3 déna una superficie.

La dimensié de W és dim W = n — m = variables - equacions.
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Varietat tangent i varietat normal |
» Si P € W és un punt llis, la varietat tangent a W en P és
TpW := P + Nuc(DF(P))
» Si P € W és un punt llis, la varietat normala W en P és

NpW := P 4+ Nuc(DF(P))t = P+ [VA(P),...,Viu(P)]

TpW

;E\r'TP W



Varietat tangent i varietat normal Il

La varietat tangent TpW := P + Nuc(DF(P)) és una varietat
lineal de dimensié n — m (la mateixa que W).

Si W és una corba llavors TpW té dimensid 1.
Si W és una superficie llavors Tp W té dimensié 2.
x € Nuc(DF(P)) <= DF(P)x =0. (x vector columna.)

La varietat normal NpW := P + Nuc(DF(P))* és una
varietat lineal de dimensié m tal que el seu s.e.v. director esta
generat pels vectors gradients de les funcions f; avaluats en P.

Si W corba en R? o W superficie en R3 llavors Np W té
dimensié 1.
Si W corba en R3 llavors NpW té dimensié 2.
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Problema 1

Sigui C la corba plana amb equacié y? — 2xy — x3 +2x2 +9 = 0.
1. Busqueu els punts singulars de la corba.
2. Calculeu TpC, NpC per P = (3,0).

1. L'equacié de C és f(x,y) =0, on f ve donada per:
f(x,y) =y*> —2xy — x> +2x*> +0.
En ser C una corba plana, la condicié de punt singular de C

és Vf(x,y) =0, que no es déna per cap punt de (x,y) € C
(tot sén llisos). En efecte:

Vi(x,y) = (fi, f,) = (—3x° +4x -2y, —2x +2y).
Si les dues components de V£ s'anul-len simultaniament, cal
x =y (via segona equacid) i, substituint y = x en la primera:
—3x*42x =0 x(—3x+2)=0&x=y=00hbéx=y=2/3.

Cap d’aquests dos punts no pertany a la corba perqué

£(0,0)=0£0, f (g i) — 247/27 £ 0.
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2. Observem que P = (3,0) € W en quan f(P) = 0. El gradient

de f en P val:
V£(3,0) = (—15, —6) = —3(5,2) || (5,2).
Per tant, la varietat normal és
NpC = (3,0) + [(5,2)].

La varietat tangent TpC és 1 a NpC i passa pel punt P. En
ser (2,—5) L (5,2) és té :

TpC = (3,0) + (2, —5)].

Si volem la forma implicita de TpC, usem que els coeficients
de x, y en la seva equacié defineixen un vector 1 a TpC que,
si I'escollim com el (5,2), ens diu que TpC : 5x +2y = d on
hem de triar d = 15 per tal que P = (3,0) verifiqui |'equacié
de TpC.
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Problema 3

C corba donada per les equacions z = e™*

=y x—2y—z=-1.
1. Té C algun punt singular en el semiespai x > 07
2. Calculeu TpC,NpC en P =(0,0,1).

1. C verifica F(x,y, z) = (fi(x,y,z), fa(x,y,z)) = (0,0) on:
fl(x,y,z):z—e_xz_yz, f(x,y,z) =x—2y —z+1.
F té com a matriu de derivades parcials:

_ ([ VAlGy,2) | _ [ 2xe P 2
DF(X’y’Z)_<Vf2(X,y,z) 1 -2 -1

rang(DF(x,y, z)) sempre > 1. Si volem rang(DF(x,y,z)) =1 cal

2xe Y 1 —0 2ye’X2’y 2 1 —0
1 -1 ’ -2 -1 ’
Obtenim les equacions 2 x e Xy = -1, 2y ey = 2.

En particular, si x > 0 la 1a eq. no es compleix. Per tant, tots els
punts (x,y,z) € C amb x > 0 tenen rang 2 i sén llisos.

)
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2P:(Ovovl)eCJaqueﬂ(P):é(P):OAmés
_(VA(0,0,1)\ [0 0 1

P és llis ja que VF(P) i Vf(P) sén linealment independents.
A més, sabem que els vectors gradients sén 1. a C en P i, per

tant, el seu producte vectorial déna un vector tangent a C en P:

(0,0,1) A (1,-2,-1) = (2,1,0).
Les varietats tangent i normal a C en P sén:

TpC = (0,0,1)+[(2,1,0)] ={z=1,x—2y —z = —1},
NpC = (0,0,1)+1[(0,0,1), (L, —2,~1)] = {2x +y = 0}.
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Exemple d'una sola equacié (hipersuperficies)

» Si W C R" és una varietat implicita definida per una sola
equacié f(x) = 0, W és una hipersuperficie de R".

» Llavors, dmW =n—-1iPe W < f(P)=0.

» Les corbes en R? i les superficies en R3 sén hipersuperficies.

» La condicié de que P € W = {f = 0} sigui un punt llis és
VFI(P) # 0 llavors és té:

NpW = P+ [V£(P)],

ToW = {x = (x1,....%n) | (VF(P),x — P) = 0}.

» Per exemple, per una superficie W = {f(x,y, z) = 0} C R3,
el pla tangent a W en P = (xo, y0, 20) ve definit per 'equacié:

{(xy: 2) [ £5(P) (x =x0) + £,(P) (y = y0) + £(P) (2 = 20) = 0}
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Exemples: hipersuperficies de nivell i grafiques de funcions

» Donada la funcié C! g : R” — R, la hipersuperficie de nivell
g(x) = ¢ (on ¢ és una constant) és la varietat implicita W,
definida per aquesta equacié. Concretament, W, = {g =c} o
bé, equivalentment, W, = {f = 0}, on f(x) = g(x) — c.

» Sih:R" = R és C!, la seva grafica és el conjunt:

W = graf(h) = {(x1,...,Xn41) | Xn41 = h(x1, ..., xn)} C R™L,

» W varietat implicita de R™! definida per I'equacié f = 0, on
(X1 vy Xy Xnt1) = Xnt1 — h(x1, ..y Xn).

» P € W sii. ésde la forma P = (xq, h(xo)) € R™", on xg € R".

» Tots els punts de W sén llisos i es té VF(P) = (—Vh(xp), 1).

» P.ex.: si h(x,y) és una funcié definida a R? i considerem la
superficie W C R? definida per la grafica z = h(x, y), el pla
tangent a W en P = (xo, Yo, h(x0, o)) € R3 ve definit per:

z = h(x0, ¥0) + hx(x0, y0) (x — x0) + hy(x0, ¥0) (¥ — y0)-
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Propietats de les varietats tangent i normal

Si W és una varietat implicita, i P € W punt llis, aleshores:

(1) TpW és la varietat lineal que millor aproxima a W prop de P.

(2) Si W és una hipersuperficie donada I'equacié f = 0, llavors
NpW = P + [Vf(P)] déna la direccié de maxim creixement
de f en P. Aix0 és, si volem f(P + h) creixi el més possible,

triant h de tamany petit, el natural és triar h en la direccid i
sentit donat per Vf(P).

(3) Principi de Fermat: Quan un raig de llum es reflecteix en
P € W, la varietat NpW bisseca els raigs entrant i sortint.
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Problema 5

Sigui W C R3 la grafica de la funcié h(x,y) = e’ Calculeu
els punts singulars de W i la recta normal i el pla tangent en el
punt (0,1,e71).

» En ésser W la grafica d'una funcié de R? — R C?!, obtenim
una superficie de R? sense cap punt singular:

W = {(X,y,Z) € R3 i Z= h(va)} = {g(xayaz) = 0}7
on: g(x,y,z2)=z—h(x,y)=z— e X"
» El gradient de g(x,y,z) =z —e 7Y és:
22 2,2
Vg(xvyvz):(nggyng):(2xe y72ye y71)

» El punt P =(0,1,e7 1) € W ja que g(0,1,e" 1) =0.
» Vg(P)=(0,2¢71,1) és L a W en P. Per tant:

NpW = (0,1, 1) +[(0,2¢71,1)],
TeW = (0,1,e ) +[0,2¢ L, 1)t ={2ety+2z=d}

on d = 3e~! per tal que (0,1, e~1) compleixi I'equacié.
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Exemple: W con de revolucié entorn de I'eix z

y

W={(xy,2) R’ | x* +y? = 2%}.

W es la superficie del con de revolucié de R3 que s'obté fent
girar la recta {z = y, x = 0} entorn de I'eix z.

La seva forma implicita és f = 0, on f(x,y,z) = x> + y? — Z2.
Per tant: Df(x,y,z) = Vf(x,y,z) = (2x,2y, —2z).

P € R3 punt llis de W <= f(P) =0 irang(Df(P)) = 1.

P € R3 punt singular de W <= f(P)=0i Vf(P)=0.
L'Gnic punt P = (x, y, z) € R3 que compleix que Vf(P) = 0
ésx=y=z=0.

» Com que P =(0,0,0) pertany a W, P és I'linic punt singular
de W (vertex del con). Tots els altres punts de W sén llisos.

v

vV VvVvVYyVvVvyy
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Exemple: Con de revolucié |l

Sigui 4 = (-1, —1,2) vector director d'un raig de llum que incideix
en el punt P = (3,4,5) € W. Trobeu I'equacié de la recta seguida
pel raig de llum reflectit.

» 1(3,4,5) =0 = P =(3,4,5) és un punt llis del con i
Df(P) = Vf(P) = (6,8,—10) = 27, on ii = (3,4,—5) és un
vector normal a W en P.

» El pla tangent a W en P i la seva recta normal sén:

NpW = (3,4,5) + [VFf(P)] = (3,4,5) +[(3,4, —5)].
TpW = (3,4,5) + [VF(P)]* = {3x + 4y — 5z = d},

on triem d = 0 per tal que P = (3,4,5) verifiqui |'equacié.
> La reflexié és un raig pel punt P contingut en el pla P+ [d, r].

» Pel principi de Fermat, el raig reflectit té direccié ¥ donada per
la reflexié del vector i respecte del s.e.v. [r] (de dimensié 1).
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Exemple: Con de revolucié Il

i =(—1,-1,2) direccid i sentit del raig incident.

7 direccié i sentit del raig reflectit.

f mateix angle d'incidéncia i de refleccié.

§ = —F compleix que i+ 5=2t, on = Mz(d) és la

projeccio ortogonal de i sobre el s.e.v. [ri]. Per tant:

- -
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Exemple: Con de revolucié IV

Finalment, usant

i= (_17 _172)7 n= (3747 _5)7

obtenim:
} @R 2. (-17)
= 2 _g= 034 5y (—1,-1,2
S <Fi, ﬁ)n u 50 (37 ) 5) ( ) bl )
~ L (52, -86,70) = = (—26, —43,35)
- 50 b b - 25 ) ) .

Per tant, P + [(26,43, —35)] és la recta que segueix el raig reflectit
des de P, que té vector director

1
F=—5=_(26,43,—35).
F= 8= (26,43, -35)

(El canvi de signe en el vector director indica el rebot del raig.)
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Extrems Lligats |

» Problema: Donada una funcié f : R"” — R diferenciable,
volem trobar els extrems (maxims i minims) de f entre els
punts P d'una varietat implicita W C R" definida per
equacions g = +-- = g, = 0 (on m < n).

> Les equacions de W sén els lligams: condicions que han de
complir els punts entre els que busquem els extrems, i aquests
extrems s’anomenen extrems de f en W o extrems de f)y.
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Extrems Lligats I

2ty = farrw

2wy = 10

2 2

Figure : Extrems de f(x,y) = 2x+y enlacorba C: % + % = 1. (Ul hi
ha 2 errates a la figura: 2x + y = 10 és de fet 2x + y = —10 i viceversa.)

—_a
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Extrems Lligats Ill

Lema

Si P € W és un extrem (local) de f en W aleshores P ha de ser
un punt critic de f en W (condicié necessaria d'extrem relatiu).
Aixo vol dir que:

VF(P) € [Vgi(P),...,Vgm(P)]
o, equivalentment, que existeixen constants \i, ...\, tals que:

Vf(P) = /\1Vg1(P) + 4 )\ngm(P).

Observacié

En la figura anterior, aix0 implica que les corbes de nivell de f en

els extrems lligats tenen mateixa recta tangent que C en els punts.
v
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Punts Critics i Multiplicadors de Lagrange

» Si P és un punt critic de f en W, s'anomenen multiplicadors
de Lagrange a les constants A1, ...\, tals que

VE(P) = MVgi(P) + -+ AnVem(P).

» Es té que P = (xi1,...,xpn) és punt critic de f en W < per
alguna tria de A1,..., A\m, el punt (x1,..., X5, A1, .., Am) és
~———
P

un punt critic de la funcié de Lagrange:

L(xt,...sXn , AMyooosdm) =F — X181 — Xog2 — -+ — Am&m-
Punt critic de L vol dir que, per aquests A1, ..., Ay, triats, el
seu gradient respecte de xi, ..., X, és zero:

VL= (L, Ly, L) =(0,0,...,0).

» Toca dir quins punts critics sén realment extrems de f en W.
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Teorema dels multiplicadors de Lagrange |

Teorema (Multiplicadors de Lagrange)

Si P € W és punt critic de f en W | té multiplicadors de Lagrange
(M,...,Am), considerem la funcio

L(X]_,...,Xn):f:—)\lg]__..._)\mgn77

H(L)p = D?L(P) la seva matriu Hessiana en P (matriu de
derivades segones), i E el subespai director de TpW. Suposem
que VL(P) = (0,...,0) (P és punt critic de L). Aleshores:

> SiH(L)p, és definida positiva, P és minim (local) de f en W.
> SiH(L)p, és definida negativa, P és maxim (loc) de f en W.

» SiH(L)p és indefinida (té VAPs > 0 i VAPs <0), P és punt
de sella (no és extrem de f en W ).

v
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Teorema dels multiplicadors de Lagrange |l

> Recordem H(L)p . és la restriccié de la matriu H(L)p a E, on
E I'hem definit com el s.e.v. director de la varietat TpW
(tangent a W en P).
» Reciprocament també es té que
> P minim de f en W = H(L)p, és semidefinida positiva

(i =0).
> P maxim de f en W = H(L)p . és semidefinida negativa

> A la practica, podem usar I'algorisme que describim tot segliit
per trobar els extrems d'una funcié en una varietat. Les dades
d’'aquest algorisme sén:
» f:R"” — R és la funcié de n variables de la que en volem els
seus extrems lligats sobre la varietat W.
> g1,...,&n : R” — R sén m funcions de n variables tals que la
varietat W, de dimensié n — m, esta implicitament definida per
les equacions g = --- =g, = 0.
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Algoritme dels Multiplicadors de Lagrange. |

Pas 1

Pas 2

Considerem la funcié de Lagrange

L(X]_,...,Xn ; )‘17"'))‘m) = f_)\lgl _)\2g2_"‘_)\mgm'
Calculem els punts critics P = (x1,...,x,) de f en W i els
multiplicadors de Lagrange A1,..., A, corresponents a P,

com a solucié del seglient sistema de n + m equacions:
Lx1 :"’:an:glz"':gmzo'

Per a cada punt critic P obtingut en aquest Pas 1 repetim els
calculs segtients (Pas 2-Pas 4).
Calculem H = H(L)p, matriu hessiana de L en P, on els valors

dels multiplicadors de Lagrange A1,..., A, els fixem com els
obtinguts en el Pas 1 (aix0 és, H matriu n x n simétrica).
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Algoritme dels Multiplicadors de Lagrange. Il
Pas 3 Calculem generadors {u1,...,uy} del s.e.v. E, de dimensié
d = n— m, director de Tp(W). Aixo és:
E=[Vea(P),...,Vagn(P)* =[u1,...,uq].

Pas 4 Calculem la matriu H|g (simetrica i d x d) de la restriccié de
H = H(L)p al s.e.v. E, donada per

He=U"-H-U,

on U matriu n X d que té per columnes els vectors generadors
de E, {u1,...,uq}, del Pas 3, i estudiem si H|e és definida
positiva/negativa o indefinida.
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Cas d'extrems absoluts de f en W varietat compacta

Sigui W C R" una varietat compacta (tancada i acotada). Llavors,
sabem que existeixen els extrems absoluts f en W. Calcul:

Pas 1 Trobar TOTS els punts critics de f en P (perd ara NO ens
calen els valors dels multiplicadors de Lagrange).

Pas 2 Avaluar f en TOTS els punts critics. El punt (o punts) que
maximitza el valor de f entre els punts critics déna el maxim
absoluts de f en W (idem pel minim/s absolut/s). NO cal
calcular ni la matriu hessiana H ni els generadors de E.

Comentaris:
» Sén varietats compactes, p.ex., un cercle o una el-lipse a R? o
R3, 0 bé una esfera o un el-lipsoide a R3.
» No sén varietats compactes, p.ex., ni una recta en R? ni una
recta, pla, cilindre o con en R3. Si W no és compacta, el més

probable és que els extrems absoluts de f en W no existeixin
(depen del cas).

26
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Aplicacié a la minima distancia a un punt
En el cas de la funcié distancia a un punt Q fora de W

f(x) = [Ix = Q]
(equivalentment el seu quadrat que té gradient 2(x — Q))

Corol-lari (La direccié de minima distancia és normal)

SiQg W, iPeW ésel punt de W més proper o més llunya a
Q, aleshores la recta PQ és normal a W en P

P—Q¢€[Vg(P),...,Vem(P)

d(P,Q) > hipotenusa

d(P,Q) = catet

W

27 / 44



Trobeu els extrems (lligats) de f(x, y, z) = z sobre la varietat
W ={(x,y,z) € R3 : x>+ y2 + 22 — 1 = 0} i classifiqueu-los
(maxims/minims, relatius/absoluts).

W ve donada per una tnica equacié a g(x,y,z) = 0 en R3, on

g = x>+ y? 4+ z2 — 1, que defineix la superficie d'una esfera de
centre (0,0,0) i radi 1. Per tant, W és una varietat compacta.
Aixo implica que f assoleix el seu maxim i minim absolut en W
que, en particular, han de ser punts critics de fy.

Pas 1: L(x,y,z,A\) =f —Ag = z— A (x?> + y? + 2% — 1) funcié de
Lagrange associada. Les equacions dels punts critics P = (x, y, z)
de f en W i dels corresponents multiplicadors de Lagrange A sén:

(eql) Ly=0 <= —2Ax=0 <= A=00béx=0.
(eq2) L, =0 <= —2Xy=0 <<= A=00béy=0.
(eq3) L, =0 <= 1-2Xz=0

(eqd) g=0 —= x*+y?’+22-1=0

(eq3) = A #0iz#0 = x=y =0via (eql) i (eq2).
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Substituint x =y =0 en (eq4) = z> =1 = z=+1. Aixi, f
té dos punts critics sobre W: Py = (0,0,zy) = (0,0,+1).
El multiplicador de Lagrange de cadascun d’ells és (via (eq3)):

1

Ar = 2 T2
Ara hi dues formes d’'acabar el problema:

1. En ser W una varietat compacta, sabem que f assoleix el seu
maxim i el seu minim absolut sobre W, que han de ser punts
critics de f|y. Per tant, és obligat que un d’ells sigui Py i
I'altre P_. Avaluant f en cadascun d'ells s'obté f(P;) =1
(max. absolut de f en W) i f(P-) = —1 (min. absolut).

2. Estudiar la restriccié de la matriu hessiana de L al subsepai
vectorial tangent a W en P, i P_. Tot segui anem a fer-ho
encara que realment NO cal fer-ho.

Pas 2: La matriu hessiana de L en un punt generic és:
Lxx ny Lx; -2 0 0
HL)=1| Ly L, L, | = 0 -2\ 0
sz Lyz Lzz 0 0 —2AX
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Per tant:

-1 0 0 100
HLp,=| 0 =1 0], HLp. =| 0 1 0
0 0 -1 00 1

Expressem com Tip(W) = Py + E4 la varietat tangent a W en el
punt PL € W, on EL és el subespai vectorial tangent a W en P..

» H(L)p, té tots els seus VAPs negatius = H(L)p, definida
negativa = la restriccié de H(L)p, al subespai vectorial E;
tangent a W en Py també és definida negativa = P, és un
maxim relatiu de f en W.

(De fet ja hem vist que P, és el maxim absolut de f en W).

» H(L)p_ té tots els seus VAPs positius = H(L)p_ definida
positiva = la restriccié de H(L)p_ al subespai vectorial E_
tangent a W en P_ també és definida positiva = P_ és un
minim relatiu de f en W.

(De fet ja hem vist que P_ és el minim absolut de f en W).
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Trobeu els extrems (lligats) de f(x,y) = x? + y? sobre la varietat
W = {(x,y) € R? : (x — 1)> + 4y2 = 4} i classifiqueu-los.

f(x,y) = (x — x0)%> + (¥ — y0)? déna la distancia al quadrat de
(x,y) a (x0,y0). Estem buscant doncs maxims i minims la funcié
distancia del (0,0) als punts (x,y) € W.

W ve donada per una tnica equacié a g(x,y) = 0 en R?, on

g = (x—1)>+4y? — 4, que déna lloc a la corba definida per
I'el-lipse de centre (1,0) i semi-eixos 2 i 1, (X;21)2 + }1/*2 =1, que és
una varietat compacta = f assoleix el seu maxim i minim
absolut en W que, en particular, han de ser punts critics de fjy.
Pas 1: L(x,y,A\)=f—-Ag=x*+y? =X [(x—1)2+4y? — 4] és
la funcié de Lagrange associada. Les equacions dels punts critics
P = (x,y) de f en W i dels multiplicadors de Lagrange \ sén:

(eql) Ly =0 <= x—A(x—-1)=0

1
(eq2) Ly =0 <= y—4Ay=y(1-4))=0 = y:Oobé)\:Z

(eq3) g =0 <= (x—1)2+4y> =4
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e Cas y = 0: Via (eq3) obtenim:

(x—12=4 = x—-1=42 = x=14+2¢€{3,-1}.

Obtenim dos punts critics amb y = 0: P; = (3,0) i P, = (—1,0).

Els seus multiplicadors de Lagrange A = X
X —_—

(eql) i s6n A =3/2 per P1 i A =1/2 per P;.

venen donats per

1 1
e Cas \ = 7 Via (eql) = x :2)21 =-3 = Via (eq3):
4 1 2
> 5 5 . . 1
y° = 9 = y= j:?. Obtenim dos punts critics amb \ = rg

P3 = (—1/3,1/5/3) i P4 = (—1/3,—/5/3).

e El valor de f(x,y) = x?> 4 y? en els punts critics és:
f(P1)=9, f(P)=1, f(Ps)=f(Ps)=2/3.

Usant que W és compacta, P; és el maxim absolut de f en W i
P3, P4 els dos minims absoluts.
Tot seguit farem I'estudi dels quatre punts critics de f/y via la

matriu hessiana de L, si ve de fet només ens cal fer-lo per Ps.
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Pas 2: La matriu hessiana de L en un punt generic és:
(Lo Ly N\ [ 2-2A 0
0= 5 )= (70" 2 o)

Per tant:

H(L)p, = < _01 _010 )7 H(L)p, = ( é _02 >,

H(L)p, = H(L)p, = ( /2 8).

Pas 3: Calculem Vg vectors gradient de g = (x — 1)?> + 4y? — 4,

I'avaluem en cadascun dels quatre punts critics, i busquem quatre
vectors {uj}j-':l tal que Vg(P;) L uj, j=1,2,3,4. Llavors, la
recta tangent a la corba W en cadascun dels punts critics és:

Tp(W) =P+ E,  E=][y],

on E; déna el subespai vectorial tangent a W en P;.
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Concretament,
g=(x—-12+4y? -4 = Vg= (&, 8y) =(2(x —1),8y):

P1=(3,0) = Vg(P1) = (4

s ) - ulf(O,l)
P, = (-1,0) = Vg(P2) =(—4,0

—— Up = (0,1)

Pas 4: Per cada punts critic P;, j = 1,2, 3,4, calculem la restriccié
del la forma quadratica definida per la matriu H; = H(L)p; al s.e.v.
E;, usant que u; és un vector que genera E;.

e Recordeu que en els calculs hem d'usar uj com a vector columna.
e Observeu que H; és definida negativa. Per tant ja podriem dir a
priori, sense fer cap calcul, que la seva restriccié a £; també ho és.
e El resultat per P, és identic al de Ps i no I'escriurem.
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-1 0
Hijg = uf Hiu=(0 1) ( 0 10 >

1 0 0
o, = up Houp = (0 1) ( 0 o > (1

3v5

Per tant:
» Hig, <0 = Hi g, és definida negativa = P; maxim
relatiu de f en W (de fet P; és el maxim absolut).
» Hyg, <0 = Hyg, és definida negativa = P, maxim
relatiu de f en W.
» M3, > 0 = H3|g, és definida positiva = P3 minim
relatiu de £ en W (de fet Pz, P4 sén els minims absolut).
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Problema 15(i)

Determineu els extrems locals de f(x, y, z) sobre la varietat
W = {(X,y7Z) € ]R3 : gl(Xv_va) = g2(Xay7Z) — 0}, on:

flx,y,2) = X+y>+2°
gl(Xa.yaZ) = X2+y2—|—22—5,
o(x,y,z) = xX>+y*+22-2x-3.

Observeu que g» = 0 equival a (x — 1)? + y2 + z2 = 4. Per tant,
W és una corba de R3 definida com a interseccié de dues esferes
(centres (0,0,0), (1,0,0) i radis v/5 i 2, respectivament) = W
és una circumferencia de R3 = W varietat compacta = f
assoleix els seus extrems absoluts en W (que, en particular, també
sén extrems locals/relatius).

Pas 1: L(x,y,z,A1,X2) = — A1 g1 — A2 & funcié de Lagrange
associada. Les equacions dels punts critics P = (x,y, z) de f en
W i dels corresponents multiplicadors de Lagrange A1, A2, sén:

[,=0 L,=0, L,=0, g =0, g=0.
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L=x3+y 4+ - M (P +y?+22-5) = (x®+y> + 22 —2x—3).

L déna lloc a les segiients equacions pels punts crics P = (x, y, z)
de f/\y i pels seus multiplicadors de Lagrange associats A1 i Aa:

(eql) Ly=0 <= (B3x—2A\1—2X\2)x+2X=0
(eq2) L, =0 <= (By—2X\1—2X)y=0
(eq3) L, =0 <= (3z—-2\1—2X)z=0
(eqd) g1 =0 = x> +y?’+22-5=0

(eq5) g2 =0 = x> +y?’+22-2x-3=0

A partir de (eq2) i (eq3) obtenim 4 casos diferents segons s'anul-la
y 0 z 0 bé les expressions que els multipliquen.
ey =2z=0: (eq4) i (eq5) esdevenen:

x2:5, x?—2x—-3=0.

Aquestes dues equacions no tenen cap solucié en comu per x i per

tant no hi ha cap punt critic amb y = z =0.
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e y=0i2\ +2) =3z
Si fem y = 0 en (eq4) i (eqb), obtenim:

xX2+22-5=0, x*+z2-2x—-3=0.

Restant aquestes dues equacions obtenim 2x —2 =0 = x = 1.

Pertant 22 =5—x%> =4 = z =42 = surten 2 punts critics.

Per calcular A1, Az substituim x =1 en (eql) i obtenim:

I\J\O\) ~—

3—-201 =0 = M\ =
D'aqui:
1 3
201 +2M =3z = A\ = 5(32 - 2)\1) = E(Z - 1).

Hem obtingut doncs dos punts critics i els seus multiplicadors:

P1:(17072)7 )\1:A2:§7

9
P, =(1,0,-2), A\ =~ )\2:_5'
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ez=0i2)\ +2)\ =3y:
Si fem z =0 en (eq4) i (eq5), obtenim:

X2+y?—5=0, x’+y>’—2x—3=0.

Idéntica discussié que abans ens diu x =1, y = +2. Per calcular
- . : 3.
A1, A2 substituim x =1 en (eql) i obtenim A\; = 50 després,

3 . f -
Ao = E(y —1). Hem obtingut doncs dos punts critics més i els

seus i multiplicadors:

3
P; =(1,2,0), A1 =X = >

3 9
4 ( P ) )a 1 27 2 5
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02\ +2X 2 =3y i 2\ +2X\ =3z:
En particular cal y = z. En aquest cas, (eq4) i (eq5) esdevenen:

x?+222-5=0, x?+222-2x—-3=0.

Restant aquestes 2 darreres equacions: 2x —2 =0 — x = 1.
Tot seguit deduim que 2722 =4 — z=+4+/2.

3
Si ara fem x = 1 en (eql) obtenim 3 —2)\; =0 = A1 = 5>

1
Finalment: Xy = §(3z —2)\1) = g(z —1). Obtenim 2 punts critics

més i els seus multiplicadors:

Ps = (1,V2,V2), M\ =
Po=(L—VZ D), M=3 do=-2(VZtl)

L = 2(VZ-1),

N W
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El valor de f(x,y,z) = x3 4+ y3 + z3 en els punts critics és:

f(P1) =f(P3) =09, f(P2) =f(Pa) = —
f(Ps) =4V2+1, f(Ps) =1—4V2.

Usant que W és compacta: P; i P> sén els maxims absoluts de f
en W (per tant també maxims locals/relatius); Py i P4 sén els
minims absoluts (per tant també minims locals/relatius).

Queda doncs discutir els casos Ps i Pg via la matriu hessiana H; de
L, avaluada en el punt P; i usant els corresponents multiplicadors,
restringida al sub-espai vectorial E; tangent a W en cada punt.
Pas 2: La matriu hessiana H(L) de L en un punt genéric és:

Lix ny Ly, x 0 0 1 00
Ly Ly Ly | =6| 0y 0]=204+X)| 0 1 0
Ly, Lyz Lz, 0 0 z 0 01

Anomenem Hs = H(L)p, i He = H(L)p, (triant en cada cas A; i
A2 els valors corresponents), perd ara no les explicitem.

41 /44



Pas 3: Calculem els vectors gradients de gy = x% + y? + 22 — 5 i
g =x>+y?+ 2% — 2x — 3 (recordem que Vg = (gx,8&y,8)):

Vai(x,y,z) =(2x,2y,2z), Vgl x,y,z)=2x—2,2y,2z).

Vgi(P) i Vgx(P)sén L a Wencada P=(x,y,z) € W. El seu
producte vectorial és doncs un vector tangent a la corba W en P.
Aixi, el s.e.v. E director de la recta tangent TpW és E = [u] on:

i Jok
u=(Vaa ANVg)(P) = 2x 2y 2z | =4(0,—z,y).
2(x—1) 2y 2z
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Pas 4: Sigui E; = [uj] s.e.v. tangent a Tp, W en P;, j =5,6.
3 3

o Ps = (Xa)/az) = (17\/57\/§)v A1 = Ev A2 = 5(\/5_ 1)v

(Vg1 A Vg)(Ps) = 4+/2(0,-1,1).
Triem Es = [us], amb us = (0, —1, 1) que tot seguit intervé als
calculs matricials com vector columna.
La restriccié de la matriu Hs = H(L)p, a Es, usant us com a base
de Es, té per matriu (1 x 1):

0
Hse, = ug Hsus=(0,—1,1) | —6y+2A1 +2X;
6z — 2\1 — 2o

= 0—(=6y + 2\ +2X2) + (62 — 21 — 2)2)
= 6y +6z—4X\ —4)\» = 6v2 > 0.

Hs\g, definida positiva == Ps minim local/relatiu de f en W.
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Observeu que hem usat que el vector columna Hs us és:

6x —2X1 — 2\ 0 0 0
0 6y — 21 — 2\» 0 ~1
0 0 6z — 2)\1 - 2)\2 1
0
= | —6y 42X\ 42X
6z —2)\1 — 2\

o Ps=(L-V2V2), M= o do= (VA +1),

(Vg1 A Vgr)(Ps) = —4v/2(0,-1,1).
Triem Eg = [ug], amb ug = (0, —1, 1) i repetint els mateixos
calculs anteriors, obtenim:

H6|E6 = 6}’ + 6z — 4)\1 — 4A2 = —6\/5 < 0.
H6|E6 definida negativa — ’D6 maxim |Oca|/re|atiu de fen W.
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