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Definicié (Moviment)

F :R" — R" és un moviment (o desplacament) si F conserva les
distancies entre punts. Aixo és, VP, Q € R" es té:

d(F(P), F(Q)) = d(P, Q).

Exemple

Ty : R"” — R" denota la translacié dels punts de R" mitjancant la
suma d'un vector constant v € R": Ty P)= P+ V.
L'aplicacio Ty conserva distancies i per tant és un moviment de R".
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Definicié (Isometria)

e Si f:R"” — IR” lineal és un moviment |'anomenarem isometria.

J

® M = My (f) matriu d'una isometria f en base canonica =
M matriu ortogonal (M M =1d,) = det(M) = +1.

e M ortogonal = f(x) = M x preserva el producte escalar,
distancies i angles. (Entenem x € R" vector columna).

» det(M) =1 = f isometria directa (preserva |'orientacid).

» det(M) = —1 = f isometria inversa (canvia |'orientacid).
T
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Teorema (d'estructura dels moviments)

F :R" = R"” moviment <= F és una isometria f : R" — R"

seguida d’una translacié T; <= F(P)=M-P+V, VP e R".

(Vv € R" vector i M = My(f) matriu n x n ortogonal.)
f s'anomena isometria associada al moviement F.

» El vector v el podem calcular fent v = F(0).

» En particular, F moviment és isometria <= F(0) = 0.
> La isometria f associada és f(u) = F(u) — F(0).

> També val f(P, Q) = F(Q) — F(P).
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Observacioé

Tot moviment F de R" és un canvi de referéncia afi Ay—e de R"
en que la matriu del canvi de base M = My, (e és ortogonal.

» e={0;e1,...,ey} ref. canonicade R" iu={Q;u1,...,un}
nova ref. ortonormal, on Q@ = F(0) i les components de
{u1,...,un} en base canodnica sén les columnes de M.

M Q

> Ause =

0 --- 0‘ 1
» El moviment F compleix:
F(P P
( (1 )> = Ausse <1> <~ F(P)=M-P+Q="1f(P)+Q,
(f(X) = M X és la isometria associada.)
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Definicié (Orientacié directa i inversa)

Direm que una base {u;} = {u1,...,up} de R" té orientacié
directa si det(M) > 0, on M és la matriu n x n que té per
columnes les components dels vectors {u;} en base canonica.
Altrament, si det(M) < 0, direm que la base té orientacié inversa.

v

Observacié
» Si permutem I'ordre de 2 vectors de la base o canviem un dels
vectors de signe, permutem el caracter dir./inv. a inv./dir.
» ARS3, siug )t un (no paral-lels) = {u1, uo, uy A up} base
directa.
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Observaci6 (Orientacié a R?)

Una base {u1, u>} té orientacio directa si el sentit de gir que
determina I'angle més curt de uy a up és directe/antihorari. La
base té orientaci inversa si aquest sentit de gir és invers/horari.
(Observeu que en cap moment demanem que els vectors de la base
hagin de ser perpendiculars.)
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Observaci6 (Orientacié a R?)

Pensem que som sobre el pla definit pels 2 primers vectors {X, y}
amb el cap apuntant cap al sentit de la “barra” definida per Z.
Base directa (dibuix dret) vol dir que llavors podem girar de X a y,
seguint I'angle curt, agafats de la barra amb la ma esquerra. En el
cas invers (dibuix esquerra) podem girar de X a y, seguint I'angle
curt, agafats de la barra amb la ma dreta, no pas agafats amb la
ma esquerra. Si volem que {X,y,Z} a l'esquerra sigui directa, cal
que la barra Z apunti cap a l'altre sentit.

—
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Classificacié isometries de R?

f : R? — R? isometria i M = M.(f) la seva matriu (ortogonal)
en base canonica (f(x) = M x). Aleshores, tenim 2 possibilitats:

e Isometria directa |det(M) = 1| f gir/rotaci6 de centre (0,0) i

angle « € [0,27) en sentit positiu (anti-horari), on o = v, f(v) per

qualsevol v € R?\ {(0,0)} i M = (COSO‘ _S'“a)

sina  cosa
e Isometria inversa |det(M) = —1| f simetria/reflexié respecte
d'una recta r = [v] (pel (0,0) i amb vector director v). La recta r

]J_ UUT'

2
ésr=[w—f Isevol i M=1d; —
és r = [w — f(w)]—, per qualsevol w ¢ [v] i 2= T

on u qualsevol vector (columna) ortogonal a r. Si volem calcular
f(w) per algun w € R?, perd no pas M:

T

u. (Recordem que u' w = (u, w)).
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Exemple: Calcul de f(w) on f reflexié a R? |

Sigui f la reflexié de R? respecte de la recta r = {x +3y = 0}.
Calculeu f(w) on w = (2,5).

e Opcié 1. Calculem M = My (f) matriu de f en base canonica
i f(w) =M w. Per calcular M usem que u = (1, 3), definit via els
coeficients de x, y en l'equacié de r, és v L r. Llavors:

A= (0 9) (o) = (s i)

on usem (recordem que tot vector s'escriu com a vector columna):

ul -u=(uu)=(13) é =12 +32 =10,

u-ul = G) (13)= (; 3)

s 100 (4, 3) () (25)
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Exemple: Calcul de f(w) on f reflexié a R? |I

e Opcié 2. Calculem directament f(w) sense calcular préviament
la matriu M:

nw-2ion (3255 () - (35)

on ara usem:

(u,w) =((1,3),(2,5)) =1-24+3-5=17, (u,u) = 10.
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Classificacié isometries de R3 |

f : R* — R3 isometria i M = M(f) la seva matriu (ortogonal)
en base canonica (f(x) = M x). Aleshores, tenim 2 possibilitats:

e Isometria directa : f rotacié de R3 respecte d'una
recta r que passa pel (0,0,0) (eix de rotacid) i angle 6 € (—m,].
Per determinar correctament I'angle de rotacié (aixo és, per decidir
si és 6 o bé —0) és fonamental orientar I'eix de rotacidé. Aixo és:
triar un vector concret u € R3 tal que r = [u]. Canviar u per —u
no modifica r pero si la seva orientacid i, conseqiientment, porta a
canviar I'angle 6 per —6. Si f és un gir d'angle 6 respecte de I'eix
r = [u] orientat per u = (u1, U2, u3), llavors:

. 0 —uz3 uw
1- 0 0
M:cos@-ld3+$uuT+ﬂ u3 0 —-u
o Tl | 2 .
2 Up
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Classificacié isometries de R3 ||

- Si volem calcular f(v) per algun v € R3, perb no pas M:

{u,v)
f(v) = cos(f) v+ (1 — cosf)
() H ||
- M matriu ortogonal 3 x 3& detM =1 = f(x) = M x gir on:

» r = [u] eix de gir <= u vector propi de valor propi 1 de M.

» L'angle de gir és 0 = w, f(w), per qualsevol w L u, donat per
s — traga(M) — 1
2
» Si orientem |'eix de gir pel vector u, podem precisar |'angle de
gir com segueix. Triem v & [u] vector qualsevol que no sigui
de I'eix r (no cal que v sigui ortogonal a I'eix). Llavors:
» det(v, f(v),u) >0 < 0 €[0,n].
» det(v,f(v),u) <0 < 6 € [-mn0]

. (Coneixem 6 € (—m, 7] tret del signe.)
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Classificacié isometries de R3 Il

e Isometria inversa |det(M) = —1| f és una rotacié R respecte

d'una recta r = [u] 5 (0,0,0) i angle 6, seguida d'una simetria

especular/reflexié respecte del pla M = [u]* (ortogonal a I'eix r).

Pertant: f=SoR «<— M= M{e,-}(f) = M{e,—}(s) : M{e’.}(R).
» Cas 0 = 0: f reflexi6 respecte del pla M = [u]*, on u el

podem calcular com u = v — f(v), per qualsevol v ¢ I

tencid: Mn f(v)=v)iM=1Id3 — T
(atencié: v e < f(v)=v)i 3= T, U

Si volem calcular f(v) per algun v € R3, perd no pas M:
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Classificacié isometries de R3 IV

» Cas 0 #£0: Ara f = 5o R. Si orientem |'eix de rotacio de R
per u = (u1, up, u3), la matriu de f és:

. 0 —-u3 w
—-1- 0 0
M = cos 9-|d3+$ u uT+£ u3 0 —uw
o u Tl | .
2 U

Si volem calcular f(v) per algun v € R3, perd no pas M:

f(v) =cos(f) v+ (—1 — cosf) u, v) u+ sin9m

(U, u) lull -
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M matriu ortogonal 3 x 3& det M = —1 = f(x) = M x rotacié
d’angle 0 i eix orientat per u, seguida de reflexié respecte [u]*, on:
» u vector propi de valor propi -1 de M. (M u = —u).
> L'angle de gir és 0 = wﬁ’(\w) per qualsevol w 1 u, donat per
traga(M) + 1
2
» Si orientem |'eix de gir pel vector u, podem precisar I'angle de
gir com segueix. Triem v & [u] vector qualsevol que no sigui
de I'eix r (no cal que v sigui ortogonal a I'eix). Llavors:
» det(v,f(v),u) >0 < 6 €[0,n].
» det(v,f(v),u) <0 < 0 €[-x,0].

cosf = . (Coneixem 6 € (—m, 7] tret del signe.)

16
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Exemple: Calcul de f(v) on f rotacié de R3 |

f = rotacié de R3 d'eix r = [u] orientat per u = (1, —4,1) i angle
0 = m/3. Calculeu f(v) per v =(1,3,3).

Podem fer:
A Calcular primer M = Myy(f) i després f(v) = Mv.
(Poc recomanable ja que no ens demanen M.)
B Calcular directament f(v).

e Opcib A: cosf = 3, sinf) = § u'u={(u,u) =18, ||u]| = V18:
1 —cosf T+sin9< 0 —us U2>

M = cos@ - Id3 + - u - 3 0 —u
ulu lull \—w2 w0
1/100 1-1/2 /1 V3/2 /0-1-4
:7(010>+ / (—4)(1—41)—1-7/(10—1)
2\001 18 1 V18 \4 1 0
o 1 1 1 2
36 9 2.6 36 6
1,1 1w 11
— 9" 2.6 18 9 2v6
1 2 1 1 19
%76 9Ta/s 36
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Exemple: Calcul de f(v) on f rotacié de R3 1

En particular, si v =(1,3,3), llavors:

0 1.1 1_ 2 1 5 _ 5/6
36 97 26 36 6 18 4
fv)=Mv=| -t T 5% ||3]|=|2B-%
%t% “itis @ 3 2 146
e Opcié B: cos&— 5, sinf = *ég u=(1,-4,1), v=(1,3,3),
(u,uy =18, |ju|| = \/ 8, (u,v) = -8, uANv=(-15-2,7):
6
f(v) = cos(0) v (1—cos€)§u iu—l—]muu/\
5 56
1 — 2 /- 84
:(§)+(1_1/2)(8)(_14>+\/§/(_125): 5 Js
2 \3 18 1 V18 \ 7 23, 7/6
18 12
ijk _ _
©On: unv=|1a1| = (53,113,151 = (15, -2.7))
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Exemple: Calcul de f(w) on f simetria axial de R® |

Sigui f la simetria axial (= rotacié d'angle § = ) d'eix de rotacié
u=(1,-1,5). Calculeu f(w) on w = (3,—1,5). (Unic context on
no cal orientar eix de rotacié: rotacié d'angle m o — és el mateix.)

e Opcié 1. Calculem M = My (f) matriu de f en base canonica
i f(w)=Mw. Si u=(u1,un,u3) orienta I'eix, tenim:

. 0 —uw3 w
1 —cosf 0
I\/I:cosﬁ‘ld3+#uuT snY u3 0 —u
uTu Wi\ 2
-1 0 O s (1 -15 1 (25 -2 10
=10 -1 0 +E -1 1 -5 =5 -2 =25 -10
0 0 -1 5 -5 25 10 —-10 23
on usem cosf = —1,sin@ =0, u=(1,-1,5), u' v = (u,u) =27,
1 1 -1 5
vu'=|-1] (1 -15=[-1 1 -5

5 5 -5 25
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Exemple: Calcul de f(w) on f simetria axial de R Il

Finalment:
1 -25 -2 10 3 1 —11
flw)=Mw = 57 -2 =25 -10 -1 =3 -7
10 -10 23 4 4
e Opcié 2. Calculem directament f(w):
f(w):cos(e)w+(1—c059)<u >u—i—sm@
(u, u) [u H
3 1 —11
= -1 +2- zi; -1 :é -7,
4 5 4

on (u,w) = {(1,-1,5),(3,—1,4)) = 24, pero no cal calcular ni
uAw ni [ul ja quesind =0.
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Exemple: Calcul de f(v) on f rotacié + reflexié de R3 |

f = SoR on R rotacié de R3 d'angle 6§ = 7/4 i eix [u] orientat
per u=(2,0,—3) i S reflexié respecte del pla [u]*. Calculeu f(v)

per v = (1,-2,2).

Tenim les mateixes 2 opcions anteriors.
e Opci6 A: cosf =sinf = ? ulu=(u,u) =13, ||ul| = V13:

—1 —cosf ing / 0 —
M—cose.|d3+;°suuT+W‘(U3 5&“;)
u'u

Iul]
2D =R (3 e T2 (339

—up uy O

2 13 v13
Bt B Sen)
— 3v26 /2 /26
26 3 13
HEHv2) o R
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Exemple: Calcul de f(v) on f rotacié + reflexié de R3 II

En particular, si v = (1,—2,2), llavors f(v) = M v ve donat per:

928 33 3 (247 1 16+21\£—6\/%
f=| 2 £ | |2 = | g
Z(e+v2) ¥ =2 2 —1247y2-2Y2%

e Opcié B: cosf =sinf = /2/2, u=(2,0,-3), v=(1,-2,2),
(u,u) =13, |lul| = V13, (u,v) = =4, uAv = (6,7, —4):

f(v)—cos(@)v—i—(—l—cosﬁ)ézz Z; SHm‘fu/\v
V2 /1 V2 (—4) V2/2 /-6
=5 (2) - (8) + U5 ()
16+21v/2—6+/26
— _26\/2§Z+67\/%

—1247V/2-21/26
13
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Exemple: Calcul elements caracteristics d'una rotacio |

3/V14 —1/vV3 -1/V42
Q=| 1/V14 1/V3 -5/V42
2/V1d 1/V3  4/V42

La matriu Q compleix QT Q =Ids (és ortogonal) idetQ =1 =
Q matriu d'una rotacié de R3 d'eix r = [u] i angle 0 € [, 7].

e L'angle de rotacié 6 compleix cosf = % ~ 0.4982, on
traca (Q) = 3/v/14 +1/v/3 + 4//42 ~ 0.9964 (suma elements de
la diagonal de Q). Si calculem 6 = arccos ((traga (Q) — 1)/2),
obtenim 6 =~ 1.0493 rad . Sempre podem pendre aquest valor de
0 € [0, 7] com el bo si orientem r segons el vector u adequat. Aixo
vol dir que, un cop calculem un vector u concret tal que I'eix sigui
r = [u], haurem de decidir si I'orientem segons u o —u.
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Exemple: Calcul elements caracteristics d'una rotacio Il

e u donant I'eix de rotacié compleix que és un VEP de VAP 1 de
Q= (Q-Id3)u=0 < u=(x,y,z) #(0,0,0) compleix:

3/V1d—1 —-1/V/3  —1/V42 N
1/vV14  1/V/3-1 —5//42 y|=10
2/\/14 1/V3  4/V42 -1 z 0

det(Q —Id3) =0 = les 3 files de Q — Id3 sén linealment
dependents. Com que les dues primeres files sén independents,
podem suprimir la 3a. fila/3a. equacié. Per trobar (x, y,z) fem:
Opcié 1: Resoldre el sistema lineal definit per les 2 primeres
equacions.

Opcid 2: Llegir les 2 primeres equacions com que u = (x,y,z) és
L als vectors de les 2 primeres files de @ — Id3 = podem triar u
com el producte vectorial de les 2 primeres files de @ — Ids.
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Exemple: Calcul elements caracteristics d'una rotacio Il

Si usem la opci6 2, obtenim u = (u1, up, uz) donat per:

u= <3/\/ﬁ— 1,-},-&) A (1/\/ﬁ, 1/v/3 - 1,_\/‘}2) -

5 2 1 3
- - 1424/ 2 - —
(v vt E s um)
e Per concretar I'angle de rotacié i el vector que orienta I'eix r = [u],
calculem o = det(v, f(v), u), on v qualsevol vector v ¢ r.

» Si o > 0: orientem r per u i triem I'angle 6 =~ 0.9964 calculat.

» Si o < 0: orientem r per —u i triem I'angle 8 =~ 0.9964; o bé
orientem r per u i triem I'angle —6 ~ —0.9964 € [—,0].
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Exemple: Calcul elements caracteristics d'una rotacié IV

Triem v = (0,1,0) = f(v) = Qv =(-1/v3,1/v3,1/V/3) és

la segona columna de Q. Per tant, o = det(v, f(v), u) és:

0 _1/\/§ t up + u3 1 1

1

(Usem: \/g: \/% i \/g: \/%)

Per tant, podem orientar I'eix de rotacié r = [u] pel vector u que
hem calcular i triar 8 ~ 0.9964 € [0, 7] com a angle de rotacid.

e Observacio: Si el resultat hagués estat o < 0 i orientem |'eix
per u, aleshores I'angle de rotacié és —0 ~ —0.9964 € [—m,0]. Un
angle negatiu és correcte, pero si preferim un angle positiu, també
podem dir que I'angle de rotacié és 27 — 0 ~ 5.2339 € [r, 27].
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Problema 6

g1, & reflexions R3 amb direccions ortogonals al pla de simetria
[t1] = [(1,2,2)] i [u2] = [(1, —1,2)], resp. Quina mena d'isometries
sén gy o gy i g og? Trobeu els seus elements caracteristics.

> g1, & son isometries inverses =—> det M} = det M, = —1, on
M; = M1 (gj), matriu en base candnica, és una matriu
ortogonal, MjT = I\/lj_l, j=12.

» Matriu de la composicié producte de matrius =
M{e;}(gl Ogg) = M1 . M2 i M{e,'}(g2 Ogl) = M2 . Ml.

» Determinant de la composicié producte de determinants —
det(Mye;} (81 0 82)) = det(M(e;y(g2081)) =1 = grog i
g o g1 rotacions de R3 entorn d'un eix que passa pel (0,0,0).

» Tot seguit veurem que My i My sén simétriques, I\/IjT = M;.
En ser ortogonals obtenim MJ._1 =M, = M;-M; =1d.

» En conseqiiencia, deduim que My, (g1 0 &2) i M1 (820 g1)
sén matrius inverses I'una de I'altre:

Mie; 1 (81082)-Mey (g2081) = My-My - Ma -My = My-M; = 1d.
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, 2 iy
Usem la férmula My (g) = Idz — v u', on g reflexié

respecte del pla [u]*. Fet up = (1,2,2) i up = (1,—1,2), s'obté:

100y , /1 1 [T 4 4
Mi=[0 1 0]—-=-12 (122):5 -4 1 -8,
001 2 -4 -8 1
12 2
2 4 4
2 4 4
100y , /1 1 (2 1 =2
My= 10 1 0f—c -1 1 -12)==(1 2 2
001 2 -2 2 -1

Tal com hem dit, My i M, son matrius ortogonals i simétriques.
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Busquem les matrius de g3 0o g» i g» 0 g1 com a producte de matrius:

1 (7 4
18 -9 -18
=>| 9 -18 18
~18 18 -9
1
Miey(g2081) = My - My = =
72 2
1 (18 ~18
=5 | 9 —18 ~18
18 18 -9

-8 | (2 1 -2

3t 22

1 —2 2 -1
2 -1 -2
% 1 -2 2
—2 -2 -1

—4

- -8

9 1
—2
- —1 —2 —2
—2 2 -1

Hem vist que aquestes dues matrius sén una l'inversa de I'altre,
només cal fer els calculs per una d'elles. L’altre sera una rotacié del

mateix eix canviant |'angle de signe. Triem

M = Mc(g1082) |
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L’eix de gir de la rotacié gy o g» ve donat per [v], on v = (x,y, z)
és un VEP de VAP X\ =1 de M. Per tant compleix:

X 0 1 -1 -1 -2 X 0
(M=XId3) |y]| =10 <:>§ 1 -5 2 vyl =10
z 0 -2 -2 -4 z 0
—x—y—2z=0
X=-2z
— x—5y+2z=0 :>{ 0 — v =(2,0,
—2x—-2y—4z=0 Y= z=—1

Si orientem |'eix de gir segons v, el signe de I'angle 6 de rotacié és
el signe de 0 = det(u, M u, v), on u vector quasevol u & [v]. Triem

1
u=(1,0,0) = Mu= 3 (2,1,—2) (primera columna M). Aixi:

1 2/3 2 .
o=10 1/3 0|=-2.
0 —2/3 -1

tr(M)—1 —3-1 2

Finalment: cosf = > ,  — 3
Per tant: 6 = —arcos(—2/3) ~ —2.3005rad € [-7, —7].

_1)
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Els angles d'Euler

> Si un solid rigid és mou en I'espai mantenint un punt fix, el
seu moviment ha de ser una rotacié. S’entén que durant el
moviment I'eix i I'angle de rotacié canvien com a funcié del
temps de forma continua.

» Exemples d'aquesta afirmacié sén una asteroide que gira
entorn del seu centre de masses i un telescopi que orientem
fent-lo girar entorn d'un punt de suport fixat.

> Els angles d'Euler sén la manera classica de descriure aquest
moviment de gir. Es tracta de descomposar la rotacié com a
composicié de 3 rotacion d'eixos adequats formant una b.o.n.

> La que expliquem no és I'tinica forma d’intrduir els angles
d'Euler.
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Teorema (Angles d'Euler)

Sigui R una rotacié de R3 (de cert eix i angle) i {e1, &>, &3} una
b.o.n. directa (donada). Aleshores existeixen angles, anomenats
angles d'Euler, o € [0,27), 8 € (—5,5%), v € [0,27), tals que:

‘ R=g81,°08,-8°80 ‘ on:
(1) g3,o = rotacié d’eix [e3] i angle a (s'entén orientat per e3).
(2) go,—p = rotacio d'eix [g3..(e2)] i angle —f.
(3) g1,y = rotacio d’eix [g»,—p(g3,(€1))] i angle 7.

També podem escriure: ‘ R=Rz,0Ry _goRx, ‘ on:

i) Rz, = rotacié d’eix [e3] i angle «.
(i) Rz, g
(i) Ry,_p = rotacioé d'eix [es] i angle —f.

(iii) Rx,y, = rotacio d’eix [e1] i angle ~.
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Triem {e1, €2, e3} base canonica de R® i X, Y, Z eixos coordenats.

» Una idea per donar el gir concret que ens permet orientar un
telescopi és fer primer un gir d'eix Z (d'un cert angle), seguit
d'un d'eix Y i deprés d'un d'eix X. Aquesta descomposicid
NO ES la que defineix els angles d’Euler.

» Definim els angles d'Euler en la pell de I'astronom/a orientant
el telescopi i que ell/a mateix/a fa simultaniament tots els
moviments de gir. El primer gir el fa d’eix Z. Un cop fet
aquest gir, I'astronom/a perd de vista on era I'eix Y original.
El que si controla és on ha anat a parar I'eix Y després del
primer gir. P. ex., si tenia un brag estirat en la direccié Y
original, després del primer gir el té estirat en la direccié Y
transformada. Per aixo és natural que el segon gir se li demani
fer al voltant de I'eix obtingut després de girar I'eix Y pel
primer gir. Tot segit, el tercer gir el fara entorn de I'eix que
s'obté després de girar I'eix X pel primer i el segon gir,
successivament.
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R = g1, 0 82,—3 © g3,o per la forma que hem construit els angles
d'Euler. Una conseqiiéncia no obvia és |'expressié alternativa

R = Rz.o o Ry _g o Rx, que, de forma matricial, ens diu que la
matriu M = My (R) es pot escriure en termes de «, 3,7 com:

cosa —sina 0 cos3 0 —sinf 1 0 0
M = { sina cosa 0 01 o0 0 cosy —sinvy
0 0 1 sin3 0 cospf3 0 siny cosvy

<cosacos,8sinacosycosasinﬁsin'y sin asin y—cos a:sin 3 cos )

sinacos 3 cosacosy—sinasinBsiny — cosasiny—sinasin cosy
sin 3 cos Bsiny cos 3 cosy

Per tant, si ens donen la matriu M d’una rotacié concreta, igualant
els seus coeficients als de dalt podem calcular quins son els valors
dels angles d'Euler «, 3,y associats a aquesta rotacié.
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Teorema (Calcul dels angles d'Euler)

sigui M = My (R) la matriu d’una rotacid:

ail a2 az
M= a1 ax» ax
a31 432 as3

Aleshores els seus angles d'Euler o € [0,27), § € (=5, 75),
v € [0,27), els podem determinar via les férmules segiients:

sin8 = a31 — determina (3.

cosa = sina = —> determina o.

\/1_331 \/1_331

COSY = —————— sinfy_
\/1—331 \/1—331

= determina ~y.
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Exemple
Calculeu els angles d'Euler per la matriu M de la rotacié d’angle
0 = w/4 respecte de I'eix [u] orientat per u = (2,0, —3).

Usant cos@ = sinf = g ulu =13, |jul| =V13:

M:c050-|d3+fuu
u

1—cosf LI sin 0 0 s U2
Tl \ % &

V2 7100 17\[/2 4 0-6 \f/2 0,30
=~-"(o010 000 S e Y I
2 \ooi 13 60 9 ./13 e

2SIy 3 (-2+4v/2) a1 arx a3

_ WE 2 N —
= % 3 5 = |91 a2 ax
2(—24+v2) B w22 31 ax ay

9ﬁ+8 ~ 0.797,

Per tant: az = 5(—2+ v2) ~ —0.135, a;; =

an = — 320 ~ 0,588, a33 = H2Y2 ~ 0.910, az = %20 ~ 0.302.
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Els angles d'Euler sén per tant:

» sin 3 = a3; = —0.135 = [ =~ arcsin(—0.135) ~ —0.136 rad
(el resultat de la calculadora directament déna 8 € (-5, %).)

>
— ai ~ 0.797 ~
cosa = T N icoiss 0.805 >0 ac (%ﬁ’zﬂ)
sina = —2L_ ~ =058~ 0504 <0 (quart quadrant)

Vi1-aZ, | V1-0.13%2
arccos(0.805) = 0.635 rad ddéna un angle del primer quadrant.
El valor bo és o =~ 2m — 0.635 ~ 5.848 rad.

as3 ~ 0.910 ~
TR~ e ~0918>0 ) ¢ (1)

H _ asn ~ 0.392 ~ H
siny = ey R e 0.396 >0 (primer quadrant)

En aquest cas, y & arccos(0.918) ~ 0.407 rad déna el resultat
bo en (0,7/2).

cosy =
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Representacié dels moviments de R? i R3

Hi ha dos métodes (interdependents) de representar els moviments:

» Meétode 1. Usar el Teorema d'estructura: tot moviment F és
de la forma F = T, o f composicié d'una isometria f (canvi
d'eixos) i d'una translacié T, (canvi d'origen). Si representem
F aixi, T, i f operen de forma separada i, de fet, estem
tractant el moviment com un canvi de referencia ortonormal.

» Meétode 2. Buscar una forma simplificada per F que no
necessariament involucri I'accié de la isometria f associada.
Per exemple, si F és una rotacié de R? entorn (0, 0) seguida
de translacié pel vector v, llavors el moviment F resultant és
de fet una rotacié (del mateix angle) pero entorn de I'tnic
punt fix P de F (en general diferent del (0, 0)).

(Recordem: P és punt fix de F < F(P)=P.)

Si un moviment F és F = T, o f, llavors les formes simplificades
de F # 1d s6n les que segueixen.
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Moviments a R?: formes simplificades de F

Recordem: P és punt fix de F <= F(P) = P.

isometria f

moviment F = T, o f

det f = +1 (directa):
f rotacié d'angle 6
entorn a O = (0,0)

Si F té un punt fix P = F rotacié
d'angle 6 entorn P
o
Si Fnotécappunt fix = f=1di
F translacié

det f = —1 (inversa):
f reflexid respecte
recta r =[u] > O

Si F té una recta P + [u] de punts fixos =
F reflexié resp. recta P + [u]
0o
Si F no té cap punt fix = F reflexié
resp. d'una recta ¥ || r seguida de
translacié Ty de vector U || u
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Moviments a R3: formes simplificades de F si f directa

isometria f moviment F = T, of

det f = +1 (directa): | Si F té una recta de punts fixos P + [u] =

f rotacié d'angle ¢ F rotacié d'angle 6 i eix P + [u]
ieix r=[ul>0 o
on O =(0,0,0) Si F no té cap punt fix =

F rotacié d'angle O i eix ¥ || r
seguida d'una translacié Ty
de vector U || u
(moviment helicoidal)
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Moviments a R3: formes simplificades de F si f inversa

isometria f

moviment F = T, o f

det f = —1 (inversa):
f rotacié d'angle 6
ieix r=[ul>0
seguida de reflexié
resp. del pla
N=rt>0

Si F té un dnic punt fix P = F rotacié
d'angle 6 # 0 i eix F = P + [u] seguida
de reflexi6 resp. pla 1= P + [u]* L7

o

Si Fnotécappunt fix =— 6#=0

i F reflexid resp. d'un pla 1L r

seguida de translacié Ty on @ || 11,1

o
Si F té un pla M| M de punts fixos —>
F reflexi6 resp. de [
(no hi ha cap translacid)
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Calcul de les expressions d'un moviment F

» Pas 1. Identificar la isometria f associada a F i trobar-ne la
seva expressio.

» Pas 2. Calcular algun punt fix P de F (en el cas que F tingui
punts fixos!). P verifica F(P) = P. Si volem calcular F(Q)
per algun altre punt Q, podem fer:

F(Q)=P+f(PQ)=P+f(Q—P).
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Exemple: F rotacié a R? entorn d'un punt |

F rotacié de R? de centre P = (2, —1) i angle § = —m/3. Calculeu
F(l)on/éslarectal=Q+[v], amb Q = (1,4)iv =(57).

Denotem per f la isometria associada a F i per M la seva matriu
en base canonica. Usant que el moviment F actua sobre punts i la
isometria f sobre vectors es té:

F(I) = F(Q + [V]) = F(Q) + [F(v)] = (3 +;¢§7 3+2\/§>

+[(5+7V3,7-5V3)].

Vegem-ho. Primer calculem M:

_ (cosf —sinB\ _ (cos (=%) —sin(-%) _ ( % \?)
M (sin@ c050> <sin (—%) cos (—%) > ? % '
1oov3 +7V3
Per tant: f(v)=Mv = _% i (?) = %\[) _
2 2 2
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Exemple: F rotacié a R? entorn d'un punt |l

Usant que P = (2, —1) és punt fix de F (aixd és, F(P) = P) es té:

Q) =F(P+ P O) 75 P+ f(Q-P)
2

1 V3 3453

2. 2 —1): > |
V3 1 (5 3+V3
2 2 2

1

(2)
(4 (
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Problema 18

1. Sigui F un gir de R? al voltant d'un punt p. Si F(q1) = go,
demostreu que p pertany a la recta perpendicular a
u=qp— q1ique conté al punt (g1 + ¢2)/2.

2. Trobeu el gir de R? que verifica F(1,1) = (—1,3) i que
F(2,0) = (0,4) (equacions, centre i angle de gir).

45 /69



1. g1, g> viuen en una circumferencia de centre p i és sabut que

que la recta perpendicular a la corda que els uneix i que passa pel
seu punt mig % sempre talla el centre p de la circumferéncia.
2. Fent g1 = (1,1), g2 = (—1,3) i g1 = (2,0), g2 = (0,4), per 1.

el centre del gir és p = (—1,1) interseccid de les rectes:
—x+y=2(recta Lau=qo—qu=(-2,2) per 43% =(0,2))
—x+2y =3 (recta L al=g — g1 = (—2,4) per L5% = (1,2))

L’angle 6 de gir és I'angle curt format pels vectors p i = (2,0) i
PG = (0,2). En ser vectors L i det(m, p—qg>) =4 > 0 (orientacié
T

positiva), és §f = 7 (en general usem cosf = (p4i.pa:) ). Com

=TT
_ _ lpatll-llpall
que p=(—1,1) és un punt fix de F, si M és la matriu de la

isometria associada és té F(q) = p+ M (q — p):

(-1 cosf —sinf x+1
F(X’y)_<1>+<sin9 c050> (y—1>

)G 6 ()= (7

46

)

69



Exemple: F reflexié a R? respecte d'una recta |
F reflexié de R? respecte de la recta r = {x — y = 5}. Calculeu
F(I) on | és la recta d'equacié | = {x —5y = 1}.

e Denotem per f la isometria associada a F, que ve donanda per
la reflexié respecte la recta x —y = 0. Com que v = (1,—1) L

recta de reflexié i (u, u) = 2, és té:

Fw) = w— 2% (1 —1)w) - (1, —1)
(u, u) ’ ’ ’ '

e Es clar que tot punt P € r és un punt fix del moviment F. Fent,

p. ex., y = 0 en l'equacié de r, obtenim P = (5,0). Aixi:

F(Q) =P+ f( )=P+(Q-P)—((1,-1),Q-P)-(1,-1)

Q-P
——

=Q - <(17 _1)7 Q- (57 0)> ' (17 _1)
e Apliquem aquesta férmula per calcular un punt de F(/). Fent,
p. ex., y = 0 en I'equacié de /, obtenim Q = (1,0) € /. Per tant:
F(]_,O) :(170) - <(1a _1)7 (170) - (570» ’ (17 _1)
:(170) - <(1a _1)7 (_47 O)> : (17 _1) = (57 _4) € F(/)
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Exemple: F reflexié a R? respecte d'una recta |l
e Per calcular la recta F(/) ara tenim dues ocpions.
1. Buscar I'equaci6 de F(/). Triem v; = (1, —5) L / definit via

els coeficients de x, y en 'equacié de / i calculem f(vy).

f isometria = f preserva ortogonalitat = f(v1) L F(/).
Per tant, F(v1) ens permet definir els coeficients de x, y en
I'equacié de F(/). Concretament, fent w = v; en la férmula
pel calcul de f en la pagina anterior:

f(vl) = (17 _5) - <(17 _1)7 (17 _5)> ’ (17 _1)
=(1,-5)—-6(1,-1) = (-5,1).

Aixi: F(I) = {—5x+y = c}, on c la triem per tal que

F(Q) = (5,—4) € F(/) calculat en la pagina anterior verifiqui

I'equacié. Obtenim:

c=-5.5+(-4)=-290 = F()={-5x+y=—29}.
2. Forma parametrica de F(/). v = (

— F() = F(Q) + [F(v2)] = (5.—4) + [(1,

calcular f(v2) si usem que f(v2) L f(v1) =(-5,1).)
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Problema 19

1. Sigui F una simetria respecte a una recta r de R?. Si
F(p) = q, demostreu que r és la recta perpendicular a
u=q— p que conté al punt (p+ q)/2.

2. Trobeu la simetria axial de R? que verifica F(2,3) = (1,1)
(equacions i eix de simetria).

1. Graficament és clar: per definicié de simetria respecte de la
recta r és té que % €riqueelvectoru=q—p_Lr.
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2. Fem p=1(2,3),g=(1,1). Per 1., r={x+2y =11/2} és la
recta L u=q—p=(—1,-2) pel punt m= % =(3/2,2).
Usant que u L r, I'isometria associada de matriu M donada per:

M =1d; — %UUT = (é 2) —é (_;) (-1 -2
69369309
Finalment, com que m = (3/2,2) € r és un punt fix of F, tenim:
w1
(3/2) +2 < _34 j) <Xy__3é2)
(5B

1 114 3x — 4y
5 \22 —4x —3y
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Exemple: F rotacié de R3 respecte d'un eix |

F rotacié de R3 d’angle § = 7/2 respecte de I'eix donat per la
recta r = P+ [u], on P =(2,2,—1), orientada segons el vector
u=(1,3,5). Calculeu F(/) on / és la recta d'equacions:
|={x—y+2z=1,x+y+z=3}

e Denotem per f la isometria associada a F, que ve donanda pel
gir d'angle § = 7/2 i eix [u] orientat per u. Tenim doncs:

(u, w) L UAW
f(w) = cos(f) w + (1 — cos ) u+sinf ——
(u, u) [l
((1,3,5),w) (13,5 A w
= i 17375 + - ==
35 ( ) V35
on: cosf = cos(3) =0, sinf =sin(3) =1, (u, u) = |Ju|*> = 35.

e Tots els punts de la recta r sén punts fixos de F. Triem, p. ex.,
P=(2,2,-1) € r. Aixi:

F(Q)=P+f(Q—P), onP=(2,2,-1).
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Exemple: F rotacié de R3 respecte d'un eix I
e Considerem la forma parameétrica / = Q + [v] amb:
» Q=(2,1,0) € | I'obtenim fent z = 0 en les equacions de /.

» v=(1,-1,2)A(1,1,1) = (-3, 1, 2) director de / definit via el
producte vectorial dels coeficients de x, y, z en les equacions

e Per tant F(/) = F(Q)+[f(v)], on usant que @ — P = (0, —1,1):

((1,3,5),(0,—1,1)) (1,3,5) + (1,3,5) A (0,—1,1)

P)= 35 ’ V35
2 (8,-1,-1) 1
5(135) W_—(DFS\/%,G—\/%JO—\/%)

(@

FIQ)=(2,2,-1)+ f(Q— P) = (37+8f76 /35, —25 — /35)
(1,

35
() = (1,3, 5)3(5 3,1,2)) (1.3.5)+ (1,3,5)\/}3%3,1,2)

_g(135)+(1 ~17,10) _ (10 + /35,30 — 17/35,50 + 10+/35)
S35 V35 35
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Problema 20

1. Sigui F una rotacié al voltant d'una recta r de R3. Si
F(q1) = g2, demostreu que I'eix r pertany al pla I1
perpendicular al vector u = g» — g1 i que conté al punt
(g1 +q2)/2.

2. Si F és una rotacié de R3 tal que F(1,1,1) = (1,1,0) i que
F(0,1,0) = (1,0, 1), trobeu-ne I'eix, I'angle de gir i equacions.

1. El dibuix és analeg al de la rotacié plana de I'apartat 1. del
problema 18, només que ara el dibuix viu al pla X L r i que passa
per g1, go, €ssent p en el dibuix el punt p=XNr.

2. Fent q1 = (1,1,1), g = (1,1,0) i g1 = (0,1,0), g = (1,0, 1),
per 1. I'eix de gir és r = M N 1 interseccié dels plans:

N={z=1%} Lu=qg —q =(0,0,—1) per 47%2 = (1,1, 1)

A={x—y+z=3} Lu=a—q =(1,-11) per 252 = (},1.})
Pertant r ={z=1/2, x —y =0} =(0,0,1/2) +[(1,1,0)], on
u=(1,1,0) = (0,0,1) A (1,~1,0) | r.

53 /69



Per calcular I'angle 6 de la rotacié,ﬂsiderem un vector v | a
I'eix de rotacié r i calculem 6 = v, f(v) angle format per v i la
seva imatge f(v) per la isometria associada a F. Per fer-ho,
calculem p=rNTl, on M pla L r que conté q; = (1,1,1) i
g2 = F(q1) = (1,1,0). Usant que I'eix de rotacié ve donat per
r={z=1/2,x—y =0} =(0,0,1/2) +[(1,1,0)], obtenim
N={x+y=2}ip=(1,1,1/2). Per tant, p =T,(q1) = M,(q2)
(projecci ortogonal) i triem v =g — p = (0,0,1/2) i calculem
f(v)=F(q1) — F(p) = g2 — p=1(0,0,—1/2). L'angle és:

T <(070? 1/2)7(0707_1/2»

6—v, f(v) = =l=f=m
s =v =002 0.0, -1/2] = F = T

F és una simetria axial respecte de I'eix r i no ens cal orientar I'eix,
ja que una rotacié d'angle m o —7 és identica.

(Si fos 0 # +m i orientem I'eix segons el vector u, llavors el signe
de 0 el triariem calculant el signe del determinant det(v, f(v), u)
que, en aquest cas, en ser §# = +7, déna igual a zero.)
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Usant 6 = 7 i que I'eix de rotacié és r = g + [u] on g = (0,0,1/2)
i u=(u1,ur,u3)=(1,1,0), la matriu de la isometria associada és:

. 0 —Uu3 un
1 0 0
M = cos@ - Id3+& T AN u3 0 —uw
ful \ .
2 U
1 00 5 1 01 O
:—010+§1(110):100
0 01 0 0 0 —1

Finalment, usant que ¢ = (0,0,1/2) € r és un punt fix de F tenim

la férmula:
0
1
0

X
y
z
+<

F(x,y,z)=q+M

1 X y
0 y = X
0 —1 z—1/2 -z+1
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Exemple

F reflexié de R3 respecte del pla 1 = {x — 2y — z = 2}. Calculeu
F(My)onMy ={x+y+z=1}.

e Opcidé 1. Primerament, s'escriu 1y en forma explicita:
My = Q1+ [vi, v,

on @1 punt solucié de I'equacié de Iy i vy, v» vectors linealment
independents solucions I'equacié homogenia x + y + z = 0 del
subespai vectorial director de ;. P. ex., podem triar:

@1 =(1,0,0), vy =(1,0,-1), w,=(0,1,-1).
Llavors, si denotem per f la isometria associada a F:
F(M1) = F(Q1) + [f(wv1), f(w2)].

Deixem aquesta opcié com exercici.
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e Opci6 2. En ser I3 un pla, és més facil buscar F(IN1) de forma
implicita (I equacid) que no de forma explicita (1 punt i 2 vectors).
Concretament, busquem a, b, c,d € R tals que:

F(M)={ax+by+cz=d}.

v

up = (1,1,1) L My via els coeficients de I'equacié de IM;.

» F moviment preserva la perpendicularitat entre vectors —-
f(ur) L F(M1) = podem triar (a,b,c) = f(u1).

(Els vectors és transformen per la isometria associada a F.)
Q1 = (1,0,0) € My solucié equacié Ny = F(Q1) € F(My).
Si anomenem (xo, yo,20) = F(Q1), llavors podem calcular d
per tal que F(Q1) € F(IMy) fent: d = axp + byo + c 2.

v

v
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Per fer els calculs anteriors, ens calen expressions per f i F.

» u=(1,—-2,—1) L N pla de reflexié via els coeficients de la
seva equacid. Per tant:

Fv) = v — 28", (@=2=0)v) g 5 gy,

(u, u) - 3

» Tot punt P del pla de reflexié I1 és punt fix de F. Via la seva

equacid, triem P = (2,0,0) € 1. Fent v=Q — (2,0,0) en f:

F(Q)=P+f(Q—-P)=(2,0,0)+ f(Q —(2,0,0))

_o a2 1)730 —(2,0,0))

(1,-2,-1).
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Per tant:
» Sifem v =u; =(1,1,1) en I'expressié de f(v):
1,-2,-1),(1,1,1
f(u]_) — (1’171) _ <( U Y )7( ? ) )> (1’_2’_1)

3
=(1,1,1) - (_32)(1,—2,—1) = (g?;) :

Fem (a, b, c) = (5,—1,1) vector || f(u1) treient 3 denominador.
» Sifem Q = @ = (1,0,0) en I'expressié de F(Q):

((1,-2,-1),(1,0,0) — (2,0,0))

F(Ql) = (170’0) - 3 (1, -2, 71)
=(1,0,0) — (@ =2, _1;’ (£1,0,0) (1,-2,-1)
00 - S 2= (;‘_34‘32>

4 —4 -2

Fem (xo, y0,20) = <3, 3 3> (ara NO VAL treure el 3!11).
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Finalment, I'equacié de F(IM;) és:

22
ax+by+cz=d <= 5x—y+z:?,

on:
» Triem (a, b, c) = (5,—1,1) (treiem el 3 del denominador).
> Triem (x0,¥0,20) = (%, 3% 32 ) € F(My) i calculem:

4 —4 -2 22
d=axx+by+czx=5--—-1- < >+1 < >:,

3 3 3

Problema 21
1. Sigui F una simetria respecte un pla . Si F(p) = g amb
p # q, demostreu que el pla I és perpendicular al vector
u=q— pique conté al punt (p+ q)/2.
2. F simetria respecte un pla I tal que F(1,2,3) = (3,2,2).
Trobeu el pla de simetria i les equacions de F.

La part 1. és graficament clara (compareu amb el dibuix pla del
problema 19). La part 2 la deixem com exercici (recordeu que tot
punt de I és punt fix de F). S'obté: [ ={2x—z=23/2}, i
F(x,y,2) = (2x+ 22+ 8y, tx+3z-2)
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Exemple

Comproveu que el canvi de referéncia de R? donat per la matriu

0.8 06 1
Aise=| —06 0.8 3 és un canvi de referéncia ortonormal,
0 0 1

i identifiqueu els seus elements caracteristics com a moviment.

Considereu les referencies afins e i u de R? donades tot seguit:

e={0=(0,0);e1 =(1,0),e2 =(0,1)} (ref. canonica),
u={Q =(1,3);u; =(0.8,-0.6); u, = (0.6,0.8)}

M 1 (Q)e
00| 1

és la de I'enunciat, on la matriu de canvi de base M = M,y (¢},
0.8 0.6
—-0.6 0.8
dels vectors uq, up en base canonica.

La matriu Ay_e = ( ) del canvi de referéncia u — e

donada per M = < > té per columnes les components
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M compleix MT M = Id, i per tant és una matriu ortogonal:

. (08 —06\ (08 06\ (d 0\ (1 0
M M_(0.6 0.8)(—0.6 o.s)‘(o d) = \o 1)
ond=0.82+06>=1 = {u;,u} bon deR?> = u—eés

un canvi de referéncia ortonormal — A,_e defineix F moviment
de R2, on M matriu de la isometria f associada, de la forma:

(F(xl, y)> ~ Ausre ;; — Flx,y)=M (;) + @)

det(M) = 0.8 + 0.6 = 1 = f isometria directa = f gir de
. , . ng_ [cOsO —sinf

centre (0,0) i angle 6. L'expressié M = <sin0 cos 0 ) per la

matriu d'un gir de R? = cosf = 0.8 i sin@ = —0.6. Per tant,

6 = — arccos(0.8) (4art. quadrant).
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» En aquest punt, hem expressat F com una rotacié d'angle 6
entorn (0, 0) seguida d'una translacié pel vector (1,3).

» També podem expressar F com una rotacié de R? d’angle 6
entorn de |'tnic punt fix P de F. El punt P = (x,y) compleix:

Fer=r = w3+ (3)=(5)

Aix0 doéna lloc al seglient sistema d’equacions lineals:

0.8x+06y+1=x 02x—-06y=1
—06x+08y+3=y 0.6x+02y=3

Resolent aquestes sistema (és recomenable multiplicar les dues
equacions previament per 5), obtenim P = (x,y) = (5,0).
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Problema 36

Trobeu una referencia ortonormal directa de R3 en la qual la recta
n={x+2z=4,y=0}siguir, ={X=3,Z=0}ilarecta
n={2x—z=-2,5x+2y=9}siguin={X=0,Y =0}
Classifiqueu el canvi de referencia com a moviment i trobeu els
seus elements caracteristics.

(x,y,z) coordenades en la referéncia canonica e = {O; e1, 2, €3}
de R3i (X, Y, Z) coordenades en la nova referéncia ortonormal
directa € = {P; &1, &, &}. Fem un dibuix en referéncia e:

A
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De la figura constatem (recordem que els canvis de referéncia
ortonormals preserven angles, normes i distancies):
(i) m L enref. @ = hadesercertrp L renref e
(i) d(r1,72) =3 en ref. @ = ha de ser d(r1, ) = 3 en ref. e.
(i) Els punts P, € 71 i P> € F» donant la minima distancia entre
1171 son (P]_)é = (3,07 0) €Eni (Pz)é = (0,0,0) Erh —
I'origen P de laref. @ és P=P, €, = sienref. ela
minima distancia s'obté per P; € r1, P> € rp, triem P = P5.
Pr—P P—P
|P1— P 3
director unitari de », i & = € A & (base ortonormal directa).
Aquestes expressions també sén valides també en referéncia e.
(També podem calcular & com a vector director unitari de F»
si ens assegurem de que la base {&;, &, &} sigui directa.)
Sumari del calculs que hem de fer en ref. e:
e Calcular uq, up vectors directors de ri, r» i P1 € r1, P> € rp donant

la minima distancia. Ha de ser cert u3 L wy i ||P1 — P2|| = 3.

P, — P
o Triem P = Py, & — % & = IIZIII'
1

(Ha de ser cert &3 = tup/||u2].)

i & vector

(iv) En referéncia €, tenim & =

€3 = €1 N 6.
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» up =(—2,0,1) solucié de {x +2z =0, y =0}.
ur = (2,—5,4) solucié de {2x —z=0,5x+2y = 0}.
(Equacions dels s.e.v.’s directors de r, r2.)

Es clar que u; L wp.

» Q1 = (4,0,0) € rp solucié de {x +2z =4, y =0} i busquem
Pi=@Q1+Aup =(4—2)\,0,)), per un cert A € R.

» Q2 =(1,2,4) € nsolucié de {2x —z=—-2,5x+2y =9} i
busquem P, = Q@ + ppup = (1 + 24,2 — 5,4 + 4 1), per un
cert p € R.

» P1, P> han de complir que P; — P> L 1y, up. Usant que:
Pi—P,=3-2X—=2pu,—2+5u,—4+ X\ —4u), s'obté:

0= (PL—Payu1) =—2B3—-2XA—=2pu)+1(—4+X—4pu)
0=(P1—Pou) =2(3-2A-2p) =505 —2) +4(-4+A—4p)
D'on: 5A =10, =454 =0 = A =2, p=0. Per tant:
P1 = (0,0,2), P> = (1,2, 4).
Aixi: Py — Py =(-1,-2,-2) = d(n,n)=||P1—P|| =3.

66 /69



» Triem: P =P, =(1,2,4), i

_ Pi—P, (-1,-2,-2) _ u (—2,0,1)
e]. = = y ez = = s
3 3 e ] V5
_ _ (—2,5,—4)
e = e /\ = Uu» = 2, —5,4 .
3 =8 A& Vi | u2 = ( )
La matriu del canvi de coordenades ortogonal és A = Ag_se:
1.2 2
B
M (P)e —= — 2
A: = 3 3 5 ’
2 b _£
0 0 0] 1 3 E NG
0 0 0 1

on M = Mz }_,(e;) té per columnes les components de {&r, &), &}.

{&;} base ortonormal directa = det M =1 = M isometria
directa = M gir de centre (0,0, 0) respecte d'un cert eix [u] i
d'un cert angle # = A moviment definit com el gir M seguit
d'una translacié donada per (P)a.
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L'eix de gir de M ve donat per u = (x,y, z) VEP de VAP=1 de M:

42 2
0 3 VB 35 X 0
(M-Id)u= (0] < |- -1 2 yl=1{o
3 375
0 U 0
3 V5 35

Les tres equacions per (x, y, z) sén l.d. Ens quedem amb les dues
primeres que si son l.i. Aquestes dues equacions ens diuen que
u=(x,y,z) és L als dos primers vectors filera de M — Id.

. 5. .
Multiplicant la primera fila per — i la segona per —3+/5, triem

u a partir el producte vectorial dels vectors filera resultants:
1
u=5(2V5.3.1) A (2V5,3v5,-5) = (=5 — V5,4v/5,10 — 2V5).

L'angle 6 del gir compleix:
cosf = M = 22 ~ —0.9648.
2 3 3V5

Per tant, § ~ +arcos(—0.9648) ~ +2.8755rad.. .



Queda només decidir el signe de 6 si orientem I'eix de gir segons
u=(-5- V/5,44/5,10 — 2\/5) Per fer-ho, triem w € R3 vector
qualsevol, w & [u], i calculem o = det(w, M w, u). El signe de o
determina el signe de . Concretament, triem w = e, = (0,1,0) i
obtenim que M w = M e, ve donat per la segona columna de la
matriu M. Per tant, o = det(ep, M ey, u) déna com a resultat:

0 g o Vs J5
B _ 1 |-2 —5-5]_5(3-vV5)
o=|1 (1) 4+/5 _\/5’1 10— 25| = NG > 0.
0 — 10—-2v5
NG

Aixi doncs, hem de triar # > 0 que, de fet, viu a l'interval (7/2, 7).
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