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Sistemes lineals incompatibles

Sigui A € M, 5(R) (matriu de m files i n columnes), b € R™ i
considereu el sistema lineal Ax = b, de m equacions i n incognites.
Llavors: el sistema Ax = b és incompatible, i per tant no té cap
solucié per x € R”, sii.:

Sistema
Ax=b < rang(A) #rang(Alp) & b¢ImA
incompatible

Aixd és: Es incompatible si el rang de la matriu A és menor que el
de la matriu ampliada (A|b) € M, n+1(R) o, equivalentment, si el
vector b no pertany a la imatge de I'apliacié lineal de R” a R™ que
defineix la matriu A.

La condicié de sistema incompatible és la usual en els sistemes
sobredeterminats, quan m > n (més equacions que incognites).
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El metode dels minims quadrats |

Malgrat si Ax = b és incompatible no té solucid, des del punt de
vista practic la seva resolucié aproximada pot esdevenir més
important que la dels sistemes compatibles determinats!

La idea del meétode dels minims quadrats és buscar com a millor
solucié aproximada de Ax = b aquella que minimitza la norma del
vector residu del sistema Ax = b, definida com r(x) = Ax — b.
En la figura visualitzem el métode dels minims quadrats pel
sistema incompatible Ax = b: Per obtenir un sistema compatible,
substituim el vector b € R™ en Ax = b pel vector m(b) definit per
la projeccié ortogonal de b sobre el subespai vectorial Im(A) C R™
(la imatge de la matriu A).

_e Tl

\ Im A

/ (sub. vectorial)
n(b)

(proj. ortogonal)



El metode dels minims quadrats |l

Definicié
La millor solucié aproximada pel metode dels minims quadrats del
sistema lineal incompatible Ax = b és el vector X que minimitza la
norma euclidiana ||r(x)|| del vector residu r(x) = Ax — b.
Concretament, x compleix que Ax — b L Im(A) (on Im(A) és el
subespai vectorial generat per les columnes de la matriu A) i és
solucié de les equacions normals:

ATAX=ATb
La matriu AT A és una matriu quadrada i simétrica tal que, si
rang(A) és maxim, compleix que AT A és definida positiva. En
particular, si rang(A) és maxim det(A" A) # 0 i les equacions
normals defineixen un sistema compatible i determinat per x.

4

Una aplicacié natural del métode dels minims quadrats és el calcul
de funcions de regressié per una taula de punts de R? donada.



Recta de regressié

Donats n punts {P; = (x;, y;)}"_; de R?, volem trobar la recta que
millor els aproxima per minims quadrats. Concretament, volem una
funcié de la forma:

y = f(x) = aix + ap,
tal que, en el cas ideal, verifiqui:

f(X,'):y,'<:>81X,'+aozy,', Vi=1,...,n
Obtenim un sistema lineal pel vector x = (a1, ap) que en general és
incompatible pero que podem resoldre per minims quadrats:

xp 1 Y1
xp 1 (31): y2 :>(in2 X )( al>:<§jx,-y,->
Do ao : >Xi oon ao Vi
N——— ——
x, 1 Yn AT A AT b
—_—— ———

A b



Parabola de regressié

Donats n punts {P; = (x;, y;)}"_; de R?, volem trobar la parabola
que millor els aproxima en el sentit dels minims quadrats. Si

y = f(x) = axx® + a1x + ap,
el corresponent sistema sobredeterminat s'obté ara imposant:

f(xi) =yi <~ 82X,-2+81Xi+30:y,~, Vi=1,...,n
El sistema per x = (a2, a1, ag) que resolem per minims quadrats és:
X12 X1 1 31
X22 X2 1 a2 )%)
dal =
2 a0
x5 xp 1 Yn

A b

6
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Cas general de funcions de regressio |

Considerem de nou la taula {P; = (xj, ;) }"_,. Donades d funcions
gi(x),...,84(x) busquem valors A1, ..., Ay de forma que la funcié
y = f(x) = A1g1(x) + Aage(x) + - - - + Aggg(x) sigui la que millor
aproxima la taula (en el sentit dels minims quadrats) entre totes

les possibles tries d'aquestes constants. El sistema que resolem per

minims quadrats per x = (A1,...,Aq) és:
gi(x) g0x1) ... galx) A1 yi
g1(x2) &(x) 84(x2) A | oy
gl(Xn) g2(Xn) R gd(Xn) Ad Yn
A b

(P.ex., per la recta de regressié: d =2, gi1(x) = x, g2(x) =1,
)\1 = a1, )\2 = ao.)



Exemple 1: Calcul d'una recta de regressio |

Volem trobar la recta que millor aproximi per minims quadrats els
punts P; = (1,1), P, =(3,2), Pz =(4,3), P» = (5,2).

*=punts mesurats
" =rectade regressio

i =residus

El sistema lineal que hem de resoldre per x = (a1, ap) (per minims
quadrats) s'obté demanant que la recta y = a1 x + ag passi pels
punts (x,y) = P; = (x;,yi), i = 1,2,3,4. Concretament:
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Exemple 1: Calcul d'una recta de regressié |l

X
4 ai+a =1

11

3a1+ap =2
312 ~

4a; +ap=3
413 ba; + a 2
5/ 2 1 0

Matricialment és el segiient sistema incompatible per x = (a1, ap):

S G T W N G W'y

1

al o 2
<ao>_ 3
2

A b

o~ W
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Exemple 1: Calcul d'una recta de regressié Ill

Hem de resoldre les equacions normals AT Ax = AT b.

AT = ( Vo5 %) -5 %)
AT = )5 |=(5)=(2")

La solucié per minims quadrats I'obtenim doncs resolent el sistema:

(2 9)(5)-(%)

= =
= W
=
= Ol
e i

=
= W
)

= Ol
N WNRFR O WR
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Exemple 1: Calcul d'una recta de regressié 1V
Aixi, el vector x = (a1, ap) ve donat per:
51 13\ "/20) 1 4 —13 29_%%
13 4 8 ) 35\ —-13 51 8 )  \ 3%

o bé, de forma aproximada, (a1, ap) ~ (0.3429,0.8857). El residu
de I'error d'aquesta solucié és r = Ax — b, donat per:

11 1 8/35 0.2286
31 a1 2 | [ -3/3 | _ | —o0.0857
4 1 < a0 > S 3| | —26/35 | T | —0.7429
5 1 2 21/35 0.6

que té norma euclidiana ||r|| ~ 0.9856.

: a b\ ., 1 1 [(d —b
(SIBz(C d) té det B #£0= B 1:det8(_c a).)
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Exemple 2: Calcul d'una parabola de regressio |

Volem la parabola que millor aproximi per minims quadrats els
punts Py = (1,1), P, = (2,2), P3 = (3,2), P4 = (4,3),Ps = (5,1).

El sistema lineal que hem de resoldre per minims quadrats s'obté
demanant que la parébola y = apx? + aix + ag passi pels punts
(x,y) = Pi = (xi,yi), i =1,2,3,4,5. Ara el vector d'incognites és
x = (a2, a1, ap). Concretament:



Exemple 2: Calcul d'una parabola de regressié Il

X

Xy ap+ar+a=1

171
4ay +2a1 + a9 =2

21 2

3| o ~ 9a> +3a;1+ag =2
16a, +4a; +ap =5/2

4125

51 1 25a, +5a;1 +ap =1

Matricialment és el segiient sistema per x = (a2, a1, ao):

1 11 1
4 21 PN 2
9 31 a | =] 2
16 4 1 20 5/2
25 5 1 1

——
b

4
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Exemple 2: Calcul d'una parabola de regressié Il

Hem de resoldre les equacions normals AT Ax = AT b.

1 11
1 4 9 16 25 4 21 279 225 55
ATA=112 3 4 5 9 31 |=| 225 55 15
111 1 1 16 4 1 5 15 5
25 5 1
5 —30 35

1
(ATA)! = 70 —30 187 —231| (no detallem els calculs)
35 —-231 322

1

1 4 9 16 25 2 92
AThb=|1 2 3 4 5 2 = 26
111 1 1 5/2 17/2

1
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Exemple 2: Calcul d'una parabola de regressié IV

D'aqui, la solucié de les equacions normals AT Ax = AT b és:

a —9/28 —0.3214
a1 | =(ATA)Y(ATb) = 277/140 | ~ | 1.9786
a0 ~7/10 -0.7

i el vector residu d'aquesta solucidé, r = Ax — b, és:
r ~ (0.0429,0.0286, —0.3429, 0.4286, —0.1571).

Si f(x) >~ —0.3214x2 + 1.9786x — 0.7 és la parabola de regressi6
calculada, el vector residu r també pot calcular-se a partir dels
punts {P; = (x;,y;)}?_; de la taula que hem aproximat fent:

r=(f(x1) = y1,f(x2) = y2, f(x3) — y3, f(xa) — ya, f(x5) — ys)

=(f(1)—-1,f(2) —2,f(3) —2,f(4) —5/2,f(5) — 1)
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Exemple 3: calcul d'una regressié amb exponencials
Volem una funcié de la forma y = f(x) = A\1eX + X2e? que

aproximi en sentit de minims la taula de punts:

x|025 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
y|22 28 33 40 45 49 49 309

El sistema lineal sobredeterminat obtingut en demanar f(x) =y
per tot els punts de la taula i | solucié de les eq. normals sén:

€02 05 2.2
s gl 2.8
eO.?S 61’5 3.3
1 2
ef,25 :25 @;) = jzg — )\ ~ 1.9882, A~ —0.1978.
el® &3 4.9
el.75 e3.5 4.9

e2 et 3.9

16
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Exemple 4: Calcul d'una regressié multilineal |

Volem una funcié lineal de la forma z = f(x,y) = A1 x + Aoy + A3
que aproximi en sentit de minims la taula de punts:

1 2 3 1 2 3

Y

1 1 1 2 2 2

z

3.11 289 277 3.05 330 3.44

El sistema lineal sobredeterminat per x = (A1, A2, A3) obtingut en
demanar f(x,y) = z per tot els punts de la taula és:

111 3.11
2 1 1 \ 2.89
311 Al | 277
1 21 Az ~ | 3.05
2 21 3 3.30
321 3.44

—_— ——

A b
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Exemple 4: Calcul d'una regressié multilineal I

Hem de resoldre les equacions normals AT Ax = AT b.

111
123123?11 28 18 12
ATA=11 11 2 2117 5 {|=18 15 9
111111/ 0,75 ] 12 9 6
3 21
3.11
123123 g?g 37.13
AThb=[1 112 2 2 3'05 = | 28.35
111111 330 18.56

3.44
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Exemple 4: Calcul d'una regressié multilineal 11l

La solucié per minims quadrats I'obtenim doncs resolent el sistema:

A1 A1 37.13 0.0125
(ATA) [ x| =ATb= | | =(ATA) 1 [2835| = 034
A3 A3 18.56 2.5583
28 18 12 L (3 0 6
on: ATA=1[18 15 9 | = (AT A1 = L0 & -12
12 9 6 6 —12 32

(ometem els detalls). El vector residu r = Ax — b de la solucié és:

r =(0.1992, —0.0333, —0.1658, —0.2008, 0.0367, 0.1642).
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Descomposicié en valors singulars (SVD) |

Si A € My, n(R) matriu real (no cal quadrada), la descomposicié
SVD de A és de la forma|A=U-D- VT |on:

o UeM,m(R)iV eM,,R)sén dues matrius ortogonals (U, V
sén quadrades i tals que UT U =1d,,i V' V = Id,).

e D € Mp n(R) matriu (en general no quadrada) de la forma:

o1 0 .- 0
D= 0 Or
0 0 0

onogy > oy > ...> 0, > 0s6n valors positius i decreixents i
se'ls anomena valors singulars de A, essent r =rang(A).



Descomposicié en valors singulars (SVD) Il

» A= U-D-VT vol dir que A és el producte de les tres matrius.

» A quadrada n x n = D diagonal amb els r valors singulars
01,...,0, ala diagonal i, si r < n, el reste de la diagonal zero.

» Interpretacic de la SVD: Suposem A € M, ,(R) matriu d'una
aplicacid lineal f : R” — R en bases canoniques de sortida i
d'arribada, i A= U-D- V" la descomposicié SVD. Llavors:
D és la matriu de f en unes certes bases ortonormals (b.o.n.)
{vi} ={v1,...,va} (sortida) i {u;} = {u1,...,um} (arribada)
(aix0 és, les components dels vectors {v;} sén les columnes de
V iles de {u;} sén les columnes de U). Per tant, la SVD de
A esdevé un canvi de base en A:

Miey (e (F) = Miuy—qet - Mpvy o (F) - Mgy vy

/

A U D vT=y-1



Calcul de la SVD de A

Pas

>

Pas

Pas

1: Calculeu la matriu S = AT - A i diagonalitzeu-la.

S € M, »(R) és una matriu simétrica. Pel teorema espectral té
tots els seus VAPs reals i diagonalitza en una b.o.n.

S és sempre definida o semi-definida positiva: tots els seus
vaps {Ai}_; sén > 0. Els ordenem de més gran a més petit:
A=A > > A >0 A1 ==X, =0, r =rang(A).
Calculem una b.o.n. {v;} ={w1,..., vy} de VEPs de S
ordenats de forma que v; és VEP de S de VAP );.

2: Calculem els valors singulars de A.

Els r valors singulars de A sén o1 =V A1,...,0, =V,
(estrictament positius i ordenats de forma decreixent).
Els VAPs nuls de A NO generen valors singulars de A.
3: Calculem la matriu V.

Les columnes de V € M, ,(IR) sén les components en base
canodnica dels vectors de la base v, ..., v, (base de sortida).

N
N

)



Calcul de la SVD de Al

Pas 4: Calculem la matriu U.

» Primerament, calculem u; = —A Vi, Uy = —Av,.

» Els vectors vy, ..., u, resulen ser r vectors ortonormals de R™.

» En el cas en que r < m, cal calcular una base ortonormal
{Ur41,...,un} dels subespai vectorial [ug, ..., u]*

» Els vectors {u;} = {u1,...,u,,Ups1,...un} formen una b.o.n.
de R™.

» Les columnes de U € M, ,(R) sén les components en base
canonica dels vectors de la base uy, ..., uy, (base d'arribada).

ATENCIO: A€ M, ,(R) i AT € My, ,(R) tenen el mateix rang r
i els mateixos valors singulars o1, ...,0,. Aixo vol dir que, a la

practica,

podem calcular els valors singulars de A tant a partir dels

VAPs no nuls de ATA € M, ,(R) com dels de AAT € M, (R)
(triem la de dimensié menor). El nombre de VAPs zero de AT A i
AAT si que pot diferir.



SVD d’una matriu simétrica

Si A € M, p(R) és una matriu quadrada i simetrica, llavors A
diagonalitza en una b.o.n. {v;} = {vi,...,vp} i tots els seus
VAPs p1, ..., i sén reals (u; VAP de A de VEP v;).

Ordenem els VAPs de A per valor absolut decreixent:

|'u1| > 2 |Nr| >0, pre1=-"=pp=01 r:rang(A)'
Els valors singulars de A son o1 = |u1l,...,0, = || (no cal
fer cap arrel quadrada). La matriu D és la matriu diagonal
que té com elements de la diagonal o1, ...,0, i el reste zeros.

La matriu V és la que té per columnes les components dels
vectors {vi,...,Vnp}.

La matriu U és com la matriu V excepte per les columnes de
U definides per VEPs v; de VAP p; estrictament negatiu.
Per aquests valors de i, la columna i/ de U no sén ara les
components de v; sind les de —v; (cal canviar el signe del
vector v;).



Exemple 1 de descomposicié SVD |

Exemple

Sigui A = < 2 _68 ) la matriu en base canodnica de I'aplicacié

lineal f : R2 — R2. Calculeu la seva SVD.

e En aquestcasAquadrada|n_m_2|amesr_rang =2.
3 4 3 -8
_ AT A _
e Calculem S=A A—<_8 6)(4 6 > ( 100).

e \; =100 i A\, =25 VAPs de S ordenats de major a menor.

e 01 =+/A1 =101 02 = /A2 =5 sdn els 2 valors singulars de A.
(o1 0\ (10 O .

o D= (0 0_2> = <0 5) (S no té cap VAP nul).

ev; =(0,1)i v, =(1,0) és una b.o.n. de VEPS de A (on v; VEP

de VAP ;). Aquesta és la base de sortida.

25 /42



Exemple 1 de descomposicié SVD I

0
1

O =

e La matriu V € Mj»(RR) té per columnes vy i vp: V = <

e La base d'arribada {u1, u2} és:
1

3 -8\ (0 _4 1 3
— _ 1 — — —
w=ira=i(y ) (1) = () mpa= (1)

(com que n = m = 2 no cal completar la base d'arribada).

ol
ol horw

e La matriu U € M >(R) té per columnes uy i up: U= <

elaSVDde A(odef)ésA=UDVT:

G)-(FDE D0

3
5

)

)



Exemple 1 de descomposicié SVD Il

Aplicacié de la SVD de A:

e Si A és la matriu d'una aplicacié lineal f : R? — R?, I'expressié
A= UD VT vol dir que si considerem b.o.n. {v;} = {v1,} de
sortida i {u;} = {u1, up} d'arribada, la matriu de f en aquestes

. _~_ (10 O
bases és My, 1,1 (f) =D = <0 5).

e Per tant, si (%,7), (X,7) sén les coordenades de R? en bases

{vi} i {u;}, respectivament, I'expressio de f en coordenades és:
(%,7) = F(%,7) = (10%, 57).

e Com que {u;} i {v;} sén bases ortonormals el calcul de longituds

i distances usant coordenades en una o |'altre base déna el mateix

resultat. P.ex., si w € R? té (w)(e;) = (x,y) (en base canonica),

W)y = (%,7) i (W) = (%, 7), llavors:
Iwll = VX2 +y2 = V(%) + (7)2 = V(%) + (7).




Exemple 1 de descomposicié SVD IV

e Sigui S! la circumférencia unitat de R? (centre (0,0) i radi 1)
Pel comentari anterior, |'expressié de S! en coord. canoniques
(x,y) ien coord. (x,¥) en base (de sortida) {v;} és:

St ={(xy) eR? | +y? =1} = {(%.7) e R*|* + 72 = 1}.
%
-7

e Com I'expressio de f usant coord. en bases {v;} i {u;} és:
X =10x, y =by <= x= —
X X, ¥ y X 10’ y

la imatge de S! per f en coord. de la base {u;} d'arribada és:

5’<2 ~\2
)6R2](10)2+()52:1}.

(s ={ (x5

e Per tant, f(S!) esdevé una el-lipse amb eixos vy i up i semi-eix
major 10 i semi-eix menor 5: precisament els valors singulars de A.



Exemple 1 de descomposicié SVD V

Que ha passat doncs? En aplicar f a la circumférencia S!, no
obtenim una nova circumférencia siné una el-lipse en que la
direccié del vector u; s'ha estirat multiplicant per o1 = 10 (maxim
estirament) i la del vector up s'ha estirat multiplicant per oo =5
(minim estirament).
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Exemple 2 de descomposicié SVD |

Exemple

Sigui A = ( i _01 (1) > la matriu en base canonica de I'aplicacié

lineal f : R® — R2. Calculeu la seva SVD.

e En aquest cas A € M, ,(R) on n =3, m=2ir =rang(A) = 2.

2 1 5 -2 1
eS=ATA=|-1 0 G _01 2): -2 1 0
0 1 1 0 1

e El polinomi caracteristic de S és:
5—-X =2 1
Ps(\)=] -2 1-2A\ 0 =(1-XM)A(\—-6).
1 0 1—A

(1-N)[(5=X)(1—X)—1—4]
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Exemple 2 de descomposicié SVD I

e Els VAPs de S, de major a menor, sén \;1 =6, Ao =11 A3 =0.
(No cal fer-ho, pero AAT = (g g) déna una matriu 2 X 2 que té
com a VAPs A\; =6 i A\ = 1: els mateixos VAPs no nuls que S).
e 01 =M =V6i0,=1+X =1 s6n els valors singulars de A.
ep_ (Y6 00
N 10
o7 a la “diagonal” i el reste ho omplim amb zeros.
e La base de sortida {v;} és una b.o.n. de VEPs de S:

1 1
5, —27 1), Vo = %(0, 1,2)7 V3 — %(—1, —2, 1)

e La matriu V € Mj33(R) té per columnes vy, vo, va:
1

matriu del mateix tamany que A que té o7 i

o

~—~~

Vi =

o

V= ——= | . (Detalls calcul {v;} més endavant.)

gl
Sl ©
S glvs)
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Exemple 2 de descomposicié SVD Il

e La base d'arribada {u1, u2} és la b.o.n. segiient
5

2 -1 0\ [V 12
1 1 1
“1_01AV1_¢6<1 0 1) _w§<6)_<

—1

2 -1 0 1 T
A I <f>
2 NG

(Només intervenen els VEPs vy, vp de S de VAP no nul. Com que
la dimensié d'arribada és m = 2 no cal completar la base {uy, up}.)
e La matriu U € M »(RR) té per columnes uy, uo:
2 =1
U= <\{5 V;)
NGRS

W
Ll

)

aa
Sl

SG



Exemple 2 de descomposicié SVD IV
elaSVDde A(odef)ésA=UDVT:

5 g _1\T
2 -1 0\ _ (G F) (Ve ooy . ¥
10 1) \% ZJ\0o 10/|Vf0 v o
V30 V6 V6

e (X,¥,2) coord. de R3 en base de sortida {v;} i (%X, ¥) coord. de

R? en base d'arribada {u;}. Llavors, I'expressio de f : R3 — R? en

aquestes coord. és (%,7) = f(X,7,2) = (V6X, 7).

e Per tant, la relacid entre les coord. de sortida i arribada és:
x=V6x, y=y <= x=%/V6, y=7,

mentres que la coord. Z és enviada a zero per f (com I'aplicacié f

va de I'espai R® al pla R? una direccié ha de “col-lapsar”.)

Aplicacié de la SVD de A: Sigui B = B}(0,0,0) la bola unitat

(tancada) de R3 (bola de centre (0,0,0) i radi 1). Calculeu f(B)
(la imatge de la bola B per f).
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Exemple 2 de descomposicié SVD V

e L'expressié de B tant en coord. cartesianes (x,y, z) de R3 com
en coord. (X,y,Zz) en la b.o.n. de sortida {v;} és:
B={(xy,2)|xX*+y*+22 <1} ={(x,7,2) | X* + 7> + 2> < 1}.
e Usant la relacié X = %X/1/6, y = ¥ entre les coord. (X, ) de
sortida i (X, ) d’arribada i que Z va a zero per f, obtenim que:

f(B) ={(%,7) e R?| ()* +(7)?2 <1} = f(B) domini tancat

(V6)?
per una el-lipse d'eixos uy, up i semi-eixos /6, 1.
Fl‘?/\/\,\“ Svb 3
{ A
v 4 1 -
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Exemple 2 de descomposicié SVD VI

Calcul de {vi, v, v3} b.o.n. de VEPs de S — <—‘:2 ’(1)2 i))
e\ =6, v; =(x,y,2) € Nuc(S — A\11d3) vol dir:

-1 -2 1 X 0 —x—-2y+z=0
-2 -5 0 y|=10] < —2x—by =0
1 0 -5 z 0 x—5z=0

S6n 3 egs. l.d.: treiem la 1a ja que clarament les altres 2 sén |.i.
Obtenim: y = —%x, z= %x. Fent: x=56 — y=-2,z=1.

1
Normalitzant (x, y,z) = (5,—2,1) obtenim vy = —(5,—-2,1).
(x,y,2) = ( ) 1 \/@( )
e\ =1, v» =(x,y,2z) € Nuc(S — A\2Id3) vol dir:

421 x 0 Obtenim x =0, z = 2y.
—2 0.0 y] =10 Fenty=1 — z=2
1 0 o) \z 0 y= -

V5

Normalitzant (x, y,z) = (0,1,2) obtenim vy = (0,1,2).

35 /42



Exemple 2 de descomposicié SVD VII

e \3=0, v =(x,y,z) € Nuc(S — A3ld3) vol dir:

5 =21 X 0 5x—-y+z=0

-2 1 0 yl=10] < —2x4+y =0

1 0 1 z 0 x+z=0
Treiem la 1a eq. ja que clarament les altres 2 sén L.i. Obtenim:
y=2x,z=—x. Fent x=-1 = y:—2,z:1.1
Normalitzant (x,y,z) = (—1,—2,1) obtenim v3 \@( 1,-2,1).

e Observeu que com {vi, v, v3} sabem a priori que sén L, un cop
calculats vi i vp (p.ex.), també podem calcular v directament via
el producte vectorial: v3 = v; A vs.
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Norma euclidiana d'una matriu |

Donada una matriu A € M, ,(R), la seva norma euclidiana ||A||
ens serveix per mesurar el “tamany” de la matriu. Es defineix com:

[Av]]

|Al| = max = max ||Av|.
v£0 vl ivi=

Aixod vol dir que per calcular ||A|| hem de buscar el maxim valor del
quocient W entre tots els vectors v € R”\ {0} si bé, de fet, ens
podem restringir als vectors v € R" unitaris.

El calcul de ||A]| és un subproducte de la seva descomposicié SVD.
En el que segueix, 01 > --- > g, > 0 sén els valors singulars de A i

vi,..., vy la base de sortida de la seva SVD.
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Norma euclidiana d'una matriu |
Propietats de ||A|| (i la seva relacié6 amb la SVD):

1. |A|| =01. (o1 valor singular més gran de A.)

2. ||A7H| = & si A és invertible (cal n=m = r).

3. ||A|| estirament maxim que pot rebre un vector al aplicar-li A:

[AVI| < IA[ - [lv]l, Vv eR"

4. Si K > 0 és donat, llavors:

o ”<KH vl = max [Av]| = Ko,

i aquest maxim s assolelx quan v és v = +Kv.
{ o, si Atérang n (i s'assoleix en + v,)

. min ||Av|| = .
> m|n1H VIl 0 si A té rang < n.

lIvil=
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Norma euclidiana d'una matriu Il
Aplicacié de ||A|| a la propagacié d’errors sistemes lineals:

Volem resoldre un sistema d'equacions lineals Ax = b compatible i
determinat, on A € M, ,(R). Sabem que la solucié és x = A-lp.
En el mon real, en formular el sistema cometem errors de mesura
en representar numericament els elements de A i b.

P.ex., suposem que coneixem A de forma exacta, pero el vector b
el coneixem amb un error Ab. Llavors, enlloc de resoldre Ax = b,
estem resolent Ay = b+ Ab i el que fem és aproximar la solucié
exacta x (la que obtindriem si no cometessim cap error) per la
solucié aproximada y.

No és realista pensar que I'error Ab és conegut exactament, pero si
que és raonable pensar que podem controlar el seu tamany ||Ab||.
Qiiestio: Qué podem dir de I'error en el resultat ||y — x|| en terme
dels errors de mesura en les dades?
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Norma euclidiana d'una matriu IV

Suposem, p.ex., que cada component de b la coneixem per
arrodoniment a 2 xifres decimals. Llavors, I'error de cada
component és, com a molt, %10_2 i aquest és doncs el tamany
maxim de cada component de Ab. Conseqlientment, el tamany
maxim de ||Ab|| (“I'error en les dades”) és:

|Ab|| < 4/(31072)2 x n= 1072 - \/n.
Finalment, I'error de la solucié el podem controlar rigorosament a
partir de la norma de A~L. Aixi:
ly = x|| < [|AH] - | Ab]|
~— ——

error en la solucié error en les dades
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Aproximacié de A per matrius de rang baix |

e Podem usar la SVD de per aproximar A per matrius de rang
petit: per tant, aproximar A per matrius amb una estructura més
simple, que sén més “economiques’ d’emmagatzemar o de
transmetre electronicament que no pas una matriu A plena.

e Donada A € M, h(R), considerem la seva SVD:

A=U-D-V', U= [u| |um) , V= [vi] - |v]
—_—— —_———
b.o.n. arribada b.o.n. sortida

io1>--->0, >0 sbn els seus valors singulars, on r = rang(A).
(S’entén que els vectors u; i v; sén vectors columna.)

e Triem k < r. Volem aproximem A per la matriu Ay € Mp, 5(R)
de rang k que millor aproxima A, en el sentit de la norma
euclidiana, entre totes les matrius X € My, ,(R) de rang k:

JA- A= min |A-X]
rang(X)=k
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Aproximacié de A per matrius de rang baix |l

e La matriu Ax de rang k < r que millor aproxima A en el sentit
de la norma euclidiana és:

k

T
Ak:Za; uj - v;

i=1 )
matriumxn

En el cas en que triem k = r = rang(A), el resultat és A, = A.
A més, I'error en I'aproximacié de A per Ay és:

_ | ooky1 sik<r
|A AkH_{O sik=r
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