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Definicid

El producte escalar euclidia (u, v) de dos vectors u, v de R”,

ui Vi
u= , V= ,
Un Vn
és
-
(uyv):=u' ~v=u-vi+up-vo+-+up- vy
Comentaris:

» Quan parlem de vectors, per defecte sempre entendrem que
sén vectors columna.

» El producte escalar euclidia de R” ens permet, per exemple,
mesurar la longitud d'un vector, calcular la distancia entre dos
punts i I'angle entre dos vectors. Aixd ho formalitzem en les
properes definicions.
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Algunes definicions

1. La norma o longitud del vector u € R" és |lu|| = /< u,u >.

2. Un vector u és es diu unitari sii. ||u]| = 1.

3. Si un vector v és diferent de 0, el podem normalitzar fent ﬁ
(vector unitari de la mateixa direccid i sentit que v).

4. La distancia euclidia entre dos punts P, @ de R" és
d(P,Q)=[PQ =Q - P

5. L'angle o = v format per dos vectors u, v € R" compleix

El signe de o depen de I'orientacié triada.

6. Direm que dos vectors u, v de R" sén ortogonals (escriurem
u L v) quan el seu producte escalar sigui zero: (u,v) = 0.
(Equival a dir v = £7%.)

3/63



Definicié
Sigui F C R" un subespai vectorial. Llavors, el seu subespai
vectorial ortogonal és:

FL ={ueR"|uLvpertotveF}.

(Els vectors de F sén aquells que sén ortogonals a TOTS els
vectors de F o, almenys, als vectors d'una base de F.)

Comentaris:
1. dim F- =n—dim F.
2. (Fh)t =F.
3. Si coneixem { una b.?:\se . L. } del s.e.v., F llavors és
equacions implicites
equacions implicites
una base
De fet: Els vectors d'una base de F donen els coeficients de
les equacions de F i els coeficients de les equacions

(independents) de F donen una base de F (i viceversa).

immediat obtenir del s.ev. FL.
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Exemple

’ Base Equacions independents

_ _ L] x+3y+2z=0
F=1(132),(-2,18)] « F '{—2x+y+82:0

G=1[(3,-5 9] & GL:{3x—By+32z=0

Problema 1(iii)

Base i equacions del s.e.v. F3L de R* si F3 donat per les equacions
F3={x1+x2—x3—x4 =0, xy — 3x2 + 4x3 — 2x4 = 0}.

Restant les dues equacions de F3, podem aillar:
Xs = —4x0 +5x3 | x1 = —5xo + 6x3.
eFentxo=1,x3=0 = xs = -4, xy=-5 = (-5,1,0,—4).
eFentxo =0, x3=1 = x4=5,x=6 = (6,0,1,5).
Per tant, obtenim la base F3 = [(—5,1,0,—4),(6,0,1,5)]. D'aqui:

F&=1[(1,1,-1,-1),(1,-3,4,-2)]
={-5x1+x2 —4x4 =0, 6x1 + x3 + 5x4 = 0}.
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Comentari: També podem usar les equacions de F3 per generar
una base de F3- = [(1,1,-1,-1),(1, 3,4, —2)], i aplicar el
metode del pivot a la matriu que té per columnes els vectors de la

1 1 | x
base per generar les equacions de Fs-: 1 =3 | x ~
3 -1 4 | x3] Pas1

-1 -2 ‘ X4

1 1 | X1 1 1 | X1

0 —4 ‘ Xp — X1 0 O ’ —5x1 +x0 —4xy

0 5 | x3+x1|pas2|0 0 | 6xq+xs+5x |’

0 -1 | X4 + X1 0 -1 ’ X4 + X1

t:

on, hem fe
Pas1={h=hHh—~f,h=H+h, fh="f+Af}
Pas 2={fy = f — 4fy, s = f + 51}

D’'aqui, obtenim: F:,f- ={-5x1+x —4xa =0, 6x1 + x3 + 5x4 = 0}.

Recordem: si un s.e.v. de R" té p equacions (lineals i homogenies)
independents, la seva dimensié és n — p.
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Definicié

El producte vectorial de dos vectors u = (a, b,c) i v = (e, f,g) de
IR3, expressats en base canonica o en qualsevol base ortonormal
directa de R3, és el vector: w = uA v = u x v, donat per:

-.

a c
e 8

W=uAv= i — | + a b
- - J e f

-~ T .

K

OIEY)
R N x
I

(bg — cf,ce — ag, af — be).

Propietats producte vectorial: u, v, w € R3 vectors qualsevol.

» vAu=—uAv (anti-commutatiu).

» (uAv,w) =det(u,v,w). (= determinant de la matriu que
té per columnes les components de u, v, w en base canonica.)
uAv L uv < uAvésortogonal auiv.
lunvl = [ull- v - |sin(@V)!
uAv=0 <= ul| v < u,v linealment dependents.

u, v linealment independents = {u, v, u A v} forma una
base directa de R3. (Si u L v, llavors la base és ortogonal.)

vV VvYyys.y
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Definicié (Projeccié ortogonal d'un vector sobre un s.e.v.)

R" = F & F per tot subespai vectorial F. Aixd vol dir que tot
vector v € R” es pot escriure (de manera tnica) com a suma de:
1
v=vF + vF ,
P . L .
vF és un vector de F i vFf~ de F*. Llavors, direm que:
e vF =ME(v) és la projeccié ortogonal de v sobre el s.e.v. F.
L , . -z
e v =T (v) és la projeccié ortogonal de v sobre el s.ev. F*.

v

La projeccié ortogonal v = Mg(v) de v sobre F és el vector de F
que fa minima la distancia de v a F (el minim val || (v)|]):

v =TIl = minwer{llv — wl}.
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Calcul de la projeccié ortogonal |
Sigui F un sub-espai vectorial de R" de dimensié d i v un vector de
R". Volem calcular Mg(v) projeccié ortogonal de v en F. Siguin:
e F =[ui,...,uy| base de F.
e A matriu n X d que té per columnes les components dels vectors
U1, ..., Uq €n base canonica o en qualsevol base ortonormal.
Si expressem la projeccié ortogonal de v en F com:

MNe(v) =Arur + -+ A\g ug,

els coeficients A1,..., Ay son solucié del sistema d’'equacions lineals
A1
ATAL + | =ATv
Ad

La féormula tancada és, de fet:
Ne(v) = AAT A)TLAT v,

(Malauradament involucra el calcul de la matriu inversa (AT A)71))
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Calcul de la projeccié ortogonal Il

Formulacié practica: La matriu A" A és la matriu (simétrica) dels
productes escalars dels vectors de la base F = [uy, ..., uy]. Llavors:

Me(v) =Arur + -+ A\g ug,

on A1, ..., Aq son solucié del sistema d'equacions lineals:
(ur,ur) ... (u1,uqg) A1 (v, u1)
<ud,u1> (ud,ud> )\d <V7 Ud>

Cas unidimensional
e Si F =[w] és un s.e.v. de dimensié d =1, és té:

_{v,w) "
Me(v) = (w, w)

e Si és FL qui té dimensié 1, podem calcular:
Ne(v) =v —NgL(v).

Observacié: A R3, o0 bé F o bé F* tenen dimensié 1.
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Exemple 1
Calculeu w = Mg (u), projeccié ortogonal de u = (2,3,1) en el
s.ev. F={x—by+2z=0}.
dim F = dim R3—(nombre d’equacions independents de F)=2.
dim F+ =dimR3 —dimF = 1.
Calcularem primer Mg1(u) i després Me(u) = u—Ngi(u).
Per calcular Mg1(u), observem que a partir dels coeficients de
I'equacié de F es té F- = [v], on v = (1,-5,2).
> En la figura inferior, Projyii representa Mg (u) = My, (v),
mentres que L Projyu representa MNg(u) = u — MNeo(v).

vV v v Y

u

1 Proj.ii

=y
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Exemple 1 (continuacid)

Tenim
v =(1,-5,2), Ft— [v].

Per tant:

(u,v) < (2,3,1),(1,-5,2) >
vy T <(1,-5,2),(1,-5,2) >

= —22(1,-5,2).

Meu(u) = I_I[v](u) = (1,-5,2)

Finalment:

11

w=MNg(u) =u-Ngi(v)=(2,3, 1)+30

1
1,-5,2) = —(71,35,52).
(7 7) 30( Y 7)
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Exemple 2 (1)

Calculeu w = TMg(v), projeccié ortogonal de v = (—1,1,4) en

F=1[(21,1),(1,0,2)].

uy up

e Opcié 1: Busquem w = Ajug + Aoup, on A1, Ao sén solucié del

2 1
sistema d’equacions lineals AT A <A1> =ATv,onA=1|1 0
A2 12
matriu que té per columnes les components dels vectors uq, uy de
-1
la base de F. Aixi doncs: AT v = 2 11 1 = 3 oo
1 0 2 7
4
21
ATA: <U1,U1> <U1,U2> _ 2 11 10 _ 6 4
<U1, U2> <U2, U2> 1 0 2 1 9 4 5)°
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Exemple 2 (Il)

Hem de resoldre doncs (observem det(A' A) = 14):

6 4\ (M) _(3) _ (M)y_1(5 -4 AR =

4 5) \x) \7 X)) 14\-4 6)\7) L)’
~—— S~~~ —

AT A AT v (AT A)-1

i calculem W:)\1U1+)\2U2:*LU1+7U2: %( —13, 47)

e Opci6 2: dimF =2 = dimF+ =1 = calculem Mg (V) i
w=Mg(v) =v—Tgi(v). Usant F = [u1, 2] =[(2,1,1),(1,0,2)]

obtenim que FX = {2x +y +z=0, x+2z =0}. Fent z=1en
aquestes equacions obtenim x = —2 i y = 3. Per tant F+ = [u] on

=(-2,3,1). D'aqui, Mg (v) = M(v) és:
I—IFJ_(V) — <V7 U> U= < (_17 174)7(_2737 1) >
(u, u) <(-2,3,1),(-2,3,1) >

Finalment:

2 (22,3,1).

-2,3,1
(=2.3.1) = 14

1
w = Mp(v) = v—Tlp (v) = (1, 1,4)—%(_2,3, 1)= o (4,-13,47)
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Definicié (Projeccié ortogonal punts sobre varietats lineals)

La projeccié ortogonal d'un punt P € R” sobre una varietat lineal
V C R”", que té sub-espai vectorial director F, és I'tinic punt
Q = Ny(P) de V tal que el vector P@ = Q — P L F. Aixi:

Ny(P)= VN (P+Fh).

(My(P) és la interseccié de la varietat V amb la varietat lineal per
P que te s.e.v. director donat per FL.)

e Calcul de la projeccié y(P). Suposem que V = a+ F, on
a € V n'es un punt qualsevol, llavors:

Ny(P) =a+ MNeaP)
—— ——
projeccié d'un punt projeccié d'un vector
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En la figura, la varietat V és un pla que passa pel punt g i d L V.
La projeccié ortogonal My (p) de p sobre V' ve donada pel punt
T(p) € V, essent el vector v, que uneix T(p) amb p paral-lel a i
i, per tant, perpendicular a V. Observeu que, d'acord amb la
férmula del peu de la pagina anterior, T(p) = g+ T(V), on T(V)
és la projeccié ortogonal sobre el sub-espai vectorial director de V
del vector que uneix g € V amb p.
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Definicié (Distancia entre varietats)
» La distancia entre un punt P i una varietat lineal V és

d(P,V):= 81€ir\1/d(P, Q),

i coincideix amb el valor de d(P,My(P)), ja que My (P) € V
és el punt de V més proper a P.

» La distancia entre dues varietats lineals Vi i V, és
d(Vi,Vo):= min d(P,Q),
( ! 2) PeVy, QeVs ( )
i coincideix amb d(P1, P2) on Py € Vi, P, € V) sén punts tals
—_— . . . .,
que Py P, 1 V4 i V5 simultaniament. (Atencié: Aquests punts

Py, P> que donen la minima distancia entre V7 i V5 no tenen
Y
perqué ser unics. Penseu en el cas en que V; || V2.)

» Si Vi =a1+ F1, Vo = ax + F, llavors podem calcular:

d(Vi, Vo) = [lull, on u=Tlg_ i (a1a2)

V.
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Exemple 1
Calculeu Q =My (P),on P=(3,-2,3)i V={x+2y+3z= 1}J

» Fent y = z =0 en I'equacié de V triem a = (1,0,0) € V.
Q="y(P)=a+MNe@EP), on F={x+2y+3z=0}ésel
s.e.v. director del pla V.

Nr(aP)=aP —MNri(aP), on F- =[v], essent v = (1,2,3)
el vector definit pels coeficients de I'equacié de F.

Usant que aP =P —a=(3,-2,3) — (1,0,0) = (2,2, 3):
<(2,-2,3),(1,2,3) >
<(1,2,3),(1,2,3) >

7 1
= (1.2.3)=5(1.2.3).

> Np(aP) = aP—Mpi(aP) = (2,-2,3)— (1’2’3) (§ -3, 3)
> Q:a—i—l_l,:(‘ﬁ’): 1,0,0)+(g,— 3) g

v

v

v

nFL(ﬁ) = Nj1,23)7(2,-2,3) = (1,2,3)

-3, ). Aixi:
V14

5

(27
3

d(P,V)=d(P,Ny(P *HjH_H 2’ ’2)“_7' 18/63



Exemple 2
Calculeu @ =My(P),on P=(-1,4,3)i /1= (2,4,1)+ [(—1,3,7)].J

» Triem a = (2,4,1) € /, i calculem
Q=N(P)=a+MNe(aP),

on F=|[v],amb v = (—1,3,7), és el s.e.v. director recta /.

> Usant que aP =P —a=(-1,4,3)—(2,4,1)=(-3,0,2):

<(-3,0,2),(-1,3,7) >
<(-1,3,7),(-1,3,7) >
17

=—(-1,3,7).
59( :3.7)

ﬂ/—'(éﬁ%) = My—137)(=3,0,2) = (-1,3,7)

17 101,287,178
- Q=34 NHEP) = (2.4.1) 4 5o (-1,3,7) = (OL2EL1TE)

» En particular, podem calcular d(P, /) = d(P,1,(P)) = ||Qj||
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Problema 4

Siguin n = (0,-2,0) +[(3,1,1)] i r»=(-1,0,0)+[(6,—2,1)].
(i) Proveu que les rectes r1 i rp es creuen.

(ii) Determineu la distancia entre elles.

(iii) Doneu I'equacié de la recta que conté la minima distancia, és
a dir, la recta que és perpendicular a r; i rp, i que les talla.

(iv) Trobeu els punts P; € rj, j = 1,2, donant la minima distancia.

@ =1(0,-2,0), v =(3,1,1), @ =(-1,0,0), vo = (6,—2,1).
(i) e Vv H/Vz — n H/rg.
e Per veure r; N'rn = (), les expressem en forma parameétrica:
rn:(x,y,z) =(0,-2,0)+ A(3,1,1) = 3\, =2+ \, \)
r:(x,y,z) =(-1,0,0) + u(6,—2,1) = (=1 + 6, —2p, p).
Si (x,y,z) € n N (punt de tall), llavors 3\, i € R tals que:
(@)3A=-1+6u, (b) —24+A=-2u, (c)A=p.

(b),(c) = X = =2/3 que no verifiquen (a) = sistema
incompatible (no hi ha punts de tall) i ry, r» es creuen.
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(iii) Volem calcular r perpendicular comi a ry i ra. Expressem r

com interseccié r = [l N[> de dos plans tals que [1; conté r;
i, a més, té com a vector director el L comd v = (1,1, —4):

ik
viAw=]3 1 1|=(3,3,-12)=3v. (Treiemel 3.)
6 -2 1

ol =@+ [v,v] =(0,-2,0)+[(3,1,1),(1,1, —4)].
viAv=(-513,2) = My ={-5x+13y+2z=d}, ond
el triem tal que @ € My: d = -5-0+13-(—2)+3-0 = —26.
oo =@Q+ [w,v] =(-1,0,0) +[(6,-2,1),(1,1,—4)].
wAv=(7,25,8) = My ={7x+ 25y +8z=d}, ond el
triem tal que @ €My d=7-(—-1)+25-0+8-0= —7.

e Aixi: r ={-5x+ 13y +2z = —26, 7x + 25y + 8z = —T7}.
Els punts P; € nn, P> € r, que donen la minima distancia
entre ry, r» els trobem tallant r amb N> i r» amb ;.
ePr=rNM, = P;1=(x,y,z) =3B\, -2+ X\, \) €r, on
A el triem per tal que P; € ly:

4
7-304+25-(—24+N)+8- A= -7 = 54\ =43 = A:—3

54°
Per tant: Py = (129/54, —65/54, 43/54).
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(iv)

(continuacid)

e Pr=nnNl; = Py=(x,y,z) = (=146, —2u,p) € r,
on u el triem per tal que P, € lN;:

=5 (=146p)+13(—2u)+2-p=-26 = p=
Per tant: P, = (132/54, —62/54,31/54).

Podem calcular la distancia entre ry, rn» a partir de:

31
54

— 1 1
PiP,=P,— Py = — —12) = —(1,1,—4).
1 2 . 2 1 54(3737 ) 18( Pl )
Obtenim: Y
— 1 /18 2
(rn,r) =P P H18(7 ; )‘ 13 6

També podem fer el calcul de la distancia directament, sense
usar Py, P>, amb la férmula que veurem tot seguit. Com que
n =@+ [wv], rn= Q2+ [v2] no sén rectes paral-leles:

d(l’]_ r2) — |<Ql Q27 vi A V2>| _ |<(_17270)’(3737_12)>‘ — |3|
’ Vi A va| 13,3, —-12)|| 3V18’

on usem (3,3, —-12)|| = 3||(1,1, —4)|| = 3/18.
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Férmules per calcular distancies des d'un punt
» A R2 punt P = (xo, y0), recta r = {ax + by = c}:
_ laxo + byo — |

W= r

» A R3: punt P = (xo, y0,20), pla M= {ax + by + cz = d}:

_ |axo + byo + czo — d|
Va2 +b2+c2

» A R3: punt P = (xo, y0,20), recta | = Q + [v]

_IPGAvV|

AP0 ="

d(P, M)

» AR3: Recta h = Py + [v1], recta b = Py + [wo]. Si Iy f bt

—
|(P1 P2, vi A wo)
[vi A val

d(h,h) =

Férmules valides en ref. canonica o qualsevol ref. ortonormal.
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Arees de poligons a R?

Poligons a IR? Area

0 =(0,0)

Paral-lelogram: |det (i, U)|

el
F — —

Triangle: £|det(OP,0Q)]

Altres poligons: descomposeu-los en triangles i sumar arees.
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Arees de poligons a R3

Poligons a R?

Area

0 = (0,0,0)

Paral-lelogram: ||@ x |

P

Triangle:

210P x 0Q)|

Recordeu: x = A és el producte vectorial.
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Volums de poliedres a R3

Poliedre a R? Volum

\
7

Paral-lelepiped: |det(w, U,

o

i

i
4,.

s

Prisma triangular: 1|det(i, v, )|

IN]

Tetraddre (piramide triangular): &|det(d, ¥, w)|
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Problema 17
D’entre els triangles que ténen vertexs A = (1,1,0), B = (2,2,0) i
Cenlarectal:{x+y=5, z=1}

1. Trobeu els que tenen area V3.

2. Busqueu el que tingui area minima.

1. Césdelaforma C =(5,0,1) + A(—1,1,0) = (5 — A\, A\, 1),
per un cert A € R (expressant / en forma parameétrica). L'area
A del triangle de vertexs A, B, C és la meitat de I'area del
paral-lelogram generat per i = AB=B - A=(1,1,0) i
7=AC=C—A=(4—AA\—11). Per tant:

1 1 1
A= EHH/\ V|| = §||(1,—1,2)\—5)H =5 2+ (2X —5)2.

Cal:

% 2+ 2V =52 =3 <= (2A-5)?=(23)2-2=10
54410
=

5+%/E7 5—\/571) i C= (5—§/ﬁ’ 5+§/ﬁ’1)_

2

= 22 -5=4V10 << A . Tenim doncs dos

solucions: C = (
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Problema 17 (continuacid)

2. Busquem els triangles que tenen area minima entre tots els
que tenen el vértex C sobre la recta /. Hem de minimitzar

1
doncs la funcié de A definida per A()\) = E\/2 + (2X\ —5)2.

Equival a minimitzar la funcié definida per a(\) = (2\ — 5)2.
a(\) és una parabola que té el seu vertex en A =5/2, que
déna el seu minim absolut per a tot A € R.

55
Per tant, obtenim: C = ( 2, >,1).
er tant, obtenim (22 )
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Definicié (Base ortonormal)

Sigui F C R"™ un sub-espai vectorial de dimensié d. Direm que

{vi,...,Vvq} és una base ortonormal (b.o.n.) de F si:
» F=[vi,...,vq] (formen una base).
> Vv1,...,Vq SON ortogonals 2 a 2: (v;,vj) =0, si i # j.
> Vi,...,Vq SON unitaris: ||vi|| =1 peri=1,2,...,d.

Observacié: Quan s'han de fer calculs que involucren productes
escalars, pero volem un sistema de coordenades més adaptat al
problema que no pas les canoniques, el natural és que els canvis de
base vinguin donats per b.o.n.'s. Per exemple:

Teorema (Projeccié amb bases ortonormals)

Siui,...,uy base ortonormal de F, la projeccié d'un vector v és:

Me(v) = (v, u1) - ur + (v, u0) - up+ -+ 4 (v, ug) - ug.
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Definicié (Matriu ortogonal)

Una matriu M € M, ,(R) és ortogonal sii. M™M= Id, < els
n vectors definits per les fileres (o per les columnes) de la matriu
M formen una base ortonormal de R”.

¢ Propietats de les matrius ortogonals:
> det M = £1.
» La inversa és de M és la seva transposta: M~1 = MT.
» La matriu de canvi de base entre dues b.o.n. és sempre una

matriu ortogonal i tota matriu ortogonal defineix un canvi de
base entre dues b.o.n.

» (Mu,Mv)={(u,v) i [Mu|=]|ul, YuveR".
(Aix0 és, aplicar la matriu M a una parella de vectors preserva
el valor del seu producte escalar i de la seva norma euclidiana.)
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Definicié (Referencies ortonormals)

Una referéncia afi u = {P; u1,...,up} de R" és diu que és
ortonormal si vz, ..., u, és una b.o.n. de R".
Siu={P;u1,...,un} és ortonormal i e = {O; e1,...,ep} és la

ref. canonica de R”, llavors la matriu de canvi de referéncia

Miuy—qe (P)e

Au—>e = )

0 0‘ 1

ve donada per matriu de canvi de base M{,,_, (¢ ortogonal. Aixi:

T _ T
Ae—>u _ (Au—>e)71 _ (M{u,-}—>{e,-}) (M{u,-}—>{e,-}) (P)e

0 0‘ 1
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Problema 24 (1)

P=(220), r={x+y=0,y+z=0} i m#={x+y=3},
expressats en la referéncia canonica e = {O; e1, &2, 3} de R3.
Cerqueu un sistema de referéncia ortonormal R = {Q; vi, vo, v3} de
R3 en el qual les coordenades del punt P sén (0,0, a) i les
equacionsde ri msén r ={y =0,z = b} i m = {Z = 0}. Quins
valors tenen les constants ai b?.  (x,y,Zz coord. en ref. R.)

e Recordem: Els canvis de coordenades envien espais directors a
espais directors. A més, si les referéncies sén ortonormals, els
moduls es mantenen i I'ortogonalitat també.

» Com que N1 és z =0 en ref. R, aixd vol dir que v3 (que déna
la direccié de Z) és v3 L . Per tant, si I'expressem en ref. e,
vz = j:%(l, 1,0) (definit pels coeficients de 7 i normalitzat).

» En ref. e, el s.e.v. director de r és [(1,—1,1)] (vector solucié
de les equacions homogenitzades de r). Com que en ref. R el
s.e.v. director de r és [v1], aleshores v; = + \%(1, -1,1).
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Problema 24 (I1)

z

bl = d (N C)

. |
e =

2 R
’ TQ:LL},O;Q)EH
=4

=
P=(0, 900 = R+ SV

a= |
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Problema 24 (111)

» Es clar que r || 7. Es obvi via les equacions en ref. R. També
en ref. e, ja que v; (director de r) és L a v3 (que és L a ).

» El vector v» ha de ser L vq, v» i unitari. Si I'expressem en ref.
e, hadeser v =+ Az = i%(l, -1,-2).

> El fet de que poguem triar com volguem els signes de a i b ens
permet triar Illiurement els signes de vy, v», v3. Triem doncs:

1 1 1
v = %(1,—1, 1), w= %(1, ~1,-2), vz= \ﬁ(l’ 1,0).

(Si volguéssim signes concrets per a, b cal vigilar el de v3.)

» Usant r || m, les equacions en ref. R diuen que |b| = d(r, ).
Aixi, |b| = d(S,7), on S € r és qualsevol punt de r. Usem
que, en ref. e, § =(0,0,0) € r:
1b| = d((0.0,0), 1) = 1-0+1-0+0-0-3] :i:%,

VETEe V2 2

onhemescrit m={l1-x+1-y+0-z—3=0}en ref. e.
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Problema 24 (1V)

» Es clar que en ref. R és té |a| = d(P, ). Per tant, fent els
calculs en ref. e:

la| = d(P,M) =d((2,2,0),M)

B 1-24+1-240-0—3| _i
V1Z+12402 V2
> (P)R = (0,0, a), (Q)R = (0,0,0) i (V3){v,-} = (0,0,1), ens
diuen que P = Q + avsz en ref. R. En ref. e, aixo ens diu:
11\ (1,1,0) (3/2,3/2,0)
Q=P-avz= 2,2,0—<j:> :{ ’ ’
2= 20-(* ) "2 T 62520
En ref. R, tenim Q € m = {z =0}. Com 7 = {x+y = 3},
en ref. e, ha de ser @ = (3/2,3/3,0) i a=1/V2.
» Aixi doncs, el canvi de coordenades en R a e és:

3 1 a1 —

X 2 V3 Ve 2 X
_ 13 1 1 1 -

z 0 VY 0 z

My —1e}
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Problema 24 (V)

>

(ii)

Per trobar el valor correcte de b tenim dos opcions:
(i) Transformar les equcions de r pel canvi R — e.
(i) Transformar només un punt T € r.

Triem, per exemple, el punt T € r = {y =0, z = b} que en
ref. R té coordenades (T)gr = (0,0, b). En ref. e té coord.
(T)e = (3/2+ b/V/2,3/2 + b/v/2,0). Si volem que (T)e
verifiqui les equacions r = {x +y =0, y + z = 0}, llavors cal
3/24+b/vV2=0 = b/\/2=-3/2 = b= —-32/2.

Transformem les equacions de r pel canvi expressant-la en ref.
X

e com (9] - b°) () — (8), on (M¥— £) = (3198). Per
1

obtenir r en ref. R calculem (MR| — bR) = (M®| — b®) Ar_e:

101 13
V3 Ve V2 2
1 1 1 3 0 0 23
(MR =By =19 | v 2| = v
0110 1 2 0 0 0o-3 L3
BTV Ve V2 2
0 0 01
X 2.743=0
r en ref. R és (MR| — bR) <§>:(8) <:>{ sV s
1 EVAARV LA
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Metode d’ortogonalitzacié de Gram-Schimdt
F C R" s.e.v. de dimensié d. Gram-Schmidt permet calcular una

b.o.n. {wy,...,wy} de F seguint els segiients pasos:
(I) F=1lui,...,uq] base qualsevol de F.
(I1) Primer calculem F = [vi, ..., v4] base ortogonal de F. Fem:
(1) Vi = ux.
(2) voa =A1va + tp, on A\ = —M fa que (vo, v;) = 0.
<V13 V1>
(2) va=A1vi + Aava +uz, on Ay = — (w5, v) A = — s, v2)
<V1a V1> <V27V2>
fan que (v3,v1) = (v3, vo) = 0.
(3) etcetera.
(d) va = vi+ -+ Ag—1Vg—1 + uqg, ON: Aj = — {ua, Vj>, per
(vj> vj)
j=1,...,d, fan que {vg,v1) = -+ = (vg,vg_1) = 0.
(I11) Normalitzem la base vi, ..., vy per obtenir una b.o.n. de F:
Vi %) Vd
Wy =-—7r, W2= 0, o, W=
[[vall [[vall [[val
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Exemple

F C R3 el s.e.v. d'equacié x — 3y + z = 0. Trobeu una b.o.n. de
F i amplieu-la per obtenir una b.o.n. de R3. Calculeu Mg(1,1,2).

Apliquem Gram-Schmidt per obtenir wy, wo b.o.n. de F:

(I) L'equacié en déna la base F = [u1, w2] = [(—1,0,1),(3,1,
y=0z=1 = x=-1 = u; =(x,y,z) =(-1,0,1
y=1,z=0 = x=3 = w=(x,y,2z) =(3,1,0)

(I1) Calculem F = [v1, v4] base ortogonal de F:

(1) Vi = U = (—1,0 1)
(3,2,3)

(2) voa=Aivi +u = 3(-1,0,1) +(3,1,0) = 5 on:
A — — <U2> V1> _ <(37 170)a( 1,0, 1) §
T lwow) ((-1,0,1),(-1,0,1)) 2
(I11) Normalitzem la base vy, v» per obtenir wy, ws:
%1 ( 1 O 1) Vo (3,2,3)
w1 = s Wo = .
all V2 vl V22
-1,0,1 2
Per tant, F = [wy, wo] = (=10, ), (3,2,3) b.o.n. de F.
V2 V22
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Volem ampliar F = [wi, w»] a una b.o.n. R3 = [wy, wa, ws]. Per
fer-ho, considerem una base R3 = [uy, up, u3], on vy = (—1,0,1) i
up = (3,1,0) sén els d'abans. Es natural triar us L uq, up i el més
directe és triar u3 = (1, —3,1) via els coeficients de x, y, z en
I'equacié de F. Si apliquem Gram-Schmidt per ortogonalitzar la

base R® = [u1, uo, u3], els dos primers vectors vi, v» que obtindrem

_ (323

son els mateixos vi = (—1,0,1) i que abans. En ser

uz L u1, up, també és cert us L vq, vo, d'on clarament v3 = u3. Si
no ho veiem clar i fem els calculs usant Gram-Schmidt:

vz = A\1vi + Aovo + u3 :0'V1—|-0-V2—|—(1,—3,1) = (1,—3,1),
<U37 V1> _ <(17 _37 1)7 (_17 07 1)>

on: \{ = — = = 0. Analogament,
<V1,V1> <V17V1>
Ao = —<U3’ 2/ _ . Finalment, la b.o.n. de R® = [wy, wy, ws] és:
<V27V2>
-1,0,1 3,2,3 1,-3,1
W (CLOD 23w (-3

V22 l|lvs]| V11
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Considerem ara v —( 1,2) i calculem Mg(v) usant la b.o.n.
1) (3,2,3)

F = el = | B

Ne(v) =(v,wi) - wi + (v,wp) - wp

=<(1,1,2), (=1.0, 1)> (=1,0,1)

} . Concretament:

V2 V2
(3,2,3) (3,2,3)
+<<1,1,z>, m> 2

_1(-L01) 11 (323
V2 V2 V22 V22
( 0,1)+%(3,2,3):(1,1,2).

La rad de que Mg(v) = v és que V € F ja que, de fet, v compleix
I'equacié x —3y +z=0de F.
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Definicié (Formes quadratiques)

Una forma quadratica g : R" — R és un polinomi homogeni de
grau 2 en n variables.

Teorema (Formes quadratiques ~ matrius simeétriques)

Hi ha una correspondéncia natural entre les formes quadratiques de
R" i les matrius simétriques n X n. Concretament, tota forma
quadratica q de R" la podem expressar de la forma:

X1
g(x1, ..., xp) =(x1,.-.,xn)S | - |,

Xn
on S € M, o(R) és una matriu simétrica: ST = S.

Exemple 1. Forma quadratica en R3:
q(x,y,2z) = x>+ 4xy + 2x z + 3y? + 10y z + 422

1 2 1\ /x
=(xy,2)(2 3 5] |y
1 5 4 z
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Definicié
La matriu S = Mat,(q) d'una forma quadratica g en base
u={u1,...up} és la matriu simétrica S que compleix

q(v) = (V){Tu,-} S (V){uys

on (v){y;} (vector columna) components del vector v en base {u;}.

v

Exemple 1

Per q(x,y,z) = x> + 4xy +2xz + 3y? + 10y z + 422, tenim
1 21

Mate(q) =S =12 3 5],one=/{e1,...,e,} base canonica.
1 5 4

(Els elements de la diagonal de g sén els coeficients de x2, y?, z? de

g; els de fora la diagonal sén el reste de coeficients dividits per 2.)
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Canvis de base en formes quadratiques
Sigui g una forma quadratica i S = Mat.(q) matriu (simetrica) de
g en una base e = {ey,...,e,} donada (tipicament la canonica).
La matriu de g en una altre base v = {u1,...,up} és:

Mat,(q) = PT S P,

on P = My, (e €és la corresponent matriu de canvi de base.
(M{u,-}—>{e,-} té per columnes les components dels vectors vy, ..., u,
expressats en base er, ..., ep.)

» Canvi de base en formes quadratiques diferent a canvi de base
en la matriu d'una aplicacié lineal (no cal invertir P).

» Reduir g vol dir aplicar un canvi de base tal que D= P' SP
sigui diagonal D = diag(di,...,dn). Si (X1,...,Xn) sOn les
components en base u, llavors g s'expressa com:

(X1, %) =1 X2+ + dp X2

» La forma reduida de ¢ NO és (inica. Només ho sén el nombre

d’elements positius/negatius/zero en la diagonal de D, pero

no el seu valor concret.
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Reduccié de la matriu d'una forma quadratica a matriu
diagonal

S matriu simétrica d'una forma quadratica q.
Opcié 1 (Metode Practic.) Aplicar transformacions elementals
(metode del pivot / eliminacié gaussiana) a la matriu S:

1. Les transformacions s'apliquen primer per files i, tot seguit,
s'apliquen exactament les mateixes transformacions per
columnes (mantenint el caracter simetric). El procés es fa fins
que S esdevé la matriu D diagonal d'una forma reduida de gq.

2. (Només si volem també el canvi de base.) Si apliquem les
transformacions elementals que hem fet en 1., perd només
per files, a la matriu identitat Id,, llavors la matriu Id, esdevé
la matriu PT del canvi de base que déna lloc a la forma
reduida D. Aixd és, D = PT S P.

Opcié 2 (Només si volem un canvi de base ortonormal.) El canvi
de base donat per la matriu P de Opcié 1 NO és ortonormal.
Si volem que la nova base sigui una b.o.n. (aixo és, que P
sigui una matriu ortogonal PT = P~1), llavors cal aplicar el
Teorema Espectral: calcular els VAPs i VEPs de S i
diagonalitzar la matriu amb un canvi de base ortonormal. 1463



Exemple 1

Trobeu la forma reduida i un canvi de base que la redueix per la
forma quadratica q(x, y, z) = x?> +4xy +2x z+3y? + 10y z + 42°.

Primer reduim la matriu S de g, sense buscar cap canvi de base:

121 1 2 1 1 0 0
s=l235| ~(0-13]~ 10 -13
15 4)™"\ o0 3 3/™2\0 3 3
1 0 0 1 0 0
~ 1o -1 3] ~ (0 -10]=n,
Pass\o 0 12/ ™*\ 0o 0 12

on hem fet (f vol dir operacié per fila i ¢ per columna):
» Pasl. h=FfL—-2h, R=fR—"f.
» Pas 2. Cop = Cp — 261, C3 = (C3 — C1.
» Pas 3. f3 = f3 + 3hH.
» Pas 4. c3 = 3+ 30o.
D és la matriu reduida i, en les noves coordenades (X, y, z):
q(%,7,2) = X% — y? + 1222,
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Exemple 1 (continuacid)

Per trobar la base en que g redueix, ampliem la matriu S de g amb
Id3 a la dreta. En el costat dret només fem operacions per files.

12 1]100 1 2 1|1 0 o0
(Sjld3)=[ 23 5|01 0| ~ |0 -13/-210
15400 1/)™"\ 0o 3 3/-101

1 0 0/1 00 1 0 0|1 00

~ o 13210 ~ [0 -1 3|=210

Pas2 Vg 3 3|10 1/™*\0 0 12/-7 3 1
1 0 0|1 00 1 —2 -7
~|0 -1 0|—210]|=(DP")y=P=[0 1 3
Past o 0 12]-7 3 1 0 0 1

on Pas 1= {f, =, — 2f, 3 =f — f1}, Pas 3= {f =, + 3hH}, i
Pas 2, Pas 4 els simétrics per columnes. Per tant, una base en la
qual g assoleix la seva forma reduida ve donada per les columnes de
P (o files de PT): u; = (1,0,0), up = (—2,1,0), u3 = (—7,3,1).
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Exemple 1 (fi)

Fem un resum de tot plegat. Donada la forma quadratica
q(x,y,z) = x> + dxy + 2x z + 3y? + 10y z + 4z°, que en base

1 21
canonica té matriu S = Mate(q) = [ 2 3 5 |, hem obtingut
1 5 4
1 0 O
la forma reduida donada per D = Mat,(q)=| 0 -1 0
0 0 12

La base en que s'assoleix la forma reduida D la podem triar com
up = (1,0,0), up =(-2,1,0), uz3 = (—7,3,1). Si x,y,Z sén les
components d'un vector en aquesta base, llavors g pren la forma
q(x,7,2z) = X% — y% 4+ 122%. Si P és la matriu que té per columnes

1 -2 -7
els vectors uy, up, u3, aixd és, P = Mg,y 3= 0 1 3 |,
0 0 1

llavors es compleix que D = PT S P.
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Reduccié usant el teorema espectral

Teorema (Teorema espectral)

Tota matriu simétrica S diagonalitza amb tots els VAPs reals i, a
més, amb una base de VEPs que podem triar ortonormal.

Més concretament el teorema ens diu: si S € M, ,(R) és simétrica,
ST =S, aleshores existeix una matriu diagonal D & M n(R) i una
matriu ortogonal P € M, ,(R), amb PT P = Id,, que compleixen:

D=PlSP=P'SP,

on usem que PT P =1d, = P~1 = PT. En conseqiiencia, els
vectors uq, ..., u, definits per les columnes de la matriu P formen
una b.o.n. de VEPs de S, amb VAPs donats pels elements de la
diagonal de D. A més, si S = Mat.(q) és la matriu d'una forma
quadratica g (en base canonica) i fem el canvi de base definit per
la matriu (ortogonal) P, obtenim que D = Mat,(q) és la forma
reduida de S en la base ortonormal uy, ..., u,.
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Classificacié de formes quadratiques
Sigui D la matriu diagonal que ens déna la forma reduida d'una
forma quadratica g. La matriu D no és unica, pero els signes dels
seus elements si que estan determinats per g. Podem classificar
formes quadratiques atenent als valors d’aquests signes.

Definicié (indexs d'inércia i llei d'inércia de Sylvester)
Els indexs d'inércia (o tipus (iy,i—,ip)) d'una forma quadratica gq,
amb matriu associada donada per S = Mat,(q), sén:

nombre de termes estrictament positius en la diagonal
'una forma reduida D de g
nombre de VAPs > 0 de S comptats amb multiplicitat.

It

a

~.

= nombre de termes estrictament negatius en la diagonal de D
nombre de VAPs < 0 de S comptats amb multiplicitat.

nombre de termes nuls en la diagonal de D
= multiplicitat del VAP 0 de S.

\.
o
Il

Aixi doncs, classificar g vol dir trobar els seus indexs d'inércia a
partir dels signes del VAPs d’'una forma reduida qualsevol de q. 49/63



Definicié (Casos particulars del teorema de classificacid)

S matriu simétrica d'una forma quadratica g de R" en una base
qualsevol. Aleshores, introduim la seglient terminologia per g que
s'extén també a la matriu S:

» g definida positiva <= g(x) > 0 en tot x € R” amb x # 0
<~ ip=n,i_=0,ihp=0 < Tots els VAPs de S sén
positius.

» g definida negativa <= g(x) < 0 en tot x € R" amb x # 0
<~ ip. =0,i_=n,ip =0 < Tots els VAPs de S sén
negatius.

» g no degenerada <= q(x) # 0 en tot x € R" tal que x # 0.
Si només volem saber si g és definida positiva o negativa, podem
usar el Criteri de Sylvester: Siguin 01,62, ...,0, els valors dels
menors principals de S. Aleshores:

> g és definida positiva <= §; >0,Vi=1,...,n.

» g definida negativa <= (—1)'§; >0,Vi=1,...,n

<~ 01<0,62,>0,03<0,04 >0,....

v
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Problema 34(a)

ot
1
«a

e’
a |.
1

Qomr

Per a quins valors de « és definida positiva A = (

a b c
Els menors principals de A= | d e f | sén els determinants:
g h i
a b c
a b
01 =a, & = , 63:det(A): d e f
d e .
g h |
Per tant, per la nostra matriu es té 6, = 1, i
1 o «
1 « 2 3 2
by = =1—-0o% dh=|a 1 a|=1+2a"-3a".
a 1
a a 1

Es facil veure que 03 = 0 si « = 1. Aplicant Ruffini:
b3=(a—1)(2a? —a—-1)=(a—1)?(2a +1).

A definida positiva <= 41 > 0, 6> > 0, 63 > 0. Equival a dir:

a?<l,a—1#0,20+1>0 <= ac(-1,1),a>—1/2.

Finalment doncs, A definida positiva <= «a € (—=1/2,1).
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Definicié (Restriccié forma quadratica a sub-espai vectorial)

S = Mat,(q) matriu d'una forma quadratica g de R” (en base
canonica) i F C R" un sub-espai vectorial de dimensié d generat
per F = [u1,...,uq]|. Aleshores, la matriu de la forma quadratica
q|r definida per la restriccié de q al s.e.v. F, usant la base

u={u1,...,uq}, és:
Mat,(qF) = PSP,

on P € M, 4(R) matriu que té per columnes les components dels
vectors uy, ..., Uy en base canonica.

Proposicid
» Si q té indexs d’inércia (iy, i, iy), aleshores existeixen s.e.v.’s
Fy, F_, de dimensions iy, i_, tals que qiF, és definida
positiva i q\_ definida negativa.
> Si q és definida positiva/negativa, llavors la seva restriccid qr
sempre és definida positiva/negativa.
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Problema 32(iii)
Considereu la forma quadratica q(x,y, z,t) = 2x t + 6y z.

1. Trobeu una forma reduida de g i una base en que redueix.

Classifiqueu-la. Digueu si és definida positiva, negat
indefinida.

iva o

. Trobeu sub-espais vectorials F, i F_ de R*, de dimensions el

més grans possibles, tals que les restriccions qjr, i gF_ siguin

definida positiva i definida negativa, respectivament.

Apliquem pivotatge a la matriu S = Mat.(q) "ampliada”:

0001|1000 20 0 0|1 0 01

0030(0100 06 0 0|0 1 10

0300[/0010 00 -3 0|0 -3 130

10000001 00 0 —3|-% 0 0 3
(511ds) (D|PT)

La froma reduida és g(X,y,z,t) = 2% + 6y° — %22 - %fz, que té

iy =

2,i_ =2, ip =0 i per tant és indefinida.
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3005(5288Y _ (35333183
(S[1ds) = 0300/0010 ) 7=, | 0300{0010
100010001 as 100010001
2000|1001 200 01001
003 0|0 100 063 0|0 110
o 03000010 o 03000010
as 000-%-2001} as 000-%-2001
200 0|1 001
06 0 0|0 1 10 T
~ (o0-3 0|0 -11lo0]|=(D|IP"), on:
Pas4 2 22
000 —3|-2 001

Pas 1. i =fi+ 14, ¢t = c1+ ¢y, Pas 2. ﬂ;:ﬂ;—%ﬁ, ca=cy— Ley,
Pas 3. fo=h+1, ¢ =c+ c3, Pas 4. f3:f3—%f2, 3 =C— 50.

10 0 -1
01 -1 o |. :
Per tant, P = 01 12 0 i la base en la qual g assoleix
2
10 0 3

la seva forma reduida ve donada pels vectors columna de P:
= (1’0’0’ 1)’ w2 = (07 L 170)' uz = (07 _%7 %70)' Ug = (_%70707 %)
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» iy =2 = La dimensié més gran del s.e.v. Fy tal que g,
és definida positiva és 2. Com que els elments positius de la
diagonal de D sén els dos primers, podem triar Fi = [ug, us].

10
Si P, = <8 %) matriu que té per columnes uq, uo, la matriu

10
de la restricci6 g, és S = Maty,, 4,1 (qF ) = PI SPy:

0001 10
5_<1001>0030 01_<20)
t~\o110/|l0300[]01] \o 6)°

1000 10

donada pels dos primers elements de la diagonal de D.
» i =2 = dim(F_) = 2 (maxima possible), F_ = [u3, us],

0 -1/2
Po=| 7 0 | S =Maty,uylar) =PI SP:
0 1/2

0 -1/2

11 0001 3
s — (9 220 0030 -1/2 0 _ (-3 0
-~ \-100! 0300 12 0 “\o -1}
1000 0 1)
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Problema 37

o froma quadratica de R* que té S, = per

O = O =
_= = = O
O R =, O

= Q Kk

matriu associada (en base canonica).

1. Classifiqueu g, en funcié de € R. Per a quins « és definida
positiva/negativa?

2. Si g =g, per a = 3/2, doneu Fy/F_ s.e.v. de dimensié
maxima tal que g|r, /q|r_ sigui definida positiva/negativa.

SOEOROSSY (30 9 9[5 988
(S\Id4): 11a1(0010 PN1 0la—-11|-1010
011«l0001 as 01 1 al0 001
63 0 oo %89 T
~ (00a—2 0 —1—110>_(Da\'D)a

Pas2 \ 00 0 a-1/0 -101

onPas1={=f—f}iPasl={fs=1f—fh, fs — f}, mésles

operacions simetriques per columnes. e



10 0 0
01 0 0
~Y T e
Per tant (S|Id4) ~ (Dy|P'), on D, 00 a2 0
00 0 a—1
10 -1 0
01 -1 1| ..
P = 0 0 1 0 - Si U1—(17O’O,O)' u2—(0,1,0,0),
00 0 1

u3 =(—1,-1,1,0) i us = (0,—1,0,1) sén els vectors columna de
P i (x,y,z,t) components en base u1, uz, us, us, llavors:
43,7, 2,0) =22+’ + (a—2) 22 + (o — 1) B2,
és la forma reduida de q,. Els seus indexs d'inércia sén:
» Casa>2: iy =4,i_ =ip =0 = definida positiva.
»Casa=2i,=3i =0, ig=1
»Casl<a<2ip=3,i-=1ip=0.
»Casa=1: iy =2,i =1 ip=1.

v

Casa<liip=2,i_=2ip=0.
go. NO és mai definida negativa.
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10 0 O
N , 01 0 0

La matriu reduida D de g = g3 és D= | o ¢ ~1 0 -
00 0 1%

it =3, i— = 1. Per tant:

» La dimensié més gran del s.e.v. F, de R* pel qual qiF, és
definida positiva és iy = 3. Atenen als elements positius de la
diagonal de D, una possible tria és F = [u1, up, ug]. La

1 00
matriu Dy de g, en aquesta baseés Dy = |0 1 0
00 3

» La dimensié més gran del s.e.v. F_ de R* pel qual qF_ és
definida negativa és i_ = 1. Atenen al element negatiu de la
diagonal de D, una possible tria és F_ = [u3]. La matriu D_

de gr_ en aquesta base és D_ = (—3) (matriu 1 x 1).
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Extrems relatius de funcions reals de n variables

f : R" — R funcié derivable tant com calgui i P € R” un punt.
En tot el que segueix indicarem les derivades parcials respecte de

les variables x = (x1,...,x,) de f com a sub-indexs. Per exemple:
[ of O
T OxT Y 9x 0%

Definicié (Punt critic de f)

P és un punt critic de f <= Vf(P)=(0,...,0), on Vf(P) és el
vector gradient (vector de derivades parcials) de f en P:

Teorema (Condicié necessaria d'extrem relatiu)

Si f té un extrem relatiu en P = P ha de ser un punt critic de f.

v
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Definicié (Hessia de f en P)
El hessia o matriu hessiana de f en P és la matriu simeétrica n X n
de les derivades segones de f en P:

Faxa(P) fax(P) o fiqx(P)
H(f)P — D2f(P) _ fX17X2(’D) sz,Xz(P) sz,Xn('D)
f;(l,xn(P) fX27Xn(P) meXn(P)‘

Com a matriu simétrica, el hessia indueix la forma quadratica
q(x) = x" D?f(P) x (on x s'entén com un vector columna).

Teorema (Condicié suficient d'extrem relatiu/local)
Si P és un punt critic de f, llavors:
» D?f(P) definida positiva = f té minim local a P.
» D?f(P) definida negativa == f té maxim local a P.
» D?f(P) té indexs d'inércia iy, >0, i_ >0 = f té un punt
de sella a P (ni maxim ni minim relatiu).

y
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Exemple

Trobeu tots els punts critics de la funcié i useu el criteri del hessia
per classificar-los (maxim/minim relatiu o punt de sella):

f(x,y,z) =sin(x —1) (y +2) + (y +2) z —sin(x — 1) z.

P = (x,y,z) punt critic de f <= £ (P) =f,(P) = f,(P) =0:
(ear) fi = cos(x = 1) (y +2-2) =0,
(eq2) f, =sin(x — 1)+ z =0,
(eqs) =y +2—sin(x —1) =0.
(eq1) ens diu que o bé cos(x —1) =0o0béy+2—2z=0.
ecos(x—1)=0 = x—1:g+n7r = x:l—l—g—i—mr, nez.
En particular:  sin(x — 1) = sin (g + n7r) =(-1)".
(eqz) = z = —sin(x — 1) = (—1)"*1,
(eqz3) = y=sin(x—1)—2=(-1)"—-2.

Obtenim els punts critics: P, = (1 + g + nm, (=1)" =2, (=1)"*!
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eSiy+2—z=0irestem (eqs) — (eqz) = sin(x —1) =0 =
x—1l=n = x=1+nm,n€Z. Amés, (eqx) = z=0.
Finalment, la condicié y +2 —z=0 = y = —2.

Obtenim els punts critics: Q, = (1 + nm,—2,0).

e La matriu hessiana de f és:

—sin(x —1)(y+2—2z) cos(x —1) —cos(x—1)
D?f = cos(x — 1) 0 1
—cos(x — 1) 1 0

e Usant que en P, = (1 + g + nm, (-1)" =2, (—1)”+1> és té
cos(x —1)=0,sin(x—1)=(-1)"iy+2—z=2(-1)"

-2 00 -2 00 -2 0 0
D*f(P)=(0 01| ~ 0 2 1] ~ |0 2 0
o 10/ ™"\o 10/ ™*\0 0 -1/2

_ — £ 1
Paslz{ h="h+f },Pas2:{ =1 127(2 }
G =Cc+c3 h=ca—35a

Pertant, iy =1,i- =2 ,ig=0 = P, punt de sella Vn € Z.

62 /63



e Usant queen Q, = (1 + nm,—2,0) esté y +2 — z =0,
sin(x —1) =0 cos(x — 1) = cos(nm) = (—1)":

0 (-1 (-1
D*f(Q) = | (-1)" 0 1
(-n™t 1 0

e Com veurem tot seguit, tan quan n és parell com senar tenim

iy =2,i—=1Iip=0 = Qp és un punt de sella Vn € Z.

e Si n parell: Fem Pas 1= {f; = f — f;}, Pas 2= {f;, = 1+ 1 £},
Pas 3= {f, = f, + 2fz}, més les simetriques per columna:

01-1 2 0-1 200
sz(Q,,):(101)~(001>~ 00 1 ) ~
—-11 0 Pas 1 —-110 Pas 2 01—§ Pas 3

e Si nsenar: Fem Pas 1={ff = i+ f}, Pas 2= {f = — %ﬁ},
Pas 3= {f, = f + 2f3}, més les simetriques per columna:

0 -11 01 20 0
D2f — (71 0 1) ~ ( 01) ~ 00 1 ~
(Qn) 10/ Pas2 \ 01 % Pas3

1 1 0/ Pasl -

=ON
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