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Pre-requisits basics

(I) Resolucio d’edo’s 1-dimensionals (Calcul 1)
o Edo’s separables: y’ = f(x)-g(y)

dy / dy /
— =f(x)- = [ —= [ f(x)dx+¢c VceR
o = 00 9) oy =] ™

o Edo’s lineals 1-dimensionals: x’ = a(t)x + b(t)

X(t) _ ef a(t)dt c + ef a(t)dt/b(t) effa(t)dtdt

Solucié edo = : .
homogénia Soluci6 particular edo no homogenia

(variacié de les constants)
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(1) Resolucié de sistemes d’edo’s lineals de dimensid n a coeficients
constants X’ = AX apartir dels valors i vectors propis de
A € Mpun(R) (Algebra):

eV vepde A devap )\ = X(f) = eV solucio de X' = AX

(1) Resolucié d’edo’s lineals de segon ordre a coeficients constants
ay”+ by +cy =0 apartir de les arrels de la seva equacio
caracteristica am?® + bm+ ¢ = 0 (Algebra).
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Equacions Diferencials

Definicié (definicié informal d’equacié diferencial)

Una equacid diferencial és qualsevol equacio on les incognites son
una o més funcions, depenents d’una o més variables (independents),
i que apareixen relacionades en I'equacio mitiangant les seves
derivades (cas funcions d’una variable) o les seves derivades parcials
(cas funcions de més d’una variable).

Els casos més importants son:

Q Tema 2: Equacions Diferencials Ordinaries (edo’s)
(funcions incognita depenents d’una tnica variable independent)

Q Tema 3: Equacions en Derivades Parcials (edp’s)
(funcions de més d’una variable independent)
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Exemples d’Equacions Diferencials

@ Calcul de les primitives d’una funcio (x) donada:

Busquem una funcié y = y(x) tal que |y’ = f(x)| (edo 1er ordre)

_d
T dx

@ X una unica variable independent, '

o y = y(x) una Unica funcié incognita.

O Lequacio logistica: | x' =r-x- (1 - i) (edo 1er ordre)

K
. . , d. Lo
o [ variable independent, ' = a X= x(t) funcié incoginita.
o x(t) modela I'evolucié en el temps d’una poblacié quan els

recursos son finits.
r > 0 taxa de creixement “natural”; K > 0 depén dels recursos.
Si x(t) éslasolucié amb x(0) > 0, llavors:

e o

K - x(0)e' . B
W= grx@) -1y AnH=K
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©Q Lequacio péendol matematic: |0 = “Ising (edo 2on ordre)

L

e [ longitud de la barnilla.

e 0 angle barnilla amb la vertical.

e m massa; g gravetat; w = mg pes.

e FT = wsinf# component tangencial
del pes.

e Fy = wcos# component normal.

e i variable independent.

e ) = 0(t) funci6 incognita.

Equacié que modela les oscil-lacions d’'una barnilla rigida,
indeformable i de massa menyspreable, que penjem per una
anella d’'un dels seus extrems, de forma que pot oscil-lar
lliurement i sense friccié en un pla paral-lel a la vertical. De I'altre
extem hi penjem una massa puntual sotmesa a una gravetat
constant.
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Q Les equacions de Lotka-Volterra:

xX'= Ax—Bx-y

y' = —Cy+Dx-y (sistema edo’s 1er odre i dimensio 2)

o f variable indep., x = x(t) i y = y(t) dues funcions incoginita.
o A, B, C,D constants positives

o Model ecoldgic depredador-presa on x(t) i y(t) son la densitat de
preses i depredadors en l'instant ¢, respectivament.
© Equacions diferencials amb retard:
Quan la derivada de la funcié incognita en l'instant ¢ depén del
valor de la funcié en un instant anterior. P. ex.:

y'(ty=y(t—r) (r éselretard)

Una equacié amb retard no és una edo. No les estudiarem.
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QO Equacions integro-diferencials:
La derivada de la funcio incognita en un punt depen d’una integral
que involucra tots els valors de la funcié en un interval. P. ex.:

vy - [ (14 y2(s))ds

No és una edo i no les estudiarem, malgrat en aquest cas concret
és equivalent a una edo de 2on ordre: |y’ =1+ y?,  y'(0)=0

ou 0?u  0%u  d%u
- Kotz a2
ot ox oy 0z

e Equacioé que modela la difusié de la calor en un solid 3D isotrop.
e U= u(x,y,zt) (funci6 incognita) dona la calor o temperatura
en el punt (x,y,z) enlinstant ¢ (quatre variables independents).
e Es una equacié en derivades parcials (edp) de 2on ordre.

Les estudiarem en el darrer tema.

@ Lequacio de la calor 3D:
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Notacions i resultats basics

Definicio (Sistemes d’edo’s)
Un sistema d’edo’s de 1er ordre i dimensio n en forma estandar és:

X' = F(t, X)

. . , d
o t € R és la variable independent, ' = gt

x1(1)
0 X =X(t)= ( ) € R" vector de funcions incognita.
Xn(t)

0 F:UcCRxR" — R" funcio vectorial de n+ 1 variablesi n
(t,X) = F(tX)

Fi
components donada (“la que defineix I'equacio”) F = ( )
Fn
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Exemple (Lequaci6 de Lotka-Volterra)

X' = Ax—Bx-y ; B Ax —Bx -y
y’:—Cy+Dx-y} = X =F(tX) = ( —Cy+Dx-y

on X:(j).

Definicié (Sistemes autonoms)

Direm que el sistema X' = F(t, X) és autonom sii. F(t,x) = F(X)
(F no depen de la variable independent). Direm que F(X) és un
camp vectorial i F(t, X) un camp vectorial que depén de t.

Definicié (Solucié d'un sistema d’edo’s)
X = X(t) ésunasolucié de X' = F(t,X) si X:I|C llt% ¢ )H(%(’t’) és una
funcio vectorial definida V't € | interval de R, derivable en | , i tal que
X'(t) = F(t,X(t), vtel.

o
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Q x(t) =e! ésunasoluciode x' = x (i.e., F(t,x)=x).

Q (x(t),y(t)) = (cost,sint) és una solucié de ( ;: > = < 4 ) .

X

Q (x(t),y(t) = (g, g) és una solucié (constant) de les equacions

/ - .
de Lotka-Volterra | ~, | = Ax —Bx-y
y —Cy+Dx-y

Comentari

o Objectiu estudi edo’s: Resoldre-les. Trobar totes les solucions.

@ Pega: En general no és possible calcular analiticament les
solucions d’una edo donada. Només en exemples molt senzills.

o Que farem: Enunciar un resultat (teoric) que ens garanteixi que
les edo’s tenen solucions (malgrat no sapiguem calcular-les) i que
ens permeti caracteritzar (“etiquetar”) aquestes solucions.

o
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Interpretacié geometrica de les solucions de les edo’s

e Cas 1: Edo’s de 1er ordre 1D

y' =f(x,y) d

37

. D%
b

=(%o%) :

= f(X()

pendent recta
tangent a

y =y(x)enx=Xx

(%)
e y(x) una solucié de I'edo definida
wxel=[abl |y(x)=fxy(x)]
e Pintem la grafica y = y(x) itriem
un punt P = (xo, o) sobre la grafica

(X €1, yo=y(x))
e Fem el calcul seglent:

~dt

;Y (X0)) = f(x0, Y0) = @

valor que f
assigna
al punt P
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Interpretacio geometrica (Cas 1): Donada una funcié f(x,y) que a
cada punt del pla (x, y) li assigna una pendent, una solucié de I'edo
y"=f(x,y) ésunacorbaenelpla (x,y) tal que en cada punt pel
que passa té com a pendent el valor que f assigna a aquell punt.

Exemple ( y' =f(x,y)=x-y )

Edo lineal que té com a solucid general y(x;c) = ce’/2, VceR.

Solucions: Solucions + pendents: Pendents:

Podem visualitzar els camps de pendents com llimadures de ferro
orientades per un camp magnetic.
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x' =1f(x,y)
y'=9(x.y)
o F(x,y) = (f(x,y),9(x,y)) camp vectorial associat al sistema.
@ Sigui (x(1), y(t)) una solucié definida Vi € | = [a, b] , verificant:

X(t) = 1f(x(1),y(1), (1) =9g(x(t), (1)

@ 0:/CR— R? és la corba en el pla xy, parametritzada
t = a(t)=(x(1).y(1)
per t, que recorre aquesta solucio.

@ P=(xo,¥0) = o(fp) punt sobre aquesta corba, per algun f, < /.
o El vector velocitat de la corbaen P és v = (f(P),g(P)) = F‘(P).

e Cas 2: Sistema d’edo’s autonom 2D

Interpretacié geométrica: Donat el camp vectorial F (x,y)),que a
cada punt del pla li assigna un vector, llavors una solucié del sistema
x'=1f(x,y), ¥ = g(x,y) | ésunacorba en el pla xy, parametritzada

per ¢, de forma que en cada punt de la corba el seu vector velocitat
(tangent a la corba) és igual al valor de F en aquell punt.
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Exemple (Oscil-lador harmonic)

X' =fx,y)=-y, ¥y =9(xy)=x

Les seves solucions son
x(t) = Acost+ Bsint, y(t)=Asint— Bcost, (A,BeR),

que recorren corbes en el pla que son circumferencies de radi
VA2 + B2 que giren entorn de I'origen amb velocitat angular w = 1.

v

Camp vectorial F(x,y) = (—y,x): Orbites solucio:
i SR 0 WV SO
Tl ; /f%;x@‘Q

NAA Ao RN /////‘;;2“\\"\\\\\
I (N
HIE W&
PR R R AR ey ) \\\\\:__,//;7/ ]
RN (NN
Sty N=

0] MO o AAN i \\‘\}:h_“'_:;"/’ /

—10 -5 i} 5 10
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Exemple (Pendol matematic)

X' =fx,y)=y, ¥y =g9(xy)=-sinx

Camp vectorial F(x,y) = (y, — sin x): Orbites solucié:

e, R e ]
Esr = NITATS
bt d Lot 4 o \\;/,q\\\\«//;
ﬁ)} \(@\\({@
1gTiascege AN A
L ERNN L RN N L i
= N
IR SEEee e
4 4 A

Dues orbites diferents d’'un camp autonom no es poden tallar mai. Alla
on sembla que es tallin, de fet hi ha un punt d’equilibri separant-les.
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Trajectories vs. Orbites (cas 2D)

o A les solucions (x(t),y(t)) d’un sistema d’edo’s autonom també
se les anomena trajectories del sistema.

o Si (x(t),y(t)) és una trajectoria del sistema, llavors la seva orbita
és el conjunt de punts que recorre aquesta solucio.

o Aixi, una orbita és una corba en el pla que parametritzada
respecte de t de forma adequada esdevé solucio de I'edo.

o Sinomés coneixem I’orbita, llavors sabem per quins punts passa
la solucid, pero no on és en cada instant concret.

o Orbita = Equacié en x, y; Trajectoria = Formula per x(t), y(1).

v

Exemple ( X' =—-y, ¥y =-x)

(x(t),y(t)) = (cost,sint) és una solucio/trajectoria del sistema.

Lorbita que recorre aquesta solucio és la circumferencia d’equacio
2,2

X<+ y-=1.

e . Adslt A A A A A A A R RRRRRREREERRrErERRE—rr—E—En—E—E—E——wnEm_—_—_——III——————————
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Families de solucions

Observacio

e Les solucions d’una edo no son funcions aillades. De forma
natural formen families dependents d’un o més parametres.
e Motivacio: La constant d’integracio en el calcul de primitives:

X
y' = f(x) (edo) = y(x;c)=c+ / f(s)ds, Vc e R (solucions)
a

e Anomerarem solucié general d’una edo a tota familia de solucions
que contingui totes les solucions de I'equacio.

e El nombre de parametres necessaris per representar la solucio
general d’una edo creix amb la dimensio i també amb ['ordre de I'edo.

| A\

Exemple

x(y) =Acost+ Bsint, y(t)=Asint— Bcost, VA BeR
és la solucié generalde x' = —y, y' =x.
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Edo’s d’'ordre n

Definici6 (Edo’s d’'ordre n en forma normal)

X(n) = f(t’ X, X/, . ’X(n_1))
. . : d
o t € R és la variable independent, ' = gt
o x = x(t) € R és (I'unica) funcid incognita.
oef:Uc RxR" — R funcié donada de n + 1

(£ (X! x(0=10)) = A (E XX x(071))
variables i amb valors a R (“la que defineix I'equacio’)

| A\

Exemple
Q Lequacio del péndol matematic: ¢" — QL] sinf
Q Loscil-lador harmonic de freqtiéncia w : x" w? - x

. L k
Q Lequacio del paracaigudista: x" = —g + e (x')?

Jordi Villanueva (MA1) Equacions Diferencials Ordinaries 1 d’abril de 2016 19/52



Definici6 (Soluci6é d’'una edo d’ordre n )

Direm que x = x(t) és una solucié de x\") = f(t,x,x',--- , x("=1)) sii.

x:lc IE;R — IgR) és una funcio definida v/t < | interval de R, n cops
= x(t

derivable en I, i x("(t) = f(t, x(t),x'(t), -, x("=(¢)), Vtel.

Exemple
o 0(t) =0 (equilibriinferior) 6(t) = = (equilibri superior)
son dues solucions constants del pendol 0" = —Isine.

L
am > , . L
o x(t)y=h—t K és una solucio de I'equacio del paracaigudista

que correspon a caure amb velocitat constant des d’una altura h.

@ x(t) = Acoswt + Bsinwt, VA BeR éslasolucio general de
l'oscil-ador harménic  x" = —w? - x.
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Relacio edo’s ordre n/ Sistemes 1er ordre dimensié n

Tota edo d’ordre n en forma normal x(") = f(t,x,x', ... x("~1) es
pot re-escriure com un sistema de 1er ordre i dimensio n en forma
estandar X’ = F(t. X) equivalent.

(Equivalent vol dir que a partir de les solucions d’un tenim les de l'altre
i viceversa.)

Exemple (Lequacié del paracaigudista x" = —g+ nﬁv S(x')? )

Fem (v és la velocitat). Obtenim el sistema de 1er ordre:

= [ X' = F(X)

0

o x(1) solucié eq. parac. <~ X(t) = < x(t)

X'(t)

> solucié sistema.
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e Casedo d’ordre n: | x\" = f(t,x,x', - x("1)
Introduim n noves funcions incognita:

/ " n—2 n—1
X1 =X, Xo=X, Xz=X, cy Xn_1:X( ), Xn:X( )

El sistema de 1er ordre i dimensi6é n equivalent és X' = F(t, X):

X{ =x X1 X2
X, =X3 Xo X3
X = , F(t,X)=
X, 4 = Xn Xn_1 Xn
x, =f(t,x1,...,Xn) Xn f(t, X)
x(1)
. x'(t) o
e x(1) solucié edo ordre n <= X(t) = . soluci6 sistema.
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El Problema de Cauchy o Problema de Valors Inicials

e Objectiu: Etiquetar les solucions de les edo’s de forma que a cada
tria de les etiquetes li correspongui una i només una solucié.

Definicié (PVI per un sistema d’edo’s de 1er ordre i dimensio n)
Donades les condicions inicials (i, Xp) € R x R” un PVI consisteix

en trobar X(t) solucio del sistema que passi pel punt (ty, Xp) :

X =F(t,X) & X(o)=Xo

Exemple (PVI: X' =a-x+b & x(t) = xo (a+#0))

e Solucié general de I'edo:  x(t) =e?!.-c—b/a VceR
e Resoldre el PVI equival a determinar c en termes condicions inicials:

Xo=x(lh) =e?®.c—b/a = c=(x+b/a) e @b

e Unica solucié PVI:  x(t) = e2(t=0) . (xo + b/a) — b/a
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Exemple
. X(O):XO } g J Ia. { X/:_y }
PVI: el sistema d’edo’s: .
{ y(0) =y | P y'=x

e Solucio general: x(t) = Acost+ Bsint, y(t)= Asint— Bcost
e Determinem A, B via les condicions inicials:

X =x(0)=A  yo=y(0)=-B

e Unica solucié PVI: x(t) = xpcost— yosint, y(t) = xpsint+ yycost

Definicié (PVI per I'edo d'ordre n = x™ = f(t, x, x’,--- , x("=1)))

Donades les condicions inicials ( 7, (xo, X}, . ., xé"_”)) eR xR
un PVI consisteix en trobar x(t) solucio de I'edo verificant:

x(lo) = %0, X(lo)=xp ..., x"D(g)=x{"D

Jordi Villanueva (MA1) Equacions Diferencials Ordinaries 1 d’abril de 2016 24 /52



Exemple (PVI: x"+x=1 & x(n/2)=0, x'(n/2)=2)

e Solucio general: x(t) =1+ cicost+cpsint Ve, € R
e Derivem la solucié general:  x'(t) = —cysint+ cocost
e Determinem els valors ¢ = —2 i ¢, = —1 via les condicions inicials:

O:X(7T/2):1+C1‘0+02‘1 2:X/(7T/2):—C1-1—{—Cg-0
e Unica soluci6 PVl: ~ x(t)=1—2cost—sint

e Des del punt de vista dinamic, x(t) és la solucio de I'edo que en
linstant t = 7 /2 passa pel punt xo = 0 i té velocitat inicial x; = 2.

Observacio

Obseveu que en una edo de 2on ordre no cal donar el valor de x" (1),
ja que aquest queda determinat per I'edo i les condicions inicials.
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Exemple (Calcul de les derivades de la solucio en t = ty)
Sigui x(t) la solucio del segient PVI:

x"=—-sinx & x(0)=n/4, X' (0)=3
No sabem calcular x(t) pero si les seves derviades en f{p = 0. P ex.:

X"(t) = —sin(x(t))
x"(t) = —cos(x(t))-x'(t)
XM(6) = sin(x(1) - (X'(1))? — cos(x(t)) - X" (1)

LLavors
x"(0) = —sin(x(0)) = —sin(r/4) = —v2/2
x"(0) = —cos(x(0))-x'(0) = —cos(r/4) -3 = —3v2/2
xM(0) = sin(x(0))- (x'(0))? — cos(x(0)) - x"(0) = (9V2 + 1)/2

Etcetera. . . )

26 /52
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Teorema d’existéncia i unicitat de solucions d’edo’s

Teorema (Cas sistemes d’edo’s de 1er ordre i dimensié n)

e F:UCRXR"— R" compleix FcC'(U).
(t,X) = F(tx)
e (fp, Xo) € U condicions inicials donades.

X' =F(t,X)

Llavors, el PVI admet una unica solucio local X(t).
X(to) = Xo

Teorema (Cas edo’s d’ordre )
of:Uc RxR" — R compleix f € C'(U).

(t, (X, ,...x(0=1))) = f(tx,x ... x("=1)

o (fo, (X0, X5, - - ,xé”_”)) e U condicions inicials donades.

Llavors, el PVI:

x(M = f(t, x,x',..., x("=1)

x(b) = X0, X(t)=xp, ..., xD(ty) =x{""
admet una unica solucio local x(t).

e
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Comentari (1)

x(t) solucio local vol dir x(t) definida almenys si t és prou proper a {y.
En general és molt dificil dir quin és l'interval més gran de valors de t
pels quals esta definida la solucio, ja que pot variar solucio a solucid i
en alguns casos pot ser molt petit.

Exemple (PVI: x'=1+x® & x(0)=0)
e Solucio general de I'edo (separable): x(t;c) =tan(t+c) VceR

/1+x2 /dt — arctan(x)=t+c

e Resolucié del PVI: 0 = x(0) =tan(c) = c=0.

e x(t) = tant només esta ben definida si t ¢ malgrat la

T E)
2’2
funcié f(t,x) =1+ x° que defineix I'edo ho esta V/(t,x) c R x R.
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Comentari (Il)

Si X(t) i X(t) son solucions del sistema d’edo’s autonom X’ = F(X)
que comencen en el mateix punt X, pero per valors de t diferents,
llavors X(t) i X(t) recorren la mateixa oOrbita (“es persegueixen”)
mantenint el mateix decalatge en el temps que tenien inicialment:

X(to) = X(t) = X(t) =X(t+t —to)

Conseqliencia: Les orbites corresponents a dues solucions diferents
d’un sistema autonom o bé son la mateixa o bé no poden tallar-se mai.
.

Comentari (Ill)

Si X(t) i X(t) son solucions d'un sistema no autonom X' = F(t, X)
que comencen en el mateix punt X, pero per valors de t, diferents,
llavors sén completament diferents: no segueixen la mateixa orbita.
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Comentari (IV)

Sila funcié F(t,X) que defineix I'edo és continua perd no és C',
llavors podem perdre I’'unicitat de solucions per un PVI donat.

Exemple (PVI:  y' =3y23 & y(0)=0
e y(t;c) = (t+¢)® Vc e R familia de solucions de I'edo

/}M—S/dt — 3y =3t+¢ =3(t+¢)

e y(t) = t3 ésI'unica solucio del PVI dins de la familia.

e y(t) = 0 també és solucio del PVI i no forma part de la familia.

e Tenim existencia pero no uniciat de solucions d’aquest PVI.
(En particular y(x; c) = (t + ¢)® no és la solucié general de I'edo.)
e Raé: (y) = 3y°/° és C°(R) pero f'(y) =2y~ '/ no esta ben
definida en y = 0 i per tantf(y) no és C'(R).

Jordi Villanueva (MA1) Equacions Diferencials Ordinaries 1 d’abril de 2016

30/52



Sistemes d’EDQ’s lineals

Un sistema d’edo’s lineals de dimensio n en forma estandar és:

X' = A(t)X + b(t)

. . , d
o t € R és lavariable independent, ' = gi

x1 (1)
0 X=X(t)= ( ) e R" vector de funcions incognita
Xn(t)
0 A(t) € Mpxn(R) ib(t) € R" son funcions donades definides vVt < |
(I interval de R).
o En tot el que segueix suposarem que A(t) i b(t) son almenys
funcions continues en | .
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/I .X—sint- :
x'=cost-x—sint-y+e } — X' = AX+ b(1)

y'=sint-x+cost-y+Int
X cost —sint el
X:<y> AU)Z(sint cost ) 20 <Int> 1= (0, +o0)

Comentari

Q Lineal vol dir lineal en X (no implica de cap manera lineal en t).
Q Direm que el sistema és homogeni < |b(t) =0

Q Direm que el sistema és a coeficients constants < | A(t) = Ay

(i. e., A(t) matriu constant).
(El fet que el sistema sigui a coeficients constants o no refereix a
la matriu A(t) pero no a b(t).)
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Teorema (Existéncia i uniciat solucions sistemes edo’s lineals)

e A(-): I — M R) b(:):/— R" funcions continues.
() _ ”;('t’)() () t — b(t)
e fp € | i Xy € R" condicions inicials donades.

X' = A(H)X + b(t)

Llavors, el PVI
X(lo) = Xo

admet una unica solucio X(t)

definida vVt ¢ .

Comentari (Teorema existencia i uniciat solucions edo’s lineals

vs. el cas d'un sistema d’edo’s X’ = F(¢, X) no lineal)

Q En el cas general (“no linal”) cal que F(t,X) sigui C' per poder
aplicar el teorema d’existencia i unicitat. En el cas lineal només
cal que A(t) i b(t) siguin C°.

Q En el cas general la solucié X(t) donada pel teorema només esta
definida localment. En el cas lineal la solucio X(t) esta definida
globalment, i. e., per a tots els valors de t < | pels quals I'equacio
té sentit.

v
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Estructura solucions sistemes lineals: Cas homogeni

Proposicié (Solucié general d’un sistema homogeni)

X' = A(t)X | sistema d'edo’s lineals homogeni i de dimensio n.

La seva solucié general és combinacio lineal de n solucions linealment
independents del sistema.

Definicié (Conjunt fonamental solucions)
Anomenarem un conjunt fonamental de solucions de X' = A(t)X a tot

conjunt de n solucions linealment independents del sistema.

e Sigui {X;(1),..., Xs(t)} un conjunt fonamental de X' = A(t)X:

~—~—~ b ~ 4
Solucio Combinacio lineal de n
general solucions independents

X =A()X
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Comentari

e Si X' = A(t)X és un sistema donat, en general no sabem calcular les
seves solucions (només en alguns casos concrets).

e Si suposem que hem pogut calcular n solucions, el que si que
podem decidir és si formen un conjunt fonamental o no.

Proposicié (Caracteritzacio conjunts fonamentals de solucions)

e Siguin {X(t),..., Xs(t)} n solucions donades de X' = A(t)X.
e Sigui ®(t) la matriu n x n que té per columnes {Xi(t),..., Xx(t)}.
e Definicio: | W(t) = det(®(t)) | és el wronkia de {Xi(t),..., Xn(t)} .

{Xi1(t), ..., Xn(t)} conjunt fonamental <— W(t) #0, Vte |

Definici6é (Matrius fonamentals)

Anomenarem matriu fonamental de X' = A(t)X a tota matriu n x n tal
que les seves columnes formen un conjunt fonamental de solucions.
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Comentari (®(t) matriu fonamental de X’ = A(f)X)

Q Les columnes de ®(t) son solucions <

Q Les columnes de ®(t) sén sols. indep. < |det(d(t)) # 0

Q Les sols. de I'edo sén combinacié lineal de les columnes de (t):

o'(1) = A1) (1)

X(t)
—~—

Solucié
general

= (1) ¢
~—

Matriu fonamental
multiplicada per
vector de constants

bl

Ve e R”
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Exemple solucio general sistema lineal i homogeni 2D

)

2—t 2t-2 X
1—-t 2t—1 y

e La soluci6 general és combinacio lineal de 2 solucions I. i.

e Anem a veure que | Xi(t) =

ef?/2
> et =1 e formen

2el e1r2/2

2
ol of2/2

Jordi Villanueva (MA1)

un conjunt fonamental o, el que és el mateix,

)

és una matriu fonamental del sistema.

Les columnes de ®(t)
son Xi(t) i Xo(t)
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Les columnes de @(t) son solucions de X' = A(t)X:
2e! C ’
Xi(t) = of solucié < Xj(t) = A(t)Xq(t)
— 2!\ [2-t 2t-2 2¢!
el )T\ 1t 2t-1 el

(2 —t)2e! + (2t — 2)e!
( (1 — t)2e! + (2t — 2)e! >

(¥)

Xo(t) = ( /2 ) solucio <= X3(f) = A(t)Xa(1)

et?/2
tet’/2 2_t 2t—2 ef?/2
T 2 <1—t 2t — 1 > ef/2

N—
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e Observacio: Els calculs de la pag. anterior s6n equivalents a:

Cfel Ctoot—2\ [ 2t ef

()= Ae(t) = | = :(?_ﬁ 25_1> L e
et tez et ez
derivada productege matrius
matriu

Les columnes de ®(t) son solucions independents:

w(t) = det(d(f)) =eT/2 £0  VieR

e La soluci6 general del sistema és combinacio lineal de { X (1), Xo(t)}:

X(t) = c1 X1(t) + 2 Xo(t) = ¢4 < 2:: ) + Co ( Z;;z ) = (1) ( Gt >
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Calcul de les solucions de X' = A(H)X

@ No existeix cap métode general de resolucio si A(f) depén de t.

@ Si X’ = AX és un sistema a coeficients constants llavors si que
és possible resoldre’l a partir dels valors i vectors propis de A.

@ Lunic métode que donem per obtenir solucions de X' = A(t)X
'enunciem tot seguit. La pega d’aquest metode és que només
funciona sota condicions molt restrictives, pero que es compleixen
si A(t) és una matriu constant (i també en d’altres casos!).

Proposicié
Sigui A(t) una matriu n x n (que pot dependre de t) i \(t) un valor propi
de A(t) que admet un vector propi Vv € R" que no depen de t. Llavors:

X(t) = e At

és una solucio de | X’=A(t)X|.
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Demostracio

e Qué sabem? |X(t) =e/ D9 . At)V = A(t) - V
Llavors:

X'(t) = % (/ A(t)dt) el XD G — \(1) - e/ XD

A(D)X(t) = A(t) - e/ 20 LG — o ADd. A(1)y = e ADI. \(¢) . 7

Per tant | X'(t) = A(t)X(t)
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Resoluci6 sistemes homogenis a coeficients constants

X = AX A € M p(R) (matriu constant)

e Resultat basic:

Vvepdevap A\ de A — X(t) =V solucio de X' = AX

e Cas en que A és una matriu diagonalitzable:
Sigui | {Vy, Vo, ..., Vs} | una base de vep’s de la matriu A de vap’s
{1, A2, ..., \n}|, respectivament. Llavors:

Xi(t)=eM vy, Xp(t) =e2l - v,

formen un conjunt fonamental de solucions de X’ = AX.
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Comentari (Cas de vap’s complexos de A )

o Si és un vap complex de A llavors |\ = o —if3
(nombre complex conjugat) també és vap de A
(els vaps complexos van en parelles i per tant calcularem les
solucions associades també en parelles)).

o Si Ve C" ésunvep (complex)de A devap )\ = a+ij3 llavors
X(t) = e . V| és una solucié complexa de X' = AX.

o Sivolem solucions reals X' = AX hem de considerar tant
la part real com la part imaginaria de X(t):

Re(X(t)) = 27 (cos(Bt) - Re(V) — sin(St) - Im(V))
Im(X (1)) = e - (sin(Bt) - Re(V) + cos(Bt) - Im(V))

son dues solucions reals i independents de X' = AX.
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Comentari (Cas de vap’s complexos de  (continuacio))
@ Si A=« +ip ésun vap complex podem escriure:

a = Re(\) B =Im(\)
N—— N——
part real de \ part imaginaria de \

o Si Ve C" ésunvep (complex) de A devap )\ = o+ i3 llavors

—

V =Re(V) +i-Im(V)
o La solucié complexa X(t) =e* -V pren la forma:
(t) =el@H . (Re(V) + i - Im(V)))
L. (cos(Bt) +1i-sin(Bt)) - (Re(V) +i - Im(V)))
(cos(ﬁt) Re(V) — sin(3t) - Im(V))
i-e* - (sin(Bt) - Re(V) + cos(ft) - Im(V))
o {Re(X(t)), Im(X(t))} son dues solucions indep. de X' = AX.
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e Cas en que A no és una matriu diagonalitzable:

@ Sigui A € R un vap doble de A.

o Si existeixen dos vep’s de A de vap A linealment independents
llavors la matriu A diagonalitza i tot és com abans.

@ Malauradament, si A té un vap doble en general no diagonalitza i
només podem reduir-la a la seva forma de Jordan que contindra
una capsa 2 x 2, de la forma:

A0
J=
1 A
on només el primer segon de la base de Jordan associat a la
capsa és un vep, pero el primer vector no €s un vep.

o Qiestio: Que fem per calcular dues solucions linealment
independents de X’ = AX quan A no diagonalitza?
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Proposicié (Solucions independents matriu no diagonalitzable)

e Sigui A\ € R un vap doble de A € M, s(R).
e Suposem )\ € R no diagonalitzable i que per tant la seva forma

reduida de Jordan té una capsa 2 x 2 de la forma J = ( i‘ ?\ ) .

e Siguin {U,V} els vectors d'una base de Jordan de A associats a
aquesta capsa 2 x 2, complint:

Al=X\-U+7V AV=2\-V|

e Llavors dues solucions linealment independents de X' = AX soén:

Xi() =T+t V) Xo(t) = V]
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Demostracio (Proposicid)

AV=\ V| = Xo(t) =e’'V éssolucié de X' = AX (vistl).

Al=)\-TU+V]| = X(t)=c (ld+t-V) és solucié ?

Per una banda:

X{() = et (d+t-V)+e M v=eMONT+ AL - V+V)

i per l'altre:

AXi(t) = (AT +tAV) = MNT+ 7 + th- V)

Per tant, X{(t) = AXi(t), tal com voliem veure.
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Estructura soluns. sistemes lineals: Cas no homogeni

Proposicié (Solucié general d’un sistema no homogeni)

X' = A(t)X + b(t)| sistema edo’s lineals no homogeni de dimensio n.

o Sigui {Xi(t),...,Xn(t)} un conjunt fonamental de solucions del
sistema homogeni | X' = A(t)X |.

o Sigui X,(t) soluci6 (particular) qualsevol sistema no homogeni.
La solucio general de X' = A(t)X + b(t) és de la forma:

\/-’ W-/ N
Solucio Solucio Solucié general edo homogénia

general particular
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Meétode de variacidé de les constants

e Si volem resoldre un sistema no homogeni cal resoldre primer el
sistema homogeni associat.

e Un cop resolt el sistema homogeni associat, llavors podem calcular
una solucio particular del sistema no homogeni de la forma segient.

Proposicié (Metode de variacié de les constants)
Sigi ®(t) una matriu fonamental (coneguda) de X' = A(t)X. Llavors:

X(t) = o(t) [ (@(1)" - bit)ct

ddna una solucio particular de X' = A(t)X + b(t)
([ indica una primitiva qualsevol de I'expressié de la dreta.)
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Demostracio (Variacio de les constants)
e O(t) matriu fonamental de X' = A(t)X compleix:

d'(t) = A(t)d(t) & det(d(t)) #0

e Busquem X,(t) solucié particular de la forma | X,(t) = ®(t) t(t)
on u(t) és un vector incognita. Hem d’imposar:

X5(1) — O'(1)U(1) + ST (1) = A S(D)U(t) + S(0)T (1)

I
A(D)Xp(t) + b(t) =] A()d(t)a(t) + b(t)

Per tal que les dues expressions requadrades coincideixin cal:

O(OT (1) = b(t) = T(t)=d (1) b(t) = U(t):/d>—1(t)b(t)dt

v
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Estabilitat dels sistemes d’edo’s lineals a coeficients

constants

e Codificacié: E= Estable; AE= Asimptoticament Estable o Atractor;
I= Inestable; R= Repulsor.

Teorema (Estabilitat del sistema | X' = AX

a) Sialgunvap \ de A compleix Re(\) >0 = Elsistema és |
b) Sitots els vap’s A de A compleixen Re(\) <0 — AE
c) Sitots els vap’s A\ de A compleixen Re(\) >0 — R

)

(
(
(
(d) Suposem que tots els vaps \ de A compleixen Re(\) < 0, pero
que almenys un d’ells compleix Re(\) = 0. Llavors:

(d1) Sitots els vap’s A\ de A amb Re()\) = 0 son semi-simples, llavors

el sistema és E pero no AE.

(d2) Sialgunvap \ de A amb Re(\) = 0 no és semi-simple, llavors el
sistema és |.
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Definici6 (Vap’s semi-simples)

Direm que un vap )\ de A és semi-simple si la multiplicitat de A\ com
a zero del polinomi caracteristic de A (multiplicitat algebraica de )
coincideix amb el nombre de vep’s de vap A\ linealment independents
de A (multiplicitat geometrica de \).

Comentari

e Totvap )\ de A que sigui simple automaticament és semi-simple.
e Si \ és un vap doble de A, llavors )\ és semi-simple si i només si el
bloc 2 x 2 de la forma de Jordan de A associat a )\ és diagonal:

J= ( E)\ g > = )\ vap semi-simple

1 A

J= ( A0 ) = )\ vap no semi-simple
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