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La funcié exponencial

Considereu la seglent equacio diferencial en C:
f'(z) = f(z) & f(0) =1.

En busquem soluci6 en série de potencies entorn zy = 0:
o0
f(z) = Z anz", an € C.
n=0

A partir de I'equacié diferencial per f(z) tenim:

fl(2)=fz) = f(2)=F(2)=f(2) = - = fD(2)=1(2).

(n)
Per tant: f(M(0) = f(0) =1,Yn>1 = a, = ' nEO) = % Obtenim:
det. o 2" z 22 2B
f(z):ez:exp(z):Zmz1+ﬁ+§+§+...

n=0

e” és I'extensio a C de la funcié exponencial real.
27



e? té radi de convergéncia R = +o00 = ¢ € H(C) (funcié entera):

R = lim

n—oo

= lim —— = lim (n+1) = 4oo0.

an+1 n—oo TGEhT] n— o0

Proposicié (Algunes propietats de I'exponencial complexa)
Siz,weC:

(i) e#TW =¢e?.¢e".

(ii) |e?| = eRe(®),
(iii) e ;é 0.
(iv) e=%2 =1/e?.
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Demostracié

(i) Fixatc € C, definim f(z) = e* - e~ %. Derivant:
f'(z) =e*e®?+e%e?(-1)=0, VzeC = f(z)=f(0)=¢".

Pertant: e¢ =e?-e 2. Triant c=z+w —> &%tV =e?.e".

© Zn . > Zn -
(i) e =>" = &= > == e?. Per tant:
n=0 " n=0 "
|ezl2 —e?.eZ —eZ. o2 — 22 — 62~Re(z).

0e>0,¥YxeR = [ef| =eRe(D) >0 — &% £0.

0ef.e?=e2=e0=1 = e Z=1/%.
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Les funcions sinus i cosinus/ sinus i cosinus hiperbolic

) det. elZ _ o—iz B > K Z2k+1 B Z3 Z5 Z7
S T ) A TR R Tt
o €2 +ei7 & o 22K 22 7 5
COS(Z) 2 kz_:o( ) (2k)' o 41 6l +
del eZ _ o2 0 22k+1 23 25 Z7
sinh(2) 2 2@kt CTaTE AT
el eZ +e? B OO ZZk _ 22 24 Z6
R T~ (- I TR T

Totes elles son les extensions a C de les funcions de variable real del
mateix nom i totes elles estan definides per series de potencies amb

radi de convergencia R = +oo = sén holomorfes en tot C (funcions
enteres).
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Proposicié (Algunes propietats (Part (1)))
z,21,20 € C.
Q sin z, cos z verifiquen I'equacio diferencial f'(z) = —f(z) amb
els valors inicials sin(0) = 0, cos(0) = 1. A més:
(sin)'(z) = cos(z), (cos)'(z) = —sin(z).
Q sinh z, cosh z verifiquen I'equaci6 diferencial f"(z) = f(z) amb
els valors inicials sinh(0) = 0, cosh(0) =1. A més:
(sinh)'(z) = cosh(z), (cosh)(z) = sinh(z).
Q sin z, sinh z sén funcions senars; cos z, cosh z funcions parells.
Q sin®z+cos?z =1, cosh?z—sinh®z=1.
Q ¢* =cosz+isinz (férmula d’Euler).
En particular: etV =¢X.(cosy +i-siny), Vx,y € R.
el =1, [TV =¢X, Vx,y eR.
Q cos(iz) = cosh(z), sin(iz) =i sinh(z),
cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) =1 sin(z).
@ cos(z1 + z2) = cos(z;) - cos(zz) — sin(zy) - sin(zo),
sin(z1 + z2) = sin(zy) - cos(zz) + cos(z1) - sin(zz).

a1



Proposicié (Algunes propietats (Part (11)))
z,21,2o € C.
Q cosh(zy + z2) = cosh(zy) - cosh(zz) + sinh(zy) - sinh(z2),
sinh(zy + z2) = sinh(zy) - cosh(zz) + cosh(zy) - sinh(zy).
Q ¢'Z, cos z, sin z s6n funcions periodiques en z de periode 2.
e?, cosh z, sinh z son funcions periodiques en z de periode 2t i.

Q ef =e®2 < zy— 2z, =2rik, peralgunk € Z.

| \

Demostracié

Q Per l'exponencial real: e =1 <= x = 0. Per les funcions sinus i
cosinus reals: sinx =0, cosx =1 <= x =2nk, perk € Z.

X — o2 eZ1—2 — 1 |ez1 —22| —1 eRe(z1 —2Z2) _ 1.
D’aqui: Re(zy —22) =0 = z1 — Zo = ¢ -1, per algun c € R. Aixi:

1 =e% = cos(c) +i sin(c) <= cos(c) = 1, sin(c) = 0.

En conseqiiencia: ¢ = 2r k, per algun k € 7.



Logaritme complex

e? periodica en z, de periode 27 i, ens diu que e no és injectiva en tot
C i, per tant, no pot tenir inversa global (definida en C\ {0}. Si que
podem discutir I'existéncia d’inverses locals de e, que anomenarem
logaritmes. Concretament, si w € C\ {0}:

=w <— zZlogw =In|w|+i-arg(w),

In(-) és el logaritme neperia real i arg(-) 'argument. La funci6 arg(-) és
multi-valuada: si arg(w) pren un cert valor, llavors arg(w) + 27 k
també és un possible valor per 'argument, Vk € Z. En efecte:

eRe(2)+iIm(z Re(z) _

) = |w|e@IW) — ¢ \w| = Re(2) =In|w|,

M) — ha9(W) — . Im(z) =i-arg(w) + 2ni k.

Per tant, 'equacié e = w té infinites solucions, que donen lloc a
infinites determinacions o branques de la funcié logaritme.
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