








































































La funció exponencial

Considereu la següent equació diferencial en C:

f ′(z) = f (z) & f (0) = 1.

En busquem solució en sèrie de potències entorn z0 = 0:

f (z) =
∞∑

n=0

an zn, an ∈ C.

A partir de l’equació diferencial per f (z) tenim:

f ′(z) = f (z) =⇒ f ′′(z) = f ′(z) = f (z) =⇒ · · · =⇒ f (n)(z) = f (z).

Per tant: f (n)(0) = f (0) = 1, ∀n ≥ 1 =⇒ an =
f (n)(0)

n!
=

1
n!

. Obtenim:

f (z) = ez = exp(z) def.
=
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 +

z
1!

+
z2

2!
+

z3

3!
+ · · · .

ez és l’extensió a C de la funció exponencial real.
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ez té radi de convergència R = +∞ =⇒ ez ∈ H(C) (funció entera):

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
n!
1

(n+1)!

= lim
n→∞

(n + 1) = +∞.

Proposició (Algunes propietats de l’exponencial complexa)
Si z,w ∈ C:

(i) ez+w = ez · ew .
(ii) |ez | = eRe(z).
(iii) ez 6= 0.
(iv) e−z = 1/ez .
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Demostració
(i) Fixat c ∈ C, definim f (z) = ez · ec−z . Derivant:

f ′(z) = ez ·ec−z+ez ·ec−z (−1) = 0, ∀z ∈ C =⇒ f (z) ≡ f (0) = ec .

Per tant: ec = ez · ec−z . Triant c = z + w =⇒ ez+w = ez · ew .

(ii) ez =
∞∑

n=0

zn

n!
=⇒ ez =

∞∑
n=0

zn

n!
= ez̄ . Per tant:

|ez |2 = ez · ez = ez · ez̄ = ez+z̄ = e2·Re(z).

ex > 0, ∀x ∈ R =⇒ |ez | = eRe(z) > 0 =⇒ ez 6= 0.
ez · e−z = ez−z = e0 = 1 =⇒ e−z = 1/ez .
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Les funcions sinus i cosinus/ sinus i cosinus hiperbòlic

sin(z) def.
=

ei z − e−i z

2i
=
∞∑

k=0

(−1)k z2k+1

(2k + 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+ · · ·

cos(z) def.
=

ei z + e−i z

2
=
∞∑

k=0

(−1)k z2k

(2k)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

sinh(z) def.
=

ez − e−z

2
=
∞∑

k=0

z2k+1

(2k + 1)!
= z +

z3

3!
+

z5

5!
+

z7

7!
+ · · ·

cosh(z) def.
=

ez + e−z

2
=
∞∑

k=0

z2k

(2k)!
= 1 +

z2

2!
+

z4

4!
+

z6

6!
+ · · · .

Totes elles són les extensions a C de les funcions de variable real del
mateix nom i totes elles estan definides per sèries de potències amb
radi de convergència R = +∞ =⇒ són holomorfes en tot C (funcions
enteres).
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Proposició (Algunes propietats (Part (I)))
z, z1, z2 ∈ C.

1 sin z, cos z verifiquen l’equació diferencial f ′′(z) = −f (z) amb
els valors inicials sin(0) = 0, cos(0) = 1. A més:

(sin)′(z) = cos(z), (cos)′(z) = − sin(z).
2 sinh z, cosh z verifiquen l’equació diferencial f ′′(z) = f (z) amb

els valors inicials sinh(0) = 0, cosh(0) = 1. A més:
(sinh)′(z) = cosh(z), (cosh)′(z) = sinh(z).

3 sin z, sinh z són funcions senars; cos z, cosh z funcions parells.
4 sin2 z + cos2 z = 1, cosh2 z − sinh2 z = 1.
5 eiz = cos z + i sin z (fórmula d’Euler).

En particular: ex+i·y = ex · (cos y + i · sin y), ∀x , y ∈ R.
|ei·y | = 1, |ex+i·y | = ex , ∀x , y ∈ R.

6 cos(i z) = cosh(z), sin(i z) = i sinh(z),
cosh(i z) = cos(z), sinh(i z) = i sin(z).

7 cos(z1 + z2) = cos(z1) · cos(z2)− sin(z1) · sin(z2),
sin(z1 + z2) = sin(z1) · cos(z2) + cos(z1) · sin(z2).
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Proposició (Algunes propietats (Part (II)))
z, z1, z2 ∈ C.

8 cosh(z1 + z2) = cosh(z1) · cosh(z2) + sinh(z1) · sinh(z2),
sinh(z1 + z2) = sinh(z1) · cosh(z2) + cosh(z1) · sinh(z2).

9 ei z , cos z, sin z són funcions periòdiques en z de perı́ode 2π.
ez , cosh z, sinh z són funcions periòdiques en z de perı́ode 2π i.

10 ez1 = ez2 ⇐⇒ z1 − z2 = 2π i k, per algun k ∈ Z.

Demostració
10 Per l’exponencial real: ex = 1 ⇐⇒ x = 0. Per les funcions sinus i

cosinus reals: sin x = 0, cos x = 1 ⇐⇒ x = 2π k, per k ∈ Z.

ez1 = ez2 =⇒ ez1−z2 = 1 =⇒ |ez1−z2 | = 1 =⇒ eRe(z1−z2) = 1.

D’aquı́: Re(z1 − z2) = 0 =⇒ z1 − z2 = c · i, per algun c ∈ R. Aixı́:

1 = ec·i = cos(c) + i sin(c) ⇐⇒ cos(c) = 1, sin(c) = 0.

En conseqüència: c = 2π k, per algun k ∈ Z.
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Logarı́tme complex

ez periòdica en z, de perı́ode 2π i, ens diu que ez no és injectiva en tot
C i, per tant, no pot tenir inversa global (definida en C \ {0}. Sı́ que
podem discutir l’existència d’inverses locals de ez , que anomenarem
logarı́tmes. Concretament, si w ∈ C \ {0}:

ez = w ⇐⇒ z def.
= log w = ln |w |+ i · arg(w),

ln(·) és el logarı́tme neperià real i arg(·) l’argument. La funció arg(·) és
multi-valuada: si arg(w) pren un cert valor, llavors arg(w) + 2π k
també és un possible valor per l’argument, ∀k ∈ Z. En efecte:

eRe(z)+i·Im(z) = |w | ei·arg(w) =⇒ eRe(z) = |w | =⇒ Re(z) = ln |w |,
ei·Im(z) = ei·arg(w) =⇒ i · Im(z) = i · arg(w) + 2πi k .

Per tant, l’equació ez = w té infinites solucions, que donen lloc a
infinites determinacions o branques de la funció logarı́tme.

43










