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Definicio (Integral definida de funcions d’una variable)
Donada una funci6 real de variable real f : [a, b] C I)E§ = ,%R)’ la seva
X

b
integral definida | = / f(x) dx és el valor de I'area amb signe entre

la grafica de la funcio'ay = f(x) en/linterval x € [a,b] ileix x.

e Si la funcio és positiva, f(x) > 0, el valor de | és propiament el de
l'area limitada per I'eix x i la grafica.

e Si la funcid té canvis de signe, la part de 'area que queda per sota
l'eix x I'hem de comptar com a negativa en calcular |.
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@ La construcci6 de la integral definida d’una funcié d’'una variable
és pot fer usant sumes de Riemann (que heu vist a Calcul 1 i que
trobareu esquematitzades als apunts d’integracié de Calcul 2).

@ No tota funcié f(x) d’una variable és integrable en el sentit de
Riemann. Hi ha ha funcions a les quals les sumes de Riemann no
permeten associar-li el valor de la seva integral definida.

@ Tota funcio f: [a, b] C H§ g f](Ri), acotada i que sigui o bé continua
X

en [a, b] o bé que el conjunt de les seves discontinuitats sigui de
longitud zero, és integrable en [a, b]. Per exemple, si f(x) és
continua [a, b] excepte en un nombre finit de discontinuitats.

@ Teorema Fonamental del calcul Regla de Barrow.

Si f:]la,b] CR — R éscontinuaen [a,b] i F(x)n'esuna
X +— f(x)

primitiva qualsevol (aixo és: F'(x) = f(x), Vx € [a, b]), llavors:

/ ’ f(x) dx = F(b) — F(a).



Definicio (Integral doble funcions de 2 variables en rectangles)

Donada una funcié real de dues variables, f: Rc R> — R ,on
(x.y) = f(x.y)

R = [a,b] x [c,d] és un rectangle a R? i f(x,y) >0, V(x,y) € R,

llavors la seva integral doble en R :

//R f(x,y)dxay,

és el valor del volum a R® tancat per la grafica de la funcié z = f(x, y)
en el rectangle R ielpla x,y .

z=fx,y)




La construcci6 de | = // f(x,y)dxdy en R=a,b] x [c,d] és pot

fer a partir de sumes de F’%qiemann detalls als apunts de 'assignatura):
Trieu m > 1 itrenqueu cada interval [a, b], [c,d] en m sub-intervals
del mateix tamany. Fent producte de cada sub-interval de [a, b] amb
cada sub-interval de [c, d], trenquem R com unié de m? rectangles
del mateix tamany. El valor de la integral doble / s’aproxima per sota
fent la suma dels volums dels m? paral-lepipeds que tenen base en el
pla x,y un d’aquests sub-rectangles i altura per sota de la grafica de
z = f(x,y) en el sub-rectangle. En les figures visualitzeu aquestes
sumes inferiors de Riemann s,(f, R) per m=4 i m= 8. idem per
les sumes superiors de Riemann S;,(R.f).




Definicié (Funcié de 2 variables integrable en un rectangle R)

Direm que f: R ¢ R2—R és integrable en R si el limit m — oo de les
sumes superiors i inferios de Riemann de f en R existeix i és
coincident = |. El valor | defineix la integral doble de f en R:

dl = I|m sm(f,R) = I|m Sm(f,R) = //fxy dxdy = |I.

@ La mateixa construccio de la integral doble aplica també si la
funcio f(x,y) té canvis de signe en el rectangle R. Ara la part
del volum que correspon a f(x,y) < 0 compta com negativa.

@ Si A cC R? domini acotat qualsevol i f : A C R°—R, triem R un
rectangle tal que A C R i extenem f(x,y) atot R fent:

X,y si x,y)eA
ot ) = ( ), (
(x,y) e R\ A

//fxy dx dy = //fxy)dxdy

(El volum de f sobre A és el mateix que el de f sobre R. )

Llavors, podem definir:




Definicié (Area d’un subconjunt acotat A C R?)

Area / 1dxdy.

Definicié ( Domini elemental de R?)

Direm que D c R? és un domini elemental del pla si D és acotat i la
seva frontera és unié d’'un nombre finit de corbes continues.

Teorema (Criteri d’integrabilitat en dominis elementals de R?)

Sigui f: Dc R2 — R ,on D c R? domini elemental i f acotada
(x.y) = f(x,y)

en D. Llavors, si f és continua en D o continua excepte un conjunt

de punts A C D que té area zero, llavors f és integrable en D.

Comentari

@ Exemples de dominis elementals de R? sén: un rectangle, un
triangle, un disc, un anell, etcétera.

@ Larea del conjunt de R? definit per un punt o una corba és zero.
L'area de la unio finita de conjunts d’area zero és zero.




Integracié de funcions de tres variables (l)

@ Podem extendre la construccio de la integral doble d’una funcié
de dos variables definida en un rectangle via sumes de Riemann
a la integral triple d’'una funcié g: Pc R® — R ,acotada,
(x.y,2) = g(x.y,2)
on P=[a,b] x [c,d] x [e,f] ésun paral-lepiped.
@ Laintegral triple de g en R doéna el volum 4 — D amb signe sota
la graficade g.

@Sig:Ac R® — R ésunafuncié acotada definida en un
(x.y,2) = 9(x.y,2)
subconjunt A ¢ R3 acotat, podem formalitzar també la definicio

de la integral triple de g en A:

///A 9(x,y,z)dxdy dz.

Volum(A) := // 1dxdydz.
A

@ En particular:



Integracié de funcions de tres variables (l)

@ Els dominis elementals de D ¢ R3 sén aquells conjunts acotats
tals que la seva frontera és unio finita de superficies continues.

@ Sig:DcC RS - R ,on D c R3 és un domini elemental, i
(x.y.2) = g(x.y,2)
g és continua en D o bé continua excepte un conjunt de punts

A C D que té volum zero, llavors g és integrable en D.

@ Exemples de dominis elementals de R? s6n un paral-lepiped o
una bola tancada.

@ El volum del conjunt de R3 definit per un punt, una corba o una
superficie és zero. El volum de la uni6 finita de conjunts de volum
zero €s zero.

@ Analogament, podem extendre la nocié d’integral a funcions de n
variables.



Propietats de la integral

D c R" domini elemental i f,g: D c R" — R funcions integrables en

D,on ne {2,3}. Denotarem per [, la corresponent integral doble
o triple de f en D, segons el cas. Llavors:

Q /(af+b-g)=a- [pf+b-[pg9,VabecR (lnealitat).

Q |/pf[ < [plfl.

© Si D és unid disjunta de dos dominis elementals D = D; U D,
lavors [, f= [p f+ [p,f.

© Teorema del Valor Mig per Integrals. Si f és continuaen D,
llavors 3pg € D tal que: / f=1(po)-|D|,on |D| denota:
D

|D| = Area(D),si n=2; |D|=\Volum(D),si n=3.
El teorema del valor mig per integrals s’'usa per acotar el tamany
de l'integral. Considerem per exemple el cas n= 2. Si trobem
constants m, M tals que m < f(p) <M, Vp € D, llavors:

m - Area(D) < // f(x,y)dxdy < M- Area(D).
D
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Integrals iterades

Sigui f(x,y) > 0 funci6 integrable en el rectangle R = [a, b] x [c, d] .
Sigui D el domini de R® que queda sota la grafica z = f(x,y) en R:

D={(x,y,z) eR®: (x,y) elab] x[c,d],0<z<f(x,y)}

Calculem Volum(D) via el principi de Cavalieri, fent seccions de D
per plans de la forma x = const., amb x € [a, b]. En la figura, la tapa
del domini blau és la grafica z = f(x,y) i C denota una d’aquestes
seccions concretes.

FIGURE |

d
Larea A(x) d’aquesta secci6 de D és: | A(x) :/ f(x,y)dy|.
[
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Usant que A(x / f(x,y)dy, el principi de Cavalieri ens diu:

Volum(D /A dx_/ </C f(x,y)dy) ax.

Si refem el calcul fent seccions de D per plans y = const., amb
y € [c, d], obtenim I'expressio:

Volum(D) = /Cd A(y)dy = /Cd (/: f(x,y) dx) ay.

Usant que Volum(D) és la integral doble de f(x,y) en el rectangle R:

//Rf(x,y)dxdyz/cd (/:f(x,y)dx> dy:/ab (/Cdf(x,y)dy> dx.
Les integrals /Cd (/ab f(x.y) dx) dy i /: (/cd f(x,y) dy) dx son

les integrals iterades de f en R i el resultat el Teorema de Fubini.
19
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Definicié (Dominis x-elementals i y-elementals del pla)

e D C R? és un domini x-elemental si esta limitat per les grafiques de
dues funcions y = g1(x) i y = g-(x) (vegeu la figura del Case 1):

D={(x,y) €R*: x € [a b], gi(x) < y < g2(x)}.

e D C R? és un domini y-elemental si esta limitat per les grafiques de
dues funcions x = hi(y) i x = ho(y) (vegeu la figura del Case 2):

D={(x,y) €R® : y € [c,d], hi(y) < x < ho(y)}.

Case | y Case 2

24



Integrals iterades en dominis x i y-elementals

Case 1 y Case 2

eD={(x,y)€R2: xc[a,b], g1(x) <y < ge(x)} (x-elemental):

//fxy axdy = /(/QZ(X) xy)dy> ax.

eD={(x,y)eR?: yecd] h(y) <x < hs(y)} (y-elemental):

//D f(x,y)dxdy = /Cd (/,:(2;:/) f(x,y) dx> dy.

25



@ Quan calculem la integral doble de f(x,y) en un domini D C R?
que és o bé x -elemental o bé y-elemental via integrals iterades,
I'ordre d’integracio (primer respecte de x i després respecte de y
o viceversa) el fixa el tipus de domini que sigui D .

@ No pas tot domini D c R? és o bé x -elemental o y-elemental,
pero molts si que ho son.

@ Sieldomini D c R? és simultaniament x i y -elemental, llavors
podem calcular la integral doble de f(x,y) en D via qualsevol
integral iterada. (Una bona idea pot ser mirar si és més facil
calcular una primitiva de f(x,y) respecte de x o respecte de y ).

@ Si D C R? no és ni x -elemental ni y-elemental, llavors sempre
el podem trencar com unio de dos o més dominis del pla que,
separadament, son o bé x -elementals o y-elementals. La
integral doble de f(x,y) en D és doncs la suma de les integrals
de f(x,y) en cada domini de la particio.

26



Per la integral doble | = / / f(x,y) dx dy, formalitzeu-ne les dues
D

integrals iterades i calculeu el valor de I, on: f(x,y) = vx*+1,i

D={(x,y)eR?:0<x<2 0<y<x%.

La defincié de D en el dona com a domini x-elemental. Per tant:
2 x3
l:// Vx4 +1 dxdy:/ (/ \/x4+1dy> ax.
D 0 0

27



Per tant, usant que 4 x3 és la derivada de x* + 1:

2 x3 2 y=x3
/_/ (/ \/x4+1dy> dx_/ [y\/x4+1} | o
0 0 0 y=

2 2
:/ x3(x4+1)1/2dx:l/ 4x3(x* +1)"2dx
0 0

=2
(Cah D I I VA i U PSP
3/2 L, 4\32 32) 6 ‘

_1
T4

Descriure D com domini y-elemental requereix expressar la corba
y = x3no com y funcié de x, siné com x funci6 de y :

28



L L
0. 05 1. 15

En D tenim 0 < y <8 i, per a cada valor de y en aquest rang, la x
és mou entre Iy < x < 2. Per tant:

D={(x,y)eR?: 0<y <8, Iy <x<2},
8 2
l:// Vx4 +1 dxdy:/ / Vx4 +1dxdy.
D o Jyy
Pero, com no sabem calcular una primitiva de v x4 + 1 respecte de

X, aquesta integral iterada esdevé inabordable. Aixo no canvia el fet
de que usant 'altre integral iterada ja hem calculat /.

20



Per la integral doble | = / / f(x,y) dx dy, formalitzeu-ne les dues
D

integrals iterades i calculeu el valor de I, on: f(x,y) =4xy —y3 i
D c R? regi6 acotada entre les corbes y = /X i y = x3.

¥
1.

08 y=Afx
06
04

02

1 L L L
02 04 06 08 1.

Parametrizem el domini D com a domini x-elemental i com a domini

y-elemental. Per fer-ho, el primer pas és trobar els punts interseccid

de les dues corbes que delimiten D (que viu en el semi-pla x > 0):
Vx=y=x3 — x=x°

Els punts interseccié son (0,0) i (1,1) i D és el domini de la figura.

— x=00bé 1=x° < xe{0,1}.

20
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Descriure D com domini x-elemental és directe: 0 < x <1 i, pera
cada valor de x en aquestrang, la y és mou entre les dues corbes
limit, y = x3 i y = /x. Pertant: x3 <y < /x. Aixi:

D={(x,y)eR?:0<x<1,x}<y<x},

/_// 4xy—y3dxdy = / </ 4xy—y3)dy> ax
) [ (2= - (20 -5 o
y=x3

[T X ST 7 11 s
12 4 52, -
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02 04 06 08 1

Descriure D com domini y-elemental requereix expressar les corbes
limit no com y funci6 de x, sind com x funcié de y:

y=x3 = x=9y, y=vVx <<= x=y2

En D tenim 0 <y <1 i, per a cada valor de y en aquestrang, la x
€s mou entre les dues corbes limit (expressant x en termes de y):

D={(x,y)eR?:0<y<1,y2<x< Iy}

/_// 4xy—y3dxdy = /(/ 4xyy3)dx> dy.
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El calcul és ara:

- [ (/f

0

- 12y8/3 y13/3 8 y:1_3 3 {1 55
_/0 8/3 13/3 6|

1
(4xy—y3)dx> dy:/0 {2x2y—y3x

_ /1 ((2}/5/3 _y10/3) _ (2y5 _ y5)> dy =

x=y'/3

x=y?

dy

129



Per la integral doble | = Area(D) = / 1 dx dy, formalitzeu-ne les

dues integrals iterades i calculeu el valor de |, on D C R? regié
acotada entre les corbes y =1 —x2 i y = x> — 3.

y

2

Parametrizem el domini D com a domini x i y-elemental. Busquem
els punts interseccié de les dues corbes que delimiten D:

2

1 X2 =y=x2_3 < 2x2 =4 — x=4+V2.
y

Els punts intersecci6 sén (v2,—1) i (—v2,—1). Per veure que D és
com en la figura, només cal xequejar com és la grafica de les dues

paraboles que en fan de limit.
24



Descriure D com domini x-elemental és directe: —v2 < x < V2 i, per
a cada valor de x en aquest rang, la y és mou entre les dues corbes
limit, X2 -3 <y <1—x2. Aixi:

D={(x,y)eR?: —vV2<x<V2 x*-3<y<1-x?),

I_//dxdy / (/1 X21dy> dx:/ [y]y X23dx

V2

:/\@((1—x2) (x? —3)) dx_/\/é<4—2x2> dx

oo 3o v o)
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Descriure D com domini y-elemental requereix expressar les corbes
limit no com y funci6 de x, sin6 com x funcié de y:

y=1-x2 <= x’=1-y — x=+/1-y,
y=x2-8 < x°=y+3 < x=+4/y+3.
Per descriure D com domini y-elemental, ’lhem de trencar en dos
trossos dependent de quina expressio per les corbes limit, x en funcié

de y, cal triar en cada tros. Concretament, cal trencar I'interval
y € [-3,1] com uni6 dels intervals y € [-3,—1] i y € [-1,1].
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(y=1-x> <= x=+/1-y, y=x*-3 < x=+/y+3)
Concretament, fem D = Dy U D», on:

Dy ={(x,y) eR®: -8<y< -1, —\/y+3<x<\y+3},
D={(x.y)eR?: —1<y<1, —\/1-y<x<1-y},

/://Dc/xa/y:/D1 dxdy+/D2dxdy
:/_: (/_\/\/21&) dy+/_11 </_\/\Z1dx> ay.

(Exercici: Obtingueu Area(D) calculant aquestes dues integrals.)
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Per la integral doble | = / / f(x,y) dx dy, formalitzeu-ne les dues
D

integrals iterades i calculeu el valor de 1, on: f(x,y) =e¢’/* i D c R?

el triangle de vertexs (0,0), (1,0), (1,1).

D={(x,y)eR?®:0<x<1,0<y<x}

1 x 1 [ay/x V™"
/://ey/dedy:/ (/ ey/Xdy> dx:/ dx
D o \Jo o [1/x]| _
y=0
1

/ X7 e
= x(e—1)dx:(e—1)[] =
0 2 x=0 2
D={(x,y)eR?:0<y<1,y<x<1},

1 1
/://ey/dedy:/ (/ ey/de> dy,
D 0 y

perd no sabem calcular cap primitiva explicita de e//* respecte de x .
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Integrals iterades i Teorema Fubini per integrals triples

e Sigui g(x,y,z) una funcié continuaen P = [a, b] x [c, d] x [e, f]
(paral-lepiped de R3). La integral triple de g(x,y,z) en P es pot
calcular usant qualsevol de les seves integrals iterades. Per exemple:

g(x,y,z)dxdxdz = ’ ‘ fg(x,y, z)dz | dy | dx
1 L
= /ef (/Cd (/abg(x,y,z)dx> dy) az.

e Sigui f(x, y, z) una funci6 continua en un “domini elemental” D c R3
gue suposem que, p. ex., podem parametritzar de la forma seglent:

D={(xy,2) eR®:a<x<b,gi(x) <y <go(x)h(x.y) <z<h(xy)}
Llavors:
b 92(x) ha(x.y)
/// f(x,y,z)dxdx dz = / / / f(x,y,z)dz | dy | dx.
D a g1(x) hi(x.y)
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Calculeu I'area de la regid A c R? limitada per un “pétal de rosa” de la
corba definida en coordenades polars per r = asin(30), a> 0.

e r = asin(36) només aplica pels ¢ € [0, 2x] tals que sin(36) > 0.

e y =sin(d), per 0 € [0,27],és >0 sii. 0 <6 < . La seva extensio
2rn-periddicaatot R és >0 si 27 <0 < 37, 47 <6 < 57, etc.

e ¥ =sin(30) comprimeix si 6 € [0,27] el graf de sin(#) si 6 € [0, 67].
Aixi, el graf y =sin(36), 6 € [0, 2], sén tres copies comprimides del
de sin(f) que son >0 si 0 <30 <7, 27 <30 < 37, 47 < 30 < 57.

oy =sin(30) és >0 si 0§9§g, §7r§9§7r, gwgeggw. En
els extrems d’aquests intervals sin(36) val 0. En els punts migs val 1.

y y=sinf y=sin30
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e Sil'angle 6 creixde # =0 a 0 = % , la distancia r = asin(36) a

lorigen creixde r=0 a r=a. Si 0 creix de 9:% af= g r
decreix de r = a a r = 0. Aixi, obtenim el primer pétal de la figura.
Els altres petals corresponen a triar 37 <O<m7i 37 <6< 37

e Volem I'area del domini A tancat pel primer petal, que en polars és:

A*Z{(H,f)ERZ30S9§g,0§r§asin(39)}.
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A*:{(Q,r)GRZZOSQS%,OSFSasin(SG)}.

Usant que I'expressio de A en polars és A*, obtenim (cal multiplicar
pel jacobia del canvi a polars, que és r, aplicar Fubini per calcular
I'integral en polars i recordar la férmula del sinus de I'angle doble per
integrar sin(36)):

N a sin(30)
Area(A //dxdy // rd@dr—/ (/ rdr) ad
* 0
r2:| r=a sin(30) 2 /73r
= = df = — sin“(30) db
/0 [2 o 2 J, @)
a2 1 — cos(60) eﬁ . sin( 0=3
T2 0 2 4

EHE R
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