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Definicié (EDOs de primer ordre)
Una equacio diferencial ordinaria (EDO) de primer ordre en forma
normal pren la forma:

y'=h(x,y)

[ . . d
o x € R és la variable independent, ' = o

o y = y(x) és la funcio incognita.
@ h(x,y) funcié de dos variables donada (la que defineix I'equacio).

Definici6 (Solucié d’'una EDO)

Direm que y = y(x) és una solucio (particular) de y' = h(x,y) si
y(x) és una funcio definida Vx € | (I interval de R ) i tal que:

y'(x) = h(x,y(x)), V¥xel




Exemple

e Calcul de les primitives d’una funcié f(x) donada: |y’ = f(x)
Busquem funcions y = y(x) tals que la seva derivada sigui f(x) .
Tota primitiva y(x) de f(x) és solucio particular d’aquesta EDO.

e Creixement malthusia: |y’ =r-y

@ y(x) modela I'evolucio temporal d’una poblacio suposant recursos
disponibles il-limitats (la variable independent x és el temps).

o r > 0 és la taxa de creixement de la poblacid.
@ y(x) =e"X n’'és una solucio particular.

e Lequacio logistica: |y’ =r-y- (1 = %)

@ y(x) modela I'evolucio temporal d’una poblacio quan els recursos
son finits (de nou x és el temps).

o r > 0 taxa de creixement “natural”; K > 0 depeéen dels recursos.
@ y(x) = K n’és una solucio (constant / d’equilibri) particular.




Definicio (Tipus de solucions d’'una EDO)
Q Solucions explicites: Quan coneixem I'expressié de la solucié
com a funcio de la variable independent (“formula per la solucid’).

Q Solucions implicites: La solucio esta definida mitiancant una
equacio que involucra la funcid incognita i la variable independent.

e y(x) =5 tan(5x), definida per x € | = (—75,75) , és una solucié
explicita de y' = 25 + y? . En efecte:

y'(x)=5 (1 + tan?(5 x)) .5 =25+ (5 tan(5x))? = 25 + (y(x))2.

e Lequacié x? + y? = 2 defineix de forma implicita dues solucions de
I'EDO y' = —x/y que, en aquest cas, podem donar també de forma
explicita: y1(x) = +vV2 —x?, yo(x) = —vV2—x2?, x € l=(-5,5).
En efecte, si en la relacié x?> + y?> = 2 entenem que y = y(x), ila
derivem implicitament respecte de x, s’obté:

XPHy?=2 = 2x+2yy' =0 = y’:—;



Comentari

o Les solucions d’una EDQO de 1er. ordre no son funcions aillades,
sino que formen una familia dependent d’un parametre /constant.

@ Anomerarem solucio general d’'una EDO a aquella familia de
solucions que contingui totes les solucions de I'equacio.

o Nomeés en exemples molt senzills és possible calcular la solucio
general d'una EDO donada que, en molts casos, ve donada de
forma implicita i/o per “quadratures” (quan la solucio depen del
calcul de primitives que potser no sabem calcular).

Exemple
e Primitives de f(x). La solucio general (explicita i per quadratures)
X

| A

de y' = f(x) és: y(x;c) =c+ / f(t)dt. (c € R const. d’integracio.)

e y(x;c)=c-e"* és la solucio g%neral explicitade 'TEDO y' =r-y.
(c € R és una constant qualsevol.)

e X2 + y? = ¢ defineix una familia implicita de solucions de 'EDO
y'=—x/y. (c > 0 constant qualsevol.)




Comentari

o La forma usual de determinar una solucio particular concreta
d’una EDO és donar condicions inicials (c. i.) i/ resoldre el
corresponent problema de valors incials (PVI).

@ Si coneixem la solucio general d’'una EDO de 1er. ordre, definida
mitjangcant una familia de solucions que depen d’una constant c,
resoldre un PVI ens permet determinar aquell/s valors concrets de
c € R que defineixen una o més solucions verificant les c. i.’s.

v

Definicié (Problema de valors inicials per EDOs de 1er. ordre)

Donada 'EDO y' = h(x,y) i c.i. (xo,Y0) € R?, el PVI associat
consisteix en buscar y(x) solucio de 'EDO tal que y(xo) = o -

Teorema (d’existencia i unicitat de solucions)

Si h(x,y) és almenys de classe C' en un obert W C R? j triem c. i.
(X0, ¥0) € W, llavors el PVI associat té una unica solucio local y(x).
(y(x) esta definida en un cert interval obert | C R entorn de Xy , el
tamany del qual depén tan de 'EDO com del PVI i que, en alguns
casos, pot ser “petit” fins i tot si 'EDO esta ben definida V(x, y) € R?.)

v




Exemple

e La solucié general de 'EDO y' =1 + y? és y(x; c) = tan(x + ¢),
Ve € [0,27). Siconsiderem el PVI y(0) = 0 per aquesta EDO, llavors
cal triar ¢ = 0 i s’obté la solucio y(x) =tan(x), Vx € I =(-5,5).
Per tant, | és l'interval maximal de definicio de la solucié d’aquest PVI
malgrat la funcié h(x,y) =1+ y? que defineix la EDO és C* enR?.

e La solucié general de I'equacio logistica y' =r -y - (1 — %) és
cKel* . , . >
y(x;c) = Kicor' Si yo és el nombre d’individus de la poblacio y

quan x = 0, llavors I'evolucio al llarg del temps d’aquesta poblacio
(segons aquest model) ve donada per la solucio del PVI y(0) = yo . El
valor de ¢ que cal triar per resoldre aquest PVI ve donat per I'equacio:

cK . Yo
Kic ~ “Ti-p/K

Yo=y(0;c) =

> B , B K- y(0)-e"*
Per tant, la solucio del PVI y(0) = yo és y(x) = KT 9(0)- (@ —1)°
que verifica xﬂT y(x) = K (poblacid limit en terme dels recursos).




QUADRE RESUM DE LES
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EDO Tipus Solucié general Solucié.del PVI
Calcul de z
! o —
y = f(2) primitiva y(z) = F(z) +c y(@) =vo + [, F()dt
@ = f(z) EDO G(y) = F(z) +c ;) g(s)ds = [ f(t)dt
9\ separable (en forma implicita) (en forma implicita)
EDO lineal "
= — coA@) _
Yy = a(z)y il yn(z) = ce y(z) = yo exp ( O] dt)
EDO ye(z) = yn(z) + yp(2) Es determina c € R
y = a(z)y + b(z) lineal no Yp(z) = V(z)er® imposant la c. i.
homogenia (z) = [e 4@b(z)dz y(zo) = yo
Uz,y) =c :
P@y%+Q@yw::0 EDO on 8 = pioU _q U(z,y) = U(zo, %o)
amb P = 3— exacta Oz Oy (en forma implicita)
% (en forma implicita)

TAuLA 2. Les EDOs de primer ordre més simples i les seves solucions. Les funcions

F(z), G(y) i A(x) sén primitives arbitraries de les funcions f(z),

9(y) 1 a(z).



Comentari

Les integrals que apareixen en les formules per resoldre les EDOs
considerades indiquen primitives qualsevol de la funcid involucrada,
que hem de calcular sense cap constant d’integracio. La constant
que es requereix en cada cas ja s’explicita en la formula. Per exemple:

/sin(x) dx = —cos(x).

Definicié (EDOs separables |[g(y) -y’ = f(x)| )

Son aquelles en que la funcio h(x,y) que defineix TEDO és producte
d’una funcié de x per una funcio de y . Per tant, una EDO seprable
sempre la podem escriure com g(y) -y’ = f(x).

Lexpressio segient definieix una familia implicita de solucions (per
quadratures) de 'EDO (pero no sempre la seva solucio general):

g(y)%z f(x) = /g(y) dyz/f(x)dx+c, Ve e R




~ Exomple A - Trobew vma me{hé Ae Solvttams  axpliuten o Ao
SK(?C\\’AHl Suau{,n"[i vesolo. ol PV.T Qo S'imolia

AW 4 (49T Simx =0,

\6(0) =4 .

A 2xpre53m Lom P Q\é - _ (44—5% Sem X &= i?ﬁ == Sim X
dx B 1+4> X

i Yo Y‘zSo?e/\m lopn o 2ds S(’Pov\aé(e gue & -

g;’é«,_, d‘%:—g?vmx&x-kc = Zi\m(H‘gL) =los X +C =
A+ 9

=

Lami lior l‘fm"}iz/(d'% Sol O Ceoms

—,

Zdnx +2C Yann+2C
> ln(A+dh) = 2lmxt+2C S A+9E e = Y= fie -1
\_//\/___‘—"_/

Lamih= 20pliate

N - N _L
R“O\A”*Z of PV vel dir WDLW\ el V«alwl\f«fws de ¢ ([ o aguosT &
Tormbe o sipme +) Gue {c Gue %(XﬁﬁbLX;() \/,zy;f"%v; N =1>06.
\avom gt domt, <L Fion o S04

Nmg A+ . Al gl valv o C
(VY\\[\W 64(»\'&- lo Via |la relaces -‘Mf!fd+o\ { Mo FN? Via la M(I’C(‘ILK{

10



Em Q.Ea(‘{'e’» \’VI“'HA)/Q%X—FQ ——SELY\('L)"/I-%C QC-"’r"\(Z)“'I

Fom: X=©
—< \a 4
Min aﬁm}hﬁ'/ le. Solvcar gl PVT 5 - %.Lx) — \&m ! Z(st)H)
—W: T‘/‘CW \lﬂ’(\‘v‘zssf(fa’\'n?\l/ajra— de & Selv Cuy™ ctel VT % 1+37‘
é(o) :

A
Ao

tomlia (’h-{tu[ W= folvawame

OM hom usat -
. z
(%4—\) -1 ’4‘_ | = S Lg Ci;\:‘é—aﬁc{%(é)
/\+‘Jal 1+4t 19T 1+gr

‘)p/\ ’I‘wy\)fj €%+ X=o, \2:‘ o e vela Cus lﬂ'ni)ht’/'t‘zl’a D()'{‘,‘(méuﬁ(c\-,

A-anctam () = ¢ = ¢ =4- T4
shronim 1o ?Ull/(bdl'#%pli!’h‘fic\‘- Q= anctomll)= X+ 1-Th

11



Exeml 3 o Tdom fee on lotomled ped PV ie'“é.wguﬁ
e_%éj—é‘ 4'2;(5:) &—; e%—l S d% Qeor = m2

i dy TN = (dx+¢y
Fom el Lomvi e Vo\V‘M\uR U= e%' C{U‘: e%égz U\q&% on go\ ’kvm%fﬁ\/a,f’

4% _ e AU\ B “ ) A

% o FUSII N S( v o) dus -l Ui = \m] e

\!\r\\ e%ﬁ‘a\ ) ; om Lw,‘,\ MM@S&{%% -!E:fr)i.imms éim'y&m .
£

Al

A LA B Fonk Uz0 2 4z A-C)D A=l
(UM A O~ G e A=AlU-H+B WU K\Fwé A

H—'WY) Ob'h{n?)u)f [,meu) \A f@n‘n[[\} {[yhpk\ifil_]!‘a Ao Solutian§ ! %)
) &) |
e~ 1 _ - —~1 C x 4 x
ﬁ“\ﬂeﬂ-“caD e e-'.ce =
e® 1y T et
© Treigm ol valor sbsoluT pormetont ge e

> 0° (4-¢ e*y =
. o tombs ;A AW,
= Y x ) = T (T_ic—é;) fomilia seplicdta. omrbs e Salucis)

Font 320,821 20 % obTomim - 6:4/7;

h%ﬁyvfmﬂééO (¢c=

» Y= b (_ﬁ

2-eX*

) slvcar PV I

192



M' A E] rw\oc;\(E de \/ZY“V\\,ZS% ‘Qﬁw a U e PD““C&( EﬂL’p\\ ‘gﬁﬁa’}' 2

1 e
leds Gojstices Y=o y-Loy  ab>o. Gnortamot, 55 Yies & ol
mombve dlindividvs mn limgtomt &, 1" eXpressom  com :

dov (a0 (i
Om: >0 2 d ‘Lpam‘w’;ﬁz Ge e dols ol (vl X omad /\/lé;/fly\’ﬂj e
Poblaces sopms o lev de Ma)&‘f\us (iungm{ Ve (v tos g(~i{amﬁ'{‘§) £
%>o A‘ZP@“ Jelg rewvsss o&s;wmgéw (om verom Ao (5}4 K o o
Togalh de poblaces” Yoo pedinn Costami omié ols yewrses &E}{’Si_?amséé?/ﬂ.

(o) Trobaw umor expressc expliate  per fo Solocar gomeval ol ol
mvawaéiq x) .

g ks :gfdf—l— <y => «Zm{ 3
Qy‘é)% 1-3IK

Teaiom ¢ velor qb‘joiv’f/ Ibewwf%ﬁ: gve  C ngu.‘ \'ae,m(yz valrvs ayé,ﬂqv"é
IR (=0 doma la Solucw 9 =0)

-;\(é‘{'u“zz %

./Z—v)/y

n
[eraed

f < r&
l:e e

13



€
6H’W"M\" \_(9_\ - CQV(;) ‘3: C@Y‘E" ‘£ e‘f‘63 = Q/l,{_&eré)%:cev_:?
~2/y 1% W

= Q= ,Ei _ ckewe , VCé/l? (%)

4+<:e"‘“t/1( K+cert
Deketls calel imtegral vie desComposias an fraccwns mpn

| - L B
= Ay B s A(~')+%g) %‘M%*’ = A=)

-

b-%)9 QA= Pont Y= => B= YK

Ay
(8% :S ‘i’b,%@ - \m\g\-\m“— } In | l" %{

(‘__\%)\6 9 ) AN
(b) Useu e \”echcﬁ Ao (ar o vesdldrve el PYI V1= Yo -

Fonk €= 19= 5 £ —(i‘*\-cee—» <= \'b‘? 3 dlom y Wa (k6 :

4-RlK : A=)y
Y= KBt e - 4o &

V\*F%o( 1) 4+C%O/R)(ev-t’l)

14



C&Yy U 2 vesoléat de (b P Calinlan [fon

et Q) om bomy de Y7 0.
o+

]irm Qb = I_/\_%i

o = K e Valor Vit pin (e poblacs imete ot e Y

Z S l&)e»-\o\ﬂ?oua&( hvmmom e @Timam "= 0029 £ UWtn 402 on
AL 4 Ve Pou%(’w do 1o Tevwe gva ’\(1744)— 3,06 x (o) & (veixic
Um 2% omualmsnt , U ¢l model de Verholst por estimor-o 2| velor limit-

——]‘E\/\“Wl\\gy\w ) TWPS é:o o ,lﬁé 4. OLS&\V@VV' QU,Q %f(d) ns doon

I Velo &al e (ve S omut de la polla Cr o t=0 &, pe tont -

17 =0.60= 3.,__‘(") - Y- (’l- ;é-‘i) = 2224002 4 5.34
Ao ¥ X Y

L T
Byl s $1 G Vo 4. 3= (- %} Y rme0zt

“=¥ |

D agel K = Qo ’35 06 xi1?
5-’))! O. B}
4 ‘ e:,ol‘i-t.
W = 3.06 x10°- &7
% 14_0‘9’& (QOO’LRC,/‘)

~ q.Z-"”\Oq ( foblo s im0 4 Lo mep ==

15



Definicié (EDOs lineals |y’ = a(x) -y + b(x)| )

Son aquelles en que la funcio h(x,y) que defineix 'TEDO depen de
forma lineal en la variable y . La férmula seguent:

y(x;¢) = c-ef ax)ax 4 falx)ax / b(x)e~ /A gy veceR

ddéna una l'expressio explicita (per quadratures) de la solucio general.
En el cas particular b(x) = 0, 'EDO lineal s'anomena homogenia i la

solucié general esdevé y(x;c) = c- el a¥)

Per resoldre les EDOs lineals procediré aixi:

o Pas 1: Calculem A(X) := e/ ¥
: _ [ b(x¥)
o Pas 2: Calculem B(x) = AlX) dx .

@ Pas 3: La soluci6 general és:  y(x;c) = A(x) ¢ + A(x) B(x) .

16
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Definici6 ( EDOs exactes |P(x,y)+ Q(x,y)-y ' =0]| )

Direm que 'EDO P(x,y)+ Q(x,y) -y’ =0 és exacta si g—l; = g—fj
ou ou
L istei. funcié / — =P, —=
avors, existeix una funcio U(x,y) tal que I ' By Q
i l'expressio  |U(x,y)=c, ce€R| defineix una familia implicita
de solucions de I'EDO.

Definici6 ( Factor integrantde |P(x,y)+ Q(x,y)-y' =0| )

En el cas que 'EDO no és exacta, direm que la funcié p(x,y) n’és
un factor integrant si 'EDO seglient si que és exacta :

/‘L(X7y)'P(X?y)+/'L(X7y)' Q(X’y)'y,:O

Si pu(x,y) # 0 les dues EDOs tenen les mateixes solucions.
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Comentari

w = u(x,y) factorintegrantde P(x,y)+ Q(x,y)-y =0 voldir:
Op-P) _ o(u-Q)

dy  Ox

En general, trobar un factor integrant és missio impossible. Només ho

podem fer si sabem a priori que u(x,y) pren una forma concreta.

Per exemple, quan u(x,y) és funcio nomésde x obé nomeésde y.
W

Proposicié (Factor integrant funcié de x o funcié de y)

eSi K= @ només depén de x, llavors | p(x) = ef K(X)ax
és un factor integrantde P+ Q-y' =0.
oP _ 0Q
«Si [K=-% = % | només depén de y, llavors | u(y) = e/ KW

és un factor integrantde P+ Q-y' =0.

20
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