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Notacions basiques i definicions topologiques a R”

@ x=(x1,...,X,...,Xn) € R"; x; és la coordenada j-essima de x.
@ Cas n=2: Escriurem (x, y) € R2.
@ Cas n=3: Escriurem (x, y, z) € R3.

Definicié (Norma euclidia o euclidiana a R")
X =(xy,...,xp) € R". Llavors:

Il = P+ -+ 43

ddna el tamany del vector X (distancia del punt x a l'origen).

@ Cas n=1: |x| = +Vx2 (valor absolut de x).
@ Cas n=2: |(x,y)l = VX2 + y2.
@ Cas n=3: |(x,y.2)| = VX2 +y2 + 22.



@ Desigualtats basiques entre normes i coordenades:

X < (X1, Xn)|| = A/ X2+ XB < |xq] 4+ [Xn

@ Cas n= 2. Atencio: Aquestes son algunes desigualtats Utils per
veure que alguns limits en el (0,0) sén zero:

X S\ 4y2 <X +y2 Xyl < xP4yE XP < xPyt

Definici6 (Distancia euclidiana a R")
xX=(X1,...,Xn), ¥=W1,...,¥n) € R". Llavors:

d(x,y) = d(y.x) = lIx = ¥l = \/(xs = Y1) + - + (xn — yn)?

Definici6 (Producte escalar a R")
x=(X1,..-,Xn), ¥=W1,...,¥n) € R". Llavors:

Yy =x-y=X1-y1+ -+ X Yn

e Observacions: (x,y) = (y,x), |Ix|? = (x,x), |x] = +/{x,x).




Algunes desigualtats basiques involucrant norma,

producte escalar i distancia

En el que segueix x, y,z € R" denoten elements qualsevol de R”.
@ La desigualtat de Cauchy-Schwarz.

106Gy < X iyl

@ La desigualtat triangular.

[1X[F+ Iy l-
d(x,2) + d(z,y).

Ix + yll
d(x,y)

@ La desigualtat triangular inversa.

<
<

Ix = il = | Xl = Iy |-



Definici6 (Boles a R")
@ Bola oberta de R" de centre ac R" iradir >0:

Bl(a) = {x e R" : d(x,a) < r}.

Son els punts x € R" que disten de a estrictament menys que r.
e Bola tancada: B, (a) = {x € R" : d(x,a) < r}.
Son els punts x € R" que disten de a menys o igual que r.

.
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Exemple (Boles de R, R? i R3)

Cas n=1: B}(a) = (a—r,a+r) interval obert de radi r.

Cas n=1: B,(a) =[a—r,a+ r] interval tancat de radi r.

Cas n=2: B?(a,b) = {(x,y) € R? : (x —a)® + (y — b)® < r?}.
Disc obert: punts estrictament en l'interior de la circumferencia de
centre (a,b) iradi r d’equacié (x — a)®> + (y — b)2 =r?.

Cas n=2:B-(ab)={(x.y) eR%: (x — a2+ (y — b2 < r?}
Disc tancat: punts en l'interior del disc més la circumferencia que
I'envolta.

Cas n=3: B3(xo, Yo, 20) . Bola oberta de R® : punts estrictament
en l'interior de I'esfera de centre (xo, Yo, 2o) i radi r d’equacio

(x —x0)2 + (¥ — Y0)? + (z — 29)? = r?. Els punts de la bola oberta
compleixen (x — x0)? + (¥ — Yo)? + (z — 29)® < r?.

Cas n=3: Ef(xo, Y0, 2) . Bola tancada de R3 : punts en
l'interior de la bola més els de I'esfera que envolta la bola.




En les definicions seglients A C R” és un conjunt (qualsevol) fixat.

Definici6 (Punts interiors de A)
a € R" és un punt interior del conjunt A si 3¢ > 0 tal que Bl(a) C A.

@ a és un puntinterior de A si: (i) a pertany a A; (ii) tots els punts
en un “entorn” de a també sén de A.

@ El valor de ¢ en la definicié depen del punt a triat i és fa molt
petit si a és proper a la “frontera” de A.

Definicié (Punts frontera de A)

a € R" és un punt frontera del conjunt A si Ve > 0 (per molt petit que
sigui € ) la bola Bl(a) té interseccio no buida tant amb A com amb el
complementari de A. Aixo és: AN BJ(a) # 0 i A°n BY(a) # 0.

@ Un punt frontera d’'un conjunt pot ser que sigui o0 no del conjunt.
@ A° =R"\ A (complementari de A): punts de R"” que no sén de A.
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Exemple ( Interior i frontera )
@ [0,1) interval de R. Els punts interiors de [0, 1) son l'interval obert
(0,1) i els seus punts frontera son els extrems de l'interval, {0,1}.

@ A= B?(a,b) disc obert format pels punts sombrejats de la figura.
La circumferencia discontinua no forma part de A. Tots els punts
de A son punts interiors del conjunt. La frontera de A és la
circumferencia que l'envolta.

e B= Ef(a, b) disc tancat format pels punts sombrejats de la fig.
La circumferéncia continua si que forma part de B. Els punt
interiors de B son els de la bola oberta A. Els punts frontera de B
son els de la circumferencia que I'envolta.




Definicié (Conjunts oberts, tancats, acotats i compactes)

@ A és un conjunt obert sii. tots els seus punts son interiors
(Aixo és, A no conté cap dels seus punts frontera).

@ A és un conjunt tancat sii. A conté tots els seus punts frontera.

@ Observacio: Si A és un conjunt obert (resp. tancat), llavors el
seu conjunt complementari A° = R"\ A és tancat (resp. obert).

@ A és un conjunt acotat si 3R > 0 tal que A C Bj(0)
(Aixo és, A esta contingut dins d’una bola de radi R prou gran).

@ A és un conjunt compacte sii. A és tancat i acotat.

Exemple (Interior, frontera, oberts, tancats, acotats i compactes)

@ A= (a,b) (interval obert) i B=a,b] (interval tancat).

e Linterior de A i B son el mateix: l'interval obert (a, b) .
La frontera de A i B és la mateixa: els dos punts extrems {a,b}.
Tots els punts de A soén interiors: A és un conjunt obert de R.
B conté tots els seus punts frontera: B és un conjunt tancat de R.
B és un conjunt tancat i acotat i per tant és compacte.

@ A=[0,+00) és un conjunt tancat pero no compacte de R
(la frontera de A nomeés és el punt {0} ).




Exemple (Interior, frontera, oberts, tancats, acotats i compactes)

@ A= B?(a,b) disc obert. Tots el punts de A sén interiors / A no
conté cap dels seus punt frontera: A és un conjunt obert de R? .

@ En general: BJ'(a), bola oberta, és un conjunt obert de R".

e B= Ef(a, b) disc tancat. B conté tots els seus punts frontera:
B és un conjunt tancat de R?. B és un conjunt tancat i acotat i
per tant és un conjunt compacte.

@ Engeneral: B,(a), bola tancada, és un conjunt tancat i acotat de
R" i per tant compacte.
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Exemple (Exemple grafic de conjunt obert)

El conjunt A (‘ratllat”) de la figura és un conjunt obert. La idea intuitiva
és que la seva corba frontera (la que separa la part de dins de la de
fora del conjunt) la pintem de forma discontinua per indicar que els
seus punts no formen part de A. Donat un punt qualsevol (xg, yo) € A,
triem ¢ > 0 prou petit de forma que la frontera de A disti més que € > 0
de A. Per tant, la bola B2(xq, yo) esta integrament continguda en A.
Els punts frontera de A son els de la corba discontinua que envolta A.
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@ La majoria de conjunts de R" no son ni oberts ni tancats.
Per exemple, l'interval A = [a, b) de R no és ni obert ni tancat.

@ Detectar conjunts oberts i/o tancats de R" per representacio
grafica pot ser molt dificil.

Proposicié (Caracteritzacio d’oberts / tancats via continuitat)

Sigui A € R™ un conjunt definit mitiangant igualtats i desigualtats
entre funcions continues.

(a) Sila definicio de A nomeés involucra desigualtats del tipus:

7 <” i A" | llavors A és obert.
(b) Si la definicio de A només involucra desigualtats del tipus:
>r, <" | =", llavors A és tancat.

(c) Sila definicio de A barreja simultaneament “desigualtats” del

tipus (a) i (b) probablement el conjunt A no és ni obert ni tancat.
La idea de la proposicio és que la frontera del conjunt s’obté a partir
dels punts on és dona alguna igualtat "=".
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Exemple ( A= {(x,y) e R?:1 < x2 + y?2 <2})

A és l'anell “ratllat” contingut entre les circumferencies de centre (0, 0)
i radiis interior 1 i exterior /2, de forma que ambdues circumferéncies
formen part de A. Com que A esta definit mitiangant dues desigualtats
del tipus “<” llavors A és un conjunt tancat. Els punts frontera de A
son la unio d’ambdues circumférencies i per tant pertanyen tots a A:
frontera(A) = {(x,y) € R2 : x2 + y2 =1} U {(x,y) € R? : x2 + y? = 2}
En aquest cas doncs, es té A tancat i acotat — A compacte.

13
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Exemple ( B= {(x,y) € R? : 1 < x2 + y2 < 2})

La circumferencia de radi 1 no forma part de I'anell “semi-obert” B.
Com que B esta definit combinant una desigualtat estricta, “<”, amb
una de tipus semi-estricta, “<”, el més probable és que B no sigui ni
obert ni tancat. Els punts frontera de B son de nou la unio de la
circumferencies interior i exterior. Per tant, hi ha punts frontera que
pertanyen al conjunt B i d’altres que no. El conjunt B no és ni obert ni
tancat.
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Exemple (C = {(x,y) € R? : x2 + y2 < x, ¥ —sinx < y* +¢*})

e Es clar que C és un conjunt tancat en quant esta definit per
desigualtats “<” entre funcions continues.

e Si veiem que C esta contingut dins d’'un disc de R?, llavors C és
acotat i per tant compacte.

e Per veure que C és acotat, és suficient veure, per exemple, que
alguna de les dues condicions (desigualtats) que el defineixen dona
lloc a un conjunt acotat. No cal que aixo sigui cert per a les dues

desigualtats. Ens fixem en la primera i sumem (%)2 als dos costats:

X2 —x4+y?<0 < x°-2 1x+ 1 2+ 2 (1 i
yo= 2 2) TV =12

= x—12+2< 12
5) TV =\3) -

e Aixi doncs, C esta inclos en el disc Ef 12(1/2,0) i, per tant, C és
compacte.
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Funcions de varies variables

Definicié (Funcions vectorials i funcions components)

f:DfC R" — R™

X=(X1,..,Xn) = F(X)=F(X1,.;Xn)=(f1 (X),-..,fm (X))

és una funcio (vectorial) de n variables i m components.

@ x € Dy (domini de f) sii. f(x) ben definida ¥j=1,...,m.
] fj : Dy C R"?
X=(X1,...,Xn) = G(X)=F(X1,...,Xn)
és la j-esima funcié componentde f, Vj=1,....,m.

Comentari (reduccié a les funcions components)

Lestudi de moltes propietats de les funcions de n variables és pot fer
component a component. Per aixo, comengarem considerant
funcions reals de n variables (i una tunica component) de la forma:

f:Ds C R" — R

X=(X1,...,Xn) > f(X)=F(Xq,...,Xn)

16



Exemple (Dominis funcions de variablesi  components)

f:D 2 : = X2 _
© 1:D/C B 5 B f(x,y) = (cos(y?), L, In(1—x* ~y)).
e Les funcions components de f son:

f1(X7y):COS(Xy2), f2(X7y):§1 f3(X7y):|n(1_X2_y2)'

e El dominide f és: Dy = {(x,y) € R? : x> + y? <1, x # 0}

f:Dfc R? —» R2 f(x,y) = (/16 —4x2 — y2 In(xy)).
(x.y) = f(xy) —

fi (X’y) 2 (X“V)

e Dominide f;: 16 —4x? —y?2 >0 < 4x>+ y?> <16
2 y2 X2 y2
= —+ =<1 22 + = < 1 (interior i frontera d’una
el-lipse de centre (0, 0) i semi-eixos de longitut 2 i 4 ).
e Dominidefb: x-y >0 < {x>0,y>0}uU{x<0,y<0}
(unio interiors primer i tercer quadrant, sense els eixos x, y ).
2

e Df = Dy, N Dy, (part de l'interior i vora de I'el-lipse XZ + % 1

continguda en l'interior del primer o del tercer quadrant).

17
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Exemple (Dominis funcions de  variablesi  components)

ef:Dfc R%2 - R, flx,y)=+y—xy—1.

(x.y) = f(x.y)
oD;={(x,y)eR?: y —xy—1>0}.
e Primer estudiem la igualtat: y —xy —1=0 < y = r——
La grafica y = . trencaR? en 3 components. Si un punt d’'una
component és de Dy tots els punts de la component també ho son
(el signe de y — x y — 1 és sempre el mateix dins la component).

(x,y)=(0,0) = y—xy—-1<0 = (0,0) € Dy.

Per tant, D; és I'unié de les dues components de R? que queden per
sobre i per sota de la grafica de y = 11

X"

18



Exemple (Dominis funcions de  variablesi  components)
@ La funcid identitat de R" :

Id : R" — R"”

X=(X1,...,.Xn) > Id(X)=(X1,..,Xn)

Definicié (Grafica d’'una funcié de  variablesi  components)

f:Df C R" — R™
La grafica de f és una varietat de dimensié n en R"™™

graf(f) = {(x, f(x)) € R" x R™ : x € Dy}

19



Comentari (Visualitzaci6 grafica funcions reals de  variables)

— La grafica, y = f(x), d’una funcié d’'una variable, f : D CR — R,
és una corba en el pla (x,y) que podem dibuixar en un full de paper.
— Per a una funcié de 2 variables, f : Dy C R?> — R, la seva grafica:

graf(f) = {(x,y,z) e R : (x,y) € Dy i z=f(x,y)}

és una superficie en R3. La base de la superficie és el domini de f ila
seva l'algcada en cada punt és el valor f(x,y) en el punt base. Podem
pensar en graf(f) com en el perfil d’una muntanya. Aquesta intuicio
motiva la seva represeantacio mitjancant I'us de corbes de nivell.

20



Definicié (Corbes de nivell d’'una funcié de 2 variables)

f:Dfc R? > R
(x.y) = f(x.y)

La seva corba de nivell d’alcada \ € R és el lloc geometric dels punts
als quals f assigna el valor X :

Cr={(x.y) €R?: (x,y) € Dy i f(x,y) =2}

z = gLy 2

@

T

La corba de nivell s’obté tallant la superficie definida per la grafica de la
funcié pel pla d’algada triada i projectant la corba obtinguda en (x, y).
En la figura veiem la corba de nivell Cx = {g(x,y) = k} per la funcid
de grafica z = g(x, y) que obtenim tallant pel pla z = k.

21



Comentari (El-lipses i hiperboles)

2 2

% + % =1 ellipse de semi-eixos a > 0 i b > 0 centrada en (0, 0).
(Si a= b= R tenim una circumferencia de radi R.)
x2 y? - o X y
2 2= hiperbola asimptotica a les rectes 2= iB amb
2 branques que tallen l'eix x en (+a,0).

x2 2 . o X y

2 + i 1 hiperbola asimptotica a les rectes — = iB amb

a
2 branques que tallen l'eix y en (0,+b).

29



Exemple ( f(x,y) = —x2 — 2)? (paraboloide el-liptic) )

La corba de nivell C, de f només té sentit per A < 0 i ve donada per
l'el-lipse de centre (0,0) i semi-eixos a= +/|\| i b= +/|\|/2:

2 2

X y

=1
VIR (V2R

El mapa de corbes de nivell de f esta format per el-lipses
concentriques entorn del (0,0) . (En particular, Co = {(0,0)}.)

X222 =\ = X422 = |\ =

29



Exemple (  f(x,y) = x2 — y2 (paraboloide hiperbolic) )

Les corbes de nivell d’algada ¢ de f, x° — y?> = ¢, sén hipérboles
centrades en el (0,0) (per tant tenen 2 components separades):

. o [l X2y
@ Si ¢ > 0 obtenim hipérboles de la forma oE ~ Vo = 1.
@ Si ¢ < 0 obtenim hipérboles de la forma ——X 1.
P e (o

@ Si c = 0 obtenim les rectes asimptotiques a les hiperboles:

X2 —y?=0 = y?=x> <= y=x obé y=—x.

24



Trobeu les corbes de nivell de f idigueu quin és el seu rang
( rang(f)= conjunt de tots els valors que pren la funcio f ).

e La regla general per trobar corbes de nivell és tractar d’aillar una de

les variables en termes de l'altre.

e C, corba de nivell d’altura A € R té per equacio f(x,y) = \:
X2 — )2

onhemsuposat A\+1#40 <= A#£ -1 i N

1-—) , .
T > 0 , llavors C, és la uni6 de dues

rectes pel (0,0) de pendents +,/ 1\;? , excepte el (0,0) que no

pertany a cap corba de nivell de f(x, y).

1—A

A+1
1—-A

> 0.

e Pertant,si A # +1 i

=A== A+1)Yy2=(1-N)x% <= y=4/—Zx

)

25



e Casos limit: C; = {eixx}\ {(0,0)}, C_1={eixy}\{(0,0)}:
A=1= y?*=0 = Gy ={y=0}\{(0,0)}
A=-1 = x2=0 = C_1={x=0}\{(0,0)}

e rang(f) esta definit per tots aquells valors A € R pels quals la corba

de nivell C, té almenys un punt: rang(f)= {1\:_;\ > 0} U{£1}.
1—A

m>0 — {1-A>0iA+1>0}0bé{1—-A<0iXA+1<0}:
1T-A>0,A4+1>0 <= A<1, 2> -1 <= Xe(-1,1)

1-A<0,A +1<0 < A>1,)<—1,que maiés cert.
Per tant: rang(f)=[-1,1].
e Com que les corbes de nivell de f son rectes o parelles de rectes pel
(0,0) (excepte (0,0)) = la funcid f no té limit en el (0, 0). En efecte:

( ;im(0 0 f(x,y) = L <= sitriem valors de (x, y) tendint a (0, 0), de
x,y)=(0,
la forma que sigui, el valor limit de f(x, y) quan (x, y) — (0,0) és L.

En aquest cas, si (x, y) — (0,0) sobre una corba C, concreta, llavors
quan assolim el punt (x, y) = (0,0) com a limit, el valor de la funcio
sobre aquesta corba de nivell tendeixen a ser el valor de ) triat. Com
aixo val per a tot A € [—1, 1], la funcié f no pot tenir limit en el (0, 0).

26



Definicié (Composicio de funcions de varies variables)
f:DfCR" > R" g :Dg C R™— RX
Definim la seva composiciéo ( g compost amb f ) per

gof:Dgr CR"RF,  (gof)(x)=g(f(x)) (er. actua f)

El dominide gof és Dyt = {x € R" : x € D; t.q. f(x) € Dg}.

Podem visualitzar g o f com superposicio de dos processos en que
donada la materia prima x, llavors (g o f)(x) ens dona el producte
final, perd no veiem els pasos intermitjos del procés de produccié:

R M 9, RK
x =" fx) — g(f(x)
—y

(gef)(x)

@ Sivolem que el procés f pugui actuar sobre x cal que x sigui
del dominide f ( x € Dy ).

@ Per tal que el procés g pugui actuar sobre f(x) cal que f(x)
sigui del dominide g ( f(x) € Dy ).

27



Definicié (Funcié injectiva)
f:Df c R" — R™ és una funcid injectivaen A C Ds si Vx,y € A t.q.
x #y llavors f(x) # f(y). (f ésinjectivaen A si f envia parelles de
punts diferents de A a parelles de punts diferents de f(A).)

Definicié (Funci6 inversa)

f: Dy C R" — R" funcié injectiva en A C Dy i B = f(A) conjunt
imatge de A per f. Existeix f~! : B — A funcié inversa de f
verificant:

f1(fx))=x, VxecA f(f'(y))=y, VyeB

(Recordem: f(A)={y e R":3xec A tqg. y=1f(x)}.)
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Limit de funcions de varies variables

Definicié (Limit d’'una funcié real de n variables en un punt)

fAc R S R

X=(X1,..,Xn) = f(X)=F(Xq,...,Xn)

on el domini A és un conjunt obert de R". Siguin a= (ay,...,an) € A
un punt del dominii L € R . Llavors,

lim f(x)=L <= Ve>0,30 >0 tq.si0<d(x,a) <, |f(x)—L|<e

X—a

Comentari (Interpretacié definicio limit)

@ Sinteticament, la definicio diu: “x — a, x #a = f(x) — L”.
Quan x € R" s’apropa o tendeix a a llavors f(x) s’apropa a L,
pero independentment del valor de f(a). ( )ma f(x) no depen de

f(a) i de fet no cal ni que f estigui definida en el punt a).
@ Elvalor del limit L ha de ser un nombre finit.
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Comentari (Interpretacié definicio limit (continuacio) )

lim f(x) =L <= Ve >0,30 >0 tq.si0<d(x,a) <9, |f(x)—L|<e

X—a

@ ¢ és un nombre tant petit com volguem i que mesura quan gran

pot ser, com a molt, la distancia entre f(x) i el limit L :
d(f(x),L) = |f(x) — L] .

@ 5 = () és un nombre petit que depen del valor de ¢ triat que diu
quan proper ha de ser x € R" de a per tal que f(x) distide L
menys que ¢ . Es compleix que §(c) — 07 quan e — 07 .

@ La distancia euclidiana entre x i a és:

d(X>3)=\/(X1 —a1)?+ -+ (Xn— an)?.

e Cas n=1: d(x,a) = |x— a|
o Cas n=2: d((x,y), (x0.%)) = /(X = X0)? + (¥ — y0)?.
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Comentari (Interpretacio definicid limy ,cf(x) =L si n=1)

@ ¢ > 0 defineix un interval de radi ¢ centrat en el punt L de l'eix y .

@ Si calculem l'anti-imatge de l'interval [L — e, L + <] per la funcio f
(grafica en vermell) obtenim un interval entorn del punt ¢
(pero que en general no esta centrat en ¢ com el de la figura).

@ Elvalorde § = é(e) de la definicio és tal que l'interval
[c — 6, ¢+ 8] estigui contingut en I'anti-imatge f~1([L — e, L +¢]).

Trobar una formula explicita per de la funcié é(¢) és el que cal fer si

ens demanen que apliquem la definicié de limit en un exemple concret.
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Exemple ( Aplicacié de la definicié de limit (1) )

lim ),3/X-y:O

(x,y)—(0,0

o f(x,y) =Xy, a=(0,0), L=0id((x,y),(0,0)) = /x2+ y2.

@ Calculem |f(x,y) — L| i ho relacionem amb ¢ usant desigualtats:

X[ <\/Xx2+y2, Yl <yxB4y2 \xBHy2 <

@ Concretament tenim:
f(x,y) =L = |¥x-y—0|=]x"/3.]y|'/3
.

1/3 /3
< <\/x2 +y2> - <\/x2 +y2> < 6%/3.
@ Hem vist doncs:
0</X2+y2<d = |f(x,y)—L| < 8?3
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Exemple ( Aplicacio de la definicié de limit (I) (continuacio) )

@ Hem de respondre a la seglient qliestio: Qui és § = 6(¢) tal que

0<y\/X2+y2<d = |f(x,y)—L|<e.

@ Com que hemvist 0 < \/x2+y2 <§ = |f(x,y)—L| < 6%/, és
clar que si igualem §°/3 = ¢ podem concloure |f(x,y) — L| < e.

@ Siaillem § en funcid de ¢ en la relacié §2/3 = ¢ obtenim la
férmula que buscavem:

3(e) = %2,
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Exemple ( Aplicacio de la definicié de limit (I1) )

sin(x? y?)
i _
(xy)—(00) X2+ y*
_sin(x2y?) B
o f(X,y)—W,a—(0,0),L—O

@ Calculem |f(x,y) — L| i ho relacionem amb § usant desigualtats:

IXI < \/x2+y2, YIS xe+yE \xE+yR <.

@ En aquest cas ens cal també la indicacio |sin(z)| < |z|, Vz € R.
@ Concretament tenim:

2
X 2

sin(x? y?) x? y?
-\ 7 7/ — e y4 -y

X2 1+ y* X2 1yt

X2 4 A 2
X2+§4‘y2§|}’|2§ (\/X2+y2> < &2

fy) LI =

E
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Exemple ( Aplicacié de la definicié de limit (ll) (continuacio) )
@ Hem vist doncs:

0<\/x2+y2<d = |f(x,y)—L| <d°

@ Hem de respondre a la seglient qliestio: Qui és § = 6(¢) tal que

0<y\/x2+y2<é = |f(x,y)—L|<e.

e Eclar que si igualem 6 = ¢ podem concloure lf(x,y)— Ll <e.
@ Siaillem § en funcié de ¢ en la relacié 52 = ¢ obtenim la férmula
que buscavem:
8e) =¢e'2 = e.
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Comentari (Interpretacié defincié de limit via camins pel punt a)

@ Recordem: Jina f(x) = L vol dir que quan x € R" tendeix o
S'apropa a a llavors f(x) tendeix a L.

@ Si f(x) és una funcio d’una variable nomeés hi ha dues maneres
d’apropar-se a a € R : per la dreta o per I'esquerra. Per aixo,
podem caracteritzar limit en R termes de limits laterals:

L=lim f(x) <= LT = lim f(x), L” = lim f(x), L=LT=L"
X—a x—ar X—a—

(El limit existeix sii. els limits laterals per la dreta i per I'esquerra

existeixen i sén coincidents.)

@ Si f(x,y) és funcio de dues variable i a = (xg, yp) hi ha infinites
maneres diferents d’acostar-se al punt (xo, yo) per corbes en el
pla (x,y) que passen pel punt (xo, yo) . Per exemple, ens podem
acostar per rectes, paraboles, etc.
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Proposicié (Caracteritzacioé limit en R? per camins)

lim f(x,y) = L sii. quan considerem qualsevol corba o cami
(x,y)—(x0.¥0)
enelpla (x,y) que passi pel punt (xo, ¥o) , llavors els valors de la

funcio f(x,y) tendeixen a L quan (x,y) tendeix a (xo, yo) per punts
sobre aquesta corba.
(En la figura veiem diversos camins que passen pel punt (xo, ¥o) -

La caracteritzacié del limit en R? per camins no és practica per
calcular-lo. . . pero si per demostrar que el limit no existeix.
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Proposicié (Criteri no existéncia limit en R? per camins)

Si és dona un dels dos casos segients llavors A lim  f(x,y).
(x.¥)—(X0,¥0)

@ Hi ha almenys dos camins diferents pel punt (xo, yo) que donen
lloc a limits diferents. (Recordeu el cas en que ens podem acostar
a un punt sobre mdltiples corbes de nivell d’altures diferents.)

@ Hi ha almenys un cami per (xo, yo) pel qual el limit no existeix.

X2 y2

Exemple ( f(x, y) funcié definida si x2 +y #0 )

lim f(x,y) jaque el limiten (0,0) segons els dos camins de
(x,y)—(0,0)
R? definits pels grafs y = x i y = x8 — x2 (que passen pel (0,0)
quan x = 0) donen valors diferents:

4 3
. . X ) X 0
lim f(x, x) = lim — = lim =—-=
x—0 x—0Xc+X x—>0x+1 1
X2 (X6 _X2)2

lim f(x,x% — x?) = lim 5—>—"2_ = lim(x* =12 =1.
sty (x; ) XTOXZ—}-(XG—XZ) xino( ) L



Exemple (Limit en segons rectes)
Calculem el limit en el punt (xo, ¥o) quan ens hi acostem sobre rectes:

lim f(x, yo+m-(x—Xp)) Limitsobre la recta de pendent m

X—Xo
yIer} f(Xo,y) Limit sobre la recta de pendent infinit
0
(Cas (xo,¥0) = (0,0): lim f(x, mx) i limf(0,y).)
x—0 y—0

Hem de calcular aquests limits per a tot valor de m € R. Llavors:

@ Si obtenim limits diferents per almenys dues rectes diferents

(p. ex., si el resultat depen de m) llavors: A lim f(x,y).
(x,y)—(x0,Y0)

@ Si el limit és el mateix, L, per a totes les rectes, podem dir que si

existeix el lim f(x,y) hade valer L.
(X.y)=(X0:Y0)

ATENCIO: En cas que tots els el limits segons rectes donin L,
aquest calcul no en diu que és que el limit existeixi. Només ens
diu que, en cas que el limit existeixi, llavors ha de valdre L.
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Exemple (Limits en el (0,0) segons rectes)

2 _ 2
° f(x,y) = ;(2+}y’2 funcic definida si (x, y) # (0, 0).
e Limit segons larecta y =mx, x — 0:
lim f(x, mx) = ||mﬂ* P el s
X530 T x00x2 4+ (mx)2 T xs014+4m2 A4+ m2
e Limit segons la recta x=0, y—0:

027 2
I|m f(0,y) = I|m L 02+ y2 }I/L'no—1 = —1.
o Per tant, el //m/t depen de la recta triada — A lim  f(x,y).

(x.y)—(0,0)

Exercici (Limits en el (0,0) segons rectes)

e Perf(x,y) = 2xy 5, €ls limits en (0,0) segons rectes y = mx

m .
donen T segons la recta x = 0 dona0 — A (x,y;in(0,0) f(x,y).
e Perf(x,y) = atd tots els limits en (0, 0) segons rectes son 0.
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Exemple (Limits en el (0,0) segons rectes)

2 ,,2
f(x,y) = XX2 J}r’  funcid definida si x? +y #0.

e Limit segons larecta y = mx, x — 0:

0
X2 2 2,3 — =0, m#0
lim f(x, mx) = lim ﬂ_nmmixz m-
x—0 x—>0X + mx x—=0 X+ m lim — =0 m=0
x—0 X ’
(Observem: I|m 9_ lim0=0.)
—0 X x—0
o Limit segons larecta x=0, y—0:
2. 2 0
lim f =1 = — =
yTo 0.5) yTOOZ—i-y y'ﬁoy 0.

e Per tant, tots els limits de la funcio en el (0,0) segons rectes

donen zero. .. Pero ja hem vist (triant una corba adequada) que hi

ha d’altres corbes per les quals el limit de la funcid en el (0, 0)

sobre aquesta corba no és zero = A lim _ f(x,y).
(x.y)—(0,0)
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Exemple (Limits en el (0,0) segons rectes)
2

° f(x,y) = X4X+};2 funcic definida si (x, y) # (0, 0).
e Limit segons larecta y =mx, x — 0:
i o) = i, )
x—0 ’  x=0 x4+(mx)2 ~ x=0 X2—|—I7"I2 a
)= 0, m#0

lim — =0, m=0

x—0 X
e Limit segons larecta x =0, y — 0:

2

lim £(0.) = i Y % o

— lim
004+ 2 +y2  y—0 )2

. Tots els l/m/ts de la funcio en el (0,0) segons rectes donen zero.
e Si calculem el limit en el (0, 0) sobre paraboles y = ¢ x?, x — 0:

x? (¢ x?) i€ _ ¢
ox4+(cx2) Txs01+c2 1+
El //m/t depen del valor de c triat (de fet és suficient que per algun

c no doniigual a zero) — A lim  f(x,y).
(x,y)—(0,0)

I|m f(x,cx?) = ||
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Comentari (Metodes basics calcul limit funcions dues variables)

En centrem en el calcul del limit en el (0,0), ja que és el punt al que
refereixen la majoria dels exemples.

@ Tractar de relacionar el calcul del limit en R? amb el calcul del
limit d’una (altra) funcio d’una variable.

@ Tractar d’acotar el tamany del numerador per expressions que és
simplifiquin amb el denominador, usant desigualtats del tipus:
XIS VXE+y2, x<xP4y?, X< x4yt

@ Sif(x,y)=m(x,y) - k(x,y), on:

° lim k(x,y)=0 (té limit zero).

(x,¥)—(0,0)
e |m(x,y)| <M (esta acotada si (x,y) és prou proper a (0,0) ).

Llavors: lim f(x,y)=0.
(x,y)—(0,0) (x.)

(El punt destacat és que no cal que existeixi el limit de m(x,y).)
e ATENCIO: No hem de perdre de vista que si creiem que el limit no
existeix, llavors el que cal fer és trobar 2 camins diferents pel (0, 0)
(rectes o daltres tipus de corbes) que donin lloc a limits diferents.
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Exemple ( Calcul limits funcions dues variables )

im 75”1(: +g ) _ iy Sn(2) _ 1,0nz=x%+y2 - 0%.
(x,y)—(0,0) X<+Y z—0+t Z
4
: _ Xy 4 2, 4
e Sif(x,y)= RN podem usar y* < x<+ y* per veure que
f(x,y) — 0 si (x,y) — (0,0) :

4 2 4
X
y < |x|- +Yy

- ——— = |x| = 0.

[f(x,y) — 0] = |x] -
o f(xy) = x-sin| —— | = m(x,y)- k(x,y), on:
V) = sin X2—|-y2 = Y V) .

o kK(x,y)=x — li k(x,y)=0.
(x,) ™o o K Y)

o m(x,y) =sin(1/(x* +y?)) = |m(x,y)| <1, V(x,y)#(0,0).
Per tant: ( ;im(0 O)x -sin(1/(x® + y?)) =0
X7y _> k)

(malgrat Alimy ) 0,0)sin(1/(X2 + ¥?)) que és com el limit
d’una variable lim,_,o+ sin(1/z) que sabem que no existeix.)
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Exemple (Limits funcions 2 variables via funcions 1 variable)

lim e'/Z = ¢!/ —et® = 400, lim /7 =¢/0 =e > =0.
z—0F z—0—
: B )
) lim /Oy — lim e'/Z = +0.
(x,y)—(0,0) ~~ z-0*
Z:X2+y2
. _ 2 4 . _ . _ AF _
- lim e /OB lim e /2 = lim e /9 —¢=>° = 0.
(x,¥)—(0,0) ~~  z0t z—0+
Z_X2+y4

Exemple (Limits funcions 2 variables via desigualtats)
Xy
Ve +y?
Usem ara |x| < /x2+y2, |y| < /X2 + y2:

@ Perf(x,y)= tots els limits en (0, 0) per rectes son 0.

2 2)2
fxp)-0 = || = L WAL _ e

LI, Do i 2 2=0 =0.
AT ni00) m = o \/W




Exemple (Limits funcions 2 variables)

Vegeu: lim  xyIn(x>+y?)=0. Fem:
99U pTiogy ™Y M+ )
Xy 2 2
f(x,y) = e A— : X2 + y2 In(x° +
(x,¥) Y VX2 Y2 In(x® +y%)

— . .. Télimit 0 via limit una variable
Hem vist té limit 0

Via L'Hdpital, és facil veure que si a > 0 és un nombre fixat:

[ 1/z 1
fim Z%In(z2) = fim ME) o V2 e g
z—0+ z0+ z74 00 z—0+t —gz—a-1 a z—0+
Per tant:
I X2+ y2 In(x®+y?) = lim z'2In(z) = 0.
(X)) (0.0) HyEnOE+Y) o lim, 13 =
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sin(x2 y?) )

Exemple ( Limit en (0,0) de f(x,y)=

X2 +y4
. sin(2) s i
e Usant I|m0 — = 1, és facil veure que tots els limits en (0, 0)
Z—
segons rectes y = mx son igual a zero. P ex., si m#0:
L) (2 A 2,4
. sin(m . sin(Mm= X . ms X
I|mf(x,mX)_I|m%*lm (24)~|m 7 T =
x—0 x—0 Xc 4+ m* X x—0 Mm=X L x=0X + m*x
=1 =0
o 2 4 .
. sin(Mm< X . sin(Z
En efecte:  lim % = lim (2) =,
x—=0 meX ~—~ z-0 Z
z=m? x*
m? x* _ m? x? 0 5

|. _— _—
) x50 X2+ mA x4 X001+ mrx2
e E/ limit “natural” segons la corba x = y2 també dona 0:
sin(y®) 1 sin(y®)
lim li =
0 2y4 2 y—>0 b yToy =0

N——
=1 =0

I|m f(y2,y) —}!I
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2
Exemple (Limit en (0,0) de f(x,y) = M (Continuacio) )

X2 +y4
e Tractem de veure que el limit és 0 usant de nou Iim0 > nz(z) =1
Z—
sin(x2y?) sin(x? y?) . x? y?
= [im —_— . lim — =
)00 X2+ Y4 T (x)=00) X2y2  (xy)>(00) X2 + y*
=1 =0
En efecte:_ ) _
- sm(;( é/ ) — im sin(2) _q,
(x.¥)—(0,0) X<y ~~— z0 Z
z=x2y2
X2 y2 N o » X2+y4-y2§y2
= 2.2
Llavors, lim y?=0 = Xy
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Continuitat de funcions de varies variables

Definicié (Continuitat d’'una funcié real de n variables en un punt)

f:Ac R" —S R (A conjunt obert )

X=(X1,...,Xn) > f(X)=Ff(Xq,...,Xn)

Direm que f és continua en el punt a € A sii.

L = )l(Tfa f(x) i L=1f(a)

@ Si f no és continua en a direm que f és discontinua en a.

© Si A no és un conjunt obert la definicié de continuitat en els seus
punts frontera és més complexa. Veurem exemples concrets en
el cas en que f és una funcié definida a trossos i volem estudiar
la continuitat en els punts frontera entre els diferents trossos.

© f és continua en un conjunt si es continua en tots els seus punts.
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Definicié (Continuitat funcions de n variables i m components)

f:Ac R'" —SR" (A cjt. obert )

X=(X1,..,Xn) = F(X)=F(X1,..;Xn)=(f1 (X),-..,fm (X))

f és continua en un punt a sii. totes les seves funcions components,
fi(x), ..., fm(x), sOn continues en a. En termes d’epsilons i deltes,
f éscontinuaen a sii:

Ve > 0,30 >0 tq. si d(x,a) <, llavors d(f(x),f(a)) < €]

(Ara, el valor de x tal que d(x,a) < sique el podem triar x = a.)

Proposicié (Propietats basiques continuitat)

@ Operacions elementals: f, g funcions reals continues ena —>
b-f (VbeR), f+g, f-g, f/g ( si g(a)+# 0) continues en a.

@ Composicio de funcions: f: ACR” - R™, g: AcC R™ — Rk.
f continuaen a i g continua en f(a) = go f continua en a.

© Funcid inversa: f: AcCR"” — R" continua en a i suposem que
existeix f~! funcio inversade f — f~! continua en f(a).




Corol-lari (Continuitat per generacio)

Totes les funcions elementals simples (polinomis, trigonometriques,
exponencials,. .. ) i les seves combinacions (sumes, productes,
composicions,. .. ) son continues dins del seu domini de definicio.

Exemple (Continuitat per generacio)

— : X+y _ yn : X+Yy
f(x,y,z) = x¥ +sin <y2 - 22> = /") 4 sin (W)

.

és continua “per generacio” si (x,y,z) € Dy on:

Di={(x,y,2) eR®: x>0 (y,z) # (0,0)}.



Exercici (Problema 12)

XV —1
, - : 0
Estudieu la continuitaten R? de f(x,y) { y y7#
a, y=0

en termes del valor de ac R triat.

Xy_1 XY_j
y y

ob
&p
b
kel

592



e Es clar que, per generacid, la funcié f(x,y) és continua en tot R2
excepte potser en 'eix x.

e Anem a veure si hi ha algun valor a € R que fa que f(x, y) sigui
continua en (0, 0). Cal verificar:

1) 3L= lim f(x,y), 2) L=f(0,0)=a
(1) L= tim fxy). (2) L=1(00)
e Percalcular L= lim  f(x,y) hem de considerar totes les formes
(x.y)—(0,0)

possibles d’acostar-nos a (0, 0) i veure que donen lloc al mateix limit L.
¢ En aquest cas hi ha dues formes de tendir a (0, 0):
@ Per punts sobre I'eix x, de la forma (x,0) — (0,0):

lim f(x,y)= Ilim f(x,00= I|m a=a.
(x,0)—(0,0) (x,0)—(0,0) (x,0)—(0,0)
@ Per punts de fora de I'eix x, de la forma (x, y) — (0,0) amb y # O:
Xy _ Xy _ 4
im  fx,y)= lim ° , L y X=10=0
(x.5)—(0,0) (x.5)—(0,0) (x.5)—(0,0)
("6} ("6 ("6}

Z_

onusem lim 1:1 fent z=xy — 0 quan (x,y)— (0,0).

z—0
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ePertant, 3L= lim f(x,y) <= a=0 ival L=0.
(x.y)—(0.0)
e Fem a=0 idiscutim la continuitat de f(x,y) en laresta de punts

de l'eix x,delaforma (xp,0) amb xo # 0. Apliquem la mateixa
aproximacié anterior:
@ Tendim a (xp, 0) sobre l'eix x, fent (x,0) — (xo,0):

lim f(x,y)= lim f(x,0)= lim a
(x,0)—=(x0,0) (x,0)=(x0,0) (x,0)=(x0,0) (x,0)—=(x,0)

@ Tendim a (xp, 0) per fora de I'eix x, fent (x, y) — (x0,0) amb y # 0:

eV —1

lim f(x,y) = lim X =1-Xy = Xo,

(x,)—(xg,0) (x,¥)—(xg,0) Xy
(s

Z_

on de nou usem que lim < =1 fent z=xy > x-0=0

z—0
quan (x,y) = (xo,0).
e Per tant, fent a = 0 obtenim que f(x, y) només és continua en (xp, 0)
sixo =0 = fés continua en R?\ {(x,0) : x # 0}.
« Si volem f continua en R?, cal re-definir f(x,0) = x sobre I'eix x.
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Derivada d’'una funcidé d’'una variable

Definicié (Derivada d’una funcié en un punt)

f:(aab)cR— R i ce(ab)

X +— f(x)

Definim la derivada de f en el punt ¢ com el valor del limit segtient:

oy i fEEN =10 ) —1(0)

"(¢) =+
ax h—0 h ~~ x=¢ X-—2=C
Xx=c+h

(Sempre que el limit existeixi i sigui finit.)

Comentari
Q@ Si A ellimit (inclou quan f'(c) = +oc ) llavors direm que f no és
derivable en el punt c .

© Si f ésderivable Vc € (a,b) llavors anomenarem a la funcio
f': (a,b) - R lafuncio derivada de f.
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Interpretacié geometica de la derivada

f'(c) dona la pendent de la recta tangent a la grafica y = f(x)
en el punt c¢. Lequacio6 de la recta tangent és:

y=f(c)+f(c) - (x—c)
Si f(¢) = +oo direm que la pendent de f en el punt ¢ és infinita.

(Pero f no és derivable en c.)

La recta perpendicular a la recta tangent en el punt (c, f(c))
s’anomena recta normal a la grafica. La pendent de la recta

. 1 .
normal en és ———— ila seva equacio és:

f(c)

1
y= f(C) - f/(C) : (X_ C)
(En el cas en que f'(c) = 0, la recta normal és x = c.)
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Y= £ 9= £y
{eerh) } /
\[{ Ceth)- £ce)
£cc)
= AP ’ ) - a5l B
I < 218 X < X

@ Si considerem la recta (“corda”) que uneix els punts (c, f(c)) i

(c+ h,f(c+ h)) la seva pendent és:

f(c+ h) —f(c)

tang = b

@ Sifem el limit quan h — 0 d’aquesta corda obtenim la recta
tangent, la pendent de la qual és tana = f/(c).
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Derivades direccionals

Definicié (Derivada direccional d’'una funcié real en un punt)
e f:ACR" =R ( A conjuntobert)

@ ac A punt; VeR" vectorunitari: ||V|| = \/VZ+ -+ V3 =1

La derivada direccional de f en el punt a segons el vector v és:

D\-;f(a) = ;‘[f(aﬂ' ‘—/‘)]“:0 _ 1!1% f(a+t.;/) _ f(a)

Comentari (Derivada direccional com derivada funcié 1 variable)
Un cop fixats f, a, Vv, la definicio de D,f(a) equival a:
@ Considerem la seglient funcio d’una variable:

F(t):=fla+t-V)=flag+t-vy,....,a+t-Vj,...,an+ 1 Vp)

@ Llavors: Dyf(a) = F'(0).
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Comentari (Relacio derivades parcials i derivades direccionals)
Les derivades parcials son un cas particular derivades direccionals: Si

oL )] C o .
v=2g6=(0,...,1,...,0) € R", j-éssim vector base natural R", tenim

of

Dg f(a) = 871_(3)

Exemple (Calcul via definicié de les derivades direccionals)
Derivades direccionals en (0,0) segons el vector unitari v = (vq, v»)

X3 — 3
de la funcio f(X,y) = {W’ (X’y) # (07 0) . Via la definicié:
0’ (X,y):(0,0)
Df(0,0) = lim (@O F1-7)=F0,0) _ . #(t-vi,t-v5) =~ 1(0,0)
t—0 t t—0 t
= lim ()" HEw)” lim it _ Vi? _ V23 = V? — V23.

t—0 t t50 1 v2 43
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@ La definicio de derivada direccional només l'usarem en aquells

punts on la funcio presenti alguna “patologia” (com el (0,0) en
I'exemple anterior), analogament al que ja hem fet per calcular de
les derivades parcials d’una funcio via la seva definicio.

Per calcular derivades direccionals en aquells punts on la funcio
és C' usarem la férmula del gradient que introduim tot seguit.

Si re-calculem les derivades direccionals en el (0,0) de I'exemple
anterior via la formula del gradient, obtenim Dyf(0,0) = v4 — v».
Com aquest resultat difereix de I'obtingut via la definicio (que és el
correcte!), aquesta funcié no pot ser C' en (0,0).

També podem introduir les derivades d’una funcio en un punt
respecte d’un vector per vectors vV de longitud qualsevol. En
aquest cas, la formula del gradient val igualment. Pero nosaltres
només tractrem el cas de derivades direccionals en que vV ha
de ser unitari.



Definition (Gradient d’una funci6 de n variables en un punt)

f:ACR" >R, f=1f(x)="Ff(xy,...,%Xs), Aobert, acA
El vector gradient de f en a és el seu vector de derivades parcials:

erad f(2) = (@) = (5 (@)oo, ) (@)

" OXn

(Sempre que existeixin totes les derivades parcials en el punt a.)

Proposicié (Formula del gradient)

Suposem f € C'(A). Llavors, si V= (v4,...,Vy) € R" vector unitari:
- of of
Dyf(a) = (grad f(a), V) = 8—)(1({:1) R a—xn( a)- vp

(Aixo és: la derivada direccional Dyf(a) la podem calcular com el
producte escalar del vector gradient pel vector v .)
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Exemple (Derivada direccional (I) (continuacio) )

) =0 = (@Y =, a=(e 1), 7= (5-).

Ve V2

_ Y e O
X X oy

grad f(e, 1) = <§;(e,1),g;(e,1)> =(1,e)

=" nx = xYInx

Llavors:

D;f(e,1) = (gradf(e,1), V)

- (09 (37))

_ :.\1@+e.<_é>

7

03



Exemple (Derivada direccional (ll))

f(XayaZ) = X26—yz’

of

— =2xe V%,

15).4

gradf(1,0,0):<

Llavors:

Dyf(1,0,0)

:(1,0,0), ‘7:<1/\/§,—1/\/§,1/\/§)

_ 2.—Yyz _ 2.,.—yz
— = —X"Ze — = —X"Jye
) 82 y

of of

x(1’0’0)’@(1’0’ O),(1,0,0)> =(2,0,0)

0z

(gradf(1,0,0), V)
<(2,o,0), (1/\/5,—1/\/5,1/\/5) >

= 2.-1/V/3+0-(-1/V3)+0-(1/V3)
= 2/V3.




Comentari (Interpretacié geomeétrica deriv. direccionals n = 2)

f:Ac R2 » R (X0, Y0) € A, V= (vy,v) vector unitari
(Xv}/) = Z:f(X,y)

o graf (f) = {z = f(x, y)} = Grafica de f (Superficie en el pla xy z).

or=r(t)=(xo+1t-vi,¥o+1t-vo) = Rectaenelpla xy que passa
per (xo, ¥o) i té vector director Vv = (vq, V).

@ 1 = Pla “vertical” determinat per la recta r ila direccio z.

@ C = graf (f) NN = Seccio de la grafica de f amb el pla I que
defineix una corba que correspon a la grafia de la funcio (d’una
variable) F(t) =f(xo+t-vi, Yo+t -v).

@ F'(0) = Dyf(xo0, ¥o) = Valor de la pendent de la grafica de la

funcié F(t) en t =0, aixo és, valor de la pendent de la grafica de

f(x,y) en el punt (xo,Yo) i en la direccié del vector v = (vi, v2).

@ Recordem: La “pendent matematica” ens dona I'angle format pel
vector tangent a la grafica amb la direccio horitzontal.




Suposem que una formiga camina sobre la superficie determinada per
la grafia de la funci6é f. Si en un moment donat és en el punt de
coordenades (X, Yo, 20), 0N Zy = f(Xo, Yo) , i decideix desplagar-se en
la direccié determinada pel vector pla v = (v, v»), llavors la pendent a
la que s’enfonta és la donada per la derivada direccional Dyf(xo, ¥o) -
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Proposicié (Derivades direccionals maximes / minimes)
f:ACR" R, Aobert, feC'(A), acA, gradf(a)#0, i

grad f(a)

—=————  (vector gradient normalitzat)
|grad f(a) |

U=

@ El vector u és el vector que fa maxim el valor de la derivada

direccional Dyf(a) entre tots els vectors unitaris Vv € R". A més:

Dyf(a) = ||grad f(a)|| “derivada direccional maxima”

@ Elvector —u és el vector que fa minim el valor de la derivada

direccional D;f(a) entre tots els vectors unitaris Vv € R". A més:

D_zf(a) = —||grad f(a)|| “derivada direccional minima”




Demostracio (Derivades direccionals maximes / minimes)

Surt de la formula del gradient i la relacio entre el producte escalar de
dos vectors i el cosinus de I'angle que formen:

Dyf(a) = (gradf(a), v) = ||grad f(a)]| - ||V - cos @ = ||grad f(a)|| - cos @

v € R" = Vector unitari; 6 = Angle format pels vectors v i grad f(a).
@ 0§ =0= cosf =1 (valor max. cosinus) = deriv. direc. max.

@ 0 =m = cos =—1 (valor min. cosinus) = deriv. direc. min.

Proposici6 (Direccié perpendicular a les corbes de nivell)

f:ACR? - R, Aobert, fe C1(A), (Xo,yo) eA M= f(Xo,yo),
C)\O - {(Xay) € Rz : f(X7y) = A0}
( C», és la corba nivell de f pel punt (xo, o))

@ Si grad f(Xo, o) # 0, llavors el vector grad f(xo, yo) €s
perpendicular a la corba de nivel Cy, en el punt (Xo, ¥o) -
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\\ \\"J/_/,,
Demostracio (Direccié perpendicular a les corbes de nivell)
v € R" vector unitari perpendicular a grad f(xg, o) (n’hi ha dos!).

(8
Dyf(xo, o) = (grad f(xo, o), V) =0
(2
En la direccid del vector V la pendent de la funcio f és nul-la —
f “es mante constant” si ens movem en la direccio del vector v
(8

V és un vector tangent a la corba de nivell C,, en el punt (xo, yo)

Y

grad f(xo, yo) €s perpendiculara C,, en el punt (xo, o)
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Exemple (Derivades direccionals maximes, minimes i zero)

f(x,y)=xY, (xo0,%0)=1(e,1), f(e,1)=e, gradf(e,1)=(1,¢)

i gradf(e,1)  (1,e)
lgrad f(e, 1) V1 + 2

(vector gradient normalitzat)

@ U ddna la direccié de maxima pendent de f(x,y) en el punt
(X0, ¥0) = (e,1) i el valor de la pendent maxima és /1 + e?.

@ —U ddna la direccio de minima pendent de f(x,y) en el punt
(X0, o) = (e,1) i el valor de la pendent minima és —+v/1 + €2.

@ U és un vector perpendicular a la corba de nivell C. en el punt
(X0, o) = (e, 1)

S, ,—1 Y .
o V= (e1+) vector unitari tangent a la corba de nivell C. en el
€
punt (xo,Yo) = (e, 1).
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Comentari (Derivades direccionals i mapes de corbes de nivell)

El perfil d’'una certa muntanya ve donat per la grafica z = f(x,y).

Les coordenades (x, y) “viuen” al nivell del mar i donen la seva “base”’.
Un escalador és en el punt de coordenades (xo, Yo, 20), Zo = f(Xo0, ¥0)-
Per desplacar-se usa un mapa de corbes de nivell de f.

Per tant, s’orienta segons la direccio de vectors en el pla (x,y).

Si, des del punt on es troba, I'escalador vol. . .

@ ...pujar el més rapidament possible: ha de triar la direccid i sentit
del vector gradient de f en (xo, ¥o) . En el mapa correspon a la
direccio en la qual les corbes de nivell s’apreten més.

@ ... baixar el més rapidament possible: ha de triar la direccio del
vector gradient de f en (xy, Yo) , pero en sentit contrari al vector.
@ ...vorejar la muntanya seguint un recorregut que el mantingui a
altura constant, sense pujar ni baixar: ha de seguir una de les
direccions perpendiculars al vector gradient de f en (xo, yo) -
Si I'escalador fa el cim, llavors el vector gradient és nul: no hi ha cap
direccié de pujada passant pel cim. Idem si és al fons d’una vall.







Exemple (Perfil muntanya (1))

El perfil d’'una certa muntanya es modela mitjangant la funcio:

h(x,y) = 5000 — 0.01 x> —0.02y?  (unitats en metres),
on, si(x,y) és un punt del pla imaginari (al nivell del mar) que defineix
la base de la muntanya, llavors z = h(x, y) ens dona la corresponent
alcada. Suposem que un muntanyer es troba en el punt determinat per
les coordenades (x,y) = (10,10) de la base. La seva altura actual és
z = h(10,10) = 4997 |, per tant, en ser l'altura de la muntanya 5000 m,
el muntanyer és apunt de fer el cim. Suposem que el muntanyer tria la
seva direccio de moviment en termes d’'un mapa (en el pla x y) de
corbes de nivell de la funcio h. Per tant, el seu moviment queda
determinat per la tria d’'un vector v = (v4, v») unitari en aquest pla.

@ Quina pendent afronta si es mou en la direccié d’un cert vector v ?
Dyh=—0.02x, Dyh=—-0.04y, gradh(10,10)=2-10""(-1,-2).

D;h(10,10) = (grad h(10,10), V) = —2- 107" - ((1,2), (v, v2))
=-2-107" (v + 2 w).
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Exemple (Perfil muntanya (11))

© Quin pendent afrontem d’entrada si la direccio inicial de moviment
(_1 ) —1 )
V2

és la donada pel vector vV = apuntant cap al cim?

3 3v2
D.h(10,10) = —2-10"1 (vyy + 2 w) = _2.101.<_> _
s ) " 2) V2

© Siel que volem és pujar el més rapidament possible digueu quina
és la direccié vV en la que ens hem de moure inicialmet?
El natural és triar la direccio de maxim pendent en el punt (10, 10)
en que ens trobem, donada pel vector gradient normalitzat.

gradh(10,10) = —2-107"(1,2),
gradh(10,10) (1,2) (1,2)

‘7: - - = = S
lgrad h(10,10) | 1(1,2)]| V5

La pendent que afrontem inicialment si triem la direccio de maxim
pendent és: D;h(10,10) = ||grad h(10,10)|| =2-10""- /5.




Exemple (Perfil muntanya (111))

©Q Quina direccid inicial v = (vy, v2) hem de triar si volem que el
pendent inicial sigui del 40% ?

_, o 4
Volem v = (v4, v2) unitarit.q. Dyh(10,10) = 40

_4.10-1 .
100—4 10~'. Cal:

4107" = Dyh(10,10) = =210 " (vi+2v2) = |v; +2v, = —2|,

iamés, [V]|=1 = |vi+vE=1| Fent|v; = —(2+2w)|:

1=V24vi=(24+2w)°4 v =448 +5vi — |5V +8vw +3=0|

, , - 4 ~
Obtenim dues solucions: vV = ! és) , V=(0,—1). En efecte
e — o_ 5 _ &
V2:_8i 64—60:—82122: 1QIO_ 5 1 57
10 10 —=-1 = =




Exemple (Perfil muntanya (1V))

Q@ Quina direcci6 inicial v = (vy, v») cal triar si volem “circumval-lar”
la muntanya, i. e., mantenir l'altura inicial sense pujar ni baixar?
e Cal triar v paral-lel a la corba de nivell Cy10,10) = Cage7 de
h(x,y) que pasa pel punt (x,y) = (10,10) en que ens trobem.
(Les corbes de nivell de h(x,y) son ellipse centrades en (0,0).)
e El vector gradient gradh(10,10) = —2-10~" . (1,2) defineix un
vector perpendicular a Ca997 en (10,10).
e Les dues direccions donades pels vectors unitaris ortogonals a
gradh(10,10) son doncs paral-leles a C4997 en (10,10).

(_1 ) _2)
v

e Si normalitzem el vector gradient, obtenim el vector
Per tant, les dues direccions buscades son:

(27_1) i 2 (_271)
V5 V5

V=
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Formula de Taylor funcions 1 variable

El polinomi de Taylor de grau k de f(x) enelpunt x = a és:

P = a) + #(@) x-a) + D (xa  a

Llavors és té:

f(x) = Pk(x) + Rk(x),
on el tamany del residu del desenvolupament de Taylor, Rk(x),
tendeix a zero quan x — a més rapidament que no pas (x — a)~:

jim ) _
X—a (x—a)k

Podem interpretar Rx(x) com els termes de grau k + 1 i superior de
f(x) si expressem la funcié com a suma de poténcies de x — a.
En particular, 'aproximacio lineal de f(x) entorn del punt x = a és:

f(x) ~ Py(x) = f(a) + f'(a) (x — a).



Formula de Taylor funcions 2 variables

f(va) = Pk(X’y)+Rk(X7y)

@ Px(x,y) = Polinomi de Taylor de grau k de f en (xp, ¥o) -
@ A(x,y) = Residu del desenvolupament de Taylor.
El podem interpretar com els termes de grau k + 1 i superior de
f(x,y) si'expressem com a suma de potenciesde x —xg i ¥ — yo-
@ Propietat basica del residu pel calcul de limits:

lim Rk(X, .y)
(x,y)—(X0,¥0) (\/(X — X2+ (y — }’0)2)
En el cas particular (xg, yo) = (0,0) diu:
’ Rx.y) _ Rk(x,y)
m kK= 'm 2 v2\k/2
(x9)=(0.0) ( W) (69)=(0.0) (X2 + y?)

- =0.

118



Aproximacio lineal per n =2
Laproximacio lineal de f(x,y) entorn del punt (xo, yo) és:

of of
f(x,y) = Pi(x,y) = f(xo, YO)JFa(Xov}’o)'(X—XO)JF@(XO, ¥0)- (¥ —Yo)-

R resistencia total equivalent a dues resistencies Ry, R en paral-lel:
1 1 1 R R>
—=—_—+ = R=f(Ry,Rp) := .
R F)’1 = R1 — ( 1 2) R1 ¥+ RZ
R R?
Per tant: = i i Si, inicialment

OR, (R +Re)2’ 0Ry (Ri+Ro)?
(Ry,R2) = a=(10,15) (en Ohms), i fem petites variacions ARy, AR»
de Ry, Ry, I'aproximacio lineal de f ens permet aproximar el valor de R:

f f
R = f(10 + ARy, 15+ ARp) ~ f(a) + -2 (a) ARy + 2 (2) AR
R, OR,

9 4
—6+£AR1+£AR2.




Polinomi de Taylor de grau  de en

of of
Ps(x,y) = f(Xo,}’o)+a(xov}’o)'(X—XO)Jr@(Xo,}’o)'(y—}’o)

1 ( o ,
tor <8X2(Xo,}’o) (x — Xo)
2¢

o-f
+2- 8Xay(xo,}/o) (x = x0)(¥ — Yo)

B o t0) - 7 — yo)?
8}/2 anO y yO

1/ 0%f 5
+31 <8X3(Xo,}’o) (X — Xo)
O3f

+3- m(xo,}’o) (X = %0)*(¥ — Yo)
o3 ,
+3- axdy2 (X0, ¥o0) - (X — Xo0)(¥ — Yo)

+ 2 0y0) - (= yo)°
8}/3 0, Y0 Y-y .
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Exemple (Taylorde f(x,y) =e**Ycosy en (xo,¥o) =

2

g; =" cosy, g; =e*Y(cosy —siny), SXZ =" cosy,

Pf .y : Pf ey

%0y e ¥ (cosy —siny), 9y = —2e"Vsiny,

of of

f 2) = =z 2)=0, - 2) = —e™/?

(077T/ ) 8 (0777/ ) 07 ay(077r/ ) € ?
o2f 02 f o?f -
F2(0.7/2) =0, L (0m/2) = =T, Z2(0,7/2) = 267"

Pa(x,y) = 0+0-(X—0)—e”/2(y—7r/2)+%(O-(X—0)2

+2- (=e"2) - (x = O)(y = 7/2) + (~2¢™2)(y — m/2)?)
_ _e7r/2(y o 71_/2) - eﬂ'/ZX(y - 7'('/2) o eﬂ'/Q(y - 7T/2)2
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Polinomi de Taylor de grau  de en

Polinomi
grau k

Pk(Xay)

Polinomi
grau k — 1
——
Pk,1 (X) y)

k 1 ok f ki '
(k=) i axkiayl (0 Yo) - (X =)™ - (y = yoY
=0

J

-~

Termes grau k del polinomi de Taylor: suma de totes
les derivades parcials k-ésimes de f avaluades en
(X0, ¥o) : cada valor de j indica el nombre de cops
que derivem respecte de y, mentres que k —j és el
nombre de cops que derivem respecte de x . Cada
derivada del sumatori és divideix per (k —j)! iper j!,
i és multiplica per (x — xo)*~ - (y — yo) .



Desenvolupaments de Taylor d’'una variable basics

x2 X8
X — —_— _ PR
0e—1+x+2!+3!+
2 3
an(1+x):x—%+%_...
x2 x4
Qcosx:1—§+ﬂ_...
. x3 X
05mX:X—§+§—

°-— 1X:1+x+x2+x3+---

e (1+X)a:1+a,x+a(a2!_1)‘X2+a(a_13)!(a_2)‘

3 5
X X

Q arctanx=x— — +— — -
3 5
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Exemple (Taylor f(x,y) =e*™ cosy en (0,0) per generacid)

i 2 58 4
e :1+Z+§+§+E+OS(Z)

(Notacio: Os(z) = termes de grau 5 i superior en potencies de z.)

(X+yF+KX+yP (x+y)*

21 Ty TR GO O

f:[1 +Xx+y+

o7 t g1 T O6)

(x+y)? ¥ (x+y)P
1 +X+y+ > ?‘f‘ 6
grau 0 grau 1

2 4
P_y y

_ e
x+¥)%

grau 2 grau 3
2

4
+Os(x,y) =1+ X +y+ 5 +xy

vy (x+y)
2

24 4 24

x4 X3y Xy3 y4
+€+7*?+ﬂ+?*7*€+05(xay)




Exemple (Taylor f(x,y) =e*Ycosy en (0,0) (continuacio))
4
. . G
Quant val la derivada parcial EVEIE 8y3(0’0) ?
1 Ok f

(0,0).

Férmula general: ~ coef(x*~/ . yl) = K= 3xF T8y

VA S ) M A G Gkt 2 A D)
24 4 24 24 4
x* +4x3y + 6x2y2 + 4xy® + y*
_'_
24
S 7g+i X3+ —i1X3+
- \TaTog)Y =39

Fem k=4, j=3 i k—j=1. Obtenim:




Formula del binomi de Newton

(a+b)™ = a"+ (T) am b+ ('g) an PP+ .+ <r,r77> 2P 4. . pT

On el nombre combinatori m sobre n és defineix com:
j termes

<717) - n!(nT!—n)! - m(m_1)“r'1!(m_n+1) - <mn—7 n)

Exemple (Nombres combinatoris)

0)-()-* ()= -=-(o)

Exemple (Binomi Newton)
(a+b)? = & +2ab+ b
(a+b)® = a+3ab+3ab®+ b’
(a+b)* = a*+4a’b+6a°b° + 4ab’ + b*

\

\
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Exemple (Taylor f(x,y) =e*™ cosy en (0,0) (fi)

Calculeu: iy 1
L= lim e cosy—1—x—-y

(x.y)—+(0,0) VX% +y?

Hem vist:
f(Xay): P1(X7y)+R1(X7y): 1 +X+y+R1(X7y)

Llavors:

L= lim

()00 X+ 2 (=000 ( \/m>1

= 0 per formula Py (x, y)

= 0 per propietat residu Ri(x, y)

Py ==Xy . im Rixy) _




Formula de Taylor funcions n variables en a € R”

f(x) = Pr(x) + Rk(x), X = (X, ,Xn) €R".

Pr(x) i Rk(x) sén el polinomi de Taylor de grau k de f en el punt
a=(at, -+ ,an) ielresidu del desenvolupament, complint:

Im L(X) :O'
=30 || x — Xo[¥

Px(x) ésla suma dels monomis (xy —a1)™ ---(xp — an)™ de grau
m=my + ---+ my menor o igual que k, multiplicant cadascun d’ells
per un coeficient definit en termes de les derivades parcials de f en el

punt a:
1 omf
_ my . - Mny —
coef ((x1 — ar) (Xn = an)™) myl---mpl ox™ ---8x,’7""(a)'
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