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Definicid (Primitiva d’'una funcid)
F : [a,b] — R és una funcié primitiva de f : [a, b] — R quan:

F'(x) = f(x), Vx € [a,b]

Comentari

@ Notacié: |F(x) :/f(x) dx| o F:/f.

@ Totes les primitives de f difereixen entre elles en una constant.

Per aixo escriurem / f(x)dx = F(x)+c| onceR ésuna

costant lliure (la constant d’integracio).

@ Tota funcio continua admet funcio primitiva.
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Taula de primitives elementals

a+1

CD

0w,

in(x) dx = —cos(x) + ¢
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—tan (x)+c

= arcsin(x) + ¢

1

1—x
smh(X) dx = cosh(x) + ¢

= argsinh(x) + ¢

1

d

= argtanh(Xx) + C

—

sia+# —1

—

./X1dX:/C)fj(:|n|X+C

X
x =eX + ¢ o/aXdX:/eX"”(a)dx:a+c, sia>0

In(a)
cos(x) dx =sin(x) + ¢
dx

/ 2X——cotan( )+cC
sin
dx
/ o2 = arctan(x) + ¢
/ x) dx = sinh(x) +
=7~ argcosh(x) + ¢
X -
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Observacio (Primitives immediates)
Si sabem calcular una primitiva de f, F(u) = [ f(u)du, llavors:

/ﬂwx wnm—/w X)) o = F(i(x)) + c.

(Si substituim u = ¢(x) en f(u) i multipliquem per ©'(x), calcular la
primitiva de f(p(x)) - ¢'(x) (respecte de x ) és equivalent a calcular la
primitiva de f(u) (respecte de u ) i substituirla u per p(x).)

Exemple (Primitiva immediata)

1—|—|nX 1/2 1 2 3/2
/V /(1+|\n5) o d=S(1+hx) P,

<~
e )
. 1 82 2
on: 1) =(1+u)2 i 1+ uean=CEE By gz
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Exemple (Primitives immediates)

sin X )(
/tanxdx:/cosx \/ / ) —Injp(x)|+ ¢
—Infcosx|+ ¢
1
VxS - = = — / 1/3
[r=ia o g fdw L [ 00e0) o
P(x)=x5—1
_ 1O 8 ane s
< 5 45 oY1+
1/3+1=4/3
/exp(ex+x)d exp(e”)e* dx = /e“’(x) ©'(x)dx =X 4 ¢
p(x)=eX
:eeX+C:eXp(eX)+C
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Problema 1(a,b,e) Primitives immediates.

(a) /XJ—}G dx. (b) / COSX d /(coszx— sin x) dx.
Sln X
X+6 o e 53/2 x1/2
(a)/ ax = / x'? +6x =——+4+6-—+cC
Vo~ ( ) 32" °1)2

:gx\/)?+12\/)7+c.
-1

(b) /COSX /smx) -2 (sinx)/dX:(Smx) +c=— _1 +c
-1 sin X

sin® x
(e) /(c052x—sinX)dX_/<1+Czs(zx)—sinx) dx
=L T(E@ON L sxte
“2 T2\ 2 o0
1 1 .
=5 +ZS|n(2X)+cosX—|—C.
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Proposicié (Canvi de variables en una integral)

/f {d)’((:“’(“ } /f u) du.

Observacio

@ Aquest procés s’anomena canvi de variable perqué canviem la
vella variable x per una nova variable u, esperant simplificar la
integral.

@ Els canvis de variable també es poden escriure al revés, aixo és:

{ c:uiu::77 1(7)’(()x) dx }

o Es imprescindible desfer el canvi de variables després de calcular
la primitiva: si calculem una primitiva respecte de x, no val deixar
el resultat final en termes de la variable u!

N
|
.
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Exemple (Canvi de variables)

A Ly u=1+Inx
/1J)r(|nxdx_{du—dx }_/XUXdu_/ﬁdu
T ox

12 4 ud/2 21 1 In X132
= J/RLI u= 2§7z§ 4+ C = E;( + rl)() + C,
u

14+ x X = U2 1+ u? w+u
/1+\/}dx_{dx:2udu}_ 1+u2“d”_2/ TR
:2/(u2—u+2—2) du
1+u

wouP
:2(3—2+2u—2|n|1+u|>+c={u=\/)?}

:2xﬁ—x+4\/§—4ln|1+\/}\+c,

on usem el quocient de polinomis u® + u = (> —u+2)(u+1)—2.
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Detalls quocient de polinomis v® + u = (v — u+2)(u+1) —2:
Chu futt
P —u? P-u+2
— P +u
W +u
2u
—2u-2
— 2

Problema 2(f) Canvi variables trencant integral en dos parts:

/X—\/mdx / p% /\/m {uarctgbn(x
LV k= " _ '
1+ x 1+ x 14+ x .

1 - 1 u3/2
= In(1 + x )—/ﬁdu—zlnﬂ—{—x )——3/2 +c

1 2
=5 In(1 4 x?) — 3 (arctan(x))®? + c.
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Proposicié (Integracio per parts)

(f-9)=f.g+f-gd = /f’-g:f-g—/f-g’.

Observacio (Regla practica)

/u-dv:u-v—/v-du.

@ u “facil de derivar” i amb derivada el “més simple” possible.
@ adv “facil d’integrar”.

Exemple (Integracié per parts (l))

u=x — du=dx
xeXdx = X v ¢ =Xxe¥ — [ edx
dv=eXdx > v=e ~—~— S—~\—
u-v v-du

= xe¥x—e"+c.
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Exemple (Integracioé per parts (ll))

U=Inx —du=% xN+1 X"

/x”lnxdx: N ol P = Inx—/ adx
dv = x dx—>v:nJr1 n-+1 n+1

S———r S———

u-v v-du
Xn+1 Xn+1

=——Ihx——5+¢C
net (n+1)2Jr ’

= arcsin = _ax
/arcsin(X) dx = { 4= () = Vi1-x? }

dv = dx S V=X
X
= X - arcsin(x) — 7dX
xaresing) - [ 2
u-v N——

v-du
= X - arcsin(Xx) + % /(—2X) (11— X2)—1/2 dx

_ 1(1—x2)1/2
= X - arcsin(Xx) + 2 12

= x -arcsin(x) + V1 — x2 +c.

+C
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Problema 3(d,e). Integracio per parts:

2
2 _Ju=x —du=2xadx| _ 2. ,
(d)/x cos Xdx = {dV:costX—> U —siny [ = XCSinX 2XSI2XdX
u-v v-du

_{ u=x — du = dx }

dv =sinxdx — v =—cosX

=x% sinx —2 | —x cosx — | —cosx dx
—— N——
u-v v-du
=x°sinX+2XcosX —2sinx+C

= _ _dx
(e)/arctan(x) adx :{ u = arctan(x) — du = T+x2 }

=X - arctan
/1+x2

1
=X - arctan(x) — > In(1+ X2) +c.
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Problema 3(f). Integracié per parts:

dv =sinxdx — v = —cosXx

= _¢2¥ cosx—/—2ezx cos x dx

-~

u-v v-du
u=e?x — du=2e’Xdx
dv=cosxdx — vV=sinx

= —e®X cosx +2

e2X sinX—/Zezx sinXdX]
N————

u-v

=—e®X cosx +2e?X sinx — 4 /ezxsinxdx.

| S —
!
Per tant, / verifica:
1 2
| = —e2X cosx+2e2X sinx—4] — | = —gezx cosx—i—gezx sin X+ C.
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Problema 4(a,b). Formules recurrents per la integracio per parts:

Cn(x) = /x” cos x dx, Sn(x) = /x” sin x dx,

[ on _fu=x" — du=nx""1dx
C"(X)_/X COSXdX_{ dv =cosxdx — v =sinXx

= x" sinx — /nx’"’1 sin X dx
— —_—
u-v v-du
= x"sinx — nSy_1(x),

o fu=x" — du=nx""dx
Sn(x)_/x smxdx—{ dv = sinxdx — V — — cos X

= —x"cosx — [ nx""" (= cosx)dx
————
uv v-du

= —x" cos X + nCp_1(X).

e Observem: Cp(x) =sinx+c, i Sp(x) = —cosx + c. Pertant:
Ci(x) = x" sinx —1-Sp(x) = x sinx + cos x + c,

— = [
S1(x) = —x' cosx +1-Cp(x) = —X cos X + sin X + C. 14/101



Formules recurrents per la integracio per parts:

In(x):/(Jr7 /(1+x )~ dx.

Ju=(1+x3)">du=-2nx(1+x2)""1
:%wy_{dv:dx V=X

B X -2nx
T (1+x2)7 ] (4 x2)n+
uv v?criu
2

X X
- vy 2 | o

=(1+sz)n+2” </(1(1+J:()2()2)n+(11)dx)
(I

X
g Zgiggq:gggzzj;; _F ;2 r7:Z}7()() - 22 r7:Z;74_1 ()().
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Per tant, hem vist:

X
D'on: X
22 r7:Z;74_1 ()() - Z‘i“q:‘jgiij;; + (22 n— 1 ):231()()'
Finalment:

X 2n—1

1
In+1(x):ﬂ(1+x2)n+ 5>n Tn(x).

Observem: Zp(x) =x+c i Zy(x) = arctanx + c. Pertant:

1 X +2'1_1I(X)—1 X
211X 2.1 W14 x2
n=

1
To(x) ts arctan(x)+c.

16/101



Integracio fraccions racionals (“quocients polinomis”)
p(x)

q(x)

dx, p(x) (numerador) i q(x) (denominador) polinomis.

e 1er. pas: Només cal fer-lo si grau (p(x)) > grau(g(x)). Femla
divisi6 polinomial de p(x) per q(x) :
p(x) = q(x) - m(x) +r(x)
— =~
quocient  reste

on grau(r(x)) < grau(g(x)). Llavors:

/'O(X)dx: /m(x)dx + /r(x)dx
q(x) q(x
— —
integral immediata  grau numerador
més petit
grau denominador

~—

Conclusio: Sempre podem suposar que el grau del numerador és
més petit que el del denominador.
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e 20n. pas: Suposem grau(p(x)) < grau(q(x)) idescomposem

p(x)

ax) en suma de fraccions simples de la forma:

A A+ Bx
(x —a)” ((x — )2+ p2)"

La diferéncia entre els denominadors (x —a)" i ((x — )+ 3%)" és
que el 1er. té una arrel real a (de multiplicitat n) iel 2on. arrels
complexes o+ Gi (de multiplicitat n).

Exemple (Algunes descomposicions en fraccié simple (1))

Ax + B C D
O 6—ax—b x—a'x_p ("arb
2
o MC+Bx+C _ D | E on ath)

(x—a)x—b2 x—a x—b ' (x—b)
Ax2+Bx+C D +Ex—|—F
(x—a)(x2+1) x—-a x2+1

o

(x> +1 téarrels +i).
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Exemple (Algunes descomposicions en fraccié simple (l1))
r(x) A Bx+C Dx+E

o = + + (graur(x) <5)

(x—a)(x2+1)2 x—-a x2+1  (x241)2
Ax2+Bx+C D Ex+F

(x—a)(x2+2x+2)_x—a+x2+2x+2’

ja que x? + 2x + 2 té arrels complexes a £ 3-i=—1+1-i:

(5]

X242x+2=(x—a)?+p2=(x+1)2+12

Comentari (Algunes integrals de fraccions simples)

dx In|x —a| +c, sin=1,
[+ — _ 1—n
/(x—a)" X=a " o sinze,

1—n

° ax 1 ; X —« Canvi- X —«a
J/r Z;;‘::‘z;jzg‘q:‘;;ﬁg = ;§ arctan (:13:> 4+ C <: anvi: U = 13 j)

o/ 2 = 1 arctan(X_a>+ 1 X—a +cC
(x —a)2+p2)2 242 B 202 (X — a)? + 2
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Exemple (Integracio fraccions racionals (l))
X3+ x® p(x)
I/X2+1dx q()dx

Grau de p(x) és més gran o igual que el de q(x) — fem la divisio
polinomial de p(x) per q(x). Obtenim un quocient m(x) i un reste r(x):

X+ x2=x2+1)-(x+1)+(-x—1).
MM —— Y—— Y—}—

p(x) q(x) m(x) r(x)
Obtenim:
X+ 1 X2 X dx
I: 1 — = = — —
/<x+ X2+1)dx 5 tX /X2+1dx /x2+1
X2
=~ 4+ x— ~In(x®41) —arctan(x) + ¢
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Exemple (Integracio fraccions racionals (ll). Problemes 6(a,b))

/ adx / 5x dx
x2 — 25’ x2—-10x + 25

En els dos casos el grau numerador és menor que el del denominador.

No cal fer cap divisio polinomial. Tenim:

/ ax _1/ ax /
x2-25 10 | x—5 10 X+5
—l|n|x 5 — —In|x+5\+c
5x
/x2—10x+25dx_5
=5In|x — 5|+25<(5)>+c

1
2
sim-si- 2

(x—5)"

on usem les descomposicions en fraccio simple seglients.

21/101



Exemple (Integracio fraccions racionals (ll). (Continuacio))

1 1 A B

X225 (x—5)(x+5) x—5 x+5
e Multipliquem per (x —5)(x+5) : 1=A(x+5)+B(x—-5)

efemx=5en(x):1=A-10 = |A=

o
10

—1
efemx=-5en(x):1=B-(-10) = B:T'

5x _ 5x _ A B
x2—-10x+25 (x—-52 x-5 (x-5)2

e Multipliquem per (x —5)%> : 5x=A(x—5)+B (x).

e Fem x =5 en(x): .

e Igualem coeficients de x en (x): |5 = A|

(*)-
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Exemple (Integracio fraccions racionals (l11))

[ B | N
x3—2x2+x ) x(x—-1)2 x x—1 (x—1)2

= In\X|—In|X—1]—X1f1+C,

on usem:

@ x3-2x°+ x=x(x?—-2x+1)=x(x—1)2 téarrels 0 i 1 (doble).
A B C

X2 ix X x—1 +(x—1)2'

Multipliquem per x(x —1)2: 1 =A(x—1)>+Bx(x —1)+Cx (%)

Fem x=0 en (x) :

Fem x=1 en (x):

Igualem coeficients de x?> en (x) : 0=A+B «—

@ Fraccions simples:
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Exemple (Integracio fraccions racionals (1V) )

o —50x — 10 [ p(x)
I'_/x5—2x3+2x2 3x+2d / e

Aplicant reiteradament Ruffini, veiem que:

gxX)=(x—Dx*+x3 —x¥4+x-2)=(x—1)2(x3+2x°> + x +2) =
=(x—1)2(x+2)(x®+1).

Per tant, la seva descomposicion com a suma de fraccions simples és:

p(x) A B N C JrD+Ex
gix) x—-1 (x—1)2 x+2 x24+1°

S’obté (veure pag. segient): A=5,B=-10,C=2,D=9iE=-7.
Per tant:

ax ax ax ax X dx
/_S/X— /( +2/x4r2 9/1+x27/1+x2

—5In|X—1|+

7
1 —|—2In|X+2|—|—93rctanX——In(1 L)k @
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Exemple (Integracio fraccions racionals (IV) (continuacid))

e Detalls calcul A, B, C, D, E: Les constants es determinen millor
multiplicant la identitat anterior per q(x) :
—50x — 10 = A(x — 1)(x + 2)(x® + 1) + B(x + 2)(x?> + 1)
+C(Xx—1)2(x2 +1) + (D+ EX)(x — 1)2(x + 2) } (+)
Llavors, la idea és obtenir un sistema de 5 equacions lineals que
permeti determinar els coeficients. Pex., podem fer el seglient:

@ Fem x =1 en (x) = |—-60=6B|.
@ Fem x = -2 en (x) = |90 =45C|.

@ Igualem teme independent en (x) /Fem x =0 en (x) =
|-10=-2A+2B+C+2D|.

@ Igualem poténcies x* (grau max.) en (x) — \O =A+C+E \

@ Derivem (x) ifem x =1 = \750 = 6A+88\.
Resolent aquest sistema obtenim els valors de A, B, C, D, E anteriors.
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Exemple (Integracio fraccions racionals (V))

3x 42 1 —Xx+1
/x(x2+2x+2)dx - /(xjL >dx

X2 +2x+2

1
= In|x| — Eln(x2+2x+2)+23rctan(x+ N+c
on usem:

@ X2 4+2x+2=x2+2x+1+1=(x+1)2+1 notéarrels reals.
—_—— ~——

“quadrat’’ u

o Fraccions simples: ——>x+2 __ A, Bx+C
pres: x(x2 +2x+2) x x24+2x+42
@ Denominador comd i igualem coeficients:

3x+2=A(X*+2x+2)+(Bx+C)x = |A=1,B

—1,C=1

@ Femelcanvi u= x+1 percalcular / el B X
= P X2 tox+2

26/101



Exemple (Integracio fraccions racionals (V) (continuacid))

/ —X+1 dx — —X +1 dx — u=1+x
X2 4+2x 42 B (x+1)2+177 | du=dx
B —(u—1)+1
B / u? 41 o

—u+2
= (/‘u24—1 adu
__1/2[1_’_2/0'[1
2] v+ u? + 1

= —% In(u? 4+ 1) 4 2arctan(u) + ¢

1
= —Eln <(X+1)2+1) +2arctan(x+ 1)+ ¢

= —%In <x2+2x+2) +2arctan(x+ 1)+ ¢
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Exemple (Integracio fraccions racionals (VI). Problema 6(c) )

/ X+ 1 dx
(X2 +4x+5)2

444
@ X°+4x+5=0 x:#:—Zii:aiiﬁ, on:

a = —2, 8 =1. Pertant, no tenim arrels reals i podem escriure:
XP+4x+5=(x—a)®+p%=(x+2)3>+1.
@ La descomposicio en fraccions simples és de la forma:

X +1 ~ Ax+B i Cx+D
(x2+4x+5)2 x2+4x+5 (x2+4x+5)?

on, en aquest cas, els coeficients A=1,B=1,C =D =0 soén
directes. Aixo és com dir que la fraccio racional de la integral ja
esta descomposada en fraccions simples.

@ Per calcular la integral usarem la formula ja comentada:

ax B 1 ; X —« 1 X —
/((x—a)zmz)fzﬂzm”( ; >+2ﬂ2(x—a)2+62+c'
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Exemple (Integracio fraccions racionals (VI). (Continuacio))

/ X+ 1 dx—/ X+ 1 dx
(X2 +4x+5)2 (x +2)2+1)

_ X+2 B 1
_/((x+2)2+1)2dx /((x+2)2+1)2dx

1 1 1 1 X+2
— —Em = éarctan(X—l—Z) — Em—i—C
1 1 x+3

on la primera de les dues integrals finals és immediata (si no ho veieu
a vista, feu previament el canvi de variable u = x + 2):

/((X+X2—;—22+1)2 dX:;/Q(X+2) ((X+2)2+1>’2 "

1 ((x+22+1)7"

=35 . + C.
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Exemple (Integracié fraccions racionals (VI). (Fi))
Per calcular la segona, fem o« = —2, B =1 en els calculs seglients:

1 ax
/((x+2)2+1)2dx_/((x—a)2+/32)2
1 X—« 1 X—«
zz—ﬁzarctan< 3 )+2B2(X—a)2+ﬂ2+c
1 X+2

cC.

1 arctan(X +2) + 5 (5% 7 T
2 2(x+2)°+1
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Integrals trigonometriques racionals

Integrals de la forma /R(sinx,cosx) dx on R(sinx,cosx) ésuna

expressio racional (“quocient polinomis”) en sin x i cos X.

Comentari (Identitats trigonometriques basiques)
Molts cops aquestes integrals poden calcular-se usant identitats com:

1_
Gn2x — cos(2X)’ o x — 1+ cos(2X)’
2 2
sin(2x) = 2sinX - cos X, cos 2X = cos? X — sin? X,

sin® X + cos? x = 1,

combinades amb canvis de variable de la forma:

U = cos X 0 bé u=sinx
du = —sin x dx du =cosxdx |[°
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Exemple (Integral trigonometrica via identitats elementals (1))

/ sin3(x) cos?(x) dx = / sin?(x) sin(x) cos?(x) dx
_ / (1 — cos?(x)) sin(x) cos2(x) dx
_ / sin(x) cos2(x) dx — / sin(x) cos* (x) dx
cost(x) | cos(x)

= -3 t—5 *¢

Exemple (Integral trigonometrica via identitats elementals (l1))

u = cos(X)
/sins(x) cos?(x)dx = { du = —sin(x) dx } = —/(1 —u?)Pdu

sin?(x) =1 — u?

P cos3(x) n cos®(x)

32/101



Exemple (Integral trigonometrica via identitats elementals (l11))

/sin4(x) dx

/(sinQ(X))z dx = / (1_(:25(2)()>2 dx

1

4
1

4

/ [1 — 2 cos(2x) + cos?(2x)] dx

/ [1  2cos(2x) + (1 + cos(4x)

2

8 2 8

/ [3 — 1 cos(2x) + 1 cos(4x)} ax

3
8

—X — 1 sin(2x) + i sin(4x) + ¢

4 32

)] &
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Regles generals pel calcul de | = /R(sin X, cos X) dx

Podem transformar / en una integral racional mitjancant el canvi:
@ R funcid senar en sinx si R(—sin x,cos x) = —R(sin X, cos X) :

U=cosx — du= —sinxdx
@ R funcio senar en cos x si R(sin x, —cos x) = —R(sin X, cos X) :
U=sinx — du=cosxdx

@ R funcio parell si R(—sin x, —cos x) = R(sin X, cos X)

au
u = tan(x) — dx = T
sin(x) u cos(X) !
] = —_—, g
V1 + 12 V1402
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)

senaren sinx :

Exemple (Integrals trigonometriques (I

e R(sin x,cosx) = 3 _:A 2
co

)
>
x

sin X dx — U = cos X _ au
1+cos?x | du=—sinxdx | 1+ 02
= —arctan U + ¢ = —arctan(cos X) + €

(De fet és una integral immediata.)

e R(sin x, cosx) = cos®(x)sin®"(x) senar en cosx :

u=sinXx
/cos3(x) sin?’(x)dx =< cos?x=1—1?2 3 = /(1 — v du
du = cos x dx

o one2 u2n+1 u2n+3
:/(“ —v )‘]'L’:2n+1_2n+sJr
sin?™(x) B sin2"3(x)

o 2n+1 2n+3

+ C.

c
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Exemple (Integrals trigonomeétriques (11))

R(sin x, cos x) = parell en cosx isinx:

1 + cos?(x)

/ ax dx =3 /\/
1 + cos?(x) v 1 2+ 1?2

cos(x) = N
1 1 du
_2/1+(u2/2) :2/1+(u/ﬂ)2

1 u V2
=5 2 arctan (\@> +c= ?arctan <

Calculs (x) amb el canvi de variable:

tan(x)

V2

ax

/ ax _/ 1 au _/ "
1+ cos?(x) 1 2 1+u2 ) (1+u3)+1
()

+ R —
V1412
—_—

cos?(x)

)+e
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Exemple (Integrals trigonometriques (l11))

2
R(cos x,sinx) = —;— parell cosx isinx:
sin” X
U =tanx )
du
d 2
/coszxd - 1+U2 /(1/ 1+U2) du
X = =
- 4 smx—i 4 2
sin™ X \/W (WW) 1+u
cos X =
V1+u2
:/d / *4du——f 34c
ut
1 _ 1 3
= —g(tanx) +c= —g(cotan(x)) +c
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Regles calcul (continuacio)

@ Cas R funcid racional general (usar sino valen els altres!)

B sin(X) B X 2
14 cos(x) = tan (2) — dx= au

sin(x) =

u
Tr o=

Exemple (Integrals trigonometriques (1V))
Apliquem el canvi (x):

2 2
/ ax . EET au _ T2 au
1+sinx+cosx 2u 1—uw? (1+u2)+2 u+(1—u?)
1+ TrE T T 112

= /1cfuzln|1+u|+c:|n‘1+tan(g)‘+c

o
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Exemple (Integrals trigonometriques (V))
Apliquem el canvi (x):

U= tan (f), dx = adu

2
/ dx _ 2 1+ 02
1 4+ sin X — cos X 2u 1—u?

sSihX = ——, COSX = ——
1+u?’ 14 02

_ HEdu o au
o 14+ 2u  1-u? U+ u

1+u2 140

1 1
:/<— >du:ln|u|—ln|u+1|+c
u u+1

u tan(x/2)
14+u 1+ tan(x/2)

= |n ‘ + C,

‘—i—C:In‘

onusem que A= 1, B= —1 en la descomposicio en fraccions simples:

1 1 A B
==+

= 1=A 1 Bu.
wv4+u uu+1) u u+t e (U1)+ 8u
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Exemple (Integrals trigonometriques (VI). Problema 6(b).)

Per calcular la segtient integral (Que no és racional trigonometrica)
farem el canvi u? = sin x :

5 U2 = sin x ;
cos®X ) 2udu=cosxdx | _ [cos°x 2u
WV/474447 (1)( - :2 u — U % (jL/
nx cos
° dx = ——adu
cos X

—2/cos Xdu—2/cos X)
/(1—sm X2 du =2 /( U2 du

5 9
=2 /(1 —2ut+¥)du=2u— 4%+2%+c

=2 Vsin X — g (Vsin x)° + g (Vsinx)® + c.
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Integrals (irracionals) que contenen a2 — x?2

Les calculem fent el canvi:

2,2
X = «sin u, cosu= 047)(’ ax = OéCOS(U) du.
[0
Exemple (o =4 )
X =4sinu
/L _ ) dx=4cos(u)du :/ 4 cos(u) du
x2y/16 — x2 cos U — V16 — x? (4sinu)? - (4cosu)
=—0
_ l/ u 1 ’ (u)+c__lcosu
T 16/ sy 16 ~ “16sinu

cos u

—~
1 (V16—x2/4) /16 -x2
EW‘FC——T—FC.

sinu
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Exemple ( Substitucions trigonometriques. Problema 7(d))

) X =sinu
/1)(4)(dx{ dx = cosudu }/C_Oiu cos u du

V1 — X2 =cosu
cos? u cos?u 1

= ——du= | —— —5—du
sin*u sin® U sin“ u

= /(cotan(u))2 - (cotan(u))' du

1 1 cos®u
1 (V1 —x2)3
== _§ T + C.

Si no es veu que la integral / du és immediata, vegeu
Sln u

I'exemple (Ill) d’integrals racionals trigonometriques on hem usat que

(cos u)2 , . )
(sin 0)? és parell en sinu i cosu.
42/104
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Integracié Riemann

flx) 4y

Definicié (Integral definida)
Sigui f : [a,b] — R una funcio continua que suposarem no negativa:
f(x) >0, Vx € [a, b]. Denotarem mitjancant el simbol |, : f(x)dx el
valor de I'area tancada per I'eix x ila grafica de la funcio y = f(x)
en linterval [a, b] il'anomenarem integral definida de la funcio f

en l'interval [a, b]. Aixo és, |, ab f(x) dx = Area(S) (figura esquerra).
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Comentari (Integral definida de funcions amb canvi de signe)

Si f(x) té canvis de signe en [a, b), llavors |, ab f(x) dx denota
I’area amb signe de f: I'area la comptem positiva alla on f(x) >0 i
la comptem negativa alla on f(x) < 0. Aixo és,

b
/ f(x) dx = Area(+) — Area(—) (figura dreta pag. anterior)
a

En el que segueix, de moment ens restringim al cas on f(x) > 0.

Questio (Com formalitzem el calcul de fab f(x) dx ?)

e D’entrada, nosaltres només sabem calcular areas de dominis
geometrics senzills com, p. ex., rectangles. Llavors, com formalitzem
el calcul de I'area sota la grafica d’una funcio arbitraria?

e Resposta: La idea de la integral de Riemann és aproximar la
grafica de y = f(x) per una successio de rectangles que s’ajustin cada
cop més a la funcio.
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Particions d’'un interval

Definici6 (Particions de l'interval [a, b] de pas h)

- b—a . .
Donat un enter n > 1, definim h = i trenquem l'interval [a, b]
en n trossos de tamany h segons es veu en la figura:

on xo=a i x;=xo+j-h, Vj=1,...,n. Aixi, la separacio entre
Xj_1 I X; es constantiigual a h. En particular, x, = Xo+n-h=>b.
Llavors, anomenarem al conjunt de punts

P={a=Xxp<x4<--<Xp_1<Xp=Db}

una particio de l'interval [a,b] de pas h.
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Comentari (Particions de pas arbitrari)

De manera natural també podem introduir particions de l'interval |a, b]
P={a=xy < x4 <:---<Xn_1 < Xp = b} on ladistancia entre punts
consecutius, AX; = X; — X;_1, no sigui constant. En aquest cas,

denotem per || Al = jmaxn {Ax;} el maxim d’aquestes separacions i

I'anomenarem el tamany de la particio.
(Observeu que per una particio de pas constant h llavors ||A| = h).

Definicié (Valors maxims i minims de f associats a la particié P)

Donada una particio P={a=Xxp < X1 <+ < Xp_1 < Xp = b},
denotem per m; i M; els punts del sub-interval [x;_1,x;] onla
funcio f assoleix el seu valor minim i maxim, respectivament:

f(my) = min f(x), f(Mj)= max f(x)

XG[XJ',‘],XJ'] XG[Xj,hXj]
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Sumes de Riemann

Definicidé (Sumes superiors i inferiors de Riemann)

Donda f : [a,b] — R una funcio continua i positiva i una particio
P={a=xp<xy<---<Xp_1<Xxp=Db} delinterval [a,b], definim:

S(.P)= Y f(m) - A, S(E.P)= Y H(M) - Ax;
j=1 j=1

s(f, P) és la suma inferior de Riemann de f en [a, b] associada a la
particio P i S(f, P) és la corresponent suma superior de Riemann.

Observacio

La idea de s(f,P) és aproximar 'area sota la grafica de la funcio f en
[a, b] perlasuma de les areas de n rectangles que ajusten per
sota la grafica de la funcié en cada sub-interval [x;_1, x;] .
Similarment, S(f,P) aproxima l'area ajustant-la per n rectangles
que queden per sobre de la grafica de /a funcid.
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Exemple (Suma inferior de Riemann de f en [a, b] )

¥
/ y=fix)

a= Xu
L3 L L3 " L]
X Xy Ey S Ky

Sigui f : [a,b] — R la funcio de la figura i considerem la particio
P={a=xy < X1 < X2 < X3z < X4 <Xxs=>b}. Ens fixem, p. ex., en el
sub-interval [xs,xs]. El punt m4 = x; és on f pren el seu minim en
[x3, X4]. Sicalculem f(x;)-(xa — X3) = f(x;) Ax4, aixo ens déna l'area
del quart dels rectangles de la figura. La suma de les areas dels cinc
rectangles ens dona la corresponent suma inferior de Riemann i
aproxima per sota el valor de la integral | : f(x) dx.

(Observeu que, p. ex., si considerem |[Xo, x1] llavors my = x{ = a.)
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Exemple (Suma superior de Riemann de f en [a, b] )

¥

y=1x}

Observacié (Comparacié sumes superiors i inferiors i la integral)

Es clar que per a qualsevol particié P tenim:

b
s(f, P) < / f(x)dx < S(f, P)
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Teorema (Integral definida d’'una funcié continua)

Sigui f : [a,b] — R una funci6 continua i positiva i considerem totes
les possibles particions P de [a, b].
Aleshores, existeixen i son coincidents els limits segients:

I= lim s(f,P)= Ilim S(f,P).
Al|—0 |Al|—0
Aixo és, quan el tamany ||A|| de la particio P tendeix a zero, llavors
les sumes inferiors i superiors de Riemann s’ajusten cada cop més a
l'area sota la grafica de la funcid i donen lloc al mateix valor limit.
Escriurem doncs, per definicio,

/ab f(x)dx = I.
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Comentari

El calcul dels valors de m; i M involucrats en les sumes superiors i
inferiors de Riemann és, en general, inabordable. Per sort, podem
modificar la defincié d’aquestes sumes i introduir noves sumes, més
facils de calcular, pero per a les que també val el teorema anterior.

Definicié (Sumes de Riemann)

Siguif : [a,b] > Runafuncioi P={a=Xxy<x1 <---<Xp,=b}
una particio de l'interval |[a, b]. Escollim n punts arbitraris, {C;}j—1, . n,
de forma que ¢; € [xj_1,X;j]. Llavors, anomenem a I'expressio seguent
una suma de Riemann de f en [a, b] associada a la particio P

n
> 1f(g) Ax;.
j=1

Aixo és, per definir una suma de Riemann, no cal que els valors de c;
triats siguin ni els m; de les sumes inferiors ni els M; de les superiors.
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Exemple (Suma de Riemann de f en [a, b])
/y—f(s}

Els valors f(c;) = f(x;") determinen 5 rectangles que aproximen ['area
sota la grafica de f, pero que no queden ni per sobre ni per sota de f.

n
o s(f,P) < f(c)Ax; < S(f,P).
j=1
e Les sumes de Riemann permeten extendre la nocio d’integral
definida a funcions que no tenen perque ser continues i amb
independencia dels seus canvis de signe en l'interval [a, b).
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Definici6 (Funcions integrables Riemann / Integral definida)

Sigui f : [a, b] — R una funcio acotada en [a, b]. Direm que f és
integrable Riemman en [a, b] sii. existeix el limit de les sumes de
Riemann de f en [a, b] quan ||A|| — 0. Llavors escriurem, per definicio:

b
f(x)dx = lim f(c)) Ax;,
| 10 ‘AHZ ) A

essent |, : f(x) dx el valor de la integral definida de f en [a, b].

Comentari (Atencid: No totes les funcions son integrables!)

Hi ha funcions acotades en [a, b|] que no son integrables Riemann.
P ex., la funcio de Dirichlet, vista al tema de continuitat, no és
integrable Riemann en cap interval.

Corol-lari (Integrabilitat de les funcions continues)
f continua en[a,b] = f és integrable Riemann en [a, b].
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Exemple (Aproximacio de la integral de f per sumes de
Riemann cada cop més fines)

En les 4 figures s’observa com, si incrementem el nombre de
rectangles amb els que calculem les sumes de Riemann, llavors cada
cop ajustem millor I'area tancada per la grafica de la funcio.

v
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Integral definida

Proposicié (Propietats de la integral definida (a < b))
© Notacio: / f(x)dx =0 i / f(x)d / f(x) dx.
© Additivitat: / f(x) dx_/ f(x dx+/ f(x)dx si

a<c<hb.
b
© Linealitat: /( f(x) + Bg(x x_a/f dx+5/ g(x

© Monotonia:
f(x) < g(x), VXe[ab]:>/f dx</g
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Teorema (fonamental del calcul)
f : [a,b] — R funcié6 continua i F : [a, b] — R primitiva de f. Llavors:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) (Regla de Barrow)

Demostracié (Teorema fonamental del calcul)
P={a=xy<x1 <---<xn,=Db} particio de |a,b]. Escrivim:

F(b) = F(a) = (F(xn) = F(xo—1)) + (F(Xn-1) = F(Xn-2)) +
+--+ (F(x2) — F(x1)) + (F(x1) — F(x0))

= D (F(x) = F(x-1))-
Jj=1

S

Usant el teorema del valor mig en cada sub-interval [x;_1, x;]:

F(x;) — F(xi—1) = F'(c))(x; — xj—1) = f(¢))AXj, ¢ € (Xj—1, X))
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Demostracié (Teorema fonamental del calcul (continuacio))
Si juntem els dos calculs anterios obtenim:

F(b) — F(a) = z": f(c)Ax; — /b f(x) dx
j=1 a

N—— N————
Suma de Riemann  1Ax]—0
de f en |a,b]

Quan el tamany de la particio P tendeix a zero, veiem que la
diferencia F(b) — F(a) tendeix a ser la integral de f en |a, b].

Observacio

El Teorema fonamental del calcul no és cert si f no és continua en
[a,b]. Si f no és continua cal trencar l'interval en trossos de forma
que la funcid sigui continua en cada tros i aplicar el Teorema
fonamental del calcul en cadascun d’ells.
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N

2
Figure: El-lipse d’equacio 12 + % = 1. En aquest cas, f(x) = 3+/1 — x2/186.

Calcul de I'area delimitada per una el-lipse

Calculeu A valor de I'area de R? delimitada per I'el-lipse E d’equacio:
2 2
L
— + i 1,on a,b>0.
e E és simétrica respecte els eixos x,y — A=41/,on | éslarea
de la part de I'el-lipse continguda en el primer quadrant.
e Aillant y entermesde x enl’ equaci(') de E, s’obté que / és el valor

de l'area sota la grafica y = f(x) =b/1 — x~2/a2 x € [0, a], donada
perl:/ f(x)dx = 4b (detallstot seguit) = A=4/=mab.
0
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e Per calcular / usarem la substitucié x = a sin t en la integral. Es
important notar que, en aguest cas, no només substituirem la x per la
t en la integral, sind que també modificarem els extrems d’integracio
d’acord amb el canvi. Aixo és, els extrems de la integral quan la
calculem com a funcié de x s6n x = 0i x = 7, perd quan la calculem

.. . . ™ .
comafuncid de tsénelsvalorsdet=0it= > corresponents via la

transformacié x = a sin t. Aix0 és: [O, g} — [0, 4]

t — X = asint

a a 2 a
/:/ f(x)dx:/ b,/1—);2dx:b/ Va — x2dx
0 0

_ X=asint — dx =acostdt —ab cos® t dt
X=0—>t=0x=a—t=

t=0 4’

%
ab [™/? sin( T:W/2 mab
== A (1 + cos(2t)) [ } =

onusem: Va2 —x2=,/a2(1 —cos2t)=aV/sin’t=acost.
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Area de la regi6 entre dues corbes

@ Larea A entre les grafiques de les funcions y = f(x) i y = g(x) en
linterval x € [a, b] de la figura de I'esquerra es calcula fent:

b
A-[C fg - g e
a ~~ S~~~
funcié superior funcio inferior

@ Larea Atancada per les grafiques y = f(x) i y = g(x) es calcula
trobant els punts de tall de les dues funcions, en la figura de la
dreta x = 1i x = 3, i calculant I'Area de Iobul tancat entre elles:

A/ )) dx.
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Area Aentre y =f(x)=x?+2iy=g(x)=—x en I =[0,1].

En la figura es veu que f(x) > g(x)en | — A= f(; (f(x) — g(x)) dx:

1 3 2 1
A:/(x2+2—(—x))dx: XX Lox 1] 7
0 3 2 0
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2
/// \\\ o &
y=2:%0%, 4 >/
/ N
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2

Area A tancadaentre y = f(x) = x i y = g(x) =2 — x°.

Els punts de tall de les grafiques sén quan:
x=fx)=g(x)=2-x2 = x?+x-2=0 = xe{-21}
En la figura veiem g(x) > f(x)en [-2,1] = A= fiz(g(x) — f(x)) dx:

AZ/_12(2—X2—X)dX: [ZX——

1 1) < 8 4) 9
—(2—-—2)-(-a+2-2)=2
< 3 2 3 2 2 62/101



Teorema (del valor mig per a integrals)
f . [a,b] - R funcio continua. Aleshores 3Jc € [a,b] tal que:

_ 1 b
/f(x f(c)(b—a) f::b_a/ f(x)dx = 1(c)

f valor promig de f en [a, b]

y = fix)

y = fic)

El valor f(c) coincideix amb el promigde f en [a,b] o, el que és
el mateix, I'area sota la graficade f en [a,b] coincideix amb I'area
del rectangle de base [a, b] ialgada f(c).
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Demostracio (Teorema del valor mig per a integrals)

f continuaen [a,b] = dIm,M € [a, b] tals que:

f(m) = min_f(x), f(M)= min f(x)

x€[a,b] x€la,b]

Equivalentment: f(m) < f(x) < f(M), Vx € [a, b].
Per la propietat de monotonia de la integral, si integrem ontenim:

ba/f dx</fdx</f M)(b — a)

b
/ f(x)dx. Llavors:
a a

Dividim per b — a idenotem per f:= -

f(m) < f < f(M).

f és un nombre que esta entre el valor maxim i el minim de f en [a, b).
Com que f és continua en |a, b], pel teorema del valor intermig per
a funcions continues existeix (almenys) un c € [a, b] tal que f(c) = f.
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Exemple (Teorema del valor mig per a integrals (TVMI))
@ Considerem f(x)=3x?—2x en [a,b]=[1,4].
@ Elpromigde f en [1,4] és f=16:

1 x=4

/bf(x)dx—1/4(3x2—2x)dx—1[x3—x2} =16
b—a a 3 1 3 x=1

@ Pel TVMI 3c e [1,4] talque f(c)=f=16. Quiés c?

f=

f(c)=16 <<= 3c®-2c=16 < 3¢®*-2c—-16=0
2+,/(-2)2-4.3-(-16) 2+19%6 2+14

= Cr =
- 6 6 6
. 2—14
e Lasolucio c_ = 6~ —2 ¢ [1,4]. No val!
L 2+ 14 :
e Lasolucio cy = z = g € [1,4] éslabona!

65/101



Funcions definides per integrals

Definicié (Funcid integral)
f: [a, b] — R funcio continua. La seva funcio integral és F : [a, b] — R:

_ / (1) dt
a
Observacio

En la defincio F(x f f(t) dt el paper det és de variable muda
que desapareix en /ntegrar Es recomanable usar un nom diferent
de x perla variable muda (/i podem dir s, u, etc.) i procurar no
escriure mai F(x) = [ f(x) dx per evitar confucions.

|

Teorema (fonamental del calcul (versié 2))

f :[a b] = R continua i F(x) = [, f(t)dt la seva funcid integral.
Llavors, F : [a,b] - R és der/vable/ F’( ) = f(x).
(Per tant, F és una funcio primitiva de f.)
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Demostracio (Segon teorema fonamental del calcul)
Usem la defincio de F'(x) (per fixar idees triem h > 0):

X

"ty / “H ot = / e ot = ht(cx,n)

F(x+h)—F(x) = /
) ®)

a

. Fx+h—-F(x) . _
! — — — —
=) = i h =l f(cx’h)\/(;) F{ fimy Cen v(;) i)

(A) Additivitat de la integral: [**" = [X+ [X*I

a
(B) TVMI: f continua = 3Jc=cxp € [X,x + h] tal que:

x+h
| Aty dt = fean) - [x+ ) — x] = hf(oxn).

(C) cxnh—x quan h—0.
(D) f continua = podem permutar limit i funcio.
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Donada la funcié definida per una integral F(x) = [{ sin(sin(t)) dt,
calculeu (F~' denota inversa local e F):

(a) Calculeu larectatangenta y = F(x) en x = 1.

(b) Calculeu la recta tangenta y = F~'(x) en x = 0.

Larectatangentay = f(x) en x = xp és y = f(xp) + f'(Xo0) (X — Xo).
Usant la segona versio del teorema fonamental del calcul que acabem
de veure tenim F’(x) = sin(sin(x)) = F’(1) =sin(sin(1)). A més, és
té: F(1) = [{ sin(sin(x))dx =0 = F(1)=0 — F1(0)=1 —

1 1

—1y/ _ _
(F7)(0) = F'(1)  sin(sin(1))

Per tant:
@y=F1)+F@) (x—=1)=sin(sin(1)) - (x = 1).
(b) y = F71(0)+(F71)/(0)'(X—0):1+m-
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Teorema (Regla de Leibniz)
f(x) funcio continuai «o(x) , B(x) funcions derivables. La funcio

G(x) = / f:) (1) dt

és derivable i

G'(x) = f(B(x)) - B'(x) — f(a(x)) - &/ (x).

Demostracio (Regla de Leibniz)

Sigui F(x) una primitivade f(x) < F'(x)= f(x).
Pel teorema fonamental del calcul (‘regla de Barrow”) tenim:

G(x) = F(B(x)) = F(a(x)).

Deriveu G(x) i useu la regla de la cadena.
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Exercici (Regla de Leibniz)
Consideu la funcio F(x) definida per la integral:

cos X . B(x)

in X (%)
i denotem per F~ la inversa local de F.

© Calculeu la recta tangentay = F~'(x) en x = 0.

Q Calculeu fim A
cos(2x)’

@ Comque f(x) =e** > 0 sempre, llavors:
(F(0)=x < F(x) =0 <= a(x) = 5(x) < sinx = cos X.
Usant que x € [-7/2,7/2], llavors: sinx = cosx <= x =m/4.

Usant o/(x) = cosx i #'(x) = —sin x, la regla de Leibniz ens diu:
F'(x) = f(B(x))-8'(x)—F(a(x))-a/(x) = e~ ¥ (= sin X)—e~ " X cos x.
Per tant:

F'(r/4) = e~ <os*(%) (— sin (E)) — e~ (%) cos <4> —V2e7 12,

4
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© (Continuacio.) Aixi doncs, usant F(r/4) =0 <= F~1(0) = n/4:

1y 1 1 V2
(F1Y(0) = T = U5 _?61/2_

En particular, la recta tangenta y = F~'(x) en x = 0 és:

y=F(0) + (FY(0)- (x~0) = &~ etox
(2]
i F(x)  F(mx/4) 0o _ i F'(x)
xin% cos(2x)  cos(m/2) 0 ~~ xing —2 sin(2x)
LHbp.
_ F’(W/4) _ @6—1/2
- —2sin(n/2) 2 '
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Integracié numérica
e Objectiu: Donar un valor numeric (“aproximat”) per a la integral

definida / f(x) dx quan no sabem calcular cap primitiva de f(x).

e Idea: Aproximar f(x) per un polinomi p(x) iintegrar p(x)
enlloc de f(x).

|a b) a aTm b >

e Figura esquerra: Aproximem f(x) (en blau) per un polinomi de
grau 1 (larecta en vermell). Metode dels trapezis.
e Figura dreta: Aproximem f(x) (en vermell) per un polinomi de

grau 2 (la parabola p(x) enblau). Metode de Simpson.
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Metode dels trapezis

Aproximem f(x) en [a,b] pel polinomi p(x) de grau1 que
interpola f(x) en els extrems de l'interval:
f(b) — f(a)

b4 (x —a)

° /: f(x) dx:/:p(x) dx = b;a(f(a)+f(b))

o f(x)~p(x)=f(a)+

Metode de Simpson

Aproximem f(x) en [a,b] pel polinomi p(x) de grau2 que
a+b

interpola f(x) en els extrems de l'interval i en el punt mig ¢ = 5

o f(x) ~ p(x) = f(a) EEPE=D + f(b) == + f(c) i=t=g)

° /abf(x)dx:/abp(x)dx_ bga (f(a)+4-f(a;b> +f(b)>
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@ Trapezis / Simpson donen aproximacions “raonables” de la
integral si l'interval [a, b] és ‘petit”. (Molt millor Simpson!)

@ Si[a,b] és ‘gran” el trenquem en subintervals més petits i, en
cadascun d’ells, apliquem trapezis o Simpson per aproximar
lintegral. Si sumem les integrals aproximades obtingudes en cada
sub-interval, obtenim les anomenades ‘férmules compostes”.

ot

1 >
|a
Trapezis compost: Trenquem [a, b] en 5 sub-intervalsien
cadascun d’ells aproximem la grafica de la funcié (en blau) per la recta
que la interpola en els extrems del sub-interval. Obtenim una poligonal

(en vermell) i la seva integral aproxima l'integral de la funcio.
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Metodes compostos

@ Sigui f: [a,b] — R (funcioiintervals donats).

@ Triem n>1 idefinim h= b;av (h és el pas d’integracio ).

@ Dividim l'interval [a,b] en n trossos de tamany h.

@ Obtenim P={a=Xxp <Xy <---< Xp_1 < Xp = b} una particio
uniforme de [a,b], on x;=a+j-h, j=0,...,n.

P

< o Py o Py o o PY o 3

a=x, X, X2 . Xl X o X2 Xy b=x,

@ T(h) = Tx(f; [a, b]) = Métode dels trapezis compost de pas h:

/b f(x)dx ~ T(h) = g(f(xo)+2f(x1)+2f(x2)+- < 42f(Xp—1)+f(Xn))
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@ S(h) = Sy(f;[a, b]) = Métode de Simpson compost de pas h:

/b f(x)dx ~ S(h) = g(f(Xo) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(X3) + 2f(Xa)

+ -4 2f(Xn_2) + 4f(Xn—1) + f(Xn))

Important: En el métode de Simpson compost cal que n sigui
sempre un nombre parell, de laforma n=2-m.

@ Relacio entre Simpson i trapezis:

_4-T(H) - T(2H)

S(H) -

@ S(H) = Simpson compostamb n=2-m i h=H= ?
o T(H) = trapezis compostamb n=2-m i h=H= b; a
o T(2H) = trapezis compostamb n=m i h= b-a_,y
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Error que cometem en usar els métodes compostos

@ Siusem un métode d’'integracio numeérica per aproximar la
integral cometem un error.
@ No coneixem exactament aquest error pero si podem acotar-lo.
@ Si f ésdos cops derivableen [a,b] i f” és continuaen
[a, b], denotem per M, = max |f’(x)|. Aleshores:

)

(b—a)M,

12
N——

cota superior de I'error

x) dx — T(h) < H?

error trapezis compost pas h

@ Si f és quatre cops derivable en [a,b] i f*) és continuaen
[a, b], denotem per M, = max |f*)(x)|. Aleshores:
Xe

)

b— a) M4

< (
= 180

x) dx — S(h) h*
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Integrals impropies

Les integrals impropies son “integrals definides” (integrals d’una funcié
en un interval donat) que compleixen una de les propietats seglents:
@ Linterval d’integracié té longitud infinita (integrals impropies de
primera especie).
© La funcié que integrem esdevé infinita en un (o més d’un) punt
(integrals impropies de segona especie).
© Les dues coses a la vegada (tercera espécie).
Una integral impropia pot ser convergent i donar un valor finit, o bé ser
divergent si déna +oc 0 bé no té cap valor definit. En la figura teniu
una integral impropia de primera especie i una de segona.
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Definicio (Integral de primera espécie)

f:[a,+00) — R una funcio que és integrable en tot interval compacte
de la forma [a, M], per a tot M > a. Direm que la integral impropia
f oo f X) dx és convergent si existeix (i és finit) el limit:

/;oo f(x)dx = lim /M f(x) dx

M—+o0 J 4

Direm que la integral impopia |, ; > f(x) dx és divergent si el limit no
existeix (inclou el cas en que val +cc). Analogmanet, podem definir:

/_boof( —Mlmw/ f(x) dx,

+o0
/ F(x) dx = / F(x) dx + / f(x) dx (on ¢ € R és arbitrari).
— 00 o]

—00

(Per tal que f toof x) dx sigui convergent, cal que ho siguin les dues
integrals de la suma separadament. Només que una d’elles sigui

divergent, també ho és [*°° f(x) dx.) 791104



Definicié (Integral de segona especie)

f:(a b] — R tal que A Iim+f( ). La integral impropia f o f(x)dx és
X—a

convergent si existeix el limit:

/ab f(x)dx = 5|L”a]+ /: f(x) dx

Analogmanet, si A I|m f(x), també podem definir:
X—b~

/fX)dX— I|m/f

o be, ene/casenqueﬂ ||m f( )iamés A ||r2 f(x):
X—b~

/f dx—/f dx+/f x)dx, onc e (a,b).

Aquesta darrera definicio d’integral impropia, valida també en el cas
en /H)I(i_)mcf(x), per algun c € (a, b), requereix que les dues integrals de

la suma siguin convergents separadament. 80/101




Exemple (Integrals impropies basiques)

sia > —1 (convergent)

1 1
/ X“dx = at+1’
0 +o00, Sia < —1 (divergent)

+00 .
/ xdx={ ar1 S*< —1 (convergent)
1 +oo0, sia > —1 (divergent)

—+00
e Observacio: No existeix cal « € R pel qual / X% dx sigui una
0

integral impropia convergent. La trenquem com:

+o00 1 +oo
/ xX*dx = / x“dx + / X% dx
0 QO a

CoONV. < a>-1 CONV. <= a<-1

Per tant, Aa € R pel qual les dues integrals de la suma siguin

simultaniament convergents.
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1 1 xot x=1
/ x¢dx = lim / x¥dx = lim
0 5—0t J5 50t [a+ 1], 5

I 1 — got! +1,Sia>—1
= mm ———— = o
s—0t a+1 oo, sia< -1
! 1 . 1 1 . x=1 .
/ X" dx = lim / —dx = lim [Inx] _s=— lim Ind = +oo,
0 6—0t Js X 50+ X= 50+
400 M Xa+1 x=M
/ x*dx = lim / x*dx = lim
1 M—+oo J4 M—+oo [+ 1], _4
i Mo+t — 4 ;1, sia< —1
= m _—
M—=4oo o+ 1 —ai-o_g sia> —1

oo M 1 x=M
xTdx = lim —dx= lim [Inx],_{ = lim InM=-+oc.
1 M—+oo J1 X M— 400 X= M— 400
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Integrals impopies via definicio i calcul de la primitiva

+o00 M =M
/ e ¥dx= lim / e ¥dx= Ilim [—efx] 0
0 0 -

M—+o0 M—+o00
= lim (1—e_M):1,
M——+oo
oo dx M- dx
= i =i tan(X)| =
/o 1+x2 MHIToo/O T2 = pim, Lretan(li-o
s
= i tan(M) = =
ylim _arc an(M) 5
! . ! . x=1
Inxdx = lim Inxdx = lim [xInx— x| s
0 0—=0*+ Js 6—0+ X=
= lim (=1 =8 1Iné+0) = —1,
50+
on usem integracié per parts, prenent u = In x i dv = dXx, per calcular
In'd
In x i férmula LHopital per calcular lim 6 Ind = lim — = 0.
d prelp A0 = 8175
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Problema 24(c,d)

Digueu si les seglents integrals impropies son convergents i, si ho
son, calculeu el seu valor:

c)/ Vﬁ (d)/ogtanxdx.

=5
8 ax J 1 (8 - X)2/3 )
- i )" Bdx = | A AV
(©) /0 V8 — x 5'—'[3* /0 (8= x)""dx 5|_'>er -2/3 |

= lim g <82/3 — (8- 5)2/3) — 6.

0—8~
z 5 5 gin x
(d)/ tanxdx = lim /tande: lim / N~ ax
0 =3~ Jo 6—>g* 0 COsX
= lim [— In|cosX|]X o =— lim In|cosd]
=57 0—=5~

= —1In(0") = +o0.
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Que fem per estudiar la convergencia o divergencia

d’una integral impropia de f(x) si no sabem calcular
cap primitiva de f(x)?

@ Elcas en que f(x) > 0, Vx, és més senzill de discutir que no pas
quan f(x) té canvis de signe en l'interval d’integracio (és clar que
si f(x) <0, Vx, tot és analeg a quan f(x) > 0)

\Comengarem doncs suposant f(x) > 0, VX.‘

@ Si f(x) > 0, Vx, pero no en sabem calcular la primitiva, aleshores
usarem criteris de comparacid: deduirem la convergéncia o
divergencia de la integral impropia de f(x) a partir de la
convergeéncia o divegencia de la integral impropia d’'una altre
funcié g(x) > 0, més senzilla que no pas f(x), de la qual si en
sabem dir si la integral impropia convergeix o divergeix.

@ Un criteri de comparacio aplicat a la integral impropia de f(x) ens
diu si aquesta integral és convergent o divergent, pero NO ens

permet calcular el valor de la integral.
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Teorema (Criteri de comparacio)

Q f,9:[a +o0) — R dues funcions continues verificant:
0<f(x)<g(x), vx>M (xprougran.)

Aleshores:
+o0
° / 9(x) dx convergent —- / (x) dx convergent.
a
—+oo
° / f(x) dx divergent — / x) dx divergent.
a

(Tot és analeg per una integral impropia de la forma ffoo canviant
Vx > M (x prou gran) perVx < M (x prou petit/orou negatiu).)
Q f,9:[a b) — R dues funcions continues verificant:
0 <f(x)<g(x), six— b~ (x proupropera‘d”)
Aleshores:

b b
° / g(x) dx convergent —- / f(x) dx convergent.
a a

b b
° / f(x) dx divergent — / a9(x) dx divergent.
a a
(Tot és analeg per una integral impropia en x = a canviant

x — b~ (x prou proper a “b’) per x — a* (x prou proper a ‘a’). )86/101




Exemple (Convergéncia integral impropia via criteri comparacio)

+00 2
I:/ e X dx.
0

2 . s g s 5
@ Per f(x) =e™* no en coneixem cap primitiva explicita.

@ Podem aplicar el criteri de comparacio per discutir la convergéncia
de la integral impropia | usant que f(x) > 0 compleix:

x21 = 2x = —xX*<—x = f(x) = <e ¥ =g(x).

Per tant: 0 < f(x) < g(x), Vx > 1 “prou gran”.
@ Laintegral impropia de g(x) en [0, +o0) és convergent:

+o0 +oo
_ —X _ —x]toee . —oco ;0
/0 g(X)dX—/0 S e e e

0 < f(x) < g(x), Vx> 1 o
+o00
° g(x) dx convergent | /O f(x) dx convergent.
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Teorema (Criteri del quocient)
f,g: [a, +oo0) — R dues funcions continues verificant:

_ o f)
f(x)>0,9(x)>0 & HL_xﬂTooﬁ & L+#0.
Aleshores:
+oo
/ g(x) dx convergent <— / x) dx convergent .
a

(El mateix resultat val per una integral impropia en —oo, a, b, canviant

f(x) . f(x) . f(x) . f(x)
XﬂJrooﬁ per lim lim lim

x=—00g(X)’ x—|>a+g(x)’ x—b-g(x)’ segons el cas.)
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Problema 27(a,b,c)

Analitzeu si les seglents integrals impropies sén convergents:

+oo 2
(a)l—/ X arctande
1

2X3 +sin X
X2 arctan x

o f(x _—
(x) = 2x3 +sinx
el denominador compleix 2 x3 + sin x > 1.

. T
@ Usant Ilim arctanx = —, és natural comparar:
X——+400 2

(x) X2 arctan x %Xz T uan x — +
= . R = 0.
2x3+sinx  2x3  4x 9

> 0 icontinuasi x € [1,+00), jaque, Vx > 1,

e Si definim g(x) = % — xﬂToo;(();)) = % =L#£0.

@ Pel criteri del quocient per integrals impropies:
“+00 “+o00
J= / x) dx convergent <« l—/ f(x) dx convergent .
1

“+oo
o J= / d7 = 400 divergent = | també és divergent.
1
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(c)/:/()+°°1cm5(x)dx

2+eX+sinx
e f(x) = 1_C—055(X) > 0 icontinua si x € [0, +00), ja que el
24X +sinx he0) 12
denominador compleix 2 +eX +sinx >eX > 1, Vx > 0.
@ Com a conseqlencia, obtenim les seglients desigualtats per f(x):
2
-

_ 5
0<fix)= =) 25X gix), vxe0,+00).

- 24 eX+sinx " e
@ Pel criteri de comparacio per integrals impropies tenim:

+oo +oo
J:/ g(x) dx convergent —- l:/ f(x) dx convergent.
0 0

+oo
e J= / 2e % dx = 2 convergent = [ també és convergent.
0
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+
= OO —e VXY x*dx, on o € R és un parametre.
, p
0

f(x) = (1 —e1/V¥) x> és continua si x € (0, +o0).
(x) >0 si x € (0,+00), ja que:

x>0 = e /X1 — 1_¢ VX,

@ /integral impropia en x = 0 i quan x — +o0. La trenquem com:

l:/(:oof(x)dx:/o1 f(x)dx+/1+oof(x)dx.

J K

@ |/ és convergent per aquells o € R per als quals J i K sén totes
dues (simultaniament) convergents.

@ Si per algun valor de « una de les dues integrals, J o K, és
divergent, llavors | també és divergent.
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1
Estudi de la convergéncia / divergéncia de: J = / f(x)dx.
0

@ Quan x — 0" ésté: lime /VX = 10" — g0 =0,
x—0+
@ Per tant, comparem:

f(x)=(1—e /V¥)x* ~ x* quanx — 07.

e o . f(x)
@ Sidefinim g(x) = x* = xin8+7g(x) =1=L#0.
@ Pel criteri del quocient per integrals impropies:

1 _ 1
J :/ f(x) dx convergent <«— J :/ g(x) dx convergent .
0 0

Per altre banda, sabem:

;
J—/ x“dx convergent <— a > —1.
0

Finalment:

’J convergent <— a > —1.
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+o0o
Estudi de la convergéncia / divergéncia de: K = / f(x) dx.
1

@ Quan x — +oo ésté:

lim e /VX =g 1/+° 0 =1 — |im (1- 671/\&) =0.
X—+00 X—+00

@ Aquest limit zero no ens dona cap indicacié de com comparar
1 — e~ Y/v* amb una funcié més senzilla quan x — +oc.

@ Per trobar amb qué comparar, considerem el polinomi de
Maclaurin de grau 1 de I'exponencial: e* ~ 1+ z, quan z — 0.

@ Quan x - 400 = z=-1/y/x—0.

@ Per tant, substituint z= —1/1/x en el polinomi de Maclaurin de
e? ifent x = +oo:

e 1/VX o q _ \})? — f(x)=(1 _671/ﬁ)xa ~ \);7( — xa—1/2,
@ Sidefinim g(x) = x*~12 — Jim ;(();)) =1=L#0.
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f
@ Com com que hem vist lim x) =1=L+# 0, usant el criteri
x—+o0 g(X)

del quocient per integrals impropies tenim:
+o0 ~ too
K_/ f(x) dx convergent <= K_/ g(x) dx convergent .
1 1
@ Sabem que:

~ +00 400
K :/ g(x) dx =/ x*~1/2 dx convergent <« a—1/2 < —1.
1 1

@ Observem: a—1/2< -1 —= a< —-1/2.
@ Finalment:

’Kconvergent — a< —1/2.‘
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+00
Estudi de la convergeéncia / divergéncia de: /:/ f(x)dx.
0

l—/0+oof(x)dx—/01 f(x)dx+/1+oof(x)dx.

J K

Hem vist:

@ J convergent <— a > —1.

@ K convergent <— a < —1/2.
Per tant:

I convergent <— —-1<a<-1/2 < ae(—1,—1/2).‘
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Que fem per estudiar convergencia/divergéncia d’'una

integral impropia de f(x) si no en sabem calcular cap
primitiva i té canvis de signe en l'interval d’'integracio?

@ Els criteris de comparacio per discutir convergéencia/divergencia
d’una integral impropia de f(x) requereixen funci6 positiva (o de
signe constant) en l'interval d’integracio.

@ Si f(x) té canvis de signe en l'interval d’integracid, cal estudiar la
convergeéencia de la integral impropia de la funcié definida pel seu
valor absolut.

@ Lafunci6 |f(x)| sique és > 0 ia ella si que li podem aplicar els
criteris de comparacio anteriors per funcions positives.

@ El resultat basic és que si la integral impropia de |f(x)| (amb valor
absolut) és convergent, llavors també ho és la integral impropia de
f(x) (sense valor absolut). Evidentment, els resultats de les dues
integrals sén diferents.

@ Malauradament, si la integrla impopia de |f(x)| és divergent, aixo
no sempre implica que la integral impropia de f(x) també sigui
divergent. 96/101



Definicié (Convergencia absoluta)

Direm que una integral impropia d’una funcio f(x) és absolutament
convergent si la corresponent integral impropia de la funcio positiva
|f(x)| ésconvergent. Aixo0 és:

/ |f(x)| dx convergent —- / f(x) dx absolutament convergent.

Teorema
Tota integral impropia absolutament convergent és convergent

Observacio

El reciproc del teorema anterior no és cert. Hi ha integrals impropies
que son convergents pero que no son absolutament convergents.

in X
Com a exemple, veurem que la integral / T dx és convergent,

pero que no és absolutament convergent.
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+oo
Cos X . a N
/ 2 dx integral impropia absolutament convergent.
:

X o . .

@ f(x) = —5— téinfinits canvis de signe quan x — +oo.
cos X | cos X|

o If(N)| = |55 | = 55 <? 9(x), ¥x >1.

+oo +o0o
° / g(x)dx = / X% dx és convergentjaque a = -2 < —1.
1 1
0 < |f(x)| < g(x), Vx> 1
+oo

+oo
f
° / 9(x) dx convergent = /1 |f(x)| dx convergent

= / x) dx absolutament convergent

+o0o
= / f(x) dx convergent
1

+oo
/
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+o0o
Sl ) . q . .
| = / x dx és una integral impropia convergent que no és
1
absolutament convergent.

e Part I. / és convergent. Per veure-ho integrem per parts:

/MsinXdX:{u:1/x :>dU:—1/x2}
1

X dv =sinxdx = V= —cosXx

cos X 1xX=M M cos x
e e
X x=1 1 X

M M
o) - M Mgy

Fent M — +oo obtenim:

+00 i M +oo
sin X . sSin X cos X
| = dx = lim dX:cos(1)—/ > ax.
1 X M—+oco /4 X 1 X

T cos x
En I'exemple anterior hem vist que / 2 dx és una integral

impropia convergent. Per tant, / és una integral convergent.
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e Part Il. / no és absolutament convergent Aixo vol dir que hem de

sz

veure que la integral impropia J = / dx és divergent.

El punt clau per veure-ho és la desigualtat 0 <a<1 = a>a°.

Fent a=|sinx| € [0,1] obtenim:

sin X
X

Isinx| > |sin x[2 = .ngx_l_COSQX 1 cos2x
sin x| > |si = si =5 5 2 5% ox

D’aqui podem concloure que J = +oo €s integral impropia divergent:

Jo /+°° sin X 1/+°°dx_1/+°°c052xdx_+ —£—+oo
X253 x 2/ X T T T
+°<> finit
ja que:
oo dx too .
o/ x :/ x*dx = +oo és divergentper a = —1.
1 1

—+00
cos 2X , . . .
o L= / 2 dx és una integral impropia convergent (es veu

)-

. T cos x
analogament al cas 5
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Observacio

T sin x

La integral impropia K = dx també és convergent (pero no

0
és absolutament convergent). De fet, se sap que K = /2.

=1 = sidefinim f(0) =1, la funci6 f(x) =
esdevé continuaen x =0.

@ Per tant, la integral K només és impropia quan x — +oco, pero
no pas quan x — 0.

@ Per “esquivar” el punt x = 0 descomposem K com:

sin X sin X Sin X
K:/ dx:/ dx+/ ax.
0 X 0 X 1 X
1 .

sin X

dx doéna un valor finit, ja que és la integral d’'una funcié

0
continua en [0, 1] (no és una integral impropia).

20 sin x . . . : L
o /= x dx hem vist que és una integral impropia
1

convergent (perd no absolutament convergent).
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