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Definicid (Primitiva d’'una funcid)
F : [a,b] — R és una funcid primitiva de f : [a,b] — R quan:

F'(x) = f(x), Vx € [a,b]

v

Comentari

o Notacié: |F(x) :/f(x) dx| o F:/f.

o Totes les primitives de f difereixen entre elles en una constant.

Per aixo escriurem / f(x)dx = F(x)+c|, onceR ésuna

costant lliure (la constant d’integracio).
o Tota funcio continua admet funcio primitiva.
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Taula de primitives elementals

Xa+1

X = a2t

= +c¢, sia# -1 o/x1dx:/cf(:ln\x]+c

('D

sin(x) dx = —cos(x) + ¢

dx
=tan(x) +c
cos x

: [
[
+ J s
-/
/ S — arcsin(x) +
Jh
i
5

1

U)

(x) dx = cosh(x) + ¢

= argsinh(x) + ¢

1

d

= argtanh(Xx) + C

—

X =eX+ ¢ o/axdx—/

a* .
M@ gy = = _1¢ sia>0

In(a)

o /cos(x) dx =sin(x) +c¢
/

dx
o —— = —cotan(X) + ¢
sin® x
. / ax__ arctan(x) + ¢
1+x2
o/cosh(x) dx = sinh(x) + ¢
. / ox = argcosh(x) + ¢
X2 —1

3/104



Observacio (Primitives immediates)
Si sabem calcular una primitiva de f, F(u)= [ f(u)du, llavors:

/ f(p(x)) - ¢'(x) dx = / (Fe(x))] dx = F((x)) + c.

(Si substituim u = ¢(x) en f(u) i multipliquem per ©'(x), calcular la
primitiva de f(p(x)) - ¢'(x) (respecte de x ) és equivalent a calcular la
primitiva de f(u) (respecte de u ) i substituirla u per ¢(x).)

Exemple (Primitiva immediata)

vV1+Inx 1/2 1 2 3/2
/de_/(ﬂrlnx) s dx_§(1+lnx) +c,
o(x) ~ ()
(X))
3/2
on: fluy=1+w)2 i [(1+u)/Pdu= a+uws J;/Uz) = 2(1 + u)3/2,

v
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Exemple (Primitives immediates)

[ sinx _ ox) , 3
/tanxdx_/cosxdx = 2(X) dx = —Inje(x)|+c
p(x)=cos x

= —In|cosx|+ ¢

[ =Tac = g [dovema=g [ @) dx

e(x)=x5-1
BRI N DY
1/341=4/3
[oxpe+x)dx= [exper)erax = e g(x)ar—e+ o

o(x)=eX

=e” +c=exp(e)+c
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Problema 1(a,b,e) Primitives immediates.

(a) / X\;;G dx. (b) / ;:i(:]—z);dx. (e) / (cos? x — sin x) d.

3/2 1/2
(@) /X\;r—6dx = /<X1/2+6x“/2) X ieX ¢
X Jx=x1/2

:gx\/}+12\/}+c.
)T
(b) /COSX /smx) (sinx)’dx:erc:—LJrc

sin? x —1 sin x
e) /(Cos x—sinx)dx:/<1+%s(2x)—sinx> ax
PR LG
-2 2 2

1 1 .
= Ex+ y sin(2x) + cos x + c.
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Proposicié (Canvi de variables en una integral)

/ F(x) dx = { o 90,((‘3 " } / (o u) du.

Observacio
o Aquest procés s’anomena canvi de variable perquée canviem la
vella variable x per una nova variable u, esperant simplificar la

integral.

o Els canvis de variable també es poden escriure al revés, aixo és:

{ Zu::?7 1(7)’(()x) dx }

o Es imprescindible desfer el canvi de variables després de calcular
la primitiva: si calculem una primitiva respecte de x, no val deixar
el resultat final en termes de la variable u!

N
‘ |
.
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Exemple (Canvi de variables)

B

xdu:/\/t_Jdu

dx

u=1+Inx
/_mdxz{ 5 }:/
X du=7

l\) x

_ 1/2d _i/Z 1 I 3/2
u 3/24—0 (-|-nx) +c,

1+ x X = U 14+ 02 u3+u
[T G B e T Y

2
_ 2 __=
_2/(u u+2 1+u) au

wouP
—2<——E+2u 2In|1+u|)+c—{u_\/_}

3
=§x\/}—x+4\/}—4ln|1 + Vx| +c,

on usem el quocient de polinomis u® + u = (u?> —u+2)(u+1)

—-2.

au

V.
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Detalls quocient de polinomis v® 4+ u = (v* —u+2)(u+1) -2
BHu ju+t
P —® P-u+2
— P4 u
v +u
2u
—2u—2
— 2
Problema 2(f) Canvi variables trencant integral en dos parts:

/x—\/arctanx dx / X /«/7arctan X { u= arcts;x
+ x2 2 __wx
1+ x 1+ x 1+ x du_1 2
1 5 1 u3/2
=— In(1 + x?) — = In(1 +x3) — =
2In(1 x?) /\/Udu 2n( x?) 3/2+c

:% In(1+ x?) — g (arctan(x))%2 + c.
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Proposicié (Integracio per parts)

(f-g)=f-g+f g = /f’-g:f-g—/f-g’.

Observacio (Regla practica)

/u-dv:u-v—/v-du.

o u “facil de derivar” i amb derivada el “més simple” possible.
o dv “facil d’integrar’.

Exemple (Integracio per parts (1))

X - u=x —du=adx | _ s [ x
/Xe dx = {dv:exdx—>v=ex}_{e/ /ve ax

uv v-du
= xe¥—-e“+ec
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Exemple (Integracio per parts (II))

xX"Inxdx = xn+1 = Inx — dx
dv = x"dx — v = +1 Nt e
N—— ———

x N+ S

=rHHInX—mJFC,

/arcsin(x) dx = { u = arcsin(x) — du = \/_ }

=X arcsm

vdu
= x - arcsin(x) + L /(—2x) (1 — x2)~1/2 gx

i i =7

= x -arcsin(x) + 5 51/

+C

= x -arcsin(x) +v1 - x2 + c.
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Problema 3(d,e). Integracio per parts:

2

2 _Ju=x —adu=2xdx| _ o . ,

(d)/x COSXdX_{dv:cosxdx—>v:sinx = x°sinx 2xsn:xdx
uv v-au

Ju=x — du = dx
| dv=sinxdx - v=—cosx

=x°sinx —2 | —x cosx — | —cosxdx
——— ————
uv v-du

=x°sinx+2xcosx —2sinx+cC

[ u=arctan(x) — du = %
(e)/arctan(x) ax —{ dv = dx Sv=x

X
:x-arctan(x)—/H—dex
Y ~—_————

u-v
vau

’
=x - arctan(x) — 5 In(1 + x?) +c.
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Problema 3(f). Integracié per parts:

I:/GZXSinXdX:{uzeZX —>du:2e2de}

dv =sinxdx — v=—CcosSx

= —e2X COSX—/—2€2X cos x dx
— -

u-v Q:;b
u = e2X — du = 2e2X dx
dv =cosxdx — v =sinx

= —e?X cosx + 2

e2X sinx—/2e2" sinxdx]
N—_———
uv

= —e?X cos x + 2e2% sinx—4/e2"sinxdx.

| —
/

Per tant, / verifica:
| = —e?X cos x+2e2X sinx—41 = | = _%ezx cosx+§e2)‘ sin x+c.
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Problema 4(a,b). Formules recurrents per la integracio per parts:

Cn(x) = /x” cos x dx, Sn(x) = /x” sin x dx,

Cn(x) = /x” cos x dx = {

u=x" — du=nx""1dx
dv=cosxdx - v=sinx

= x" sinx — /nx’""1 sin x dx
N—— —_—
u-v v-du
=x"sinx — nSp_1(x),

(s [ u=x" — du=nx""dx
S”(X)_/X SdeX_{ dv=sinxdx — v=—cosx

= —x" cos x — /nx”‘1 (—cos x) dx
—_————— —

uv v-du

= —x" cos x + nCp_1(X).

e Observem: Cp(x) =sinx+c, i Sp(x) =—cosx +c. Pertant:
Ci(x) = x" sinx —1-Sp(x) = x sinx + cos x + ¢,

N _ ;
S1(x) = —x' cosx +1-Cp(x) = —x cos x + sinx + C. a10n



Férmules recurrents per la integracio per parts:

In(x):/mij%)n :/(1 +x2) " dx.

fu=(1+x3)">du=-2nx(1+x%)""1
I”(X)_{dv:dx SVv=x
B X _/ -2nx dx
- (1 -|—X2)” (1 _|_X2)n+1
ﬂ - N vV
u-v v-du

. SP Y S R
- (1+X2)”+ n (1—}—X2)”+1 X

-2 ([ ++X)2(2>"+1 o)

:m”” (/ (1 +x2)” _/(1 +C)j();)”+1)

X
= m +2nZp(x) —2nZpq(x).
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Per tant, hem vist:

X
D'on: X
Finalment:

X 2n—1

1
In+1(x):ﬁ(1+x2)n+ 5>n Tn(x).

Observem: Zy(x) =x+c i Zy(x) = arctanx + ¢. Per tant:

1 x 211 1 x 1
I = = - — j— .
2(X) =57 € +x2)1+ > LX) =37 —2*3 arctan(x)+c

n=1
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Integracio fraccions racionals (“quocients polinomis”)

_Zg((; dx, p(x) (numerador) i q(x) (denominador) polinomis.

e 1er. pas: Només cal fer-lo si grau(p(x)) > grau(q(x)). Femla
divisi6 polinomial de p(x) per q(x) :
p(x) = q(x) - m(x) +r(x)
—— =~
quocient  reste

on grau(r(x)) < grau(g(x)). Llavors:

/%dx: /m(x)dx + /%dx

~—

. . H
integral immediata  grau numerador
més petit

grau denominador

Conclusio: Sempre podem suposar que el grau del numerador és
més petit que el del denominador.
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e 20n. pas: Suposem grau(p(x)) < grau(q(x)) idescomposem
% en suma de fraccions simples de la forma:
A A+ Bx

(x—am  ((x—a)2+p2)"

La diferéncia entre els denominadors (x —a)" i ((x —«)? + ?)" és
que el 1er. té una arrel real a (de multiplicitat n) iel 2on. arrels
complexes « =+ fi (de multiplicitat n).

Exemple (Algunes descomposicions en fraccioé simple (1))

Ax + B C
O a5 x—=z x—b 0 FD
Ax? +Bx + C D E
Q (X—a)(x_b)z_X_a+x_b+(x_b)2 (on a#b).
Ax? +Bx+C D Ex+F ,, ) .
o (X—a)(x2+1)_x_a+ Z ] (x°+1 téarrels +i).
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Exemple (Algunes descomposicions en fraccié simple (l1))

r(x) A Bx+C Dx+E
o (X—a)(x2+1)2_x_a+ Xt ] +(X2+1)2 (graur(x) <5)
o Ax?+Bx +C D Ex+F

(x—a(x2+2x+2) x—a+x2+2x+2’
ja que x? +2x + 2 té arrels complexes a £ -i=—1+1-i:

X2 42x+2=(x—a)’+p2=(x+1)2+12

Comentari (Algunes integrals de fraccions simples)

e In|x —al+c, sin=1,
°/(x—a)": M+c sin>2
1—n ’ -

dx 1 X—« L X—«
o/m_garctan(T)Jrc (Canw.u_ 5 )

o/ 2 _ 1 arctan()(_Ol)Jr1 X—* ¢
(x—a)?+p2)2 282 B 2032 (x — a)? + 32
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Exemple (Integracié fraccions racionals (1))

x3 + x2 p(x)
l_/X2—|—1 dX—/WdX

Grau de p(x) és més gran o igual que el de q(x) — fem la divisio
polinomial de p(x) per q(x). Obtenim un quocient m(x) i un reste r(x):

X+ x2=x2+1)-(x+1)+(—x—1).
M ——— —— —,—
p(x) q(x) m(x) r(x)

Obtenim:

X+ 1 x? X dx
/—/(X+1—m) dX—E—FX—/de—/m

X2
2

]
== +x- éIn(x2-|-1)—arctan(x)-|—c

v
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Exemple (Integracio fraccions racionals (ll). Problemes 6(a,b))

/ ax / 5x dx
x2 — 25’ x2—-10x + 25

En els dos casos el grau numerador és menor que el del denominador.

No cal fer cap divisio polinomial. Tenim:

/L_l/ﬂ /
x2-25 10 ) x—5 10 X+5

=70 In|x 5|——In|x+5|+c

5x
/x2—1OX+25dX_5

=5In|x— 5|+25(%)+c

(x—5)2

=5In|x -5/~ ——z +c

on usem les descomposicions en fraccio simple segients.

v
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Exemple (Integracio fraccions racionals (ll). (Continuacio))
1 1 A B

x2—25:(x—5)(x+5):x—5+x+5'
e Multipliquem per (x —5)(x+5) : 1=A(x+5)+B(x—5) (x).

efemx=5en(x):1=A-10 = |A=

1
10

« Fem x =5 en(+): 1=B.(~10) = |B= 1|

5x _ 5x __ A B
x2-10x+25 (x—-52 x-5 (x-5)

e Multipliquem per (x —5)%> : 5x=A(x—5)+B (x).

e Fem x =5 en(x): .

e Igualem coeficients de x en (x): |5 =A|
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Exemple (Integracio fraccions racionals (l11))

S S (S R
x3-2x2+x ) x(x—=1)2 x x—1 (x—1)2

= In|x|—|n|x—1]—L+c,
x—1
on usem:
0 x3-2x°+x=x(x>—-2x+1)=x(x—1)2 téarrels 0 i 1 (doble).
A B C

o Fraccions simples: ar +

X3-2x2+x x  x—1 (x—1)2
Multipliquem per x(x —1)2: 1 =A(x—1)>+Bx(x —1)+Cx (%)

°
o Fem x=0 en (x) : H
°
°

Fem x=1 en (x) : H

Igualem coeficients de x2 en (x) : 0=A+B «—

v
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Exemple (Integracio fraccions racionals (1V) )

/-—/ —50x — 10 ” _/p(
T ] x5—2x34+2x2 _3x+2

Aplicant reiteradament Ruffini, veiem que:

gxX)=(x—1Dx*+x3 - x4+ x-2)=(x—1)2(x3+2x°> + x +2) =
=(x—1)2(x+2)(x®2+1).

Per tant, la seva descomposicion com a suma de fraccions simples és:

p(x) A B N C JrD+Ex
glx) x—-1 (x—1)2 x+2 x2+1°

S’obté (veure pag. segient): A=5,B=-10,C=2,D=9iE=-7.
Per tant:

adx ax adx X ax
’—5/x_ /( /x—+2+9 T2 ) i1

7
_5In]x—1|+—1+2In|x+2|+9arctanx—Eln(1 x?) +c.
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Exemple (Integracio fraccions racionals (IV) (continuacid))

e Detalls calcul A, B, C, D, E: Les constants es determinen millor
multiplicant la identitat anterior per q(x) :
—50x —10 = A(x — 1)(x +2)(x> + 1) + B(x + 2)(x2 + 1)
+C(X—1)2(x2 +1) + (D+ EX)(x — 1)2(x + 2) } (+)
Llavors, la idea és obtenir un sistema de 5 equacions lineals que
permeti determinar els coeficients. Pex., podem fer el segient:

@ Fem x =1 en (x) = .
@ Fem x = -2 en (x) = .

o Igualem teme independent en (x) /Fem x =0 en (x) =
|-10=-2A+2B+C+2D|.

o Igualem poténcies x* (grau max.) en (x) — \O =A+C+E \

o Derivem (x) ifem x =1 — | -50 = 6A + 8B]|.
Resolent aquest sistema obtenim els valors de A, B, C, D, E anteriors.

v
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Exemple (Integracio fraccions racionals (V))

3x +2 1 —x+1
/x(x2+2x+2)dx - /<_+ )dx

X X242x+2

1
= In|x| — §In(x2+2x+2)+2arc’tan(x+ 1) +c
on usem:

o x2+2x+2=x242x+1+1=(x+1)2+1 noté arrels reals.
—_—— ——
“quadrat’’ u

o Fraccions simples: Prs A EHeRD
Res: x(x2+2x+2) x x2+4+2x+2°
@ Denominador comu i igualem coeficients:

3x+2=A(X?+2x+2)+(Bx+C)x = |A=1,B=-1,C=1

o Femelcanvi u= x+1 percalcular / el B X
a p X2 +2x+2

v
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Exemple (Integracio fraccions racionals (V) (continuacid))

/ —x+1 dx — / —Xx+1 dx — u=1+x
X2+ 2x +2 B (x+1)2+17 | du=adx

B / (u—1)+1

B w2 41

u+2

- /u?—+1du

Y TR

2/ ur+A1 u? + 1

= —% In(u? + 1) + 2arctan(u) + ¢

1 2
- —Eln<(x+1) +1)+2arctan(x+1)+c

= —%In (x2+2x+2> +2arctan(x +1) 4+ ¢

v
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Exemple (Integracio fraccions racionals (VI). Problema 6(c) )

/ X+ 1 dx
(x2+4x+5)2
4+ =4

0 X°+4x+5=0 < x= > =-2+i=a+iB, on:
a = —2, 8 =1. Pertant, no tenim arrels reals i podem escriure:
X2 +4x+5=(x—a)P+ P =(x+22+1.

o La descomposicio en fraccions simples és de la forma:

X+ 1 ~ Ax+B n Cx+D
(x2+4x+5)2 x2+4x+5 (x2+4x+5)?

on, en aquest cas, els coeficients A=1,B=1,C =D =0 soén
directes. Aixo és com dir que la fraccio racional de la integral ja
esta descomposada en fraccions simples.

@ Per calcular la integral usarem la formula ja comentada:

ax 1 i X —« 1 X —« c
/((X—a)2+/32)2_2[32aman( B )+252(X—a)2+ﬂz+ ']
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Exemple (Integracio fraccions racionals (VI). (Continuacio))

/ x+1 dx—/ X+1 dx
(X2 +4x+5)2 ((x +2)2+1)

. X+2 B 1
_/((x+2)2+1)2dx /((x+2)2+1)2dx
1 1 1 1 x+2

- _ )~ =
2 (x+2)2+1 2arCtan(X+) 2(x+2)2+1JrC

1 X+3

§x2+4x+5+c’

1
=3 arctan(x + 2) —

on la primera de les dues integrals finals és immediata (si no ho veieu
a vista, feu previament el canvi de variable u = x + 2):

/((X+X24522+1)2 dx:%/z(m-z) ((X+2)2+1)—2 ”

(2P )

5 1 + C.

V.
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Exemple (Integracié fraccions racionals (VI). (Fi))

Per calcular la segona, fem o« = —2, B =1 en els calculs seglients:

1

/

ax
(X +2)2 +1)? o _/ (x —a)?+ p2)?

1 arctan (X2
232 g

1
> arctan(x + 2) +

o 1 X —« e
202 (x — a2 + 2
1 X+2

2(x+22+1 ' ¢
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Integrals trigonometriques racionals

Integrals de la forma /R(sin x,cos x)dx on R(sinx,cosx) ésuna
expressio racional (“quocient polinomis”) en sin x i cos x.

Comentari (Identitats trigonometriques basiques)
Molts cops aquestes integrals poden calcular-se usant identitats com:

. 1-—
sin?x — cos(2x)7 cos? x — 1+ cos(2x)’
2 2
sin(2x) = 2sinx-cos X, cos 2x = cos? x — sin x,

sin? x + cos®x =1,

combinades amb canvis de variable de la forma:

U= CcoSsx 0 bé u=sinx
du = —sinx dx du=cosxdx |[°
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Exemple (Integral trigonometrica via identitats elementals (1))

/sin3(x)cosz(x) ax = /sinz(x)sin(x)cosz(x) adx
= /(1 — cos?(x)) sin(x) cos?(x) dx

= /sin(x) cos?(x) dx—/sin(x) cos*(x) dx

cos3(x)  cos®(x)
s T g e

u = cos(x)
/sin3(x) cos?(x)dx = { du=—sin(x)dx } = —/(1 — U?)u? du

sin?(x) =1 — u?
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Exemple (Integral trigonometrica via identitats elementals (l11))

/sin4(x) dx =

/(sinz(x))z dx:/(‘l_%s(zx)>

%/[1 — 2c0s(2x) + cos?(2x)] dx

4 2

/ [g - %cos(2x) 4 %cos(4x)] ax

3 1 . 1
83X 1 sin(2x) + 32 sin(4x) + ¢

1/ [1 _ 2cos(2x) + (1 + cos(4x)

2
ax

)] o
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Regles generals pel calcul de | = / R(sin x, cos x) dx

Podem transformar / en una integral racional mitjancant el canvi:
(i) R funcio senar en sinx si R(—sinx,cos x) = —R(sin x,cos x):

U=cosx — du= —sinxdx
(i) R funcid senar en cos x si R(sin x, —cos x) = —R(sin x,cos x) :
u=sinx — du=cosxdx

(i) R funcio parell si R(—sin x, —cos x) = R(sin x,cos x):

au
u = tan(x) — dx = T
sin(x) = u cos(x) = !

V14w

1+0u?
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Exemple (Integrals trigonometriques (1))
, sin x
° H(Sln X,COSX) = m

sin x dx — U = cos x L au
1+cos2x | du=—sinxdx [ 1+ 02

senaren sinx:

—arctanu + ¢ = —arctan(cos x) + ¢

(De fet és una integral immediata.)

e R(sin x, cosx) = cos®(x) sin®"(x) senaren cos x :
u=sinx
/cosS(x) sin®’(x)dx = { cos?x=1—u? } = /(1 — )P du
du = cos x dx

u2n—|—1 u2n+3

_ 2n _ ,.2n+2 _ _
_/(“ u >d” on+1 2n+3 "

B Sin2n+1 (X) Sin2n+3(x)

T 2n+1 2n+3 Te

c
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Exemple (Integrals trigonomeétriques (11))

R(sin x,cos x) = parellen cos x i sinx :

1 + cos?(x)

u = tan(x)
du

/ ax _ ] o= /\/
1+ cos?(x) T 21 2

cos(x) = Vita?
1 1 au
-2/ s 2] e

= %\/ﬁarctan (i +c= v2 arctan (

)

Calculs (x) amb el canvi de variable:

tan(x)

V2

ax

/ ax _/ 1 du _/ 1
1+cos?(x) ( 1 )2 1+ ) (1+u?)+1
1 ——

_l’_
V1 + U2
~—_——

cos?(x)

)+e
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Exemple (Integrals trigonometriques (l11))

. cos? .
R(cos x,sinx) = —,— parell cos x i sinx:
sin® x
((u=tanx )
du
dx = s\
cos? x Tive <1/ 1+“2) du
/sin“xdx: sinx = —— :/ 41402
1 ¥ u? (u/\/1 + u2>
COS X =
\ 1+ 02 )
_[adu 4,1 3
= _/u du = 3 +cC
1 1
= —5(tan x)3+c= —3 (cotan (x))® +c.
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Regles calcul (continuacio)

(iv) Cas R funcio racional general (usar si no valen els altres!)

:L()():tan@) — dx:idu
1 + cos(x) 2 , 14 u? (+)
. 1—u
Sln(X) = H_—uz, COS(X) = H——Uz
Exemple (Integrals trigonomeétriques (1V))
Apliquem el canvi (x):
/ ax - / W du B / H-%u au
. - 1—w2 14-u2)+-2 1—u2
1+ sin x 4 cos x 14 1+u2 + 1= (1+u )J;Jrz;r( u?)

= /1eruuzln|1+u|+c=|n’1+tan()§(>’+c

v
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Exemple (Integrals trigonometriques (V))

Apliquem el canvi (x):
X 2
s _ | wminig)s é=grme
1+ sinx — cos x S = — s = A=
1+ 02 14+ 02
_/ Tz _/ du
— — = 5
1+1+U2_1+_52 Cahat
1 1
:/(—— )du:ln|u|—ln|u+1|+c
u u+1
tan(x/2)
=In c=In|————=
1+u‘+ ’1-|—tan(x/2)‘+c’
onusem que A= 1, B= —1 en la descomposicio en fraccions simples:
1 1 A B
wv+u u(u+1) u+u+1 e (1) By
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Exemple (Integrals trigonometriques (VI). Problema 5(b).)

Per calcular la segtient integral (Que no és racional trigonometrica)
farem el canvi u® =sinx :

u? = sinx
cos5de: 2y dil — cos x dx :/cos5x 2u
Vsin x dx:ﬂdu u cosx
cos X

=2 / cos* xdu =2 / (cos? x)? du

_2/(1—3|n X) du—2/
u°

/(1—2u +u®)du=2u— 4§+23+c

=2/sinx — —(\/smx) (\/smx)9+c.
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Integrals (irracionals) que contenen a2 — x?2

Les calculem fent el canvi:

22 — X2
X =asinu, cosu=———, dx=acos(u)adu.
Exemple (o =4 )
X =4sinu
/L _ ) dx=4cos(u)du :/ 4cos(u) du
x%/16 — x2 V16 — x? (4sinu)? - (4cosu)
_ / B I S — tcosu
~ 16/ sin?u 6 16 sinu
COSU
- 1(\/16 X2/4) \/16—X2+C
16 (x/4) - 16x '
smu
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Exemple ( Substitucions trigonometriques. Problema 7(b))

v X =Ssinu
/ 1X4X dx_{ dx = cosudu }_/COSU cos uadu

V1 —x2 =cosu

2 2
:/cos uduz/cosu 1 ou

sin® u sin®u sinu

= — /(coz‘an(u))2 - (cotan(u))' du

: 1 cos®u

= —g(cotan(W))’ +c= -z —=5—
1 (V1—x?)°

3 e e

s?u
. | sin*u w
I'exemple (Ill) d’integrals racionals trigonometriques on hem usat que

(cos u)?
(sinu)*

Si no es veu que la integral

du és immediata, vegeu

R(cos u,sinu) = és parell en sinu i cosu.
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Integracié Riemann

flx) 4y

Definicio (Integral definida)
Sigui f : [a,b] — R una funcio continua que suposarem no negativa:
f(x) >0, Vx € [a, b]. Denotarem mitjangant el simbol | : f(x)dx el
valor de I'area tancada per I'eix x ila grafica de la funcio y = f(x)
en linterval [a, b] il'anomenarem integral definida de la funcio f

en l'interval [a, b]. Aixo és, |, ; f(x) dx = Area(S) (figura esquerra).
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Comentari (Integral definida de funcions amb canvi de signe)

Si f(x) té canvis de signe en [a, b), llavors |, ab f(x) dx denota
I’area amb signe de f: I'area la comptem positiva alla on f(x) >0 i
la comptem negativa alla on f(x) < 0. Aixo és,

b
/ f(x) dx = Area(+) — Area(—) (figura dreta pag. anterior)
a

En el que segueix, de moment ens restringim al cas on f(x) > 0.

Questio (Com formalitzem el calcul de fab f(x)dx ?)

e D’entrada, nosaltres només sabem calcular areas de dominis
geomeétrics senzills com, p. ex., rectangles. Llavors, com formalitzem
el calcul de I'area sota la grafica d’'una funcio arbitraria?

e Resposta: La idea de la integral de Riemann és aproximar la
grafica de y = f(x) per una successio de rectangles que s’ajustin cada
cop més a la funcio.

v
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Particions d’'un interval

Definici6 (Particions de l'interval [a, b] de pas h)

- b—a . )
Donat un enter n > 1, definim h = i trenquem l'interval [a, b]
en n trossos de tamany h segons es veu en la figura:

< o Py o o Py o o Py >

asxp  Xpo X2 . RIS o Snp S DR

on xo=a i x;=xo+j-h, Vj=1,...,n. Aixi, la separacio entre
Xj_1 I X; és constantiigual a h. En particular, X,=Xq+n-h=>b.
Llavors, anomenarem al conjunt de punts

P={a=xp<x1<-<Xp_1<Xp=Db}

una particio de l'interval [a,b] de pas h.

v
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Comentari (Particions de pas arbitrari)

De manera natural també podem introduir particions de l'interval |a, b]
P={a=xyp<Xx4 <---<Xp_1 < Xp = b} onladistancia entre punts
consecutius, AXx; = X; — X;_1, no sigui constant. En aquest cas,

denotem per ||A|l = ; _n11axn {Ax;} el maxim d’aquestes separacions i

I'anomenarem el tamany de la particio.
(Observeu que per una particio de pas constant h llavors |A| = h).

Definicié (Valors maxims i minims de f associats a la particié P)

Donada una particio P={a=Xxy < X1 <+ < Xp_1 < Xp = b},
denotem per m; i M; els punts del sub-interval [x;_1,x;] onla
funcio f assoleix el seu valor minim i maxim, respectivament:

f(m)= min {f(x), f(Mj) = max f(x)

XG[X]‘,hXj] XG[Xj_1,Xj]
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Sumes de Riemann

Definicié (Sumes superiors i inferiors de Riemann)

Donda f : [a,b] — R una funcio continua i positiva i una particio
P={a=xp<x1 <---<Xn_1<Xp= b} delinterval [a,b], definim:

s(f,P) = En: f(m) - &x;,  S(f,P)= En:f(/v/j) . Ax;.
j=1 j=1

s(f, P) és la suma inferior de Riemann de f en [a, b] associada a la
particio P i S(f, P) és la corresponent suma superior de Riemann.

| N\

Observacio
La idea de s(f,P) és aproximar 'area sota la grafica de la funcio f en
[a, b] perlasuma de les areas de n rectangles que ajusten per
sota la grafica de /a funcié en cada sub-interval [x;_+, Xj] .
Similarment, S(f,P) aproxima l'area ajustant-la per n rectangles
que queden per sobre de la grafica de /a funcid.

V.
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Exemple (Suma inferior de Riemann de f en [a, b] )

¥
/ y=fix)

a= Xu 82
L3 L L3
X Xy Ey

Sigui f : [a,b] — R la funcio de la figura i considerem la particio
P={a=xy < Xx1 < X2 < X3z < X4 <xs5=D>b}. Ens fixem, p. ex., en el
sub-interval [x3,xs]. El punt ms = x; és on f pren el seu minim en
[x3, X4]. Sicalculem f(x;)- (x4 — X3) = f(x;) Ax4, aixo ens déna l'area
del quart dels rectangles de la figura. La suma de les areas dels cinc
rectangles ens dona la corresponent suma inferior de Riemann i
aproxima per sota el valor de la integral | ab f(x) dx.

(Observeu que, p. ex., si considerem [xo, X4 llavors my = x{ = a.)
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Exemple (Suma superior de Riemann de f en [a, b] )

¥
/ ¥ =f{x)

Observacié (Comparacié sumes superiors i inferiors i la integral)

Es clar que per a qualsevol particié P tenim:

b
s(f, P) < / f(x) dx < S(f, P)
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Teorema (Integral definida d’una funcié continua)

Sigui f : [a,b] — R wuna funci6 continua i positiva i considerem totes
les possibles particions P de [a, b].
Aleshores, existeixen i son coincidents els limits segients:

I= lim s(f,P)= Ilim S(f,P).
lAll—0 lAll—0
Aixo és, quan el tamany ||A|| de la particio P tendeix a zero, llavors
les sumes inferiors i superiors de Riemann s’ajusten cada cop més a
'area sota la grafica de la funcié i donen lloc al mateix valor limit.
Escriurem doncs, per definicio,

/: f(x)dx = I.
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Comentari

El calcul dels valors de m; i M; involucrats en les sumes superiors i
inferiors de Riemann és, en general, inabordable. Per sort, podem
modificar la defincié d’aquestes sumes i introduir noves sumes, més
facils de calcular, pero per a les que també val el teorema anterior.

Definicié (Sumes de Riemann)

Sigui f : [a,b] - R unafuncioi P={a=xyo<Xx3 <---<Xx,=>b}
una particio de l'interval |[a, b]. Escollim n punts arbitraris, {C;}j—1,.. n,
de forma que ¢; € [x;_+, Xj|. Llavors, anomenem a I'expressio seguent
una suma de Riemann de f en [a, b] associada a la particio P

n
> f(g) Ax.
j=1

Aixo és, per definir una suma de Riemann, no cal que els valors de c;
triats siguin ni els m; de les sumes inferiors ni els M; de les superiors.

v
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Exemple (Suma de Riemann de f en [a, b])

¥
/y-f(s}

Els valors f(c;) = f(x;") determinen 5 rectangles que aproximen l'area
sota la grafica de f, pero que no queden ni per sobre ni per sota de f.

Comentari

n
o s(f,P) <> f(g)Ax; < S(f,P).
j=1
e Les sumes de Riemann permeten extendre la nocio d’integral
definida a funcions que no tenen perqué ser continues i amb
independencia dels seus canvis de signe en l'interval [a, b).
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Definici6 (Funcions integrables Riemann / Integral definida)

Sigui f : [a, b] — R una funcio acotada en [a, b]. Direm que f és
integrable Riemman en [a, b] sii. existeix el limit de les sumes de
Riemann de f en [a, b] quan | A|| — 0. Llavors escriurem, per definicio:

/ ’ f(x) dx:l lim " f(c) Ax;,

essent |, ab f(x) dx el valor de la integral definida de f en [a, b].

Comentari (Atencio: No totes les funcions son integrables!)

Hi ha funcions acotades en [a, b|] que no son integrables Riemann.
P ex., la funciod de Dirichlet, vista al tema de continuitat, no és
integrable Riemann en cap interval.

Corol-lari (Integrabilitat de les funcions continues)
f continua en[a,b] = f és integrable Riemann en |a, b].
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Exemple (Aproximacio de la integral de f per sumes de
Riemann cada cop més fines)

En les 4 figures s’'observa com, si incrementem el nombre de
rectangles amb els que calculem les sumes de Riemann, llavors cada
cop ajustem millor I'area tancada per la grafica de la funcio.

v

54/104



Integral definida

Proposicié (Propietats de la integral definida (a < b))
Q Notacio: / f(x)dx =0 i/f(x) /fx)dx
a b
b @
O Additivitat: / f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx si
a a Cc

a<c<b.
b b b
O Linealitat: / (af(x) + Bg(x)) dx = a / F(x) dx + 8 / g(x) ox
Q Monotonia:
f(x) < g(x), Vx € [ab] — / (x dx</ glx
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Teorema (fonamental del calcul)
f : [a, b] — R funcio continua i F : [a, b] — R primitiva de f. Llavors:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) (Regla de Barrow)

Demostracié (Teorema fonamental del calcul)
P={a=xy<x4 <---<Xxp=Db} particio de [a,b]. Escrivim:

F(b)~ F(a) = (F(xn) ~ F(xn1) + (F(xn-1) — Flxn-2)) +
+o+ (FOg) = F(a)) + (F(x) = F(x))

= > (F(x) = F(x-1)).
j=1

Usant el teorema del valor mig en cada sub-interval [x;_1, x;]:

F(x;) — F(xi-1) = F'(¢))(x; — Xj—1) = f(¢))AX;, ¢ € (Xj_1, %))
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Demostraci6é (Teorema fonamental del calcul (continuacid))
Si juntem els dos calculs anterios obtenim:

F(b) — F(a) = En: f(c)Ax; — /b f(x) dx
j=1 2

N—— N————
Suma de Riemann  |Ax=0
de f en |a,b]

Quan el tamany de la particio P tendeix a zero, veiem que la
diferencia F(b) — F(a) tendeix a ser la integral de f en |a, b].

Observacio

El Teorema fonamental del calcul no és cert si f no és continua en
[a,b]. Si f no és continua cal trencar l'interval en trossos de forma
que la funcio sigui continua en cada tros i aplicar el Teorema
fonamental del calcul en cadascun d’ells.
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x2 y
32

= 1. En aquest cas, f(x) = 3 /1 — x2/16.

Figure : El-lipse d’ equaC|o

e E és simétrica respecte els eixos x,y =— A=41/,on | éslarea
de la part de I'el-lipse continguda en el primer quadrant.

e Aillant y entermesde x enl’ equacié de E, s’obté que / és el valor
de l'area sota la grafica y = f(x) = b/1 —x?/a?, x € [0, g], donada

a wab
per I:/ f(x)dx = 4 (detalls tot sequit) = A=4/=mab.
0
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e Per calcular / usarem la substitucié x = a sint en la integral. Es
important notar que, en aguest cas, no només substituirem la x per la
t en la integral, sind que també modificarem els extrems d’integracio
d’acord amb el canvi. Aixo és, els extrems de la integral quan la
calculem com a funcié de x s6n x = 0i x = 7, perd quan la calculem

.. . . ™ .
comafuncid de tsénelsvalorsdet=0it= > corresponents via la

transformacié x = a sint. Aixo és: [0, g] — [0, 4]

t — X = asint

a a 2 a
/:/ f(x)dx:/ b\/1—X2dx:b/ Va — x2dx
0 0 a aJo

. . . w/2
_ x_asmz‘%dx_acosz‘dir —ab cos? t dt
Xx=0—-t=0x=a—t=3 0

ab w/2

B _ab sin(2t)1t="/2 rwab
=% /. (1+cos(2t))dt_7[t+ 5 L:o =

onusem: va2—x2=,/a2(1 —cos?t)=aVsin’t=acost.
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Area de la regi6 entre dues corbes

¥

~g =7l 3 :
; | v=f(z) |
/ 3 y=glx)

7 3

o LArea A entre les grafiques de les funcions y = f(x) iy = g(x) en
linterval x € [a, b] de la figura de I'esquerra es calcula fent:

b
A-C fg - g e
a ~~ S~~~
funcioé superior  funcio inferior

o L'Area Atancada per les grafiques y = f(x) i y = g(x) es calcula
trobant els punts de tall de les dues funcions, en la figura de la
dreta x = 1i x = 3, i calculant I'Area de I0bul tancat entre elles:

3
A= [ (100 - glx)) a
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Area Aentre y =f(x)=x2+2iy=g(x)=—x en I =[0,1].

En la figura es veu que f(x) > g(x)en | — A= f01 (f(x) — g(x)) dx:

T, X3 x2 1
/O(x+ (—x)) dx [3+2+ x]o Styt2=—
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Area A tancadaentre y = f(x) =x i y = g(x) =2 — x2.

Els punts de tall de les grafiques sén quan:

2

x=fx)=g(x)=2-x> = x>+ x-2=0 = xec{-21}.

En la figura veiem g(x) > f(x) en [-2,1] = A= flz(g(x) — f(x)) dx:

A:/_;(Z—xz—x)dx: [ZX—?—E]_Z

1 1 8 4 9
e —_—_—— = - —4 _—_— = = —,
(2 3 2) < + 3 2) 2 62/104



Teorema (del valor mig per a integrals)
f: [a bl = R funcid continua. Aleshores Jc < [a, b] tal que:

b _ 1 b
/ f(x)dx = f(c)(b—a) < = bTa/é, f(x)dx =f(c)

f valor promig de f en [a, b]

b y=1(x)

y = flc)

El valor f(c) coincideix amb el promigde f en [a,b] o, el que és
el mateix, I'area sota la graficade f en [a,b] coincideix amb I'area

del rectangle de base [a, b] ialgada f(c).
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Demostracioé (Teorema del valor mig per a integrals)
f continuaen [a,b] = dIm,M € [a, b] tals que:

f(m) = min_f(x), f(M) = min f(x)

x€[a,b] x€la,b]

Equivalentment: f(m) < f(x) < f(M), Vx € [a, b].
Per la propietat de monotonia de la integral, si infegrem ontenim:

)(b— a) /f w</me</aM f(M)(b — a)

_ b
Dividim per b — a idenotem per f = b_a / f(x)dx. Llavors:
- a

f(m) < F < f(M).

f és un nombre que esta entre el valor maxim i el minim de f en [a, b).
Com que f és continua en |a, b], pel teorema del valor intermig per
a funcions continues existeix (almenys) un c € [a, b] tal que f(c) = f.
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Exemple (Teorema del valor mig per a integrals (TVMI))
o Considerem f(x)=3x?—2x en [a,b]=[1,4].
o Elpromigde f en [1,4] és f=16:

1 b 1 (%o 173 o]
b—a/a f(x)dx_§/1(3x —2x)dx_§[x —x} =16.

x=1

f=

o Pel TVMI 3ce[1,4] talque f(c)=f=16. Quiés c?

fc)=16 <= 3c®-2c=16 <« 3c¢°-2c—-16=0
2+./(-22-4.3.(-16) 2+/196 2+14

= Ci=
- 6 6 6
. 2—14
o Lasolucio c_ = 6~ —2 ¢ [1,4]. No val!
L 2+14 2
o Lasolucio c; = 2 = g €[1,4] éslabona!

v
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Funcions definides per integrals

Definicié (Funci6 integral)
f:[a, b] — R funcio continua. La seva funcio integral és F : [a, b] — R:

F(x) = /a C i) dt.

Observacio

En la defincio F(x) = [, f(t)dt el paper de t és de variable muda
que desapareix en integrar. Es recomanable usar un nom diferent
de x per la variable muda (/i podem dir s, u, etc.) i procurar no
escriure mai F(x) = | ; f(x) dx per evitar confucions.

| A\

Teorema (fonamental del calcul (versié 2))

f :[a b] — R continuai F(x) = [ f(t)dt la seva funci6 integral.
Llavors, F : [a,b] = R és derivablei F'(x) = f(x).
(Per tant, F és una funcio primitiva de f.)




Demostracio (Segon teorema fonamental del calcul)
Usem la defincié de F'(x) (per fixar idees triem h>0):

) / “H ot = / e ot = _hf(cxn)

Flx+h)—F(x) = /
) (&)

a

Fix) — fim FOCHN) = F()

jm, SR = ) = (i o) 100

(D) (©)
(A) Additivitat de la integral: [**" = [X 4+ [X*I

a
(B) TVMI: f continua = 3dc=cxp € [X,x + h] tal que:

xX+h
| At dt = o) - [0x+ ) = x] = (o).

(C) exh—x quan h— 0.

(D) f continua = podem permutar limit i funcio.

v
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Donada la funcié definida per una integral F(x) = f1x sin(sin(t)) dt,
calculeu (F~' denota inversa local e F):

(a) Calculeu larectatangenta y = F(x)en x = 1.

(b) Calculeu la recta tangenta y = F~'(x) en x = 0.

La rectatangenta y = f(x) en x = xo és y = f(xo) + f'(x0) (X — Xo)-
Usant la segona versio del teorema fonamental del calcul que acabem
de veure tenim F’(x) = sin(sin(x)) = F’(1) = sin(sin(1)). Amés, és
té: F(1) = [{ sin(sin(x))dx =0 = F(1)=0 — F'(0)=1 —

1/ _ 1 — 1
(F7Y(0) = F'(1)  sin(sin(1))’

Per tant:
@y=F1)+F @) (x—1)=sin(sin(1)) - (X}‘I).

(b) y = F7H(0) + (F71Y(0) - (x = 0) =1+ oy
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Teorema (Regla de Leibniz)
f(x) funcio continuai «o(x) , B(x) funcions derivables. La funcio

G(x) = / f:) (1) ot

és derivable i

G'(x) = f(B(x)) - B'(x) — f(a(x)) - &/ (x).

Demostracio (Regla de Leibniz)

Sigui F(x) una primitivade f(x) < F'(x)= f(x).
Pel teorema fonamental del calcul (‘regla de Barrow”) tenim:

G(x) = F(5(x)) — F(a(x)).

Deriveu G(x) i useu la regla de la cadena.
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Exercici (Regla de Leibniz)
Consideu la funcio F(x) definida per la integral:

COoS X 5 B(x)
F(x):/ et dt:/ f(tydt, xe[-n/2,7/2],
S| @

inx (x)
i denotem per F~' la inversa local de F.

Q Calculeu la recta tangentay = F~'(x) en x = 0.

Q Calculeu lim g )
x—T €c0S(2X)

@ Com que f(x) =e** > 0 sempre, llavors:
(F1)(0)=x < F(x) =0 <= a(x) = f(x) < sinx =cosx.
Usantque x € [-7/2,7/2], llavors: sinx =cosx < x =7/4.

Usant o/(x) =cosx i §/(x) = —sinx, laregla de Leibniz ens diu:
F'(x) = f(B(x))-B'(x)—F(a(x))-o/(x) = e~ %X (= sin x)—e~ 5" X cos x.
Per tant:

F'(r/4) = e~ (%) <— sin (%))—e‘s"‘z(%) cos (%) = —V2e 12,
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@ (Continuacio.) Aixi doncs, usant F(7/4) =0 <= F~1(0) = n/4:

1 1 2
_ Y2

T F(n/4) T _J2e 12 2

En particular, la recta tangenta y = F~'(x) en x = 0 és:

(F1)(0)

Y= F(0) + (FY(0)- (x~0) = &~ elex
Q
: Fixy  F(w/4) 0 F'(x)
xling cos(2x)  cos(r/2) 0 ~~ xling —2 sin(2x)
LHép.
_ F'(m/4) _ @671/2
-2sin(r/2) 2 )
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Integracié numeérica
e Objectiu: Donar un valor numeric (“aproximat”) per a la integral

definida / f(x) dx quan no sabem calcular cap primitiva de f(x).

e Idea: Aproximar f(x) per un polinomi p(x) iintegrar p(x)
enlloc de f(x).

|a b) a %g b >

e Figura esquerra: Aproximem f(x) (en blau) per un polinomi de
grau 1 (larecta en vermell). Metode dels trapezis.
e Figura dreta: Aproximem f(x) (en vermell) per un polinomi de

grau 2 (la parabola p(x) enblau). Metode de Simpson.
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Meétode dels trapezis

Aproximem f(x) en [a,b] pel polinomi p(x) de grau1 que

interpola f(x) en els extrems de l'interval:

f(b) — f(a)
b—-a (x

b b _
° /a £(x) dx:/a p(x) dx = b2 3(f(a) + f(b))

o f(x) ~p(x)=f(a)+ —a)

Metode de Simpson

Aproximem f(x) en [a,b] pel polinomi p(x) de grau2 que
a+b

interpola f(x) en els extrems de l'interval i en el punt mig ¢ = 5

—b)(x— _ — — —b
o f(x) ~ p(x) = (@) %=Bl=3 + H(b) =303 + f(c) =2t

0 /abf(x)dx:/abp(x)dx— b;a <f(a)+4-f(a;b> +f(b)>
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Comentari

o Trapezis i Simpson donen aproximacions “raonables” de la
integral si l'interval [a, b] és ‘petit”. (Molt millor Simpson!)

o Si[a,b] és ‘gran” el frenquem en subintervals més petits i, en
cadascun d’ells, apliquem trapezis o Simpson per aproximar
lintegral. Si sumem les integrals aproximades obtingudes en cada
sub-interval, obtenim les anomenades ‘férmules compostes”.

v

ot

E >

Trapezis compost: Trenquem [a, b] en 5 sub-intervalsien
cadascun d’ells aproximem la grafica de la funcio (en blau) per la recta

que la interpola en els extrems del sub-interval. Obtenim una poligonal

(en vermell) i la seva integral aproxima l'integral de la funcio.
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Metodes compostos

o Sigui f : [a,b] — R (funcidiintervals donats).
o Triem n>1 idefinim h= ? (h és el pas d’integracio ).

o Dividim l'interval [a,b] en n trossos de tamany h.
@ Obtenim P={a=xp < Xy <--- < Xp_1 < Xp = b} una particio
uniforme de [a,b], on x;=a+j-h, j=0,...,n.

P

< o Py o Py o Py o Py >

a=xp X; X2 .. Yoo N e Xz Xy b=,

@ T(h) = Tyx(f; [a,b]) = Meétode dels trapezis compost de pas h:

/b f(x)dx ~ T(h) = g(f(xo)+2f(x1)+2f(x2)+- - +2f(Xp—1)+1f(xn))
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@ S(h) = Sy(f;[a, b]) = Metode de Simpson compost de pas h:

/b f(x)dx =~ S(h) = g(f(xo) + 4F(x1) + 2f(x2) + 4f(X3) + 2f(Xg)

F o4 2f(Xp_2) + 4F(Xp_1) + F(Xn))

Important: En el métode de Simpson compost cal que n sigui
sempre un nhombre parell, de laforma n=2-m.

o Relacio entre Simpson i trapezis:

_4-T(H) - T(2H)

S(H) .
o S(H) = Simpson compostamb n=2-m i h=H= b; a
o T(H) = trapezis compostamb n=2-m i h=H= b-a
o T(2H) = trapezis compostamb n=m i h= b-a =2H
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Error que cometem en usar els métodes compostos

@ Si usem un métode d’integracio numerica per aproximar la
integral cometem un error.
@ No coneixem exactament aquest error pero si podem acotar-lo.
@ Si f ésdos cops derivable en [a,b] i f” és continuaen
[a, b], denotem per M, = m[ax |f"(x)|. Aleshores:
xc|a,
(b — a)M2 h2
12
~—
cota superior de I'error

X)dx — T(h)‘ <

error trapezis compost pas h

o Si f és quatre cops derivable en [a,b] i f*) és continuaen
[a, b], denotem per M, = max |F®)(x)|. Aleshores:
x€(a,

(b a)M4

180 o

x)dx — S(h)| <
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Integrals impropies

Les integrals impropies son “integrals definides” (integrals d’'una funcié
en un interval donat) que compleixen una de les propietats seglents:
@ Linterval d’integracié té longitud infinita (integrals impropies de
primera especie).
Q La funcié que integrem esdevé infinita en un (o més d’un) punt
(integrals impropies de segona especie).
©Q Les dues coses a la vegada (tercera espécie).
Una integral impropia pot ser convergent i donar un valor finit, o bé ser
divergent si déna +oco 0 bé no té cap valor definit. En la figura teniu
una integral impropia de primera especie i una de segona.
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Definicié (Integral de primera espécie)

f:[a,+00) — R una funcio que és integrable en tot interval compacte
de la forma [a, M|, per a tot M > a. Direm que la integral impropia
J ; > f(x) dx és convergent si existeix (i és finit) el limit:

/:OO f(x)dx = lim /M f(x) dx

M—+o0 J 4

Direm que la integral impopia |, ; > f(x) dx és divergent si el limit no
existeix (inclou el cas en que val +oc). Analogmanet, podem definir:

/_boof( dx = I|m /f(x)dx

+o0
/ f(x)dx = / f(x) dx + / f(x)dx (onc € R és arbitrari).
—0o0 c

—00

(Per tal que [~ toof x) dx sigui convergent, cal que ho siguin les dues
integrals de la suma separadament Només que una d’elles sigui
divergent, també ho és [*° f(x) dx.)

79/104



Definicié (Integral de segona especie)

f:(a b] — R tal que A Iim+f( ). La integral impropia f 5 f(x)dx és
X—a

convergent si existeix el limit:

/abf( dx = Ilm/fx)dx

Analogmanet, si A I|m f(x), també podem definir:
X—b—

/fx)dx_ I|m /f

o bé, en el cas en que E I|m f(x) iameés A Iml;l f(x):
X—b~

/bf(x)dx:/Cf(x)dx+/bf(x)dx, onc e (a,b).

Aquesta darrera definicio d’integral impropia, valida també en el cas
en /H)I(ii)ncf(x), per algun c € (a, b), requereix que les dues integrals de

la suma siguin convergents separadament. 80/104




Exemple (Integrals impropies basiques)

1 .
/ 1 xdx—d g Sia>—1 (convergent)
0 +o00, Sia < —1 (divergent)

+o0 9
/ xdx={ aF1’ sia < —1 (convergent)
1 +00, Sia> —1 (divergent)

—+00
e Observacio: No existeix cal « € R pel qual / x“ dx sigui una
0

integral impropia convergent. La trenquem com:

“+o00 1 +oo
/ xX*dx = / x*dx + / x*dx .
0 0 1

conv. <= a>-1 CONV. <= a<—1

Per tant, Aa € R pel qual les dues integrals de la suma siguin

simultaniament convergents.
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1 1 a1 7x=1
/ x“dx = lim / x“dx = lim
0 5—0t J5 50t [a+ 1], 5

1= gott i —
— lim _ O , Sl > 1
s—0t a+1 oo, sia< -1
1 1 . 1 1 . x=1 .
/ x 'dx = lim / —dx = lim [Inx] ;= lim In§ = +o0,
0 6—0t Js X 50+ X= 50+
400 M )((¥4_1 x=M
/ x“dx = lim / x“dx = lim
1 M—+oo f4 M—+oo [+ 1], _4
. Mo+t 4 Y _
— lim _ PR sia < —1
M=too -+ 1 +00 sia> —1

oo M 1 x=M
xTdx = lim —dx= _lim [Inx]'_{ = lim InM = +oc.
1 M—+oo J1 X M— 400 X= M—s 400
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Integrals impopies via definicio i calcul de la primitiva

+o0 M =M
/ e “dx= lim / e “dx= lim [—e_x] X0
0 0 B

M—+o00 M—+o00
= lim (1) =1,
M—+o0
+oo dx M dx
= lim — = lim [arctan(x)]’=Y
/0 14 x2 M—H‘OO/O 14+ x2 M—H—oo[ ( )]X—O

™
= lim arctan(M) = =
M—+o0 ( ) 27

1 1

/Inxdx: Iim / Inxdx = lim [xlnx—x]xf;

0 s 5—0+ x=
= I|m( 1—-01In0+6)=—

6—0t

on usem integracio per parts, prenent u = In x i dv = dx, per calcular

J Inx i férmula LH6pital per calcular I|m 0lné = I| lim, :n/(; 0.
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Problema 21(c,d)

Digueu si les seglents integrals impropies son convergents i, si ho
son, calculeu el seu valor:

© [ 2. @ [ tanxa
N an x dx.
0o vV8—x 0
=0
8 dx ) (8—X)2/3 X
— i —x)"Bdx =l A S S
(c)/o V8 — x 5—‘[2—/0(8 X) ax 5-'[2—[ -2/3 o
Copim 3 (23 a 2/3) _
B 5|—|>er 2 (8 (8-9) ) =6
jus 5 5 .
(d)/ztanxdx: lim /tanxdx: lim / SINX oy
0 =5~ Jo =3~ Jo COS X
= lim [~In|cosx[}=) = — lim In|cos |
=5~ =57

= —In(0") = +oo.

84/104



Que fem per estudiar la convergéencia o divergencia

d’una integral impropia de f(x) si no sabem calcular
cap primitiva de f(x)?

o Elcas en que f(x) > 0, Vx, és més senzill de discutir que no pas
quan f(x) té canvis de signe en l'interval d’integracio (és clar que
si f(x) <0, Vx, tot és analeg a quan f(x) > 0)

Comencarem doncs suposant f(x) > 0, Vx.

@ Si f(x) > 0, Vx, pero no en sabem calcular la primitiva, aleshores
usarem criteris de comparacio: deduirem la convergéncia o
divergencia de la integral impropia de f(x) a partir de la
convergencia o divegencia de la integral impropia d’'una altre
funcié g(x) > 0, més senzilla que no pas f(x), de la qual si en
sabem dir si la integral impropia convergeix o divergeix.

@ Un criteri de comparacio aplicat a la integral impropia de f(x) ens
diu si aquesta integral és convergent o divergent, perdo NO ens

permet calcular el valor de la integral.
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Teorema (Criteri de comparacio)

Q f,9:[a +o0) — R dues funcions continues verificant:
0 <f(x)<g(x), Vx>M (x prougran.)

Aleshores:
—+o0

° g(x) dx convergent — / x) dx convergent.
a

—+o0
° / f(x) dx divergent — / g(x) dx divergent.
a

(Tot és analeg per una integral impropia de la forma f _. canviant
Vx > M (x prou gran) perVx < M (x prou petit/orou negatiu).)
Q f,g:[a b) — R dues funcions continues verificant:
0 <f(x)<g(x), six— b~ (xproupropera‘b”.)
Aleshores:

b b
° / g(x) dx convergent —- / f(x) dx convergent.
a a

b b
° / f(x) dx divergent — / g(x) dx divergent.
a a

(Tot és analeg per una integral impropia en x = a canviant

X — b~ (x prou proper a “b”) per x — a* (x prou proper a ‘a’).)




Exemple (Convergéncia integral impropia via criteri comparacio)

+00 2
I:/ e X dx.
0

2 . T -
@ Per f(x) = e * no en coneixem cap primitiva explicita.

@ Podem aplicar el criteri de comparacio per discutir la convergéncia
de la integral impropia | usant que f(x) > 0 compleix:

x21 = X2x = —xX*<—x = f(x) = <e* =g(x).

Per tant: 0 < f(x) < g(x), Vx > 1 “prou gran”.
o La integral impropia de g(x) en [0, +oc0) és convergent:

+oo +oo
_ —X _ [_a—Xx]t© _  —o0 0 __
/0 g(x)dx_/0 e 0= S| e” > +e’ =1.

0 < f(x) < g(x), Vx> 1 o
+o00
° g(x) dx convergent | /0 f(x) dx convergent.
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Teorema (Criteri del quocient)
f,g :[a,+o00) — R dues funcions continues verificant:

f(x)20,9(x)>0 & 3L= lim_ ;((’;))

Aleshores:
eSiL=0: / x) dx convergent — / (x) dx convergent.

+o0o
e Si L = +o0: / g(x) dx divergent — / f(x) dx divergent.
a a

¢ SiLe(0,+00):

+oo
/ 9(x) dx convergent <— / f(x) dx convergent .
a

v

El mateix teorema val per una integral impropia en —oo, a, b, canviant
) jim 10 i )y 10

m —- perxﬁ_oog(x)’ XLa+g(X)’ x—>b—g(X)

, segons el cas.
x e g(x) J
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Problema 22(a,b,c)

Analitzeu si les seglents integrals impropies sén convergents:

+oo 2
(a)] = / X< arctan x dx
1

2x3 +sinx
2
x? arctan x
0 f(X)= —5—+—
(x) 2x3 +sinx
el denominador compleix 2 x3 +sinx > 1.

. ™
@ Usant lim arctanx = —, és natural comparar:
X—+00 2

(x) = x2arctanx _5x* o«
T 2x3+sinx  2x3  4x
. f(x)
lim —% =—-= .
PLUN- v B i ke
o Pel criteri del quocient per integrals impropies:

+o0 +oo
J= / x) dx convergent <« l—/ f(x) dx convergent .
1

> 0 icontinua si x € [1,+00), jaque, Vx > 1,

quan x — +oo.

o Sidefinim g(x) = —

+oo gy
°oJ= / ~ = +oo divergent = [ també és divergent.
1

89/104



oo 1 — cosd(x)
(c)/_/o 2+ex+sinxdx

1 — cos®(x) . ] . ,
0 f(X) = ———"-"2 >
(x) 5 or fsinx > 0 i continua si x € [0,+00), ja que el
denominador compleix 2 +e* +sinx >e* > 1, vx > 0.
@ Com a consequencia, obtenim les seglients desigualtats per f(x):
2
-

_ 5
0<fix)= =0 2 5 x_gx), vxe 0, +00).

-  24eX+sinx " e
@ Pel criteri de comparacio per integrals impropies tenim:

+oo +oo
J:/ g(x) dx convergent —- l:/ f(x) dx convergent.
0 0

+oo
0 J= / 2e % dx = 2 convergent = [ també és convergent.
0
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+
= OO —e VXY x*dx, on o € R és un parametre.
, p
0

f(x) = (1 —e1/V¥) x> és continua si x € (0, +o0).
(x) >0 si x € (0,+00), ja que:

x>0 = e /X1 — 1_¢ VX,

@ /integral impropia en x = 0 i quan x — +oc. La trenquem com:

l:/(:oof(x)dx:/o1 f(x)dx+/1+oof(x)dx.

J K

@ | és convergent per aquells o € R per als quals J i K son totes
dues (simultaniament) convergents.

@ Si per algun valor de « una de les dues integrals, J 0 K, és
divergent, llavors | també és divergent.
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]
Estudi de la convergeéncia / divergéncia de: J = / f(x) dx.
0

© Quan x — 0t ésté: lim e 1/VX = 1/0" —¢= — 0,
x—0*t
@ Per tant, comparem:

f(x)=(1—e /V¥)x*~ x*, quanx — 0%

e a . fx)
Si definim g(x) = x* = Xll}rr(}+ﬁ =1=L#0.
Pel criteri del quocient per integrals impropies:

©

©

1 _ 1
J :/ f(x) dx convergent <— J :/ g(x) dx convergent .
0 0

©

Per altre banda, sabem:

;
J:/ x“ dx convergent <— a > —1.
0

Finalment:

©

’J convergent <— a > —1.

92/104



+oo
Estudi de la convergéncia / divergéncia de: K = / f(x) dx.
1

@ Quan x — 400 ésté:

lim e /VX=—e V/+2° =0 =1 — lim (1- e‘”ﬁ) =0.
X——+00 X——+00
@ Aquest limit zero no ens déna cap indicacié de com comparar
1 — e~ /vX amb una funcié més senzilla quan x — +oo.
@ Per trobar amb qué comparar, considerem el polinomi de
Maclaurin de grau 1 de I'exponencial: e* ~ 1+ z, quan z — 0.
@ Quan x = +o0 = z=-1/y/x—0.
@ Per tant, substituint z = —1/4/x en el polinomi de Maclaurin de
e? ifent x — +oo:

ALE —\}7( — fx)= (1 — e V¥ xe x X = xa-1/2,

B

o Sidefinim g(x) = x*~1/2 — lim x) —1=1L

X—+00 g(x) 0.

N

93/104



f(x)

@ Com com que hemyvist |Iim —= =1 =L # 0, usant el criteri
x—+00 g(X)

del quocient per integrals impropies tenim:

+oco +oo
K:/ f(x) dx convergent <= K:/ g(x) dx convergent .
1 1

@ Sabem que:

400 ~+o00
K =/ g(x) dx =/ x*~1/2 dx convergent <= a-1/2 < —1.
1 1

@ Observem: o —1/2< -1 <= a<—-1/2.
@ Finalment:

’Kconvergent —= a< —1/2.‘
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+oo
Estudi de la convergeéncia / divergéncia de: /_/ f(x) dx.
0

I:/OJroof(x)dx:/o1 f(x)dx+/1+oof(x)dx.

J K

Hem vist:

o J convergent <— a > —1.

@ K convergent «— a < —1/2.
Per tant:

I convergent <— —-1<a<-1/2 < ae(—1,—1/2).‘
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Que fem per estudiar convergencia/divergéncia d’'una

integral impropia de f(x) si no en sabem calcular cap
primitiva i té canvis de signe en l'interval d’'integracio?

o Els criteris de comparacio per discutir convergencia/divergencia
d’una integral impropia de f(x) requereixen funcio positiva (o de
signe constant) en l'interval d’integracio.

o Si f(x) té canvis de signe en l'interval d’integracio, cal estudiar la
convergencia de la integral impropia de la funcié definida pel seu
valor absolut.

@ Lafunci6 |f(x)| sique és > 0 ia ella si que li podem aplicar els
criteris de comparacio anteriors per funcions positives.

o El resultat basic és que si la integral impropia de |f(x)| (amb valor
absolut) és convergent, llavors també ho és la integral impropia de
f(x) (sense valor absolut). Evidentment, els resultats de les dues
integrals sén diferents.

@ Malauradament, si la integrla impopia de |f(x)| és divergent, aixo
no sempre implica que la integral impropia de f(x) també sigui
divergent. 96/104



Definicié (Convergencia absoluta)

Direm que una integral impropia d’una funcio f(x) és absolutament
convergent si la corresponent integral impropia de la funcio positiva
|f(x)| ésconvergent. Aixo0 és:

/ |f(x)| dx convergent — / f(x) dx absolutament convergent.

Teorema
Tota integral impropia absolutament convergent és convergent.

.
N
»

Observacio

El reciproc del teorema anterior no és cert. Hi ha integrals impropies
que son convergents pero que no son absolutament convergents.

sin x
Com a exemple, veurem que la integral / T dx és convergent,

pero que no és absolutament convergent.
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+o0
/ C?(S dx integral impropia absolutament convergent. J
.

COS

o f(x)= té infinits canvis de signe quan x — +occ.

COS X COS X

o 1100) = |25 = 198X < T — ), x> 1.
—+o00 400

° / g(x)dx = / x“ dx ésconvergentjaque a=-2< —1.
1 1

{ 0 < |f(x)| < g(x), Vx>1
° F0o0

+o0o
/1 g(x) dx convergent } :>/1 |f(x)| dx convergent

“+oo
= / f(x) dx absolutament convergent

“+o0o
= / f(x) dx convergent
1

o0 cos x
= 2 dx convergent.
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T sin x
I = / —~ dx és una integral impropia convergent que no és
1
absolutament convergent.

e Part I. / és convergent. Per veure-ho integrem per parts:

M i _ _ 2
/ smde:{u_Ux — du=-1/x }
]

X dv=sinxdx = v=—cosx

cos x1x=M M cos x
= [_ } — ax
x=1 1

X X2
cos M /M coS X
1

Vi 2 ax.

=cos(1) —

Fent M — +oo obtenim:

400 o M o; 400
l:/ SINX gx = lim / Slnde:cos(1)—/ COS X o .

M—+o00 X2

—+00
, . , COS X , ,
En I'exemple anterior hem vist que / ~z dx és una integral
1

impropia convergent. Per tant, / és una integral convergent.

l
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e Part Il. / no és absolutament convergent Aixo vol dir que hem de
sin x

veure que la integral impropia J = / dx és divergent.

El punt clau per veure-ho és la desigualtat 0 <a<1 = a>a°.
Fent a =|sinx| € [0,1] obtenim:
sin x

X

|sinx|>|sinx|2—sin2x_1 COS 2X >L_cos2x
- N 22 “2x 2x

D’aqui podem concloure que J = +oo €s integral impropia divergent:

+00 | qj +0oo +oo
J:/ S'”dez1/ dx—1/ COS2X iy — o0 — £ = too,
1 2 1 X 2 1 X 2
Foo finit
ja que:
T dx too .
° / M / x*dx = +oo és divergentper a = —1.
1 1

—+00
cos2 , . : <
o L= 2 dx és una integral impropia convergent (es veu

2 cos x
analogament al cas / 2 dx vist en un exemple anterior).
1
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Observacio

. +°0 sin
La integral impropia K = IT dx també és convergent (pero no

és absolutament convergent). De fet, se sap que K = /2.

o 1im "X _1 — sidefinim £(0) =1, la funcié f(x) = 0%
x—=0 X
esdevé continuaen x =0.

@ Per tant, la integral K només és impropia quan x — +oo, pero
no pas quan x — 0.

@ Per “esquivar” el punt x = 0 descomposem K com:

SlnX sin x SIin X
K = / :/ SINX o / SINX .
0 X 1 X

! sinx
T dx déna un valor finit, ja que és la integral d’'una funcié

contlnua en [0, 1] (no és una integral impropia).

+oo
sin x
o I= / ~ dx hem vist que és una integral impropia
1

convergent (pero no absolutament convergent).
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Definici6 (La funci6 Gamma d’Euler)
Definim la funcié Gamma d’Euler mitjancant la integral impropia:

400
F(p):/ XPleXdx,  Wp>0,
0

Verificant les seglients propietats:
Q r(n+1)=n!, vneNuU{0}.

Qr(/2)=/x.
Qr(p+1)=p-T(p), Vp>0
Q I'(p) és C>® sip>0.Amés:

400
(k)(p)=/0 (n(u))* P~ e=Vdu, k> 1.

Aixi doncs, per exemple:
rt)y=0'=1, F(2)=1|:1 I'(3)=2!=2, r4)=38'=6,

T(1/2) =

N

r@/2)=r(1/2+1) =

N |
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Per veure que '(p) convergeix si p > 0, considerem d’entrada un
valor de p € R fixat i denotem per f(x) = xP~'e~*. Descomposem:

1 00
F(p) —/0 f(x) dx+/1Jr f(x) dx .
!

J
Tot sequit, veurem que [/ és convergent Vp > 0 ique J ho és Vp € R.

f ,
@ Fent g(x) = xP~" = Iim —~% = lim e * = 0. Pel criteri del
x—0+ g(x) x—0+

qguocient per integrals impropies:

| = /1 f(x) dx convergent <= 1= /01 g(x) dx convergent .
Per altrg banda, sabem:

1= /01 xP~1dx convergent «—= p—1> -1 < p>0.

Per tant:

’l és convergent < p>0.

103/104



Fentara g(x) = e */2 iusant (si cal) el lemma de LHépital:

ot o xpte X
lim ﬂ: im X% " — im =0, VpeR.
X—+00 g(X) X—+oo e—X/2 X——+00 eX/2

Pel criteri del quocient per integrals impropies:

~ +oo

J:/ g(x) dx convergent — J = / x) dx convergent .
1

Per altre banda:

~ +oo X=+o00 2
J= X2 qgx = | —2eX/2 — = és convergent.
/1 ¢ [ ¢ ]x:1 \/é g

Per tant:

’J és convergent Vp € R. ‘
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