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Funcions d’'una variable

Definicié (Notacions fonamental funcions reals d’una variable)

f:DfrcR— R

X — f(x)

@ Dy = {x € R : f esta ben definida en el punt x} domini de f.

@ y=f(x) éslaimatgede x € D; per lafuncio f.

@ XCDf = f(X)={yeR:IxeXtqg.y=1Ff(x)}
Si X és un subconjunt del domini de f, llavors f(X) ésel
conjunt imatge de X per f (conjunt format per les imatges de
TOTS els punts que pertanyen al conjunt X ).

@ Ry =rang(f) = f(Df) és elrang o recorregut de f (conjuntde
tots els valors que assoleix la funcié f per punts del seu domini).

@ YCR = Y (Y)={xeDs:f(x)eY} Si Y ésun
subconjunt (qualsevol) de R, llavors f~1(Y) es el conjunt
anti-imatge de Y per f (conjunt format pels punts del domini de
f tals que quan calculem la seva imatge aquesta pertany a Y ).
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Exemple ( f(x) = vXx+ V1 —Xx)

@ Domini de f: Sivolem f(x) ben definit cal que x compleixi:
x>0 iamés 1—-x>0<<= 1>x < x<1.

Dy = [0,1] i, de fet, f(x) és continua en [0,1] (per generacio).

@ Lafuncio f és simeétrica respecte del punt % . Si agafem els
punts xy=a i xp=1—a amb ac [0,1], un és a l'equerra i
I'altre a la dreta de } i el punt mig entre ambdés és 152 = 1.
Llavors és té que f(x1) = f(x2) :

fe)=f1-a)=vV1-a+/1-(1-a=Vv1-a+va="f(x)

@ En particular f(0) = f(1) =1 i f(}) = V2.

@ Tot sequit veiem:

f'(x) >0, si x e (0,1/2) = f estrictament creixent en [0,1/2].
f'(x)<0,si xe(1/2,1) = f estrict. decreixenten [1/2,1].
f'(xX)=0 < x=1/2, 0n f hité el seu maxim absolut en [0,1].
x =0 i x=1 son els minims absoluts de f en [0,1].
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Exemple ( f(x) = v/x ++/1 — x (continuacio) )
oo - 11 Vi-x—Vx
2vx  2y1—x  2yxV1—x
VI—x—vx VI-x+Vx
/XTI =X VXt /X
(V1 = x)? = (V)
2Vx V1 = x (V1= x+VXx)
(1—x)—(x)
2VXx VT =x (V1 =x+Vx)
1—2x
2Vx V1 = x (V1= x+Vx)

onusem: (A—B)x (A+B)=A2-B? amb A=+1—x i B=Xx.
e f(07) = +00 = f(x) té pendent més infinit quan x tendeix a
zero per la dreta (x — 0%). En particular, direm que Af'(0T).

@ f(17) = —oc0 = f(x) té pendent menys infinit quan x tendeix a
u per l'esquerra (x — 1~). En particular, direm que Af'(17).
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Exemple ( f(x) = vx + /1 — x (continuacid))

@ Elrang o recorregut de f és rang(f) = f(Dy) = f([0,1]) = [1,V2].

@ En paraules: Si movem els valors de x en l'interval [0, 1] llavors
f(x) és mou en linterval [1,/2].

@ Engeneral: Si f és una funcio continua en l'interval [a, b] llavors

f([a, b]) = [m,M] on m = XrerEmb] f(x) i M= m[a>é] f(x).
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Exemple ( f(x) = vx + /1 — x (continuacid))
o Si A=[L,1] llavors B = f(A) = [f(1), f(})] = [%%} és
&, 3] perla funcié f .

@ Encavi, f~'(B)=AUC on C = (3, 2] : Lanti-imatge de l'interval
B és unio de dos intervals. Els punts x tal que quan apliquem f
van a parar dins de B son els que estanen A o bé en C.

la imatge de l'interval A= |
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( f(x) =
o Si D=[},8] llavors E = f(D) = [f(1), f(})] = [M 2] és Ia

imatge de D per la funcid f. (El valor m/'nim de ésenel
punt % pero el seu valor maxim és en 5 inoen

e Lanti-imatge per f de l'interval E és F =f"(E) = [%, 2].
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Definicié (Composici6 de funcions)
Siguin f : Df CR =R i g: Dy C R — R dues duncions donades.
Definim la seva composicio gof ( g compostaamb f ) per:

(9o f)(x)=9g(f(x))|  (ter. actua f idesprés g)
El dominide gof €s Dyt = {x € R :x € Dy i f(x) € Dq} .

Podem visualitzar g o f com superposicié de dos processos f, g en
que donada la materia prima x, llavors (g o f)(x) dona el producte
final, perd no veiem els passos intermitjos del procés de produccio:

R R -9 R
X = f(x) — g(f(x))
—_—

(gof)(x)

@ Sivolem que el procés f pugui actuar sobre x cal que x sigui
del dominide f ( x € Dy ).

@ Per tal que el procés g pugui actuar sobre f(x) cal que f(x)
sigui del dominide g ( f(x) € Dy ).
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Exemple (Composicié de funcions)

0=220 D=R\{1}, @)=

>~
©w

. Dy=R\{-5}

B _ X—|—1 _%—3_—X+2
° (gof)(x)_g(f(x))—g<x_1> xx1 .5 3x—2
— N——
cal x#1 calx;é%
Dgor =R\ {1,2}. Treiem x =1 jaque 1 ¢ D;. Treiem x = 2 ja
que sibé & € Dy llavors f(5) = —5 ipertant f (5) & Dy .

x—3 X3 1 1 —x—1
° (o)) = flat) =1 () = 5 -
cal Xx#A-5 sempre O.K.

Djog = R\ {5} . Treiem x = =5 jaque —5 ¢ Dy . En canvi, si
X # —5 llavors g(x) = %32 esta ben definida i g(x) #1, Vx € R
(ho veiem perque la formula (f o g)(x) sempre esta ben definida)

i, per tant, g(x) € Ds.
@ Observeu, en particular, que (g o f)(x) # (f o g)(x).
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Definicié (Funcié injectiva / exhaustiva / bijectiva)

Sigui f : A — B una funcid / transformacio qualsevol que envia
elements x € A del conjunt A a elements f(x) € B del conjunt B.

@ f injectivaen A sii. Vxy,x2 € A t.q. Xq # X2 llavors f(xq) # f(x2) .
@ f exhaustivaentre A i B sii. Vy € B, 3x € A t.qg. y = f(x).
o f bijectivaentre A i B sii. f és injectiva i exhaustiva.

e f ésinjectivaen A si f envia parelles de punts diferents de A a
parelles de punts diferents de B o, equivalentment, si no existeixen
dos punts diferents de A amb la mateixa imatge quan els apliquem f.
e f és exhaustiva entre A i B sitot punt de B és imatge d’almenys un
punt de A (pot ser imatge de més d’'un punt de A) <— B = f(A).

e f és bijectiva entre A i B sitot puntde B és imatge d’exactament
un puntde A (aixo és, f és 1 a1 entre els conjunts A i B).

e Si f ésinjectivaen A idenotem C = f(A) C B, aleshoresf: A— C
és bijectiva (només en el cas que f sigui exhaustiva és té C = B).

e Sigui f(x) funcié real de variable real: f és injectiva en un interval

A C R sii. f és estrictament creixent o estrictament decreixent en A.
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Considerem f : R — R definida per f(x) = x2.

f(x) no és injectiva si triem A=TR, jaque f(x) = f(—x), VxR
(les parelles de punts de signe oposat tenen la mateixa imatge).
f(x) si és injectivaen A= [0,+00) ja que f(x) és estrictament
creixent en [0, +00) .

f(x) si és injectivaen A = (—o0,0] ja que f(x) és estrictament
decreixent en (—o0,0] .

f(x) és injectiva en tot interval A C R tal que A C [0,+) o bé
A C (—o0,0].

f(x) no és exhautivaentre A=R i B=R jaque f(x) >0,

Vx eR (si y <0, llavors y no és imatge per f de cap x € R).
f(x) si és exhautiva (pero no injectiva) entre A=TR i B = [0, +0).
f(x) si és bijectiva entre A= [0,+c0) i B =[0,+00), ja que

f :[0,4+00) = [0,400) ésuna funcio 1a 1.

f(x) també és bijectiva entre f : (—oo0,0] — [0, +00).

f(x) tambe és bijectiva entre f : [0,2] — [0,4]. (f([0,2]) = [0, 4], L4



Definicié (Funcié inversa)

Sif:Df C R — R és una funcio injectiva en A C Dy i denotem per

B = f(A), llavors f : A— B és1a1/bijectiva i existeix ' : B— A
funcio inversa de f (inversa respecte de la composicid) verificant:

Y (f(x))=x, v xe A f(f(y))=y, VYyeB

En general no és possible calcular explicitament la inversa f~' d’'una
funcié f donada. En els casos en que si que és possible, ho fem aixi:
Considerem la relacié f(x) = y. Si som capagos d’aillar x en funcio
de y a partir d’aquesta relacié obtenim la inversade f: x = f~1(y).

e P ex.: f(x) = x? entre f : [0,2] — [0,4] té inversa f~':[0,4] — [0,2]
donada per f~'(y) = +/¥ que surt d'aillar x de f(x) =x2=y.
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y y=109 y
sqrt(2) — ——— sart(2 =l
] - V=10 :

f(b)

f@=f(1-a) , f@

Exemple ( f(x) = /X + V1 —x)
@ f(x) no és invertible en tot el seu domini, D; = [0,1], degut a la
seva simetria respecte del punt % :f(a)=1f(1-a), Yvae[0,1].
e f(x) sique és invertible en l'interval A= [0,1] ja que és una
funcio estrictament creixen en A.

@ B=f(A)=[1,v2] = f:A— B ésbijectivailainversa f
esta definida entre els conjunts f~1 : B — A.
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V=10 )
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fa)

A *=fN-1Hy)

1 sart(2) y

Exemple ( f(x) = vx + /1 — x (continuacid))

Calculem explicitament =1 : [1,+/2] — [0, }] aillant x en f(x) =

fX)=y <= Vx+V1l-x=y <<= V1-x=y—x
= 1—x=(—-Vx)2=y2—2y/x+x
— 2x—-2yV/x+y?—1=0.

Per tant I'expressio X = \/x és solucié d’'una equacio de 2on grau.
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Exemple ( f(x) = v/x + /1 — x (continuaci6 i fi))

Concretament X = /x verifica:

2 2 _
0 x_ YEVEyP-4-2-(y*-1)

2X% —2yX +y? —1=

2.2

D’aqui obtenim:

\/)?:X:yi\/zm:x:f (1 (y W))z

Per definir f~1 triem — en + perque y
V2

=1
(Si triem + en + obtenim f~ [

|—
—

—

~

Exercici ( f(x) = vx++v1—x )
Considereu l'interval | = [a, b] C [1,V/2]. La seva anti-imatge per f és

(1) = [F~Y(a), (B U1 = F7(b), 1 — F(a)]

on 1 :[1,v/2] = [0,1/2] és la inversa que hem calculat.
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Exemple (Inversa i composicié de funcions)

=20 D=R\{1}, g0)=2T3

,  Dg=R\{-5}

@ Calculem g~ trobant x en termes de y solucié de g(x) =y

-3
g(x):i+5:y < x—-3=(x+5)y < (1—-y)x=3+5y
Obtenimx:?;t5y Pertant, g~ (y) = 3+5y i Dy =R\ {1}.

@ Calculem g~ o f iel seu domini:

(g o H(x) = —%n»—gq( — dx 1

X+ 1 3+5%
x—1>: x+1

T ox—1
cal x#1

Pertant, Dy-1, =R\ {1}.
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Funcions elementals

Les funcions elementals simples son:
@ Polinomis.
@ Exponencials i logaritmes: e* i Inx.
També a¥ =eX"@ i log,x =Inx/Ina, si a> 0.
@ Trigonometriques: sinx, cosx, tanx.
@ Trigonometriques inverses: arcsin X, arccos X, arctan X.

@ Hiperboliques i hiperboliques inverses:
. eX —e X eX e X sinh(x)
sinhx=———, coshx=———, tanhx = ———=%
2 2 cosh(x)
i les seves inverses argsinh x, argcosh x, argtanh x .
e Usarem la terminologia funcions elementals per referir-nos a les
combinacions de funcions elementals simples definides mitjangant
operacions elementals ( ,*, /) i composicions de funcions.
e També considerarem d’ aItres funC|ons no elementals simples que
juguem un paper destacat en el calcul. P. ex.: |x| = +v/x2 (valor
absolut), sign(x) (signe), E(x) (part entera), D(x) (funcié de
Dirichlet).
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Exemple (Funcions elementals)
@ Els polinomis.
@ Les funcions

1

cosec(x) = sec(x) = , cotan(x) =

]
sin(x)’

@ Potencies com:

cos(x)

(tan(x))*"X) = (e'n(tan(X))>5in(X) _ esin(x)In(tanx)

per aquells x € R tals que tan(x) > 0.
@ Composicions com la seglent:

f(x) = exp <\/1 + cos X + s::hxx) ,

també ho son dins del seu domini de definicio.

tan (x)
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Problema 3
Trobeu el domini de les funcions seglents.

@ f(x) =In(sinx). Solucié: Dy = UKGZ(Zﬂ'k, 2wk + 7).
2 _
Q ()= " 1 . Solucié: Dy =

2—X
Q f(x ”x+ 1/ N Solucié: Dy = (-2,—1) U[1,2].

Resolucié: D; = {x eR:

7>0 24+x>0, 2— x>0}
X+1

@ 2+x>0 <= x> -2 = x€(-2,+x).
@ 2-x>0 <= x<2 < x€(~-,2].
Q )):+1 >0 éscertenx=1,nohoésenx=—1,isihoésquanel
signe de x — 1 és igual al signe de x + 1.

@ Signede x — 1ide x4+ 1s6n positius si x >1 < x € (

@ Signe de x — 1ide x + 1 s6n negatius si

X< =1 < x€(—o0,—1).
Dy surt d’intersecar els tres conjunts dels apartats (a), (b), (c).
=+/|x+2]—|x+1]. Solucié: Dy = [-3/2, +).

1, 4+00).
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Q f(x)=In(3—]2x — |x —1|]). Solucié: Df = [-3/2, +0).
Resolucio: Dy = {x e R: 3 — |2x — |x — 1|| > 0} i 'estudi detallat
d’aquest conjunt els teniu més endavant en el problema 2.

Q f(x) = /cos(5x). Soluci6: Df = Uy, [;g + z“k, 10+ 2“"}
Resolucio: Dy = {x € R : cos(5x) > 0}.

D’entrada, tenim que el cos(y) > 0siy € -3, 5] i, degut al
caracter 27 periodic del cosinus, també en tot interval de la forma
[—% + 2k, 5 + 27k], per atot k € Z. Per tant:

y eRéstalque cos(y) >0 <= y € Uey |—5 + 27k, 5 + 27k].
Ara toca substituir y per 5x. Tenim doncs:

2rk 2rk
5xe U [-F +erk 5 +amk] <= x€ U [—%+%,%+%].
KeZ KkeZ

f(x) =+v—x+ \/21+7x Solucié: Df = (—2,0].
, X o
Q f(x) = arcsin (‘I—H() Solucié: Dy = [-1/2, +00).

Resolucio: Com que arcsin(y) esta definit sii —1 < y < 1, llavors:
X
Dy = -1 < —< = |- .
f {xe]R 1< X _1} [~1/2, +x)
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La funcio valor absolut

]x\_{ fi : iig } (10] =0, x| >0 si x£0.)

@ Vx,y € R escompleix: |x +y| < |x|+|y| i |xxy|>|x]—1yl-

@ La distancia entre dos punts x,y € R ve donada per |x — y|.
Exemple: A={x e R:|x—1] <|x— 3|} sonels punts x que
disten menys de 1 que de 3. Com que el punt mig és % =2 la
soluci6 és A= (—o0,2) .

@ Si f(x) és una funcié qualsevol i calculem 1er (f(x))? i després
fem I'arrel quadrada, el resultat és:

()2 # f(x), 4/ (F(x))? = [f(x)].

@ Aquesta férmula permet calcular d‘f(X” si f(x) #0i3f(x). P.ex.:
dlf(x)]  2x(x®—1)

f(X)=x2—1 = [f(x)]=/(x2—1)2 = e JoE 17
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Problema 2

Determineu els x € R definits per les expressions seglents.
Q@ 3-2x—|x—1||>0. Solucié: [-2/3,2].
Q ||2x+1|— (8x+3)| > 0. Sol.: R\ {-2} = (—o00, —#)U(~%, +00).
Q x| =—x. Solucié: x <0 < x € (—0,0].

1
2 B A 3 1 1 3
Q X’ —1/< 5. Solucis: (/3 — U, 4/3):

Resolem primer una versié modificada de I'apartat 4 per simplificar-ne

la visualitzaci6 grafica i després I'apartat 1. La clau en els dos casos

és la identificacio grafica de la funcio involucrada.

Q (Modificat) [x?> — 5| < 4.  Solucié: (—3,—-1)U(1,3).

Volem trobar el conjunt A= {x € R : f(x) < 4} on f(x) = |x? — 5.
La clau és pintar la grafica de la funci6é y = f(x) i veure per a
quins x queda estrictament per sota de la de y = 4. Per fer-ho,
definim g(x) = x2 — 5. Es clar que

() =g(x). si gx)=0  f(x)=-g(x), si g(x)<0.
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y=9(<)

=)

RSO

ESEOF]

ST

3

3

Sori(5)

Q (Continuacio) Les grafiques de g(x) = x? — 5ide f(x) = |g(x)|
son a la la part superior. Per pintar la de f(x) a partir de la de g(x)
nomes cal canviar de signe la part negativa de la grafica de g(x).
Per tant, si volem identificar el conjunt A = {x € R : f(x) < 4}, cal

trobar els punts on f(x) =4 <— x e {-3,—-1,1,

Finalment graficament veiem que A= (-3,-1) U (1,3).

f(x)=4 — {

X2 —5=4 «— x2=9 «<— x =43
X2 —5=—-4 «— x2=1 < x =41
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Q@ A= {f(x)>0}onf(x)=3-—|2x — |x — 1||. Cal treure els valors
absoluts de la definicié de f(x), comengant pel més interior. Quan
treiem el valor absolut en alguna expressié el normal (no sempre)
és que cada cas considerat trenqui en dos sub-casos diferents.

- i x >
Observem: |x —1| = { T_ )1(’ z: i - 1 } Llavors:

F(x) = 3—2x—(x—1),six>1 ] [ 3—|x+1], six>1
Sl 8—2x—(1—=x)),six<1 [ | 3-8 —1],six<1
[ 3x—1,six>1/3
-1 1-38x,six<1/3
f(x) trenca en dos sub-casos: 1/3 < x <1 i x <1/3. En canvi:

_ x+1, six> -1
|X+1|—{ _(x+1), six<—1 } —> elcas x > 1de f(x) NO

trenca en dos sub-casos, jaque x > 1 — x > —1. Tenim:

3—(x+1), six>1 2—x, six>1
f(x)=¢ 3—-(8x—1),si1/3<x<1 3 =¢ 4-3x,s81/3<x<1

3—(1—-38x),six<1/3 2+3x,six<1/3

Notem: |3x — 1| — elcasx <1de
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@ (Continuacid) A dalt tenim la grafica de f(x) (lineal a trossos):
2—x, six>1
f(x)=¢ 4—3x,si1/3<x<1 .
2+3x,six<1/3

Com A = {f(x) > 0}, conjunt de punts x on f(x) és positiva o
zero, ens cal trobar els punts on f(x) s’anul-la. Graficament son:

2-x=0 < x=2, 2+3x=0 < x=-2/3.
Finalment, A =[-2/3,2].
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Limits de funcions

Definicid (Limit d’'una funcié en un punt)
Sigui f : AC R — R funci6 definida en un interval obert A= (a,b) i
c € (a,b) unpuntde l'interval i L € R. Direm que:

)I(igwcf(x):L < Ve>0,30>01tq,si0<|x—c| <9, |f(x)—L|<e

Comentari (Interpretacié definicio limit)

@ Sintéticament, la definicio diu: “x — ¢, x # ¢ = f(x) —» L”.
Quan x s’apropa o tendeix a ¢ llavors f(x) s’apropa a L, pero
ho fa independentment del valor de f(c). (limx_¢ f(x) no depen
del valor de f(c) . De fet no cal que f(x) estigui definida en x = c)

@ En la definicio de limit tant el punt ¢ com el limit L han de ser finits
(no pas +oo). Si el limit L “dona” +0o hem de concloure que no
existeix. Podem definir el concepte de limit infinit o a I'infinit,
pero llavors cal adaptar la definicio (veure més endavant).
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Comentari (Interpretacié definicid limit (continuacio) )

)I(i_rpcf(x):L < Ve>0,30>01tq,si0<|x—c| <9 |f(x)—L|<e

@ ¢ és un nombre tant petit com volguem i que mesura quant gran
pot ser, com a molt, la distancia entre f(x) i el limit L :

dist(f(x), L) = [f(x) — L|.

@ § = () és un nombre petit que depen del valor de ¢ triat i que
ens diu quan proper ha de ser x de c per tal que f(x) sigui a
distancia menor que ¢ de L.

@ 0 = 6(¢) compleix 6(¢) — 0T quan ¢ — 07 .

@ Trobar la formula concreta de la funcio 6(¢) és el que cal fer si en
un exemple ens demanen que apliquem la definicio de limit.
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Comentari (Interpretacié definicid limit (continuacio) )

@ ¢ > 0 defineix un interval de radi € centrat en el punt L de l'eix y .

@ Si calculem l'anti-imatge de l'interval [L — ¢, L + €] per la funcio f
(grafica en vermell) obtenim un interval entorn del punt ¢
(pero que en general no esta centrat en ¢ com el de la figura).

@ Elvalorde § = é(¢) de la definicio és tal que l'interval
[c — 8, ¢+ 9] estigui contingut en I'anti-imatge f~'([L — e, L+ €]).

28/66



Apliqueu la definicio de limit i vegeu que Iim0 Vx=0.
X—

@ Enaquestcas f(x)=Yx,c=0iL=0.
@ Hem de respondre a la seglient qliestio: Qui és § = (e) tal que:

O<|x—c|<d = |f(x)-L|<e.

@ Com que |x — c| = |x| el punt de partida és la condicid |x| < ¢ .
@ Calculem |f(x) — L| i el relacionem amb ¢ via la condicio |x| < ¢ :

1f(x) = L| = |[¥/x — 0| = |x|'/3 < /3.

@ Siens fixem en I'expressié final, 51/, volem que sigui . Es clar
que aixo ho aconseguim triant §'/3 = ¢ .

e Siaillem & d’aquesta relaci, obtenim §(<) = €3 que és la
férmula que buscavem.
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Si volem provar que A )I(lnc f(x), llavors hem de trobar valors de x
arbitrariament propers a c tals que . ..

. o bé f(x) tendeix a dos valors diferents de L quan x — c.

. 0 bé f(x) tendeix a +oco quan x — c.

Exemple (La funcié de Dirichlet)

_ _J 0, sixeQ (nombres racionals)
%) = BT = { 1, si x e R\ Q (nombres irracionals) | °
A )linc f(x) peracap c € R. Larad és que podem aproximar tant com
volguem ¢ per nombres racionals i irracionals.

@ Tant a prop com volguem de ¢ hi ha infints valors de x racionals.
Sitendim a ¢ per valors de x € Q llavors f(x) = 0. Per tant,
Q>x —c¢ = f(x) — 0 iellimit hauria de ser L =0.

@ Tant a prop com volguem de ¢ hi ha infints valors de x irracionals.

Sitendim a ¢ per valors de x € R\ Q llavors f(x) = 1. Per tant,
R\Q>x — ¢ = f(x) — 1 iellimit hauria de ser L =1.
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Exemple (A lim sin(1/x) (idem A lim cos(1/x) ))

@ f(x) =sin(1/x) és una funcio (no definida en x = 0) que quan
x — 0 oscil-la infinit cops entre y = —1 i y = 1. Aquest
caracter oscil-latori fa que el seu limit en ¢ = 0 no existeixi.

@ Interpretacio grafica: calcular Iim0 f(x) vol dir que ens posem
X—

sobre la grafica y = f(x), fem x — O i mirem si quan arribem a
zero ho fem amb una algada y = L determinada. Llavors L és el
valor del limit. Si la funcio6 oscil-la com en la figura, quan tendim a
zero aquesta alcada limit no esta definida i el limit no existeix.

31/66



Exemple ( A Iinr})sin(1/x) (continuacié i fi) )

@ Fem x, = % . Els valors de la successio x, compleixien x, — 0
quan n — oo . Per aquests valors de x, — 0 tenim:

f(xn) =sin(1/xp) =sin(nr) =0—-0=L sin— oc.

Si triem els valors de x = x, tendint a zero ens estem aproximant
a x = 0 sobre punts de la grafica y = f(x) aalgada L =0. Per
tant, si el l/’mit existeix hade ser L =0.

@ Fem Xp = = o5~ +2m Els valors de la successio X, compleixien
Xn — 0 quan n — oo . Per aquests valors de x, — 0 tenim:

f(Xn) = sin(1/Xn) = sin (g +2n7r> =151=L sin— oo
Si triem els valors de x = X, tendint a zero ens estem aproximant

a x =0 sobre punts de la grafica y = f(x) a alcada L=0. Per
tant, si el limit existeix ha de ser L =0.
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Definicio (Limits laterals d’una funcié en un punt)

@ lim f(x) = L% ésellimitde f(x) en x = c per la dreta:
x—ct

f(x) — Lt quan x — ¢ pero considerant valors de x > c.

@ lim f(x)=L" ésellimitde f(x) en x = c per I’esquerra:
X—C™
f(x) — L= quan x — ¢ pero considerant valors de x < c.

Proposicié (Relacid limit / limits laterals)

L = lim f(x) < 3L = lim f(x), 3L = lim f(x), L=L" =L~

X—C X—ct X—C—

(El limit existeix sii. els limits laterals existeixen i coincideixen.)

Corol-lari (Criteris no existéncia del limit)
Podem concloure que A )I(@C f(x) si és dona un dels casos:

° A lim f(x) obé A lim f(x). (Inclou siun limités +oo.)
X—C X—C

@ LT = lim f(x), 3L~ = lim f(x) pero L™ # L~.

+ —
X—C X—C 33/66




y=sgn(x)

Exemple (La funcio signe)

X [ +1,six>0 N
sgn(x) = ] _{ | G el } (sgn(0) no esta definit. )

Lt = Iirg+ sgn(x) = “n8+1 -1
X— X— o

L~ = lim sgn(x) = fim —1=—1 ( ;a2 m s9n(x).
x—0~ Xx—0—
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A ymoen)

Exemple ( f(x) = e'/*)

. : 1 1
@ L7 = Ilim e1/X:e1/0 —e ®=—_=—_— =—0.
X—0— etoo —+00
E Ar
o LT = lime/*=¢"/0" = et® = 4 0.
x—0+

LT =400 = A lim e'/*¥ = Alim '/~
x—0+ x—0
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Extensions del concepte de limit. Quadre resum.

@ Segons la posicié de crespecte l'interval (a,b):

Normal Lateral esquerre | Lateral dret
lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =
L L L
(ab)>c (a c) (c,b)
O<|x—c|<d| c—0<x<C |C<X<CH

@ Segonssi ¢ és +oo 0 —o0:

Normal en —oo en +oo
fim 700 =+ T 700 =+ 7 Tm_700 =
(a,b)>c (—o0, b) (a,0)
O<|x—c|<é x < —N x>N
@ Segons els possibles valors que pot tenir L:
Finit +o0 —00
lim f(x)=LeR | lim f(x) =—oc0 | lim f(x) =400
X—r% X—rx X—rk
f(x)—Ll<e flx) < —-M f(x)>M
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Extensions del concepte de limit. Comentaris.

e El quadre anterior permet escriure les 15 definicions de limit. P. ex.:
@ lim f(x)=LeR siinoméssi Ve > 0,35 = d(c) > 0 tal que

X—C™
c—o<x<c=|f(x)—Ll<e.

@ lim f(x) = —o0 siinoméssi VM > 0, 36 = (M) > 0 tal que
x—ct

c<x<c+0=f(x)<-—-M.

(Qué el limit sigui —oco vol dir que f(x) es fa “tant negatiu” com
volguem quan x tendeix a c¢ per la dreta. Per tant, aqui entenem
que M > 0 el podem agafar tant gran com volguem i §(M) > 0
e$ petit i tendeix a zero quan M tendeix a +o0).

° xET f(x) =L e R siinoméssi Ve >0, 3N = N(¢) > 0 tal que

x>N=|f(x)—L <e.
(Calcular limit quan x — +oco vol dir que ara és el valor de x el
que podem agafar tant gran com volguem i per tant N(¢) > 0
tendeix a +oco quan e tendeix a zero.)

@ lim f(x)=+o0 siinoméssi YM > 0,3IN = N(M) > 0 tal que

X——00
x<—-N=f(x)>M.
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Calcul de limits

¢ Recepta basica: El calcul del limit en un punt d'una funcio
elemental (combinacions de funcions elementals simples via
operacions basiques i composicions de funcions) el fem avaluant les
funcions involucrades en el punt corresponent, sempre que
aquesta avaluacio es faci dins del domini de definicio d’aquestes
funcions i que no doni lloc a cap indeterminacio.

(De fet, en tots aquests casos estem dient que la funcio f(x) és
continua i que )!gnc f(x) = f(c).)

¢ Indeterminacions tipiques:

9 s + 00 — 00 000 1°° 0° 0
0 00

e No son indeterminacions:

o0 0 +o00, Si a>1
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Proposicié (Operacions elementals amb limits)
Suposem: )!inc f(x)y=LeR | )!gnc gx)=KeR
Llavors:
Q@ limb-f(x)=b-L VbeR
X—C

Q@ lim (f(x) +g(x) = L+K
Q im (f(x) g(x)) =LK

. flx) L .
OmgmTr N

Q lim f(x)"=1L" sineN
X—C

Exemple

p(x) _ p(c)

Si p(x) i g(x) son dos polinomis i q(c) # 0, llavors )l(@ —t = —=

el calculem doncs per simple substitucio.

cq(x)  q(c)
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Proposicié (Limit de la composicié de funcions)
Suposem: )I(iang(x) =L i JTL f(x) = f(L)
Llavors: )![)nc f(g(x)) = f(L)

e De fet, IimL f(x) = f(L) vol dir que f és continua en el punt L.
X—
e El resultat diu que podem permutar funcions continues i limits:

Si )I(i_r}ncg(x) =L i f éscontinuaen elpuntL llavors

lim £(9(x)) = 1 (Jim g(x)) = (L)
e El resultat NO és certsi f no és continua en el punt L:

lim g(x) =L i lim f(x) =K = lim f(g(x)) = K

X—C x—L

Vegeu 'exemple que segueix.

40/66



Exemple (limg(x) =L i

K)

X—C

@ Fem g(x)=0 f(x)—{
ellinaolinloFoSE
0 iy )= T 69

(f no continuaen L=0)
@ (fog)(x) = f(a(x)) = £(0)
o lim f(g(x))

x—L

=0, VW xeR —
24900:0#1:K

im 1(x) = K = lim f(g(x)) =
0, six=0
1, six;éo}

= lim1=1=K#0=1(0) = f(L)

fog=0
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Proposicié (Teorema de I'encaix o de I'entrepa)
@ h(x) < f(x) <g(x) Vx proupropera x =c
(no cal que sigui certpera x = c.)

° )l(lnc ied)= )l(gnc g9(x)=L.

Llavors: lim f(x) =L
X—C

Corol-lari (del teorema de I'encaix)
Suposem  f(x) = m(x) - k(x) on:
@ lim k(x) =0 té limit zero.
X—C
@ |[m(x)| <M esta acotada quan x és prou propera x =cC
(pero no té perque existir )!inc m(x).)

Llavors: lim f(x) =0
X—C

El corol-lari surtde: —M - |k(x)| < f(x) < M- |k(x)|.
———— ———’
h(x) 9(x)
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Exemple ( Iinz)%:1 )
X—

@ Usant trigonometria elemental no costa pas gaire veure que
(detalls a la pagina segient):

o g s

‘cos(x) sin(x) < x < tan(x)‘ sio<x< _-.

2
o cos(x)sin(x) < x = |5 o 1 Si0<x<=
- X~ cos(x) 2
sin(x) sin(X) . s
< = < =
@ x < tan(x) cos(x) — [cos(x) < X si0<x< 5

@ Per les simetries del sinus i del cosinus les dues desigualtats
també valen si —g <x<0

sin(x) 1 : T
< < —— =
@ |cos(x) < xS cos(n) si x € ( 5 2) \ {0}
@ lim cos(x) = lim # =1 — | lim M —1
x—0 x—0 cos(X) X0 X

43766



Demostracié ( cos(x)sin(x) < x < tan(x) )

@ Si x ésl'angle de la figura (en radiants) I'area del tros de cercle

deradi R=1 determinatper OBC és A=
(Si x =2r hade donar nR? =r.)

@ Area triangle vertexs OAC: NAp =

OA x AC _cos(x) x sin(x)

X 2_{
ié;; x TR = :2.

2

o Area triangle vértexs OBD: NAj =

OB x BD 1 xtan(x)

2

2
@ Esclarque Ny < Ay < Ag

2
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Comentari: També podem abordar aquests exemples via la férmula
de LHopital, perd molts cops aplicar LHOpital genera expressions
“monstre” que podem evitar usant raonaments com els que segueixen

Exemple (Tractament d’indeterminacions)

° hmox sin (1) = 0 usant el lema de I'entrepa (vegeu-lo més
X—

endavant com exemple discontinuitat evitable).

@ Usant que )I(im % =1 tenim (multipliquem numerador i

denominador per 1 + cos x i usem 1 — cos? x = sin® x ):

.1 —cosx i 1—cosX 1—|—cosX 1 — cos? x
lim — = lim 2
x—0 X x—0 X

m —
T cosx  xo0 x2(1 + cos x)

. sinx\ 2 1 1
= |lim = =.
x—0 X 1+cosx 2

@ Aplicant Ruffini tenim x® —1 = (x — 1)(x? + x + 1) i ho podem
usar per cancel-lar el zero del denominador:
3 _ o 2 1
fim O iy X DNOEEXET) e )23,
x—1 X — 1 x—1 x—1 x—1




Exemple (Tractament d’indeterminacions (continuacio))

@ Podem racionalitzar I'expressio segiient multiplicant numerador i
denominador per \/x + 1+ 1 per tal d’eliminar l'arrel (aquest truc,
(A— B) x (A+ B) = A2 — B?, ja I'hem usat anteriorment):

vx+1-—1 _m\/x+1—1 vx+1+1

)llno X :)|(|—>o X OV
O CZSER D tl €) S I |
~ x50 x(Vx+1+1) =0 VX F+141 2

e La defincié del nombre e via successions és lim (1 + 1
n—oo

n
) =e
e . A n A e .
(o, més en general nllm (1 + 5) =e¢”" ). La versio en “variable
— 00
continua” (per funcions) d’aquest limit és:

im(14 )/ =e,  fim "0 FX)

x—0 x—0 X

=1.

El segon surt del primer prenent logaritme neperia i usant que en

ser el logaritme funci6 continua podem permutar limit i funcio. . |



Problema 9(n,q)

Calculeu els limits seglients usant, si us cal:

i 1- 1 In(1
Ilm SInX:1a ||mLSX_ ||m(1—|—X)1/X:e, ||mu:1

x—0 X x»0  x2 2 x50 x—0 X
. 1 2 . L
(n) L= lim +— = —oo + oo (indeterminacio).
x—0\cosX —1 sin®x
. R . 1 1
.2 . N .
~ lim —— = — = +o0.
@ sin“x > 0six Operox;«éO:>XinOSin2X or +o0
Posem denominador comu:
L — lim sin® x + 2(cosx — 1) im (1 — cos® x) +2(cos x — 1)
= 1l = 1
x>0 (cos X — 1)sin® x x—0 (cos x — 1) sin? x
—(cosx — 1)? . 1—cosx . 1_;(:%)( % 1
x=0 (cosx — 1)sinx  x=0 sin“x X0 (sinx) 12
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. 2 _x cosec (X) . o _yx s-rJW o .
() L= )llno <2 n x) = )lgno <2 n x) = 1°° (indetermin.).

La idea és usar que si limy_,4g(x) = 0, on g(x) funcié qualsevol:
. 1/u _ : 1/9(x) —
Lllino(1 +u) e = lim(1+g(x)) e.

X—a
u=9(x)
Fent g(x) = iusant limy_,0g(x) =0, és té:
24x
2—-x (24+x)—2x —2x _ — X\
= =1+ = lim =e.
2+ X 2+ X 2+ X x—0\2+ X

Finalment:
—2x 1

; 2 - x = AT O) : 2-x e - —1
L= lim = | lim =¢ 5
X0 22 +_ X x—0 22 {_ X

=1:

sin X
on,usantque lim — =1 = lim —
x—0 X x—0 sIin X

e tim =2 (i =2 ) (w2 ) = 1= 1,
x—02+ X SIn(X) x—02 4+ X x—0sIin X
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Continuitat

Definicié (Funcié continua en un punt)
Direm que f : (a,b) — R és continua en el punt c € (a, b) sii.

AL = lim f(x) i L=f(c)

X—C
@ Si f noés continuaen c direm que f és discontinuaen c.

© Sivolem definir f : [a,b] — R funcié continua en els extrems de
l'interval cal modificar la definicio usant limits laterals:

f éscontinuaen a sii. L= lim f(x) i L=f(a)
x—at

f és continua en b sii. 3L = Iirg f(x) i L=1(b)
X—b—

© £ és continua en un conjunt si es continua en tots els seus punts.
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Proposicié (Propietats basiques de la continuitat)
@ Operacions elementals: f i g continues en c. Llavors b-f
(VbeR), f+g, f-g, f/g ( si g(c)+#0)soncontinues en c.

© Composicio de funcions: f continuaen c, g continua en f(c).
Llavors go f és continuaen c.

© Funcié inversa: f continuaen c isuposem que existeix !
funcio inversa de f. Llavors f~! és continua en f(c).

Corol-lari (Continuitat per generacio)

Totes les funcions elementals simples (polinomis, trigonometriques,
exponencials,. . . ) i les seves combinacions (sumes, productes,
composicions,. .. ) son continues dins del seu domini de definicio.
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Exemple (Continuitat per generacio)

_ e¥sinx + /In(3 + x) — 1
B x4 +sin® x

f(x)

f és continua si x compleix les seglients condicions:

Q@ h(B+x)>1 < 3+ x>e < x>e— 3 pertal que estigui
ben definida I'arrel quadrada.

©Q x # 0 per tal que no s’anul-li el denominador.
Per tant, f és continua en el seu domini:

x € Df=[e—3,+00)\ {0}

VIn(3) — 1
o+
i f té doncs una singularitat essencialen x =0.)

(En x =0 tenim lim f(x) = = +o0 ipertant Alim f(x)
x—0 x—0
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Tipus de discontinuitats

Suposem que ¢ és un punt de discontinuitatde f : (a,b) — R.
Llavors ¢ ha de ser d’un dels segients tres tipus:

@ Discontinuitat evitable: 3lim f(x)=LeR perod f(c) # L

o Existeix el limit L perd no coincideix amb el valorde f en c.
o Sire-definimelvalorde f enelpunt ¢ per f(c):=L lanova
funcié f sique és continuaen c.

@ Discontinuitat de salt:
Jlim f(x)=L" i Jlim f(x)=L" pero LT #L"

x—ct X—C~

Existeixen (i son finits!) els limits laterals de f pero difereixen.
@ Discontinuitat asimptotica: | A lim f(x) obé A lim f(x)
x—ct X—Cc~

Quan no existeix almenys un dels dos limits laterals. (Inclou els
casos en que algun dels dos limits és +oc. Llavors direm que f
té una asimptota vertical en x = ¢, que pot ser per la dreta,

I'esquerra o pels dos costats.)
52/66



‘ ‘g |
- ’\.IHMJ"“‘ “ S|
”lw,“.l'ii",m” ”"\‘H 'J A
v \\

Exemple (Discontinuitat evitable)

. (1 :
f(x) = { xsin <x> , SIx70 } Escrivim f(x) = _x_sin(1/x) on

1, six=0 k(x) m(x)

lim k(x) = lim x =0, |m(x)| = |sin(1/x)] <1, Vx #0.

x—0 x—0

f(x) és el producte d’una funcio acotada m(x) per una k(x) que
tendeix a zero quan x — 0. Pel corol-lari del teorema de I'encaix:
aL = Iimof(x) =0.Comque f(0)=1#0=L = f téuna

X—

singuaritat evitable en ¢ = 0.

e
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Exemple (Discontinuitat de evitable/salt)
3

Q f(x) = ’; -
és continua en tot el seu domini. Aplicant Ruffini/cancel-lacions,
31
) —1
evitable en x =1 = Sidefinim f(1) = L = 3, la funcid resultant
esdevé continua també en x = 1.

] esta definida per a tot x € R\ {1} i, per generacio,

hem vist que 3L = limy_,+ =3 = f(x) té singularitat

[ x+c, six>1 . -
Q f(x)= { 2 red } continua, per generacio, Vx € R\ {1}.
LT = lim f(x)= lim x+c=1+c¢,
x—1+ x—1+
L= = lim f(x)= lim ¥ =e.
x—1- x—1-

Estélt =L~ < 1+c=e < c=e— 1. Llavors:

c=e—1 = Lt =L~ = x=1 puntde continuitat de f(x),
c#e—1 = LT # L~ = x=1 discontinuitat de salt de f(x).
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Exemple (Discontinuitat de salt: La funci6 part entera E(x))

E(x)=|x] =max{ne€Z :n< x} (Lapartenterade x és l'enter
meés proper a x entre tots els enters n més petits o iguals que x.)
Pex. E(0)=0, E(3)=3, E(-2)=-2, E(23)=2, E(—2.5)=-3.
e Sitriem,p. ex., c=2:

AT = lim E(x)=2, 3L = lim E(x)=1.

X—2F X—2~

Pertant L™ # L~ = E(x) té una discontinuitat de salten ¢ = 2.
(Es clar que E(x) té una discontinuitat de salten c=n, Vne Z.)
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Exemple (Discontinuitats asimptotiques)

o A I|m sm( /X) = sin(1/x) té singularitat asimptotica en ¢ = 0.

1 1 1,
@ L= I|im =—00, LT=lim — =400 = — téuna
x—0— X3 x—0+ X3 X3
singularitat asimptotica en ¢ = 0.
@ L= lim tan(x)=+4oco, L™= lim tan(x)= 00 =
x—=(%)~ x—=(z)*+
tan(x) té una singularitat asimptotica en c =3
(De fet te singularitat asimptoticaen ¢ = 5 +nr, VYne Z.
Vegeu figura pagina segdent.)
oL = lim e/ =0, LT= lim e =400 = e'/* téuna
x—0— x—0+t

singularitat asimptotica en ¢ = 0.
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Problema 11
Trobeu les discontinuitats de f(x) i classifiqueu-les.

X ,
(&) f(x) = { tan <T) , Si x| <1,

X, si x| > 1.
Vk € Z és té: lim  tan(x) = +o0, lim  tan(x) = —o0.
x—(F+kr)~ x—>(g—i-k7r)Jr
f(x) continua per generacio tret si x = +1 o per algin k € Z és té:
(x| <1 = xe(-1,1)} & %X 5+ k.

), Vx € (—1,1), només cal mirar x = +1.

X ( ™ T
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(Cont.) f(x):tan<7;—x>,xe(—1,1); f(x)=x, x<-16x>1.

lim f(x)= lim x=1, lim f(x)= lim tan <7T4—X) = tan (%) =1,

x—1+ x—1+ x—=1- X—1-
X
li fx)= i = -1 li f(x)= i t — ) =-1.
x—>(IT1)* (X) x—>(|—m1)*x 7 X%(IT'I)‘*' (X) X*)ET‘I)‘*' an ( 4 )

Per tant f(x) continua si x = £1 = f(x) continua Vx € R.
¢ ecot(x) -1 ; 1 — e—cot (x)
(X) ~ ecot (x )+1 = (X) { pecot(x)’

cot(x) = tan(x) és continua Vx € R tret si x = km, per algun k € Z

(ja que tan(km) = 0). Com que ¢ ¥) + 1 > 0, aquests valors de x
soOn les Uniques possibles discontinuitats de f(x). Es té:

e>*—-1 0-1
li = - li f = -1
x%émr)* cot (x) = x—>éz7]r (x) = e +1 0+1 ’
lim cot(x) =400 = Ilim f(x)= Tme™ 120 =1
X—>I(k7r)Jr - X—>I(k7r)Jr 1 +e > 1 +0 ’

on hem usat arreu que e~ = 0. Per tant, f(x) té discontinuitats

de salt si x = kx per algun k € Z.
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(i) f(x) = E(x)+ E(—x) (E(x) és lafunci6 part entera de x).
@ Siéselcasque x = k € Z és un nombre enter, llavors:
E(k) =k, E(—k) = —k = f(x) =k + (—k) =0.
@ Si x no és un enter, sempre és cert que kK < x < k + 1, per un Unic
k € Z. Llavors, canviant de signe, ésté —(k+1) < —x < —k. Com
que el valor de E(x) és el nombre enter que millor aproxima x per
sota, llavors és té:
ExX)=k i E(—x)=—(k+1) = f(x)=—-k+(—(k+1))=-1.
f(x) = —1sixno ésenterif(x) =1sixésenter = f(x) és
continua vx € R\ Z i té dicontinuitats evitables en tots els enters.

Problema 12(c)

1= cos(bx) c;;(bx)’ six<0
Valors de a,b € R que fan que f(x) = ¢ 1, six=0

In(1 + ax) ,

—  Six> 0
sigui continua en x = 0.

Calculem el limit en x = 0 per la dreta i 'esquerra.
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Sia> 0, és té:
In(1 + ax)

In(1 + ax
lim f(x)= lim ——— =a- lim M:aq = a,
x—0+ X—07+ X x—0+ ax
on hem usat que, si g(x) és qualsevol funcié tal que limy_,c g(x) = 0:

im In(1 + x) 1 im In(1 4+ g(x))
x—0 X x=c  g(x)

In(1
En aquestcas, g(x) =ax. Sia=0 = f(x) = n(1) =0, six>0.

X
Pertant,sia=0 = limy_o+ f(x) =0=a. Amés,sib+#0:

_ . 1—cos(bx) o . 1-—cos(bx) bi2
A )= Jn e = e T 2

1_)(%5)( = % El resultat també val per b = 0.

Si volem f(x) continua en x = 0 cal:

on hem usat limy_,q

lim f(x) = lim f(x)=f(0) < 3:112:1 — a=1,b=+V2

x—0+ X—0— P
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Teoremes valor intermedi i de Bolzano

Teorema (del valor intermedi)

f: [a bl — R continuaital que f(a)# f(b).
Llavors, per a qualsevol valor k € R que estigui entre f(a) i f(b)
existeix almenys un c € (a,b) tal que f(c)= k.

@ c ‘existeix” pero el més probable és que no sapiguem dir qui és.

@ C no té perque ser unic. Si volem garantir que c¢ és unic hem
d’estudiar la grafica de f. Per exemple, si f és estrictament
creixent o decreixen llavors segur que ¢ és unic.

Corol-lari (Teorema de Bolzano)

f:[a b] — R continuaital que f(a)-f(b) <0 (aixoés, f té
almenys un canvi de signe en l'interval [a, b] ).
Llavors, existeix almenys un c € (a,b) talque f(c)=0 .
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Exemple (Teorema valor intermedi)

‘;{ 2 A ) 4
Lo} - - W= £ k- - - - - = = RS

A
&

: {
rh_—'_ﬁﬁ"hl /
' (.
| ; L s

!

pi= === — =

S
o
P
|
53_
o
&
Pa

@ En la figura de I'esquerra veiem que hi ha tres possibles valors
per ¢ que en aplicar f van a parar al mateix K .

@ En la figura de la dreta veiem que si f no és continua llavors el
resultat no té perque ser cert: no existeix cap valor per c € (a, b)
talque f(c)=k .
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Exemple (Tot polinomi de grau tres té almenys un zero real)
p(x)=x3+ax®+bx+c abcecR

(Normalitzem p(x) perque el seu coeficient dominant sigui 1.)
@ p(x) és una funcio continua en tot R
b c
—x3.(1 f —_ 4 —
® plx) =x ( Jrerszrx3>
° XET p(x) =400 = si x>0 ésprougran p(x) >0

° Xli)’l" p(x) =—0c0 = si x <0 ésprou “negatiu” p(x) <0

@ p(x) té almenys un canvi de signe en R

@ Per Bolzano p(x) té almenys un zeroen R

Observacio

Si p(x) és un polinomi de grau senar qualsevol, llavors el mateix
resultat també és cert.
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Problema 15

Sigui f : [0,1] — [0,1] funcio continua. Proveu que existeixen
c,d € [0,1] (potser no Unics) talsque f(c)=c i f(d)=1-d.

Obseveu que x =c és solucié de 'equacié f(x) =x < x=c
és un zero de la funci6 continua g(x) := f(x) — x. Eltruc és avaluar
g(x) en x=0 i x=1 iaplicar el teorema “classic” de Bolzano.
Noteu que, per hipotesis, f(x) € [0,1] < 0<f(x) <1, Vx € [0,1]:
9(0) = f(0) -0 =£(0) = 0,
g(1)=1f(1)-1<0, jaquef(1)<T.
Per tant, és dona un dels tres casos segients:
1)9(0)=0, 2)g(1)=0,  3)g(0)>0ig(1) <0.
Cas1) = ¢=0; Cas2) — c=1; Cas3) = podem aplicar el
teorema de Bolzano a g(x) en [0,1] = dJc € (0, 1) tal que g(c) = 0.

Per provar existencia de d cal repetir el procés per h(x) = f(x) +x —1:
x =d éssolucié de 'equacié f(x) =1—-x <= x=d ésun zero
de la funci6 continua h(x). 64/66



Problema 18(b)

169

13 + x2 + sin?(x)

169
13 + x2 4 sin?(x)
el denominador 13 + x? + sin?(x) > 13 no és fa mai zero en cap punt.)
Per garantir que existeix ¢ € R tal que f(c) = 247, hem de veure que
hi ha una parella de punts en a, b € R tals que f(a) < 247 i f(b) > 247.
o f(0) = 12 =13 < 247 = triem a=0;
e f(10) = 10313 4 m > 101818 > 247 — triem b = 10.
Per tant, 'equacio f(x) = 247 té almenys una solucié ¢ € (0,10).
e Quiestio: Es la solucié per ¢ tnica? En general la resposta és no.
Una forma de veure que si que és Unica és provar que f(x) és o bé
estrictament creixent o bé estrictament decreixent. (En aquest
exemple és complicat verificar-ho.)

Proveu que x'313 + = 247 té almenys una arrel real.

f(x) = x1318 ¢ és una funcié continua vVx € R. (Rao:
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Problema 18(b) “ampliat”
169

Si f(x) = x1313 , per a quins valors d € R podem
() = 13 + x2 + sin?(x) PR >

garantir que té almenys una solucié I'equacio6 f(x) = d?

El punt clau és calcular els segients limits:

lim f(x) = o0, lim f(x)= —o0,
X——400 X——00
que s6n obvis ja que lim _ xBB =40 lim x"® = _x,enser
X—+ X——00
169 oo
1313 senar, mentres que |im = 0. Per tant, sigui

x—Eoo 13 4 x2 4 sin?(x)
quin sigui el valorde d € R:
e lim f(x)=—-00 = podemtriarun a< 0 talque f(a)<d.

X——00

e lim f(x)=+ooc = podemtriarun b> 0 talque f(b)>d.

X——+00
En conseqliéncia, f(x) é€s una funci6 continua tal que 3 a < b verificant

f(a) < d < f(b) = 3Jc € (a, b) (potser no unic) tal que f(c) = d.
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