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Derivada d’'una funcié

Definicié (Derivada d’una funcié en un punt)

f:(aab)cR— R i ce(ab)

X +— f(x)

Definim la derivada de f en el punt ¢ com el valor del limit segtient:

oy i fEEN =10 ) —1(0)

"(¢) =+
ax h—0 h ~~ x=¢ X-—2=C
Xx=c+h

(Sempre que el limit existeixi i sigui finit.)

Comentari
Q@ Si A ellimit (inclou quan f'(c) = +oc ) llavors direm que f no és
derivable en el punt c .

© Si f ésderivable Vc € (a,b) llavors anomenarem a la funcio
f': (a,b) - R lafuncio derivada de f.
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Comentari (Derivades laterals)
També podem defininir derivades per la dreta i per I'esquerra:
. f(c+h)—f(c) _ . flc+h)—f(c)
/ +\ / —
Fle”) = hll>r3+ h Fle”) hlr(r)]— h '
Aplicacions:
Q@ m=f(c) < m="F(c")="F(c)

Q Si f esta definida en un interval tancat, f : [a, b] — R, direm que
f és derivable en els extrems de l'interval si 3f'(a™) i 3f (b™).
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Interpretacié geometica de la derivada

@ f'(c) dona la pendent de la recta tangent a la grafica y = f(x)
en el punt c¢. Lequacio6 de la recta tangent és:

y=f(c)+f(c) - (x—c)
@ Si f(¢) = £oo direm que la pendent de f en el punt ¢ és infinita.

(Pero f no és derivable en c.)

@ La recta perpendicular a la recta tangent en el punt (c, f(¢))
s’anomena recta normal a la grafica. La pendent de la recta

. 1 .
normal en és ———— ila seva equacio és:

f(c)

1
y= f(C) - f/(C) : (X_ C)
(En el cas en que f'(c) = 0, la recta normal és x = c.)

4/125



%

Y= £ 9= £y
{eerh) } /
\[{ Ceth)- £ce)
£cc)
= AP ’ ) - a5l B
I < 218 X < X

@ Si considerem la recta (“corda”) que uneix els punts (c, f(c)) i

(c+ h,f(c+ h)) la seva pendent és:

f(c+ h) —f(c)

tang = b

@ Sifem el limit quan h — 0 d’aquesta corda obtenim la recta
tangent, la pendent de la qual és tana = f/(c).
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Exemple (Calcul de derivades en un punt usant la definicio)
(@ fx)=x3+2x iceR.

f(c+ h) — f(c)

f(c) = lim
h—0
. ((c+h)®+2(c+h)) — (c+2¢)
h—0 h
_ (c® +3c2h + 3ch?® + h3 + 2¢ + 2h) — (c® + 2¢)
h—0 h

lim (3¢? +3ch+ h? +2) = 3¢® 4 2

h—0

Per tant, la seva funcié derivada és f'(x) = 3x? + 2.

Si, p. ex., fem ¢ = 1, llavors les rectes tangent i normal a
y = f(x) enelpunt (c,f(c))) = (1,3) son, respectivament:

y = f(H)+Ff(1)- (x—1)=3+5-(x—1)=5x—-2,
_ f(1)_f,(11) 1 1 16

5 5 5

(x=1)=8-—— - (x—-1)=——x+—.




Exemple (Calcul de derivades en un punt ... (continuacio))

(b) f(x) = +/x definida per x >0 itriem ¢ > 0.
flc) = ,imw_” VC+ \[
h—0 h h—0

_ i Vet h—ye) x(Veth +f)
= hx (Ve+h+c)

_ o (Ve R - (Ve
'Hohx(x/w +1/¢)
1
0 /e + h+ Ve  2yc
Per tant, la funcio derivada és f'(x) = 2\1/),( definida si x > 0.
Per ¢ =0 és facil veure que Af'(07):
fo+hn—f0) . vh 1

f(0F) = i = = | =
(07) ho+ h h—»0t h  h=0t \/h
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Exemple (Calcul de derivades en un punt ... (fi))
X, Six>0 , 1,
(c) f(X):\X’:{_X Six<0 :>f(x):{_1 six <0

fOEN=HO) _ iy P iy 1= 1

0+ —
Fom) = hll{& h ~ h»0th A0t
B fO+h —f0) . —h
/ _ — - = — = —
) = Al h AR h|—|>r8—( 1) =~
Aixi f'(x) = sgn(x) = x| | ,8ix#0,if(07)#£f(0") = Af(0).
x2, six>0 , 2x, six>0
) f(X)_XM_{ —x2 six<0 f(X)_{ —2x, six<0

En aquest cas, f'(0t)=f(0")=0 = 3f(0)=0.
Per tant:

f'(x) = 2|x|, Vx € R.
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Propietats de la derivada

Teorema (Relacio basica entre continuitat i derivada)
f derivable en el punt c = f continua en el punt c.

Demostracié

f(x) — f(c)

Escrivim f(x) —f(c) = -(x —c¢). Llavors:

Jim (100~ (e = (fim, =G ) - (tmix~9) = #(0)-0 =0

Per tant: limy_c(f(x) — f(c)) =0 = limx_¢f(x) = f(c).

@ Si f no és continua en ¢ segur que f no és derivable en c.

@ Hi ha funcions f que sén continues en ¢ pero Af'(c).
(Pex, f(x)=|xl enc=0.)
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Teorema (Regles basiques de derivacid)

Suposem que f i g son funcions derivables en el punt x . Llavors:
Q (c-fY(x)=c-f(x), VceR.

Q (f£g)(x)=f(x)+g(x)

Q (f-9)(x) =1(x)-9(x) + f(x) - g'(x)

Q Sig(x)#0:
1 g £\ ) 9(x) — f(x) - 9'(%)
<g) )=~ <g) ) (002

Teorema (Regla de la cadena: Derivada composicié funcions)

Suposem que f és derivable en el punt x i que g és derivable en el
punt f(x). Llavors:

(9o f)(x)=9g'(f(x)) - f'(x).
(S'escriu (9(f(x))" = 9'(f(x)) - F(x) )
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Teorema (Derivada de la funci6 inversa)

Sigui f una funcio derivable Vx € (a,b) itq. f'(x) # 0 en linterval.
Suposem que 3f~ funcié inversa de f. Llavors, la derivada de f~
compleix:

Demostracié

El resultat és conseqliéncia directa de la regla de la cadena aplicada a
la identitat f~'(f(x)) = x . Si la derivem obtenim:

FIfx) =x = (FY(f(x) - f(x) =1 = (F1)(f(x)) =

f(x)

Comentari

Meés endavant veurem que el fet que f'(x) #0, Vx € (a,b), implica
automaticament I'existéncia de la funcié inversa 1.
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Problema 4
Estudieu la continuitat i derivabilitat en R de les funcions:

f(X)={ xsin(1/x), six#0 } g(x):{ X2 sin(1/x), six#0 }

0, six=0 0, six=0

Es clar que, per generacid, f(x), g(x) sén continues i derivables en tot
x # 0. De fet, si x # 0, podem derivar les formules directament:

o= (1) exeos (1) (1) =om (1) - e (1),
g0 =2xsn (1) 1o (1) (1) =2 (1) ~cos (1)

Es té que 3 lim f(x) = 0i 3 lim g(x) = 0, ja que sdn funcions producte
x—0 x—0

d’una funcié amb limit zero per una d’acotada — f(x), g(x) també
son continues en x = 0 i, per tant, en tot R.
Per discutir si sén o no derivables en ¢ = 0, usarem la definici6 de

derivada d’una funcié en un punt. Veurem que Af'(0) per6 g’(0) = 0.
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Recordem que /H,Limosin(1/h), pero 3 Iim hsin(1/h) = 0. Per tant:
—

o KO+ h)—f(0) hsm( /(1)
f(o)_llvlno h _/Lo h _fllnosm h =4
v g(0+h)—g(0)  h?sin(1/h) . (1Y
g(O)_’Igno h _/lwino h _/Ivinohsm h =0
a 1
Aixi g'(x) = { 2 sin (x) - cos <x> x#0 }definida vx € R.
, x=0

Clarament, g’(x) és continua, per generacio, si x # 0, pero observem
que no ho és en x = 0 jaque A Iim0 g (x):
X—

1 1
I =1 2xsin| — | — —
XT;]Og( ) xino( xsm <X> 08 (X))
. . (1 ; 1
=2 lim X sin <> — lim cos <>
x—0 X x—0 X
—

) 1
=—limcos|— | =24
x—0 X 13/125



Derivacio implicita

Si coneixem I'equacié (també dita relacio implicita) que defineix una
funcié y = f(x), podem calcular y’ = f'(x) derivant implicitament
'equacio, sense necessitat de calcular I'expressié explicita de f(x).
Introduim la derivacio implicita mitjangant un exemple.

Exemple (Derivacio implicita)

e Sigui y = f(x) funcié (positiva) definida per I'equacié x° + y?> =1.
e En aquest exemple podem donar I’expressio explicita de y = f(x) :

2

XC+yP=1 = y?=1-x> = y=f(x)=+V1—-x2 xe[-1,1].

Derivant, obtenim:
—2X X X
y/:f/(x)ziz— = — 5
2vV1 — x2 V1 —x2 f(x)
e En general pero, si y = f(x) funcio definida implicitament per una
equacio no és possible donar-ne una formula explicita. La derivacio
implicita permet calcular-ne igualment la seva derivada.

xe(—1,1).
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Exemple (Derivacio implicita (continuacid))

e Sien l'equacié x> + y?> =1 interpretem y no com a variable
independent, siné com una funcié de x , llavors derivant x? + y? = 1
respecte de x obtenim la seglient expressio per y' = f'(x) :

Xy’ =1 = 2x+2y-y =0 = y’:—;.

Aquesta darrera expressio equival a dir f'(x) = —x/f(x).

1

e Pex: (x,y) = (3, %) compleix x2+y2 =1 — f(}) =%

1/2 1/2 1 V3

A= fi = "Ver = va~ 8

Per tant, la recta tangent en el punt (x,y) = (%, ?) ala corba en el
pla (x,y) definida per 'equacié x> + y? =1 (circumférencia) és:

y:f(1/2)+f’(1/2).<x—;> :*f’—‘f’(x—;) :?(Z—X).
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Taula de derivades basiques

@ —(¢)=0, VceR

@ —(xM)=n-x""", VneN

1
° gxlogalX)) = <In(a)> = Xin(a): x>0

o —(a)= dx( eXn(@) = eXIn(@ |n(g) = a¥In(a), Va>0,xcR.

aln(x)) aIn(x)X axa1 ; VaeR, x>0
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SeEn(0) = 1 tan() = 5o V£ Gt
Cz((cotan (x)) = cz( <tan1(x)> = _sin;(x)’ Vx # nm
cz((arcsin(x)) = \/11_7)(2 Vx € (—1,1)

2 (arccos(x)) = \/1__1_)(2 Vx e (—1,1)
(;Z((arctan(x)) - 1—:x2 Vx €R

ad ., . . X _ o
&(smh(x)) = cosh(x), VxeR sinh(X) = 2>

(
i((cosh(x)) —sinh(x), V¥x€R <cosh(x) _ e _|_2e*x )

d - 1 _sinh(x)
&(tanh(x)) = m’ vxeR (tanh(X) ~ cosh(x) )
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1

d .
° a(argsmh (x)) = e Vx e R
(argsinh( ) = sinh™ (x))
° Cz((argcosh( X)) = x21—1’ x> 1
(argcosh (x) = cosh™" (x))
° Cz((arg’[anh () = < —1x e (-1,1) (argtanh(x) :tanh_1(X)>

X +1, si x>0

d
= o =saneo={ 1 55201 0

Exemples calcul derivades

@ Usant la derivada del quocient:
d _d [sin(x)\  cos(x)-cos(x) — sin(x) - (—sin(x))
&(ta"(x)) T odx (cos(x)) B cos?(x)
_ cos?(x) + sin?(x) . <sin(x) )2 1

cos?(x) cos(x) ) cos?(x)
v 18/125




@ Usant que AB = ("(A)B = ¢Bn(A) si A > 0, llavors x* = e* "(¥):

i X _i X In(x)y _ .x In(x) d X 1
— () = (X0 = X ") = (x In(x)) = x* (In(x) + X 1)
= x*(In(x) +1).
1
. es s —1\/ _ .
© Usant la derivada de la funcié inversa, (f~')'(x) = ) [

fent f(x) = sin(x), f~1(x) = arcsin(x), f(x) = cos(x), tenim:

(arcsin(x)) = 1 = !

cos(arcsin(x)) /1 — x2’

on, fent y = arcsin(x) en la identitat 1 = sin®(y) + cos?(y):

1 = sin?(arcsin(x)) + cos?(arcsin(x)) = x? + cos?(arcsin(x)).
Per tant: cos?(arcsin(x)) = 1 — x> = cos(arcsin(x)) = V1 — x2.
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© Usantde nou (~1)(x) = f’(f11(x)) ara amb f(x) = tan(x),

f=1(x) = arctan(x), f'(x) = 1 + tan?(x):

1 1

(arctan(x))" = 1+ (tan(arctan(x))2 1+ x2°

© Recordem que |x| = +Vx2 iobservem que

a9y ap_ 1
Llavors:
d 2-X
2\ _ _
Sx) = S () = A0
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Problema 14

f(x) = arctan <1X—+ccx) ¢ > 0 fixat, g(x) = arctan(x). Calculeu f'(x),

g'(x) i useu el resultat per trobar expressions més simples per f(x).

Observem que el domini de g(x) és tot R, pero el de f(x) és R\ {1/c}.

1—-cx—(x+c¢) (—0) 1+ c?
1 —cx)? 1 —cx)?
f/(X): ( ) 5 — ( ) 5
X+ C X+ C
1+( ) 1+( )
1—cx 1—-cx
1+c? 14 ¢? 1

T (1—cxP+(x+cP 1++x2+Ex2 1+x2
valid si x # 1/c, on f(x) no esta ni definida. Per tant:
f'(x) = (arctan(x)) = g'(x) = Cz((f(x) —g(x))=0.
Si una funcié té derivada zero ha de ser igual a una constant. Pero cal

estar atents al fet de que f(x) — g(x) té derivada zero en tot R menys

el punt x = 1/c, on f(x) — g(x) no és ni tant sols continua.
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e Que implica que f(x) — g(x) tingui derivada zero arreu tret en 1/c?
e Que I'expressio f(x) — g(x) és “constant”, pero el valor d’aquesta
constant pot ser diferent a la dreta i a 'esquerrade x = 1/c.

@ f(x)—g(x)=a, si x€(—o0,1/c), perunacerta ac R. Aixi:

X+c 1
arctan =arctan(x) +a, Vx < —.
1—-cx c
Per determinar el valor de la constant a (en funcié del c triat),
avaluem l'expressié en x = 0 < 1/c. Obtenim:
arctan(c) = arctan(0) + a = a = arctan(c).
@ f(x)—g(x)=0b, si xe(1/c,+0), perunacerta b e R. Aixi:

1
arctan ( X+ e ) =arctan(x) + b, Vx> —.
1—-cx c

Determinem b calculant el limit quan x — +oc i usant:

. X+cC 1 1
lim arctan —arctan| —— | = —arctan | — | ,
X—r+00 1—-cx c c

Per tant: — arctan <1> _r +b = b= T arctan <1>
c 2 c

2
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Arctan x

© caleulatorSoup.com

@ g(x) = arctan(x) és una funci6 definida Vx € R, senar i tal que
lim arctan(x) = o (asimptotes horitzontals a +o00). A més,
X—+oo 2

arctan(x) compleix la segiient propietat. Si ¢ > 0, llavors:

arctan L arctan(c)
c) 2 ’

qgue usem per simplificar I'expressio de b de la pagina anterior:

T 1 T T
b= —5 —arctan <C> =-3- (§ — arctan(c)> = arctan(c) — .
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Problema 10(b)

f(x) = |x2 - 9|. Calculeu f'(x) alla on la derivada estigui definida.

D = o = Gl = w0 e st ub) £0 1 3u()
En el nostre cas, u(x ) = x2 — 9. Aixi:
Ux)=2x i u(x)=0 < x=43.
Per tant: 2 g
/ _ X" — ;
f'(x) _2x7|x2 Tk Si x # £3.

En canvi Af'(+£3). Per veure-ho, cal usar la definicié de derivada:

_ 2_g|_
7(3)  tim [GFN =) _ B +h7 -9

h—0 h h—0 h
(9 +6h+ h?) — 9 |6h+h?| . |h| |6h+ K

= lim = lim

h—0 h RS h  hs0 h h
L |hl P B
= rI;To " |6 + h| = 6Aln03|gn(h) =A.
~—
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Derivades d’ordre superior

Definici6 (Derivada segona i n-esima d’una funcié )

e Sigui f(x) una funcié derivable i f'(x) = $L(x) la seva funcié
derivada. Llavors, si f'(x) torna a ser una funcié derivable,

denotarem la funcio derivada segona de f(x) com:

a?f d [df
1" —
i) = ax? (x): ax <dx> ().
@ En general, f("(x) = g;ﬁ (x) és laderivada n-ésima de f(x):

danf d [d"f
f(n)(X) = W(X) = i <dx”—1> (x).

Si f(x) = x2|x| llavors 3f'(x) = 3x|x| i 3f"(x) = 6|x|, Vx € R, pero
f"(x) =6sgn(x) si x #0 i Af"(0) = f(x) és dos cops derivable
en x = 0 pero no és tres cops derivable en x = 0. De fet, si x # 0
llavors f(")(x) =0 si n> 4 i f(x) infinits cops derivable si x # 0.
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Exemple (Derivada n-ésima de f(x) = /x )

fx) = x'/2
f'(x) = %X*VZ

f/I(X) — % .
f/ll(X) —_ %

En general:

) n-1(20 = 3! _(2n_1/2 > 2
A(x) = (1) on , Nze
e (—1)" determina el signe: —1 si n senar; +1 si n parell.

e nll denota el semi-factorial del nombre natural n.
Pex.:511=5.3.1,6!l=6.4.2, 71 =7.5.3.1, elcetera.

26/125



Exemple (Derivada segona d’una relacio implicita)

e Tornem a 'exemple de la funcio y = f(x) definida implicitament per
l'equacio x? + y? =1. (Triem f(x) >0.)
e Derivant respecte de x aquesta relacio implicita: y' = ——

e Derivant 2 cops obtenim y" = f"(x) :

XC+y?=1 = 2x+2y-y=0 = 2+2(y')’+2y-y" =0.

/\2

Per tant y’ = _1+yy).
o Pex.: (x,y) = (},5) compleix x*> +y?=1:

_1 . _\/§ 0 X V3

X=75: f(1/2)—}’—7, f(1/2)—y——;——?.
Finalment:

AV . 2
P12y =y = U7 T V3/32 _ 8V3

y V3/2 9
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Problema 24

Calculeu la recta tangent en el punt (4, 2) de la lemmiscata d’equacio
3(x? + y?)? = 100 (x? — y?). (Vegeu la figura de dalt.)

El que hem d’entendre en aquest problema, és que la corba en el pla
X, y que ens defineix aquesta equacié la podem expressar, almenys
localment entorn del punt (4,2) de I'enunciat, com la grafica d’'una
certa funcié y = y(x). Es clar que la funcié y(x) no la tenim, perd
sabem que y = y(x) verifica 'equaci6 de I'enunciat i podem calcular

les seva derivades usant derivacié implicita.
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Pas 1 Verifiguem que (x, y) = (4, 2) efectivament pertany a la corba
d’equacio 3 (x? + y?)2 = 100 (x? — y?):
3(42+222 £ 100 (42-22) <= 3.202 £ 100-12 <= 1200 = 1200.
Pas 2 Derivem implicitament 'equacié 3 (x2 + y?)? = 100 (x2 — y?)
respecte de x, entenent que y = y(x) és una funcié de x:
6(x2+y?)(2x+2yy)=10012x —2yy").

Fixeu-vos que no aillem y’ a menys que ens ho demanin.
Pas 3 Avaluem en (x, y) = (4,2) per calcular y’(4). Aixo vol dir que en la

formula anterior hem d’entendre x =4,y = y(4) =2, y' = y'(4):
6(42+2%)(2-44+2.2.y'(4))=100(2-4—-2-2.y'(4)) =
6-20-(8+4-y'(4)=100-(8—-4-y'(4)) =
6-(2+y'(4)=5-(2-y'(4) = 11.y(4)=-2.

Per tant, y’(4) = —2/11, i la recta tangent a la corba donada per

la grafica y = y(x) en el punt x = 4 triat és:

y=y@) Y@ (x-a)=2- 2 (x-4)=20 - Zx
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Per completar aquest exemple, anem a calcular també y”(4). Un cop
hem derivat implicitament respecte de x I'equacio inicial, tenim:

6(x>+y?)(2x+2yy)=100(2x —2yy).

Ara podem tornar a derivar implicitament aguesta expressio respecte
de x, entenent que tant y = y(x) com y’ = y’(x) sén funcions de x:

6(2x+2yy )P +6(x2+y?)2+2(Y)+2yy’) =
=100(2-2(y')> - 2yy").
Simplificant:
B(X+yy)P+30F+y )1+ ()P +yy")=50(1 - (V)2 —yy").
Femx=4,y=y(4)=2,y' =y'(4) = -2/11, y" = y”(4). Obtenim:

6 <4+2 (—121>>2+3(42+22) (1 + (—121>2-|—2y”(4)> —
2 2
=50 (1 - <—11> —2y”(4)>.

Operant: 2662 y"(4) = —1085 — y"(4) = —1085/2662.
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Interpretacio fisica de les derivades

Sigui x(t) una funcié que ens ddna la posicioé sobre la recta real
d’una certa particula en l'instant de temps t. Llavors:

@ v(t) = x'(t) velocitat instantania de la particula en l'instant .
@ a(t) = x"(t) acceleracio instantania en l'instant ¢.

Exemple (Moviment uniformement accelerat)

Llancem un objecte des d’'una algada hy > 0 i amb una velocitat
inicial vy . Si suposem que sobre l'objecte actua una gravetat
constant, llavors I'expressio de la seva algada en funcio del temps és:

x(t):h0+vo-t—g-t2

on g > 0 és l'acceleracio de la gravetat. Clarament:

X'(t)=-g, X{t)=w—-9g-t, X(0)=vy, x(0)=hy
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Creixement, decreixement, inversa i extrems

Definici6 (Creixement i decreixement)

f:1CcR— R on | ésuninterval de la recta real. Direm que f
..creixenten | < Vxy,x2 € I, x4 < X2, llavors f(xq1) < f(
..decreixent en | < Vx1,x0 € I, xy < xo, llavors f(xq) >

Si les desigualtats anteriors son estrictes direm que f és...
.. estrictament creixent sii. f(x1) < f(x2).

.. estrictament decreixent sii. f(x1) > f(x2).

és
2)
f(x2)-

Teorema (Creixement i decreixement via la derivada)
f:[a,b] — R funcio continua en |a, b] i derivable en (a,b) . Llavors:
@ f(x)>0,Vxe(ab) = f estrictament creixent en [a,b].
@ f(x)<0,Vxe(ab) = f estrictament decreixent en [a,b].
@ f(x)=0,Vxe(ab) = f constanten [a, b].
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Comentari (Funcié inversa)

Si f:[a, b] — [c,d] ésbijectiva (f és1 a1 entre els dos intervals),
llavors 3f~' : [c,d] — [a, b] lafuncié inversa de f, verificant:

1 (f(x) =x, Yxelab], )=y, Vyelcd.

Teorema (Existéncia d’inversa via la derivada)

f:[a,b] — R funcio continua en [a, b] i derivable en (a,b) . Llavors:

Q Sif(x)>0,Vxe(ab) = f:[ab]— [f(a),f(b)] és bijectivai
31 : [f(a), f(b)] — [a, b] continua en [f(a),f(b)] i derivable en
(f(a), f(b)). A més, (1) compleix (') (f(x)) =1/f(x).

Q Sif(x)<0,vVxe(ab) = f:[ab]— [f(b),f(a)] és bijectiva i
311 [f(b), f(a)] — [b, a] continua en [f(b), f(a)] i derivable en
(f(b), f(a)). Amés, (f~') compleix (f~1)(f(x)) = 1/f(x).

e Important: Mentre f sigui o bé estrictament creixent o bé estrict.
decreixent — f és injectiva i per tant té inversa. Alla on f té una

transicio creixement/decreixement f deixa de ser injectiva/invertible.
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Exemple (Funci6 inversa de f(x) = x* —4x® — 2x2 + 12x)

X
‘a: l\(x) x:{,w:a}

o f estrict. creixent en l'interval [-1,1], f(-1)=-9, f(1) =7 —
f:[-1,1] = [-9,7] és bijjectiva — 3f":[-9,7] — [-1,1].

7~

X

x= €

e f estrict. decreixent en l'interval [1,3], f(1) =7, f(38) = -9 —
f:[1,3] = [-9,7] és bijectiva = 3f~1:[-9,7] — [1,3].
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Exemple (Funcié inversa de f(x) = x* —4x3 — 2x2 + 12x

(continuacio))

o f(x) =4x3 —12x% — 4x +12 = 4(x + 1)(x — 1)(x — 3) compleix:
f'(x) <0 si x € (—o0,—1)U(1,3),
f(x)>0si xe(—-1,1)U(3,+0).
e No tenim formules per a cap de les 4 possibles inverses de f(x).
e Triem xo € R i calculem yo = f(Xp) .
@ Qiiestid: Podem garantir (independent dels calculs anteriors)
que existeix =1 inversa local de f tal que f~'(y) = xo ?
@ Resposta: Si que podem garantir-ho sempre que f'(xp) # 0.
1
f'(xo0)
@ Elque no ens diu directament el calcul f'(xp) # 0 és de quin a
quin interval esta definida f~ .
Exemple: x =2 = f(2) =0, f(2) = —12 #0 = existeix '
1 1

inversa local de f t.q. f~1(0)=2 i (f-1)(0) = @ T

@ A més, per aquesta inversa es té: (=) (yo) =
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Trobeu l'interval | ¢ R més gran possible i contenint x =1 en el qual
f(x) = xe*, definida de | — R, sigui injectiva i ademeti inversa f~",
definida de J — 1, on J = f(I) C R interval contenint y =e = f(1).
Calculeu també (=1 (e).

Estudiem el creixemen i decreixement de f(x) = xe* en R. Calculem:
f(x)=e(x+1) = f(x)=0 < x=—1. Pertant:

e x< -1 = f(x) <0 = f estrictament decreixent en (—oo, —1].
e x>—-1 = f(x) >0 = f estrictament creixent en [-1, +c0).

Per tant:

e /| =[—1,4+00), contenint x = e, interval més gran de creixement de f.
o f : | — R estrictament creixent — f : | — J bijectiva, on J = f(/).
o J=f([-1,+0)) = [-1,+00), jaque f(-1) = -1 im f(x) = +oc.

e)
Finalment, com que f(1) =e <= f~'(e) = 1, obtenim la segiient
relacié entre les derivades de f, f~! en punts corresponents via f:

ITUP B
(™)) = 7755 = 35
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yaxrexp(x)

1

@ Per pintar f(x) = x X, observem que f(0) =0, xﬂT f(x) = 400,
lim f(x) = 0. El darrer limit el calculem usant LHdpital:

X——00

) ) X —00 ) 1 1
lim xe¥= lim — = _—— = l|im = =0,
X——00 X——o00 =X +00  Xx——o00 —e=X —00

on lim e X =t = +0.
X——00

@ Comaque f : (-0, —1] — R és estrictament decreixent, també és
f: (—o00,—1] = [~1/e,0) bijectivai IF~" : [-1/e,0) = (o0, —1]
una altre inversa (local) de f.
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Definicié (Maxims, minims i extrems)

f:1CR—R on | ésuninterval. Direm que ¢ ésun...
..minim absolut de f en | <= f(c) < f(x), Vx e I.
..maxim absolut de f en | < f(x) < f(c), Vx € I.
..minimrelatiu de f en | <= f(c) < f(x) si x € | és propera c.
..maximrelatiu de f en | < f(x) < f(c) si x € | és propera c.
..extremde f en | <= ¢ és un maximo un minimde f en |I.

Exemple ( Extrems de f(x) = x*/4 —2x3 + 4x2 —5/4)

Els extrems de f en | =[-1,3] son —1, 0, 2 i 3, que surten de
calcular f'(x) =x3 —6x2+8x =x (x> —6x+8)=x(x—2)(x—4).

y

| y=(x)
max. absolut_|

max. relatiu
11/4

1 / min. relativ
5 0 ¥ 2 3\ o3 |
min. absoluth .
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Teorema (Existéncia d’extrems absoluts d’'una funcié continua)

f:[a, b] — R funcio continua en un interval | = [a, b] tancat i acotat,
llavors f sempre assoleix el seu maxim i el seu minim absolut en | .

@ Silinterval | no és tancat (p. ex., | = (0,1] ) o bé no és acotat
(p. ex., | = (—o0,0]) llavors el resultat no té perqué ser cert.

@ Pot succeir que f assoleixi el seu maxim absolut en 2 0 més
punts simultaniament (idem minim absolut).

@ Es molt usual que o bé el maxim o bé el minim absolut sigui algun
dels punts extrems de l'interval [a, b] .
(Per tant, x = a i x = b sempre son candidats a extrems de f.)

@ Questio: Com identificar els candidats a extrems de f en (a,b) ?

Definicié (Punts critics)

Xx = ¢ és un punt critic de f si verifca una de les segiients opcions:
e Opcid 1: f(c) =0. e Opcié 2: Af'(c).
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Teorema (Relacid punts critics / extrems)

f: (a, b) — R funcio continua en un interval obert / = (a, b). Llavors:
Sicel ésunextremde f en | = ¢ és un punt critic de f.

Comentari
@ El resultat també val si a= —co obé b= +co.

@ No tot punt critic és un extrem. (P. ex.: f(x) = x3 = f(0)=0 i
c = 0 és un punt critic de f, pero no és un extrem de f.)

@ Resum: Si f esta definida en l'interval tancat i acotat [a, b] els
seus candidats a extrems son: x =a i x=b;els ce (a,b) tq.
f no és continuaen c o bé Af'(c);els ce (a,b) tqg. f(c)=0.
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Teorema (Caracterizacié dels extrems relatius via derivades)
f:(a,b) =R i ce(ab).
Q@ Si f ésderivable i ¢ n'és un extrem relatiu — f'(c) =0.
© Sif és 2 cops derivablei f'(c)=0:
e f’(c) >0 = c ésun minim relatiu.
e f’(c) <0 = c ésun maxim relatiu.
e f’(c)=0 = No podem dir res a priori.
© Sif és n cops derivable, f'(c) =f'(c)=---=f""N(c)=0i
f(N(c) # 0 (aixo és, f\") ésla 1a derivada # 0 en c):
e Si nsenar —> c no és ni max. ni min. relatiu (punt d’inflexio).
e Si n parell: f("(¢) >0 = ¢ minim; f("(¢) <0 = ¢ maxim.

(1) f(x) = x3 = f(0) = f"(0) =0, ”(0) = 6 # O (derivada senar)
— ¢ =0 punt d’inflexio (ni max. ni min. relatiu).

(2) 9(x) =x* = ¢'(0)=g"(0) = g"(0) =0, g")(0) =24 > 0
(derivada parelll — ¢ =0 min. relatiu (de fet és el min. absolut).
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Comentari

En general, no és raonable calcular " per identificar maxims i minims.
Ja no diguem calcular ", fV) | etcétera.

Sol ser millor estudiar el signe de f' entorn dels punts ¢ on f'(c) =0.
Ho podem fer avaluant f' en un punt a la dreta de ¢ i un a I'esquerra. )

3 3
% 1
9= X ‘ 4=X
\
e
b P x
— Yo
1 : A i
{\;u -(E\COJ:O 4o <O Jzo 470

P i 2

v
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Exemple ( f(x) = (x2 — 4)?/?)

o f éscontinuaentot R; f(x) >0, VX eR; f(x) =0 <— x==£2;
4
f'(x) = 3(X2_X4)1/3, si x # £2. En canvi, Af'(x) si x = £2, ja que:
/(oY _ |; ! _ I((_o\Et) _ : / _
f(2¥) = x|_|>nz1i f'(x) = £o0, f(—2)%) = X_>I(”_n2)i f'(x) = Foo.
Ameés, lim f(x)=+4o0.
X—to00
e Conclusiod: Els punts critics de f en R son: x = +2 (min.’s abs.) i
x =0, unic x e R tq. f'(x) =0 (max. relatiu pero no absolut).
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7
1—i — i

Exemple (Extrems absoluts f(x) =2x —3x2/3, —1<x<3)

f(x) continuavx € R; f(x)=2-2x"13=2 (Xl(/f/j ) VX #
( f(0F) = —o0, f(07)=+00). Amés, el zeros de f'(x) son:
f(x)=0 < x3-1=0 < x'¥=1 < x=1.
Els punts critics de f(x) son 0,1. Aixi: f(0) = 0 (max. abs.), f(1
f(—1) = —5 (min. abs.) i f(3) =6 —3-3%/3 =3(2 - 3%/3) ¢ (—
que: f(x)>0six>1 = f(3)>f(—1);

(23 =8<9=(3°%)° — 2-323<0.

0

) = -1,
1,0), ja
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A\ =

Exemple (Extr. absol. f(x)en —1 <x <3; g(x)en —1 <x <2)
e f(x)=x3-3x> = f(x)=3x>-6x=3x(x-2)=0 = x¢c{0,2}
)

punts critics = f(—1) = f(2) = —4, f(0) =f(3) =0.

min. abs. max. abs.
eg(x)=3x*—4x3 — g'(x)=12(x3 - )_12x( —1)=0 =

x € {0,1} punts critics = g(—1)=7, g(0) =0, g(1) =1,
—_—————
min. abs.

g(2) = 16.

————

max. abs.




Exemple (Extr. absol. f(x) = 2sin(x) — cos(2x), 0 < x < 27)

f'(x) =0 <= cos(x) =0 obé sin(x)
cos(x) =0 en [0,2n] <= x=m/2 obé x =3r/2.
sin(x)=—1/2 en [0,27] <= x=7x/6 obé x=117/6.
e Els extrems absoluts de f en [0,2r] surten d’avaluar-la en:

f'(x) = 2cos(x) + 2sin(2x) = 2cos(x) - (1 + 2sin(x)) .

=—1/2.

f(0) = f(3F) = f(2r) = -1, £(3) =3, f(FF) = f(H{r) = -35.

¥

pi/2

=04
\

\
\

~

*pil6

3*pil2

114

il6  2*pi
X

-3/4
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Exemple ( Alguns comentaris sobre I'exemple anterior )
e Hem usat sin(2x) = 2sin(x) - cos(x) .

e Per la determinacio dels angles on sin(x) = —1/2 veure la figura.
e Per calcular f(x) si x =77/6 o x =117 /6, observem que:

sin(x) = —1/2 = cos(x) = +v/3/2 (el signe depén del quadrant).
Llavors, escrivim f(x) de la forma seglient:

f(x) = 2sin(x) — cos(2x) = 2sin(x) — (cos?(x) — sin?(x)).
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Concavitat, convexitat, punts d’inflexio

Definicié (Funcions concaves i convexes en un interval)

Donada la funcio f : [a,b] — R, direm que f és ...

...convexaen [a,b] sii. f(t-x1+(1—1)-x2) <t-f(x1)+(1—1)-f(x2)
...concava en [a,b] sii. f(t-xy+(1—1)-x2) > t-f(x1)+(1—1) - f(x2)
on les desigualtats han de ser certes Vx1, X € [a,b] i Vt € [0,1].

b 9= 1) (=

tf (21) + (1 - )f (z2)

£+ (1~ t)aa) 1 —

to + (1— D)z £ X

f convexa | si per a tota parella de punts x; < x» la corda que
uneix (x1,f(x1)) i (x2, f(x2)) queda per sobre de la grafica y = f(x).
Si la corda queda per sota llavors f és concava ().
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Definicio (Punt d’inflexid)

Direm que c € (a,b) és un punt d’inflexié de f sien x = ¢ canvia el
caracter concava | convexa de f .
( f és concava en [a,c] i convexa en [c,b] o viseversa.)

Teorema (Caracteritzacié concavitat i convexitat via derivades)
f:[a,b] — R continua en [a, b] i 2 cops derivable en (a, b). Llavors:
e f'(x) >0,Vx e (ab) = f convexaen |[a,b].
e f’(x)<0,Vxe(ab) = f concavaen [a,b].
@ Sice(ab) ésunpuntdinflexié de f — f’(c) =0.
@ Sif’(c)=01if"(c)#0 = c éspunt d’inflexié de f.

Comentari
@ Si f'(c)=0 i f"(c)=0, llavors x =c no té perqué ser un
punt d’inflexié de f(x). (Exemple: ¢ =0 per f(x)=x*.)
@ Els punts de discontinuitat de f i de ' poden donar lloc a
canvis concavitat | convexitat sense que f" sigui zero enlloc.
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Exemple ( f(x) = 5+ D =R\ {2} )

T x2_4?

e En x = £2 la funcio té asimptotes verticals: Iim2 f(x) = +o0,
X——2~
lim f(x)=—o0, lim f(X)=—oc0, lim f(x)=+4c0.
xX——2+ X—2~ X—27+
e Quan x — +oo la funcio té asimptotes horitzontals: xﬂ@ f(x)=1.
(e}

o f/(X) = 2x-(x2—4)—(x*4+1)-2x _ _—10x
(x2—-4)2 (x2—4)2 *
o f(x)>0six<0(");f(0)=0 (max. relat.); f'(x) <0six >0(\,).
o f/(x) = —10(x2—4)2—(=10x)-2:(x*—4)-2x _ 10-(3x°+4)
(x2—4)* (x2—4)3
of'(x)>0six<—-2o0six>2(); f'(x)<0si-2<x<2(N).
e Per tant, x = £2 soén punts de discontinuitat pero d’inflexid de f.

y

\ v




(continua en tot R) )

6
x24+3
e Quan x — +oo la funcio té asimptotes horitzontals: lim f(x)=0.

Exemple ( f(x) =

X—*Fo00
o F'(X) = oy -
o f'(x)>0six<0( "), f(0)=0 (max. abs.); f'(x) <0six>0(\,).
£ _ —12/(x?43)2—(—12x)-2-(x>+3)-2x __ 36:(x>—1)
o f(x) = (x213) = x%3)7 -

of'(x)>0six<—-1o0six>1U); f(x)<0si-1<x<1(n);
o f(£1) =0 (x = +1 son punts d’inflexio de f ).

y
2

740
i \
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Regla de LHobpital

Teorema

Siguin f i g dues funcions derivables en I\ {c}, on | és un interval
obert de R que conté el punt ¢ (aixo vol dir que no cal que ni f ni g
estiguin definides en x = ¢ ). Suposem que:

jim 1) _ 0 (obe ==)

xweg(x) 0
/ /
Aleshores, si 3 lim F'(x) ,esté: | lim () = lim F(x)
x—c¢ g'(x) x—=c g(x) x—=cg'(x)
e Aquesta regla també serveix pels limits laterals lim @ i pels
x—ct g(Xx)
f(x)

limits cap a l'infinit  lim
x—+o0 g(X)
¢ Es habitual haver d’aplicar diverses vegades seguides la regla de

LHopital per a poder resoldre la indeterminacio.
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Comentari
Atencio: Perqué la regla de L'Hépital apliqui cal:

1er Qué el lim ﬂ generi una indeterminacio 0 obé 2.
x—c g(x) 0 00
o 1
Pex.: lim - = — — +00 NO és una indeterminacid i per tant

x—0t X 0+
eX | eX ’
L’Hépital no aplica: = lim — —=1.
pital no aplica: o0 = liy, 5 # I, 3

. . . f
2on Que efectivament existeixi lim (x) . Si lim x) 5S 0 o f
x—¢ g'(x) X—C ( ) 0 oo’
s F(X) f(x)
pero /H)I(@c I’ aixo no sempre vol dir que A I im —) Pex.:
e lim @ = lim alE _ F (indeterminacio)
x—+o0 g(X)  x—+oo X +00
/
e lim f/(x) = lim [l i =14+ Ilim cosx =A.
X—400 g (X) X—400 1 X—400
o i —(X): sz:1+0:1
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Exemple (Regla de L'Hopital)

(3 lim sinx 0 i cos X _
X400 X 0 —~ x50 1
L’Hop.
B) tm "X _ o X0
X—+too X 00 =~ x—too 1
L'Hép.
() lim 1 — cos x 9 — im sinx 0 im cosx 1
x—0 X2 0 \_,J —>0 2x 0 ~~ x>0 2 2
L’Hop. L'Hép.
() lim 2sz—_sm(2x) o _ im 2 cos X — 2 cos(2x) _ 0
x=0 X —sinX 0 =~ x=0 1 —cosx 0 ~~
L’Hop. L'Hop.
. —2sinx+4sin(2x) 0 —2cos X + 8 cos(2x)
lim . — = |im = 6.
x—0 sin X 0 ~~ x=0 cos X
L’Hop.
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Exemple (Regla de LHopital (continuacid))

. Inx oo ) 1/x
(e) lim xInx=0-0c0= lim —=— = %
x—0F x—0F 1/X 00 =~ xa0+ —1/x
L'Hép.
=— lim x=0.
x—0+
- _x . X _ o . 1 1
(f) lim xe*=00-0= Ilim = = lim S —Y
X—+00 X—+o0o0 eX o0 =~~~ x—>+oo eX +00
L'Hép.
. ) In(1+x) . In(1+x)
@) lim(1+x)/¥ =1 = lime x =eM"x =¢' =e,
x—0 x—0

on en (g) hem usat que AB =eB"A) amb A=1+x i B=1 per
escriure (14 x)1/* =e " hem permutat exponencial i limit (ja que

I'exponencial és una funcio continua). Finalment:
. In(1+x) 0O 1/ +x)
lim ———=— = lim =1.
x—0 X 0 ~~ x=0 1
L’Hép.
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Exemple (Regla de LHopital (continuacid))

(h) lim <cos <\/a}>>x =1%° = |im ex'"<c°s(%)) —el—eF/2

X——+00

on hem usat el mateix truc que en I'exemple anterior per reformular el
calcul en termes del limit:

L= lim XIn(cos(a)>:oo-O: lim MZO

X—+00 VX X—>+00 1/x 0
( o >'<_Si”<f>) (=8x7%%)
- XETOO (ﬁ) —1/x2

(ﬁ) VX & . sinz 1 &
— = m ;
2 x—+4oo < a ) a ~— 22750 z cosz 2
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Exemple (Regla de LHépital (fi))

x—1—Inx 0

(i) lim <i— L >:+oo—oo: lim

x—1+ \ In X X —1 x—1+ (X—1)|nX_6
1—1/x _ x—1 0
= m = m ————— = —
~~ x=itInx+(x—1)/x x=1+xInx+x—-1 0

L'Hép.
1 1

X iF] 2
L'Hép.
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Teorema de Rolle

Teorema
Sigui f : [a,b] — R una funcio continua en [a, b] i derivable en (a,b) .

Si f(a) = f(b), aleshores existeix c € (a, b) tal que f'(c) =0

Interpretacio geometrica: si una
funcié derivable f té el mateix
valor en dos punts diferents a i b,
aleshores existeix algun punt
intermedi ¢ € (a,b) on la seva
recta tangent és horitzontal. El oo
punt ¢ és un extrem relatiu de f

en (a,b), que en general és . :
desconegut i que no te pas perqué & -
ser Unic. ) f(a)=f(b)

ry
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Teorema del valor mitja

Teorema
Sigui f : [a,b] — R una funcio continua en [a, b] i derivable en (a,b) .

Aleshores, existeix ¢ € (a, b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a)

Interpretacio geomeétrica: El punt
intermedi ¢ és t.q. la pendent de f
en ¢ coincideix amb la pendent de
la recta secant/corda que uneix els
punts (a,f(a)) i (b,f(b)):

Ay

Secant

f,(C) _ f(b) — f(a)
—~ b—a
Peé# i”idf f Pendent de la “corda” Tangent at ¢
De nou, c existeix, és desconegut
i no té perqué ser tnic (en - —

I'exemple del dibuix n’hi ha dos).
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Demostraci6 (del Teorema del Valor Mitja)
Considerem la funcio F : [a,b] — R donada per la formula:

F(x) = f(x) - (f(a) + w (x — a)> .

(F(x) dona la diferencia entre les grafiques de y = f(x) ila de la
recta secant de la figura anterior: y = f(a) + f(bg:;(a) (x—a).)
@ F(x) éscontinua en [a,b] i derivable en (a,b), ja que f(x) ho
compleix i F(x) s’obté restant-li una funcio lineal en x .
@ Per definicio: 0 = F(a) = F(b) =0 = Pel Teorema de Rolle,
dc € (a,b) talque F'(c)=0.
@ Clarament: F'(x) = f'(x) — f(bg:;(a) :
Per tant:
f(b) — f(a)

0=F'(c) = F(c) - (b_a

) — f(b) - f(a) = f'(c) (b a).
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Aplicacio del Teorema de Rolle Sigui f(x) una funcio tres cops
derivable en tot R que compleix:

f(0)=1, f(0)=0, f(1)=1, f’(1)=0.
Proveu que " (c)=0, peralgun c e (0,1).

Apliquem el Teorema de Rolle de forma reiterada a f(x), f'(x) i f’(x).
@ f(0)=f(1)=1 = Jac (0,1) talque f'(a)=0.
e f/(0)=f(a)=0 = Ibe (0,a) talque (f)'(b)=f"(b)=0.
o f"(b)=1f"(1)=0 = Fce(b,a) talque (f")(c)="f"(c)=0.
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Problema 34

b—a b—a
1162 < arctan(b) — arctan(a) < ——

Apliqguem el T2 del Valor Mitja a f(x) = arctan(x) en l'interval [a, b].

Siguin 0 < a < b. Proveu:

Usant que f'(x) = ,estéque Jce(ab):

14 x2

f(b) — f(a) = f'(c) (b — a) = arctan(b) — arctan(a) = 1

TP
El punt ¢ no sabem qui és, pero sique ce (a,b) i que 0 <ac< b:

0<a<c<b—1<1+&<1+FP<1+b°

1 1 1
<1.
BT ET AT

Per tant, com que b — a > 0:
1

1+c2
1

1+c?

arctan(b) — arctan(a) =

(b-a)< - (b-a)

1
(b—a)>1+7bz(b—a).

arctan(b) — arctan(a) =
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Formula de Taylor

Els polinomis de Taylor sén la forma natural d’aproximar localment
(entorn d’un punt donat) funcions generals per la classe de funcions
més simples possibles: els polinomis.

Definicié (Polinomis de Taylor)

Sigui f(x) una funcio (almenys) n vegades derivable en el punt c.
Aleshores, denotem per P,(x) el polinomi de Taylor de grau n de
f(x) en el punt c, que ve donat per la formula seglient:

Pa(x) = zn: f Uj,fc) (x — ) —(c) + F(c)(x — &) + ”2(IC) (x — c)+
o '
"(c) f(")(c) n
= (x—cP+.---+ =)

ol o=jG-1)-(j-2)---3-2:1. (Sij=0 = 0'=1.)
~~

J factorial




Definici6 (Polinomis de Maclaurin)

En el cas particular ¢ = 0, els polinomis de Taylor s’anomenen de
Maclaurin:

1" " (n)
Pa(x) = £0) + F1(0)x + T2 1 T oy TR0

Comentari (Motivacio del perqué de la definicio de P,(x))

Si avaluem Pp(x) i f(x) en x = ¢ ambdds donem el mateix valor. El
mateix succeeix amb les seves n primeres derivades en x = C:
Pa(c) = f(c), Py(e)=f(e), Ple)=r(c), -, Pi’(e)=(c).

v
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Polinomis de Maclaurin basics (detalls tot seguit)

Funcid Polinomis de Maclaurin
N gm 2 2t N
o PN(:’:)ZHZ[];_1+m+?+?+“.+ﬁ
T 2n 2 4 N TQN
Poy(x) = oy -z
cost 2w (@) = HZO( " e Tt
g2+l 3 25 v N
sinx P. = nt———=r-—+ — =+ (=)
s 2y (e) = Z( Ve Tt T T Y e
n 2 8 N
In(l — =) Py(z) = — ;_:7 7771_37“.7N
p2ntl - N a2V
arctan PgNJrl(a.)—"Z(f ) Tl nrf?Jr?f...Jr(fl) N1
1 N
R o 2, .3 N
- PN(J,)—ZO.?, =l+ax+a+a"+---+r
N
(1+a)" LN fa\ . ala-l) , afa-D-2) ,
amb a € R PJ-\;(Q,)—Z[] L =14 ar+ g Tt 6 '+

TaurLa 1. Alguns polinomis de Maclaurin.
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Polinomis de Maclaurin basics: detalls

Pa(x) = £(0) + F/(0)x + 1402 4 200x3 1 .. 4 Q) yn
f

2
@ f(x)=¢" f'(x)=1f"(x) =

)= = f)(x) = &
f(0) = £(0) = f(0) = --- = f("(0) =

2 X3 xn
Pn(X):1+X+§+§+ +F

@ |f(x) =sinx| (Cada cop que derivem 4 cops repetim seqiiencia.)
f(x) =sinx, f(x) = cosx, f’(x) = —sinx, f"(x) = —cosx
f)(x) = sinx, V) (X) =CoSX, -
f(0) =0, f'(0) = f”(O) 0, (0)=-1,
fM©) =0, (0)

x3 x5 X7+ (només termes de

Pn(x) = x — 31 "5 7 grau senar < n)
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Polinomis de Maclaurin basics: detalls (continuacio)

x2 x* x5 (només termes de
Pn(X):"*EjLE*EjLW grau parell < n)
° ‘f(x):ln(1 +x)‘ f'(x) = 11 =(1+x)!
Fi(x) = (1)1 +x)72, "(x) = (-1)(-2)(1 + )7,

fDx) = (=1)(=2)(=8) - (= — 1)) - (1 + x)
= (1)Y= +x)7.

f(0) =0, F(0) =1, f/(0) = —1, f”(0) = 2!, f(")(0) = -3

f(0) =41, f0(0) = (- )’ -1

x2  x3 x4 X"
— x4 2 4. (11
Pn(x) = x s tg 7T +(=1) p
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Polinomis de Maclaurin basics: detalls (continuacio)

o |f(x) = Po(x) =14+ x+x2+x3 4. +x"

° [f(x)=(1+x)| (acR valorfixat)

f’(X>= a(1+x)°7", F(x) = ala— 1)(1 +x)* 2,
() 04(04—1)(05—2)...(04_1'_’_1).(1+X)a_j

f(0) =1, f(0) = a, "(0) = a(a — 1), F(0) = afa — 1)(a — 2),
fD0) =a(a—1)(a—2)---(a—j+1).

Pn(x) =14+ ax + a(oz2l— 1)X2 + afa = 13)|(a — 2)x3 4.

+oz(oz—1)(04—2;!---(04—n—i—1)xn
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Polinomis de Maclaurin basics: detalls (fi)

o [f(x)=(1+x)| (acR valorfixat) (Continuacio)
També podem expressar el seu polinomi de Maclaurin en termes
de nombres combinatoris (generalitzats):

)= (o) * (e (o) (o)

on, peracada, a € R i ne N, definim el nombre combinatori
(generalitzat) « sobre n com:

n termes

<g> =1 (i) = O‘(O‘U(azn)!...(anﬂ)'

(-2) _ 1

N 16

N

o
[©]
x
7N\
—_
W
N
N———
|
=
—
=
|
—_
~—
—~
=
|
N
~
|
=
0
o[
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Desenvolupaments de Taylor per generacid

Molts altres desenvolupaments de Taylor poden calcular-se operant i
composant els de les funcions basiques (sense calcular cap derivada).
Exemple (Maclaurin de f(x) = arctan(x))

1
14 x27

@ f(x) = arctan(x) = f'(x)

@ Usem el desenvolupament de Maclaurin (ja introduit) de -
fins grau n, pero en termes d’una nova variable u enlloc de x :

T = Ut R U+ O,
on O(u™") es llegeix com ordre u™*' en u i vol dir (de forma
sintética) que O(u™*') conté termes (sense que calgui precisar

quins) de grau n+ 1 i superior en u, que son els que no

explicitem quan donem el polinomi de Taylor de

fins grau n.

1—u

70/125



Exemple (Maclaurin de f(x) = arctan(x) (continuacio))
1 1

= : =1+u+v?+ud+-- +u"+ 0™
1+x27 1-u

f(x)

@ Fem u= —x? en el polinomi de Taylor de —y fins grau n:

1 _ 2 2\2 2\n 2\n+1

1Jr)(2_1+( X))+ (=x)+ -+ (—x7)"+ O((—x=)")
—1 —X2—|—X4—X6+---—{—(—1)”X2n—|—0(X2(n+1))

on O(x3"+1)) denota termes de grau 2n + 2 i superior en x .

@ Integrem en els dos costats de la igualtat respecte de x :

x3 x5 X/ 2n+1
arctan(X) = c+ X — 3 + 57 4ot (_1)n2n+ 1 + O(x2n+3)

. e 1
on els dos costats de la igualtat sén primitives de T2 que han
de diferir en una constant c. Fent x =0 — ¢ = arctan(0) =0.

@ |f(x) = arctan(x) = Pn(X):X—f+f—7+--~ .

(Pn(x) nomes té graus senars i cal tallar-lo al grau que toqui.) |



Exemple (Maclaurin de f(x) =tanx finsgrau 5)

@ tanx =sinx oex Maclaurin de tan x surt de multiplicar
Cos
Maclaurin de sin x i de

COSX )

@ Maclaurin de cos x fins grau 5 és
x> x4
cosX—1—?+ﬂ+(’)(XG)—1—u
on la igualtat final es déna si definim u = 22 2:: + O(x9).
@ Usem Mac/aurin de —

u amb aquest valor de u per calcular
Maclaurin de f/ns grau 5 (observem O(u®) = O(x%)):
1 1

—7—1+u+u +O(u®)
cos X

o) (5L
-1+ X— <l—214>x4+(9(x)

5
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Exemple (Maclaurin de f(x) = tan x fins grau 5 (continuacio))

1
@ Multipliquem Maclaurin de sin x i de Coox fins grau 5:

tan X =sin X -

Ccos X

x3 x5 e e B .
—(X—6+120+O(X)>-<1+ +ﬂX +O(X)>

2
. 1 1 3 1 1 5 5 7

X + ? aF EX +O(X )
F%(X)
/4 1" (iv) v)
o Ps(x) = £(0)+ F(O)x+ | 2(?),(2 L 9,(.0)X3 L 4I(0))(4+f 550)"5-

Si igualem potencies de x , deduim f(0) = f/(0) = f(")(0) = 0 i:

f'(0) = 1 =~ = "(0)=2 = — = fV)(0)=16
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Exemple (Calcul de limits usant desenvolupaments de Taylor)

Els limits segiients donen lloc a indeterminacions 0 . Per calcular-los

per Taylor hem de desenvolupar separadament per Maclaurin les
funcions del numerador i denominador dels quocients. El grau/ordre
del desenvolupament és: fins que apareix el 1er terme no nul del

polinomi de Taylor.
2

e Usem In(1+u)=u+0O(U?) =u-— % +O(u®), per calcular:

_ 1 1 . x—1—-Inx
lim —— ——— | = lim —«+—
x=»1+ \Inx x—1 x—=1+ (X —1)Inx

[ Canvi de variables: } . u—1In(1+u)

= = lim ————=
u=x—1-0" u—0+t U In(1+u)
i U (u—w?2+0(P®) - u?/2 + O(u®)
U0t u (U T O(Uz)) Um0t U+ O(US)

_ o 1/2+0@) _1/240 _1
U0t 1+O(U) 140 2
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Exemple (Calcul de limits usant Taylor (continuacio))
e Usem els desenvolpaments: tan x = X + %3 + &x5+0(x7),
2
el =1+u+¥ +0ul) = /=1 +%2+%<%2) +0(x®),
u=x2/3
In(1+u) = u+ O(?) = In(1 + x3) = x3 + O(x®), per calcular:
u=x3
Xtan x — x2eX°/3

m
x=0  In?(1 + x3)

x<x+%3+%x5+0(x7)> —x? (1 +%2+%+O(x6)>

=m (3 + O(x8))2
i B @)X 00 g+ OF) g +0 7
Ta00 0 x6r0(x%) x201+0(x3)  1+0 90

Observacio: Si usem L'Hépital per calcular el limit, cal derivar 6 cops

numerador i denominador!




Problema 41(a,b)
Useu Maclaurin per calcular el limit a I'origen de les funcions seguents:

1 — cos(1 — cos(x)) sin3(x) — sin(x®)

(a) f(x) = (b)) gl =

x4 |n(1 + x5)
(@) cos(u) =1 —L21T+4‘:+O(u6) — 1 cos(x) = 2. +O(x ). Aixi:
cos(1 — cos(x)) = cos (ﬁ +ou)
N
. <§ +o(x4>)2+j, (ﬁ +O(x ))4+O(x12)
S X L o =1 X o)

21 (212 T 41 (21)8 8

1—<1—):+O(x6)>:|lm (;w( )>:1_

X 4 x—0

lim f(x) = lim
x—0 x—0 8 76/125



_ sin®(x) —sin(x%)
(0) g0 =" 8

In(1 +u) = u+0(?) = In(1+x°) = x°+O(x"),
3

sin(u) = U — % OB = sin(x®) = x3 + O(x%),

sin(x) x sin(x) = <x - )Cj + O(XS)) X <x - ﬁ + 0(X5)>

2 x* 6
=X —2§+O(X ),
4 3

sin?(x) x sin(x) = <x2 - % + O(x6)> X <x - % + O(X5))

6 3
R +0(x7) = (x® + O(x°)) 1 + O(x?)
lim g(x) = lim 2 = lim—2— "~
x—0 x—0 x5+ O(Xm) x—0 1+ O(X5)
1
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Problema 37
Maclaurin fins ordre 3de f(x) = V1 +v1+x=(1+ (14 x)"/?)"/2,

Hi ha I'opci6 de calcular les 3 primeres derivades de f(x) en x =0,
perd ho farem per generacio. Recordem:

afa—1) 2 afa—1)(a—2) u3+(’)(u4).

(1+u)*=1+au+ o 3

Fent a« = 1/2 obtenim:

11 _ 4 Ll _qyl_»2
(1+U)1/2:1—{—1U—|—2(2 ) 2 2(2 )(2 )U3+O(U4)

2 21 3l
1(_1 1(_1)(_8
e lue EEH e AN ED
2 3
—14o -S4 L L owh
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2 3
fe_q u_u U 4 :
(14 u) 1+2 8+16+O(u). Per tant:
1/2 x x2 x° /2
— 1/2 — A S 4
fx) = (1+(14x)'72) <1+<1+2 8+16+0(x)>>

NI=

1
x x* X3 ) 2 x x> x° 4
_<2+2—8+16+O(x)> =2 1+ 7 - J5 3 +OY

u

2

1 (x x* X8 4 1 (x x? 2\’

u u?

1

16

X 3
(5 +00) +0(x%)
4
N———

ul
(Dins del quadrat i el cub només hi deixem els termes de u que

realment contribueixen al calcul del desenvolupament de grau 3.) 79/125



Finalment, desenvolupant el quadrat i el cub i retenint només els
termes de grau < 3 s'obté:

—\@1+<

1 SR8 T S L T

2 16 32) 8\16 32) 1664

X
=V2 1+§

X _

416

1 , (11 1\ 4 .
<3+128>X +<64+256+1024>X +Ox )]

X 5 21
V2 |14 5 135+ oz + OO
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Error en el desenvolupament de Taylor

e Qiiestio: Si substituim una funcié f(x) pel seu polinomi de Taylor
Pn(x) enun punt x = ¢, quin error cometem?
e Resposta: Cal controlar el tamany del residu R,(x) .

Teorema (Férmula de Lagrange del residu)
Sigui f: (a,b) — R una funciéo n+ 1 vegades derivable i c € (a,b).
Llavors: ‘ f(x) = Pn(x) + Rn(x) ‘ on:

e Py(x) polinomi de Taylor de grau n de f(x) en el punt c.

e Rny(x) reste / residu / error del desenvolupament de Taylor.
Aleshores, es té la segiient formula de Lagrange pel residu:

f(n+1)(z)

Fn) = Ty

(X - C)n+1? Vx € (a? b)a

on z = z(x) és un punt, que depen del valor de x € (a, b) triat, que
pertany a l'interval obert que té extrems ¢ i x (en l'ordre que toqui).
(De z podem dir que existeix, pero en general és desconegut.)

81/125



Problema 38(b)

Doneu una cota superior de I'error que cometem en fer I'evaluacio
1 1 1 1
ex~1+1 +E+§+m+az27166667.

El desenvolupament de Maclaurin de f(x) = e* fins termes de grau 5

2 3 4
és: f(x) =1+x+ % + % + % + % + Rs(x). La férmula de Lagrange
pel residu del desenvolupament de Taylor per c =0in =5 és:

fr1(2) N1 f®)(z) o
on z és un punt (desconegut) que esta en l'interval definit perc =0 i el
valor de x triat. En el nostre cas: f(®)(x) = e, x = 1. Per tant:

1 1 1 z. 16
e=f(1)=1+1+-+-+—+—+As(1), Rs(1)=—.

Rn(x) =

21 31 41 5l 6!
Usant que % < e' < 3, obtenim la seglient acotacié per I'error comés:
e 3 1 _3 B 3
|R5(1)|—§<§_%<4.17><10 . (Errorreal ~ 1.6 x 1073.)
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Representaci6 grafica de funcions

Tot seguit, anem a detallar un possible esquema per abordar la
representacio grafica “aproximada” de funcions d’una variable.
Atencio: No sempre cal implementar 'esquema complert per dibuixar

la grafica. P. ex., I'estudi de la concavitat i la convexitat molts cops el
podem ometre.

‘ 1. Domini i rang ‘

Exemple ( f(x) = x¥ = X" )

Dominide f: D = (0,+00). (In(x) ben definit <= x >0.)
Rang o imatge de f: R = (0,+00). (Ja que f(x) > 0,Vx e R.).

Exemple ( f(x)

D; =[-1,0] U[1,+00) (puntson x3 —x = x(x —1)(x +1) >0).
Ry = (0,+). (Ja que f(x) > 0,Vx € Ds.).
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\ 2. Simetries i talls amb els eixos \

Definicié (Funcions parells i senars)

o f és parell (simétrica respecte de l'eix y) < f(—x) = f(x).
e f és senar (simétrica respecte de l'origen) <— f(—x) = —f(x).

Exemple ( f(x) = x® senar, g(x)=x* parell)

Definicié (Talls amb els eixos)

e Tall amb I’eix y : Correspon al punt (0, f(0)) .
e Talls amb I'eix x < Zzeros de la funcid.

Exemple ( f(x) = x® — x)
f té tres talls amb l'eix x : (—1,0), (0,0) i (1,0).
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’ 3. Limits a l'infinit (asimptotes horitzontals i obliqlies) ‘

Definici6é (Asimptotes horitzontals i obliqles)

e f té una una asimptota obliqua a +oco si existeix una recta

y = mx + b ala qual tendeix la grafica y = f(x) quan x — +oo.
(Idem per definir asimptota obliqua a —oc .)

e En el cas particular m = 0, I'asimptota obliqua y = b esdevé una
recta horitzontal i s’anomena asimptota horitzontal.

@ Asimptota obliqua a +oo si existeixen els dos limits seglents:

, b= lim (f(x)—m-x)

X—+oo X X——+00
© Asimptota obliqua a —occ : Canviem x — +oo per x — —oo.

© Asimptota horitzontal +co: Siexisteix b = xliT f(x).

Comentari

En general les funcions no tenen asimptotes obliqiies. Si en tenen, el
que succeeix a —oo €s independent del que succeeix a —oc .
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Exemple ( f(x) =¢*)
limy 100 €X = 400, limy, e =0 = y =0 asimpt. horitz. de f a
—o0, pero f no té asimpt. horitz. a +oo (de fet tampoc obliqua).

Exemple ( f(x) = arctan(x) )

IimxﬁiOO arctan(x) = 5 =y :.g i y=—% sonles asimpt.
horitz. de f a +oco i —oo, respectivament.

2Xx —6x )

Exemple (f(x) = e f'(x) = W F(X) = e

Df =R; limysioo f(X) =42 = y =42 asimpt. horitz. de f a +oco.
f estrictament creixent; x = 0 punt d’inflexio.

86/125



Exercici ( f(x) =

Vegeu que la grafica de y = f(x) és com segueix. (Indicacio: pot ser
util expressar f(x) =

_ﬂ)
V2,7 1

m .

@<y P (x)

| ;:3’9qrt(2) :
1
0 -3/4
1
B |

. / V=3I
A |

% 2 : | |

)
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m

_ (x?)? — (x X2 — 4)2
e <x2 + XVX2 — 4) Vx2 -4
lim e
Xrteo (x2 + xV/x2 — 4) Vx2 -4
lim 4 4

= (14 T=4)x) Va4 ~ (1) (+0)

=0.
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Exemple (Problema 32(1): f(x) = (6 x2 — x3)'/3,

ey=mx+b=—x+2 asimptota obliqua a +oco:

o f(x _ 76 x2 — x3 . 3/6x2 — X8
m= |lim —= |Im —— = Ilim —— =-1
X—+o0o X X—~00 X X——400 X
1
9= Mg (6D =)= T (V0P =) = 5= 07)
. 3/ 6 1 1 . veu—1+1
= lim ———=+—|=lm ————
u—0+ Uz uw U u—0+ u
iy V1—6u—1 i (1—2u+0(u?)) —1
= — i
u—0+ u u—0t u
=— lim (-24+0(v)) = —(-2) =2,
u—0+

on hem usat el desenvolupament de Maclaurin:

1
S — 1/3: — 2 g —_ — — 2
Vi+z=(1+2) 1+32+(9(z ) = V1—-6u=1-2u+0(u).

z=—6u
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| 4. Continuitat (discontinuitats, asimptotes verticals) |

Definicié (Asimptotes verticals)

c és una asimptota vertical de f < limy_,.+ f(X) = +o0 /0
limy_,o— f(x) = £oo. (Si només un dels dos limits laterals és infinit,
parlem d’asimptota vertical per la dreta o I'esquerra, segons el cas.)

(Veure figura pag. anterior) )

limy_o+ f(X) = 400, limy_,_»- f(x) = 400 = f té una asimptota
vertical per la dreta en 2 j una per I'esquerra en —2.

Exemple ( f(x) =e'/*, Df=R\{0})

limy_o+ e'/* = 400, limy_o-e'/* =0 = f té una asimpt. vertical
per la dreta en 0 / admet extensio continua per I’esquerra en 0.
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Exemple ( f(x) =

limy_,o+ f(x) =0, limy_o- f(X) =1 = f té una discontinuitat de
salt en 0. (Vegeu la seva grafica a la pagina segtient.)

Exemple ( f(x) = sin(1/x),
e Df=Dy =R\ {0}.

e Alimy_osin(1/x) = f té una discontinuitat asimptotica en 0.
e limy_0 Xxsin(1/x) =0 = g té una discontinuitat evitable en 0.

g(x) = xsin(1/x) )

\/
v

(Esquerra: grafica de y = sin(1/x) ; Dreta: grafica de y = xsin(1/x).)
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\ 5. Derivabilitat (creixement, decreix., punts critics, extrems) ‘

Exemple ( f(x) = |x| funcié continua en tot R )

f(0T)=1, f(0°)=—1 = f continua pero no derivable en 0 —>
0 és punt critic de f. (De fet és el seu minim absolut.)

Exemple ( f(x) = L,  f(x) = S, six#£0)

x2(1 +e1/x)2 ’

f(0*) =0, f(07) =1, f(0T) =0, (07) =0 = f té discontinuitat
de salten 0 pero 3 els limits laterals de f' en 0 (punt critic de f).

_—
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Exemple ( f(x) = v/x, continuasix >0, f(x)= 2\1—& x>0)

f(0%) = 4+00 = f té pendent infinita per la dreta.

Exemple (f(x)=x—e™*, f(x)=1+e¢*, VxeR)
o f/(x)=14e%>0, Vx € R = f és estrictament creixent en tot R.

. “T f(x) = 400, . lim f(x) =—oc0 = f té exactament un zero.
—+00 ——00
e f(0)=-1, f(1)=1—-1/e >0 = per Bolzano podem afirmar que

el zero pertany a l'interval (0,1). (Vegeu grafica a la pagina segient.)

Exemple (g(x)=x3—x, g(x)=3x2—1, VxeR)
e 9(x) = x(x 1)(x+1)—0<:>xe{—1,0,1} (zeros de g ).
e g'(x) =3(x — )(x + f) =0 <= x=4+1/V/3 (punts critics).
g(x)>0sixc ( 00, —1/v/3) U (1/+/3,+oc) (estrict. creixent).
g’(x) <0 si x € (—1/V/3,1/\/3) (estrictament decreixent).
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\ 6. Derivada segona (concavitat, convexitat, punts d’inflexio) \

Exemple (f(x) =x—e™*, f'(x)=—-e*, VxeR)

f"(x) <0, Vxe R = f és concava () entot R

Exemple (g(x) =x®—x, ¢g'(x)=6x, g"(x)=6, VxeR)

e g'(x)=0 <= x=01ig"(0)#0: 0 (unic) punt d’inflexié de g.
e g(x)>0six>0 = g convexa (J si x>0.
e J(x)<0six<0 = g concava (] si x <O0.

15 - . ' - 2

y ) .
2
’ 15 .
1 y=H00=x-exp() 24 . /
4 /
,/ 1- yatmwax /-
e /
>
05 - 2
o 05 -
e B maase 7
0 L 0
/ & R ™ ///
0.5
05 o
//
a 1 =
o
1 /
/ L5 =
4 /
/ /
15 o i 2
05 0 05 1 15 15 1 0.5 0 05 1 15
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Metode de la biseccid per aproximar zeros de funcions

e Configuraci inicial del méetode de la biseccio:
f : [a,b] — R funci6 continua verificant f(a) - f(b) <0
(per Bolzano f té almenys un zero « en l'interval (a, b))

e Un pas del métode de la biseccio:

Calculem c:%b punt mig de l'interval [a, b] iavaluem f(c)

@ Cas1: f(c)=0 llavors a=c ésunzerode f

@ Cas 2: sgn(f(c)) =sgn(f(a)) = f canviade signe en |[c,b]
\Nova configuracio inicial: f : [c,b] — R amb f(c) - f(b) < 0‘

@ Cas 3: sgn(f(c)) =sgn(f(b)) = f canviade signeen [a,c]

‘Nova configuracio inicial: f : [a,c] — R amb f(a)- f(c) < 0‘

e Apliquem un altre pas del méetode a la nova configuracio inicial:
Pel T2 de Bolzano, f(x) té almenys un zero en el nou interval ([c, b]
enel Cas 2; [a,c] en el Cas 3). Calculem ara el punt mig d’aquest

nou interval i repetim el procés anterior. Etcetera.
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@ Després de cada pas del metode de la biseccio, és dividideix per
dos el tamany de l'interval que conté el zero «.

—a

2n

@ Avantatge: E/ métode de la biseccio funciona sempre.

@ Inconvenient: Es un métode molt lent! Si volem calcular «
amb un error més petit que ¢ hem de fer n passos per tal que:

— b— In((b—a
b—a a — n(( )/€)

n
o <ge <— 2 >—6 n> in(2)

: ., b
Despres de n passos el tamany de l'interval és

@ Sivolem p xifres decimals correctes, arrodonint a la xifra decimal
p, cal triar e = 110~P. Per tant, cal fer n passos del métode amb:

In(2-10° x (b— a))
n= n(2)

@ Sivolem p xifres decimals correctes per truncament (sense

arrodonir la xifra decimal p), llavors cal triar ¢ = 10~ (P+1) o7/128



Exemple ( f(x) = 2cos(x) —3x )

Useu el metode de la biseccio per calcular una aproximacio numerica
del zero de f(x) en l'interval |a, b] = [0,1] amb una precissio de dues
xifes decimals exactes (per arrodoniment).

@ f éscontinuaentot R.

@ f(0)=2>0 & f(1)=2cos(1)—3~-192<0

@ f té almenys un canvi de signe en [0, 1] iper Bolzano té
almenys un zeroen [0,1] .
(De fet, f'(x) =—-2sin(x)—3<—-1<0 i f ésdecreixenten tot
R i pertantcomamolt f pottenirun zero.)

@ Sivolem calcular el zero amb el metode de la biseccié amb p =2
xifres decimals correctes per arrodoniment cal fer n passos de
manera que l'interval final tingui tamany menor que ¢ = %1 0P:

In(2-10° x (b—a)) In(2-102 x (1 —0))
In(2) B In(2)

Cal fer almenys n =8 passos. Fem en detall els dos primers.
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PN ()
N )
g [a.b]
1 =
e
(e
0 I b=1
=0 CI=05 ~_
K Rt
[c1,b]
2
“
2 | f(b}\
N
0 0.2 04 06 08 1

e Pas 1 metode biseccio: Linterval inicial és [a, b] = [0, 1]
a=0= flagg=2>0, b=1= f(1)~-192<0

at+b 0+1
@ = 5 = 5

=05 = f(c1)~026>0
@ sgn(f(cy)) =sgn(f(a)) = elnouinterval és [cq,b] =[0.5,1]

99/125



» @
)
P [e1,c2]
! s -
g
(e
o ES £2=0.75 b=1
B0 €05 ~_
\\ (c2)
Kl R
[c1.b]
2
5 o
“T fi(b)
}\\
0 0.2 04 06 08 1

e Pas 2 metode biseccio: Aralinterval és [cq,b] =[0.5,1]
@ ¢ =05 = f(cy)~0.26 >0,

_C1—|-b_0.5+1

=" 2

@ sgn(f(cp)) =sgn(f(b)) = nouinterval [cy, ¢cp] = [0.5,0.75]

=075 = f(cp) ~—-0.79<0

b=1= f(1)~-192<0
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Mostrem I'aplicacio iterativa del métode de la biseccio a la funci6
f(x) = 2 cos(x) —3x en [0, 1], fins un total de n = 8 iteracions. En

. a
cada fila, ¢ = +

[a, b] que estem considerant en el pas n.

n a f(a) b f(b) c f(c)

0 0 2 1 -1.9194 0.5 0.2552
1 0.5 0.2552 1 -1.9194 | 0.75 | -0.7866
2 0.5 |0.2552| 0.75 |-0.7866 | 0.625 | -0.2531
3 0.5 | 0.2552 | 0.625 | -0.2531 | 0.5625 | 0.0043
4 | 0.5625 | 0.0043 | 0.625 | -0.2531 | 0.5938 | -0.1236
5 | 0.5625 | 0.0043 | 0.5938 | -0.1236 | 0.5781 | -0.0594
6 | 0.5625 | 0.0043 | 0.5781 | -0.0594 | 0.5703 | -0.0275
7 | 0.5625 | 0.0043 | 0.5703 | -0.0275 | 0.5664 | -0.0275
8 | 0.5625 | 0.0043 | 0.5664 | -0.0275

indica el valor mig dels dos extrems de l'interval

La diferéncia entre els dos darrers valors de a = 0.5625 i b = 0.5664

calculats és b — a~ 0.0039 < 1072 = 0.005.
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Metode de la secant per aproximar zeros de funcions

e Configuracio inicial del métode de la secant:

f: [a,b] = R funcié continua que suposem té un zero « € [a, b] .
Siguin xp, X1 € [a, b] dos punts donats que suposem sOn propers a «.
@ No cal que siguin xg = a ni x; = b. Tampoc cal que es verifiqui

Xo < X1 nique f(xp) - f(x1) < 0 (no cal doncs que f(x) tingui cap
canvi de signe entre xp i X1 ).
@ “Entenem” que xy €s “més proper’ a a que no pas Xy .

e Primer pas del metode de la secant: (xp, x1) — (X1, X2).
Calculem la recta r que connecta els punts (xop, f(xo)) i (x1,f(x1)) i
busquem el punt de tall de r amb I'eix x. El valor de la coordenada x
d’aquest tall defineix el nou valor x, del metode. La nova configuracio
del metode de la secant és la donada per la parella xq;, x».

e Segon pas del métode de la secant: (xq, xo) — (X2, X3).
x3 donat pel tall de la recta que uneix (xi,f(x1)), (X2, f(x2)). Etcétera.
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f(x)
¢ Pas general del métode de la secant: (x,_1, x,) — (Xn, Xpi1)-
La recta r que connecta els punts (X,_1, f(Xa—1)) i (Xn, f(xn)) és:

n f(xn) — f(Xn—-1)

y = 10) Xn — Xp—1

(X — Xp).

(r éslarecta que interpola la funcié f(x) en els punts x,_1 i Xp).
Tallem r amb I'eix x fent y = 0 idefinim x,.1 com el valor x del tall:

Xn41 = Xp —
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e Sila parella xo, x; és “prou propera” a un zero « de f(x), i aquest
zero és simple, en general el métode de la secant aproxima forga
rapidament «. Molt més rapidament que el métode de la biseccib.
e Es dificil dir quin error fem si aproximem « per x,. Usualment,
“s’estima” aquest error a partir de la diferencia |x, — x,_1] -
e Siinicialment triem xo, X1 tals que f(xo) - f(x1) < 0, res garanteix
que la nova parella x;, xo compleixi f(x1) - f(x2) < 0. Si ho compliex,
res garanteix que aixo sigui sempre cert quan iterem el metode.
(P. ex., en el dibuix de la pagina aterior, f(x) té un canvi de signe
entre xp i x1,pero f(xq) >0 f(x2) >0.)
¢ Hi ha una versi6é modificada del metode de la secant, anomenada
Regula Falsi, en que triem la parella xp, xy tal que f(xo) - f(x1) <O i,
un cop calculat xo, triem xq, X només si f(xq) - f(x2) < 0, pero triem
Xo, X2 i f(xp) - f(x2) < O (p. ex., en el dibuix de la pagina aterior, el
primer pas del metode de la Regula Falsi és (X, x1) — (X, X2)).
@ Part bona Regula Falsi: Sempre controlem l'interval on esta «.
@ Part dolenta Regula Falsi: Hi ha molts exemples on un dels punts
esdevé “estatic” en iterar el métode (no canvia mai). En aquests
casos, el metode és tant lent com el de la biseccié.
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Exemple (

f(x) =2cos(x) —3x )

f(x) té un dnic zero « € [0,1]. Useu metode de la secant per calcular
una aproximacio numerica de «. Itereu fins saturar I'aritmetica de
doble pressicio (aproximadament 16 xifres decimals correctes).

e Pas 1 metode secant triant x; =0 i x; =1:

X1 — Xo 1-0
o Fxe) ~ 1 — ~ 0.51028279.
X=X~ o) O 191939539 — 5 - 0->1028279
e Aplicacio iterativa del metode:
n Xn f(Xn)
0.000000000000000 | 2.000000000000000

O~NOO O~ WN—=O

1.000000000000000
0.510282786469776
0.559481377249191
0.563615559101983
0.563569164785646
0.563569204225136
0.563569204225516
0.563569204225516

-1.919395388263720
0.214364486253517
0.016616832863047
-0.000188592629508
0.000000160457705
0.000000000001545
0.000000000000000
0.000000000000000
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Metode de Newton per aproximar zeros de funcions

e Configuracio inicial del metode de Newton:
f: [a b] — R funcié derivable que suposem té un zero « € [a, b].
Sigui xp € [a, b] un punt donat que suposem proper a a.
e Primer pas del métode de Newton: xg — xi .
Calculem r recta tangent a la graficade y = f(x) enelpunt x = xp.
Definim x; com el punt de tall de r amb l'eix x.
e Segon pas del metode de Newton: x; — X».
xo tall de la recta tangent a y = f(x) en el punt x = xy . Etcétera.
¢ Pas general del métode de Newton: X, — x,. 1.
Larecta r tangenta y = f(x) en el punt x = x,, és:

y = f(xp) + f'(Xn) - (X — Xn).
Tallem r amb 'eix x fent y = 0 idefinim x,,1 com el valor x del tall:
f(Xn)
f'(Xn)
e La convergencia del metode de Newton per calcular zeros simples
de f(x) és quadratica: el nombre de xifres decimals correctes de «
que té x,.1 és (basicament) el doble de les que tenia x,.

Xpn41 = Xn —
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Exemple (

f(x) =2 cos(x) —3x = f'(x) =—2sin(x) —3

)

f(x) té un dnic zero « € [0, 1]. Useu el métode de Newton per calcular

una aproximacio numerica de «. ltereu fins saturar I'aritmética de

doble pressicio (aproximadament 16 xifres decimals correctes).

e Pas 1 métode de Newton triant xy = 0:

f(x0)

2 2

X=X~ % 00) 0-— —==3~ 0.666666666666667 .
e Aplicacio iterativa del metode:
n Xn f(Xn) f'(Xn)
0 | 0.000000000000000 | 2.000000000000000 | -3.0000000000000
1 | 0.666666666666667 | -0.428225478446104 | -4.2367396061395
2 | 0.565592369387324 | -0.008234531523349 | -4.0718320609492
3 | 0.563570053289782 | -0.000003454345275 | -4.0684151046742
4 | 0.563569204225665 | -0.000000000000610 | -4.0684136691554
5 | 0.563569204225516 | -0.000000000000000 | -4.0684136691552
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Funcions reals/escalars de dues variables

e En aquest bloc considerem funcions de 2 variables la forma seguent:
f:Dc R2 - R
(x.y) = f(xy)
e Suposarem que f(x, y) és continua en el domini D c R? i que les

funcions derivades parcials 8—X(x, y)i g}i(x, y) estan definides

V(x,y) € D i també so6n funcions continues.
e Recordem que si (a,b) € D, llavors:

of . fla+h,b)—f(ab)
a(a’ b) = flyino h ’
of . fla,b+h)—f(ab)
@(a’ b) = Jim h '

¢ Definim el vector gradient de f(x, y) en un punt com el vector de
les seves derivades parcials en el punt:

exad(F)(x,y) = Hxp) =  GLixn), G009 ).
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Exemple (Calcul derivades parcials d’una funcié en un punt)

Donada f(x,y) = x?> + xy + y?, usem la definicié de derivada parcial:
of . fA+h1)—f(1,1)
67(1’1) - flyino h
_[a+h2+(+h)-1+12] -3
= lim
h—0 h
Sh+h
= jm = = jmE+h=3.
of . 1+ h)—1f(1,1)
aylb1) = jim, h
_ [12+1-(A+h)+(1+h)?] -3
= lim
h—0 h
2
T L L
h—0 —
of of
= (£1,1), £(1,1) ) =(3,3).
v 1) = (S, S ) = 6.9)
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. - of
e Interpretacio geometrica del valor a—X(L 1) = 3 calculat:

@ En lafigura de I'esquerra tenim la grafica (superficie) de la funcio
z=f(x,y) = x*> + xy + y? considerada.

@ Si tallem aquesta grafica pel pla (vertical) y = 1, obtenim la corba
plana de la figura de la dreta, que és la grafica de la funci6é d’'una
variable z = g(x) = f(x,1) = x> +2x +1.

@ El valor —X(1 ,1) = 3 ddna la pendent d’aquesta grafica seccio

0
enelpunt x =1: g)i(1,1):g’(1):(2x+2)|,(:1:3.
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e Calcul efectiu de les derivades parcials d’'una funcié f(x,y):

A efectes practics, el calcul de les derivades parcials no el fem usant
la definicid, sind interpretant que una de les variables és de fet una
constant i derivant la funcio resultant (ara d’una variable) respecte de
I'altre variable. D’ aquesta forma obtenim les corresponents funcions
derivades parcials aX(x y)i ay(x y) . Després (si aixi s’escau) les
podem avaluar en el punt que pertoqui.

° a—x(x,y) = considerem y constant i derivem respecte de x.

° g;(x, y) = considerem x constant i derivem respecte de y.

Exemple

Per f(x,y) = x®> + x y + y? obtenim tenim les segtients funcions:

of of
axXY) = 2x+y, Gy)=x+2y,
of of
Viy) = (gbn). 500y ) = @x-+yxr2y)
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@ Donat un punt a=(ay,a) € D iunvector v = (v, ») € R?
unitari (amb v2 + vZ = 1), definim la derivada direccional de la
funcié f(x,y) en el punt a i en la direcci6 del vector v com:

f(a+ h-V) - f(a)

D,f(a) = lim

h—0 h

. flag+h-vy,ax+h-vo) —f(ay, a)
= lim .

h—0 h

@ Si les funcions derivades parcials de f(x,y) sén continues en el
punt a, llavors podem usar la formula del gradient pel calcul de
les derivades direccionals de f(x,y) en a:

o Of
Dyf(a) = (Vi(a),v) = 5 (&) -vi
X

@ També podem introduir les derivades d’una funcio en un punt
respecte d’un vector per vectors v de longitud qualsevol. Perd
nomeés parlem de derivades direccionals si el vector és unitari. La
formula del gradient val igualment pel calcul de les derivades
d’una funcié respecte d’un vector no unitari.

+ a—f(a) %
oy 2
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Derivada direccional

1 1
f(x,y) =x¥ = (e"X)Y =eV"x,  a=(e1), \7:(—,——).
(x,y) (e"*) =e (e,1) 5 "7
g;(xa}’)zeylnx'izy-xyq, g;(X,y):eyI”X-lnX:XylnX,
of of
Ve 1) = (e ) o)) = (1)
Llavors:

Dyf(e,1) = (Vf(e,1), V)
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Interpretacio derivades direccionals. Una formiga camina sobre la
superficie determinada per la grafica z = f(x, y) de la funcio f(x,y)
(que podem visualitzar com el perfil d’'una muntanya) i és en el punt

p = (X0, Y0, 20), on Zy = f(Xo, ¥o) . La formiga vol desplacar-se en la
direcci6 determinada pel vector pla unitari v = (vq, v2), seguint el
cami (corba) determinat per la interseccio de la superficie amb el pla
vertical M = p + [V, (0,0, 1)]. Llavors, la pendent instantania a la que
s’enfonta és la donada per la derivada direccional Dyf(xo, ¥o) -
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e Suposem que Vf(a) # (0,0) i definim 4:

o(a), o(a)
U= vi(a) — <8X o ) - (vector gradient normalitzat),

L (@) + (20)

@ La direcci6 de maxim creixement de f(x,y) enelpunt a ésla
donada pel vector . A més, D;f(a) = ||[Vf(a)| (la pendent
maxima és doncs la norma/longitud del vector gradient).

@ La direccio de maxim decreixement de f(x,y) en el punt a és
la donada pel vector —i. A més, D_;f(a) = —||Vf(a)| .

@ Sigui vV = +(uo, —uy) (vector unitari perpendicular a ). Llavors,
D;f(a) = 0 (Vv direccié de derivada direccional nula).

@ De fet, v és un vector tangent a la corba de nivell C¢, de la
funcié f(x,y) que passa pel punt a o, equivalentment, el vector

gradient Vf(a) és un vector perpendicular a la corba de nivell
Cr(a) enelpunt a.
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Exemple (Derivades direccionals maximes, minimes i zero)
f(x,y)=xY, (x0,%0)=1(e,1), fle,1)=e, Vi(e,1)=1,e)
Vi, 1)  (1,e)

U=

(vector gradient normalitzat)

IVie, DI vi+e?

@ U ddna la direccié de maxima pendent de f(x,y) en el punt
(X0, ¥0) = (e,1) i el valor de la pendent maxima és /1 + e?.

@ —U ddna la direccio de minima pendent de f(x,y) en el punt
(X0, o) = (e,1) i el valor de la pendent minima és —+v/1 + €2.

@ U és un vector perpendicular a la corba de nivell C. en el punt
(%0, ¥0) = (e, 1).

(ea —1 )

5 vectors unitaris tangents a la corba de nivell C.

e vV=+

1+e
en el punt (xo, o) = (e, 1).
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@ Donat un nombre X € R, la corba de nivell d’alcada )\ de la
funcié f(x,y) és el lloc geomeétric dels punts (x,y) € D als quals
la funci6 assigna el valor \:

Cr={(x,y)eR?: (x,y)e D i f(x,y)=\}

@ La corba de nivell s'obté tallant la superficie z = f(x, y) definida
per la grafica de la funci6 pel pla z = )\ de l'alcada triada i
projectant la corba obtinguda en el pla (x, y).

@ En la figura veiem la corba de nivell Cx = {g(x,y) = k} perla
funcié de grafica z = g(x, y) que obtenim tallant pel pla z = k.
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Exemple ( f(x,y) = —x2 — 2)? (paraboloide el-liptic) )

La corba de nivell C, de f només té sentit per A < 0 i ve donada per
l'el-lipse de centre (0,0) i semi-eixos a= +/|\| i b=+/|)\|/2:

2 2

X y

=1
VIR (V2R

El mapa de corbes de nivell de f esta format per el-lipses
concentriques entorn del (0,0) . (En particular, Co = {(0,0)}.)

X222 =\ = X422 = |\ =
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Exemple corbes de nivell d’una funcié

Considereu la funcié de Himmelblau:

fx,y) =X +y— 112+ (x+y* - 7)%

@ Figura de I'esquerra: Grafica z = f(x, y).

@ Figura de la dreta: Corves de nivell de la funcié f(x,y).
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Exemple (Perfil muntanya (1))

El perfil d’'una certa muntanya es modela mitjangant la funcio:

h(x,y) = 5000 — 0.01 x> —0.02y?>  (unitats en metres),
on, si(x,y) és un punt del pla imaginari (al nivell del mar) que defineix
la base de la muntanya, llavors z = h(x, y) ens dona la corresponent
alcada. Suposem que un muntanyer es troba en el punt determinat per
les coordenades (x,y) = (10,10) de la base. La seva altura actual és
z = h(10,10) = 4997 |, per tant, en ser l'altura de la muntanya 5000 m,
el muntanyer és apunt de fer el cim. Suposem que el muntanyer tria la
seva direccio de moviment en termes d’un mapa (en el pla x y) de
corbes de nivell de la funcio h. Per tant, el seu moviment queda
determinat per la tria d’un vector v = (v1, V2) unitari en aquest pla.

@ Quina pendent afronta si es mou en la direccié d’un cert vector v?

oh

h
Ix —0.02x, oh _ —0.04y, Vh(10,10)=2-10""(—1,-2).

dy
Dyh(10,10) = (Vh(10,10), V) = —2-10~" - ((1,2), (»1, v2))
=-2.107" (v + 2 w).
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Exemple (Perfil muntanya (11))

© Quin pendent afrontem d’entrada si la direccio inicial de moviment
(_1 ) —1 )
V2

és la donada pel vector vV = apuntant cap al cim?

3 32

D;h(10,10) = 210" (v4 +2 v :_2.101.<_>:
v( ) (1 2) \/é

© Siel que volem és pujar el més rapidament possible digueu quina
és la direccié vV en la que ens hem de moure inicialmet?
El natural és triar la direccio de maxim pendent en el punt (10, 10)
en que ens trobem, donada pel vector gradient normalitzat.

Vh(10,10) = —2-10"1(1,2),
Vh(10,10) (1,2) (1,2)

Y= IvhAdo, 10 T 0.2 T VB

La pendent que afrontem inicialment si triem la direccio de maxim
pendent és: Dy;h(10,10) = ||[Vh(10,10)[| =2-10~"- /5.

)
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Exemple (Perfil muntanya (111))

©Q Quina direccid inicial v = (vy, v2) hem de triar si volem que el
pendent inicial sigui del 40% ?

_, o 4
Volem v = (v4, v2) unitarit.q. Dyh(10,10) = 40

_4.10-1 .
100—4 10~'. Cal:

4107" = Dyh(10,10) = =210 " (vi+2v2) = |v; +2v, = —2|,

iamés, [V]|=1 = |vi+vE=1| Fent|v; = —(2+2w)|:

1=V24vi=(24+2w)°4 v =448 +5vi — |5V +8vw +3=0|

, , - 4 ~
Obtenim dues solucions: vV = ! és) , Vv=(0,—1). En efecte:
e — o_ 5 _ &
V2:_8i 64—60:—82122: 1QIO_ 5 1 57
10 10 —=-1 = =
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Exemple (Perfil muntanya (1V))

Q@ Quina direcci6 inicial v = (vy, v») cal triar si volem “circumval-lar”
la muntanya, i. e., mantenir l'altura inicial sense pujar ni baixar?
e Cal triar v paral-lel a la corba de nivell Cy10,10) = Cage7 de
h(x,y) que pasa pel punt (x,y) = (10,10) en que ens trobem.
(Les corbes de nivell de h(x,y) son ellipse centrades en (0,0).)
e El vector gradient Vh(10,10) = —2-10~' - (1,2) defineix un
vector perpendicular a Ca997 en (10,10).
e Les dues direccions donades pels vectors unitaris ortogonals a
Vh(10,10) sén doncs paral-leles a Cy997 en (10,10).

(_1 ) _2)
v

e Si normalitzem el vector gradient, obtenim el vector
Per tant, les dues direccions buscades son:

(27_1) i 2 (_271)
V5 V5

V=
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Curve C
asses throu

@ Denotemper S={(x,y,2) €R3 : (x,y) e D, z=f(x,y)}, la
superficie de R3 definida per la grafica d’una funcio real de dues
variables f(x,y). Considerem un punt py = (Xo, Y0, 20) € S, on
(X0,¥0) € D i zg = f(x0,¥0) - Si f(x,y) iles seves derivades
parcials §L(x,y) i &7 (x,y) son funcions continues en py, té
sentit parlar del pla tangent a la superficie S en el punt py, que
denotem per Tp, . Lequacio implicita d’aquest pla és:

of of
z = f(xo0, Yo0) + a(XOJ/o) (x — Xxo) + @(me()) (¥ — »o)-
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Pla tangent a la grafica de la funcié f(x, y) = x¥ en un punt pg
(X’Q,YO) = (e, 1), on = f(X0.Y0) =€, Po = (X0, ¥0:20) = (e, 1,¢),
8—(e,1):1, a—(e,1):e.

ox oy

El pla tangent a la superfice S definida per la grafica z = f(x, y), en
el punt py = (e, 1,¢), té per equacio:

of of
z = f(xo, Yo) + a(xo,}’o) (x —x0) + a*y(xoa}’o) (Y — o)

:aqn+§ganu—@+§QaUW—n

=etl-(x—e)+e-(y-1)
=—c+X+ey.
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