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Resumen. Un conjunto de vértices de S de un grafo G se dice que es dominante si
todo vértice de G es adyacente a un vértice de S. Por otra parte, un conjunto S se
dice que resuelve G (o que localiza G) si para todo par de vértices u,v de G existe
w € S tal que d(u, w) # d(v, w).

Si S es un conjunto que resuelve y domina lo llamamos n-conjunto y si ademas
verifica que N(u) NS # N(v) NS para Vo,u € V(G) \ S entonces decimos que S es
un ¢ — d-conjunto. En este trabajo estudiamos los valores extremos de los cardinales
de los n-conjuntos y de los £ — d-conjuntos.

Palabras clave: Conjuntos dominantes, nimero de dominacién, conjuntos que re-
suelven un grafo, dimensién métrica de un grafo, £ — d-conjuntos.

1 Introduccién

Sea G = (V(G), E(G)) un grafoy S C V(G). Decimos que S domina G, o que
es un conjunto dominante de G, si se verifica que todo vértice de V(G) \ S
tiene algin vecino en S. El niimero de dominacion de un grafo G es el minimo
cardinal de un conjunto que domina G y lo notaremos por v(G).

Sean u, v, z tres vértices de un grafo G. Se dice que z resuelve (o localiza)
los vértices u y v si d(u, z) # d(v,z). Un conjunto de vértices S C V(G) se
dice que resuelve G si para todo par de vértices de G existe uno de S que los
resuelve. Se llama dimensién métrica de G al minimo cardinal de un conjunto
que resuelve G y lo notamos por §(G).

A los conjuntos que resuelven y dominan un grafo G los llamaremos 7-
conjuntos y notamos 7(G) al minimo cardinal de uno de estos conjuntos.

Un conjunto dominante S de un grafo G que ademas verifica que N (u)NS #
N(v) N S para todo par u,v € V(G) \ S se dice que es un ¢ — d-conjunto y
notamos A\(G) al minimo cardinal de un ¢ — d-conjunto de G.

* Parcialmente subvencionado por los proyectos: JA-FQM-305, PO06-FQM-01649,

2009SGR1040, 2009SGR1387, MTM 2008-05866-C03-01, MTM 2008-06620-C03-01,
MTM2009-07242.
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Observamos que si S es £ — d-conjunto entonces .S también resuelve y por
tanto max{v(G), B(G)} < n(G) < A(G). Por otra parte, la reunién de un
conjunto que resuelve y otro que domina es un n-conjunto, de donde n(G) <
Y(G) + B(G).

Los conjuntos que resuelven y la dimension métrica de un grafo han sido
largamente estudiados (ver [4], también ver [2] donde se da una larga lista de
aplicaciones y una extensa biografia).

Los ¢ — d-conjuntos fueron introducidos por P.J. Slater en [9] y los 7-
conjuntos por M.A. Henning y O. Oellermann en [7]. Estos conjuntos han sido
estudiados en diferentes tipos de grafos (ver [1],[3],[6]). Una motivacién para
el estudio de estos conjuntos es el detectar fallos en la diagnosis de sistemas
con multiprocesadores.

En este trabajo estudiamos los valores extremos de los parametros n y A.

En la seccién 2 se dan cotas ajustadas de n(G) en funcién del orden y el
didmetro del grafo y se caracterizan todos los grafos con n(G) igual a 1 6 2.
En la seccién 3 se hace un estudio analogo con el parametro A. También se
estudian algunas condiciones en las cuales A = 7 y se caracteriza todos los
grafos con A\(G) =n — 2 siendo n el orden del grafo.

Finalmente, en la seccién 3 verificamos la existencia de grafos con ntimero
de dominacién, dimensié métrica y parametro de n cualesquiera siempre que
se verifiquen las restricciones elementales.

Todos los grafos considerados son finitos, simples y conexos. Para conceptos
bésicos de teoria de grafos que aqui no definimos el vector puede referirse a
[10].

2 Valores extremos del parametro 7

En esta seccién vamos a estudiar cotas ajustadas del orden de G en funcién del
didmetro y del pardametro n. Después caracterizaremos los grafos que verifican

n(G) =1yn(G) =2

Teorema 1. Sea G un grafo de orden n, didmetro D > 3 y n(G) = n, en-
tonces:

2D
n+ ’V?-‘ §n§77_|_77.377—1

y estas cotas son ajustadas.

Demostracion. Empezamos estudiando la cota inferior. Sean u, v vértices de G

tales que d(u,v) = D.SeaP : u =g~ 21 ~ -+ ~ xp = v un camino minimo
. . D+1

entre u y v. Consideramos el conjunto A = {$3k+1|k‘ =0,..., — | Este

conjunto domina y resuelve P. Asi pues, S = {V(G) \ V(P)} U A resuelve y
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3
Para ver que la cota es ajustada basta considerar el camino de orden n G = F,.

Veamos ahora la cota superior. Sea S = {vi,..., vy} un n-conjunto de
cardinal minimo. Sea d;; = d(v;,v;), i, =1,...,n, i # j. Seau e V(G)\S.
Puesto que S domina G, existe algin vértice v; € S que es adyacente a u, esto
es, d(v;,u) = 1. Estudiamos las posibles distancias de u a los otros vértices de
S.

Por un lado tenemos que d(u,v;) < d(u,v;) + d(vi,vj) y por otra parte
d(vi,vj) < d(v;,u) + d(u,v;). De donde obtenemos que d;; —1 < d(i,v;) <
1 + d;i;. Asi pues, si d(u,v;) = 1, la distancia de u a v; sélo puede ser d;;,
d;j —1 o d;j + 1. Si consideramos el vector distancias:

2D 2D
domina G y verifica: |S| =n— =5 | de donde obtenemos n > n(G)+ {——‘ :

r(u,S) = (d(u,v1), ..., d(u,v;), ... d(u,vy))

vemos que la coordenada i-essima es un 1 y para cada una de las otras coor-
denadas sélo puede haber tres valores posibles. Por tanto hay a la sumo 37!
vectores diferentes para los u € G que son adyacentes a un vértice concreto
de S. Puesto que S domina y resuelve se obtiene que a lo sumo hay 3771 - g
vértices en V(G) \ S, de donde concluimos que

n<n4n-3t.

Para ver que la cota es ajustada construimos explicitamente grafos que la
verifican. En la Figura 1 se ilustra el caso n = 2.

U3

5
J
o &0
S = {v1, v2}, mn-conjunto
s V(G) = {v1,..., vs}

Figura 1. Grafo de orden maximo y n = 2

En general, para cualquier 7, consideramos G = (V(G), E(Q)) el siguiente
grafo:
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V(G)={z=(z1,...,ap)|i=1,...,n, 2, =0 2; =3 j#1i}
U{z=(z1,...,ap)|i=1,....m, ;=1 x;€{2,3,4} j #1i}
BE(G)={z~y< |z —ye| <1 Vk}
Se verifica que {(x1,..., xn) | 2; =0, 2; =3, i=1,...,7n, j # i} esun
n-conjunto de G de cardinal minimo y por tanto n(G) = n. Y |[V(G)| =
-3 4, O

En [7] se estudian los grafos que tienen n(G) de valor méximo. Concreta-
mente obtienen los siguientes resultados.

Teorema 2. Si G es un grafo de orden n > 2, entonces

n(G)=n—1<= G es el grafo completo K, o
G es el grafo bipartito completo Ky ,—1.

Teorema 3. Si G es un grafo de orden n > 4, entonces

nG)=n—2<= GecF3U---UFy (ver Tabla 1).

7] F; [ 8 [ o [ A]
1 K, n—1|n—-1n—-1
2 Kin-1 n—2 n—1\n-1

Ko+ K1 + K1 + Ky {"‘4 n—2\n—2

3
4K+ K +Kp,m>2k>2 n—-3 |[n—2|n—-2
5| Ki+Km+Ki+Kig,m>2| n—-3|n—2[n—-2
6(Ki+Kp)+Ki+Kg,m>2{n—3 [n—2n—2
7
8
9

Ko, 2<s<t n—2 n—2\n—2
Ko+ K, 2<s,2<t n—2 |n—2{n-2
Ki+ K+ K, 1<s,2<t n—2 n—2\n—2

Tabla 1. Grafos que verifican n(G) > n — 2.

En este trabajamos caracterizamos los grafos con n(G) de valor minimo.
Se han obtenido los siguientes resultados.

Teorema 4. Si G es un grafo de orden n > 2, entonces n(G) =1 si y sdlo si
G es el camino Ps.

Teorema 5. Si G es un grafo tal que n(G) = 2 entonces el orden de G es a lo
sumo 8. El conjunto de todos los grafos conexos que verifican n(G) = 2 estdn
totalmente caracterizados (ver Figura 2, donde las aristas marcadas en trazo
continuo son obligatorias y las marcadas en trazo discontinuo son opcionales,
siendo el unico grafo prohibido el que estd enmarcado).

Demostracion. Omitida O
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Figura 2. Grafos con n =2

3 Valores extremos del parametro A

Estudiamos ahora cotas ajustadas del orden de G en funcién del didmetro
y del parametro A. Después caracterizaremos los grafos que verifiquen que
AMG) =1 o AG) = 2. Finalmente estudiaremos los valores méximos de A(G)
y los grafos en que se alcanzan.

Teorema 6. Si G es un grafo de orden n, didmetro D > 2 y A\(G) = A,
entonces

3D -1

A+{ l§n§A+2A—1

y estas cotas son ajustadas.

Demostracion. Empezamos estudiando la cota inferior. Sean u, v vértices de
G tales que d(u,v) = D. Sea P : u =29~ 2] ~ -+ ~ Tp = v un camino
minimo entre v y v. Consideramos el conjunto

D+1
A= {l’5k+1, x5k+3‘k = 07"'7 IVT“ } .
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Este conjunto es un ¢ — d-conjunto para P. Asi pues S = {V(G)\V(P)} U A
3D -1

es un ¢ — d-conjunto de G y verifica: |S| =n— . De aqui obtenemos

la cota inferior del enunciado. Para mostrar que la cota es ajustada basta
considerar como grafo el camino de orden n .

Estudiamos ahora la cota superior. Sea S = {v1, ..., vy} un £ — d-conjunto
de cardinal minimo. Sea u € V(G) \ S, consideramos el vector distancia:

r(u,S) = (d(u,v1), ..., d(u,vy)) .

Por ser S un conjunto dominante, alguna de estas coordenadas tiene que ser
1. Seaw € V(G)\ S, w # u. Por ser S un ¢ — d-conjunto r(u,S) y r(w,S)
no pueden tener los unos en las mismas coordenadas. Posibles vectores de A
coordenadas que verifiquen esto hay 2* — 1. De donde se obtiene que:

n<A+2'—1.

Figura 3. Grafo de orden maximo y A = 3
Para ver que la cota es ajustada basta considerar los siguientes grafos
G = (V(G), E(G)):

V(G) = ({palabras binarias de longitud A} \ {0}) U{ay,..., ar}
EG) ={(x1,..., x)\) ~a; < x1 = 1}.

En la Figura 3 se ilustra el caso A = 3. O

A continuacién caracterizamos los grafos con A(G) de valor minimo.
Teorema 7. Si G es un grafo de orden n > 2, entonces

)\(G):l — G=5.
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Teorema 8. Si G es un grafo tal que A\(G) = 2, entonces contiene a lo mds 5
vértices. El conjunto de todos los grafos conexos satisfaciendo esta condicion
ha sido completamente caracterizado (ver Figura 4, donde las aristas marcadas
en trazo continuo son obligatorias y las marcadas en trazo discontinuo son
opcionales).

Demostracion. Si G es un grafo tal que A(G) = 2, entonces n(G) < 2. Por otra
parte n(G) =1 <= G = P, <= \(G) = 1. Basta por tanto estudiar los
grafos que tienen 7(G) = 2 (ver Figura 2) y ver cuales verifican que A\(G) = 2.
Se comprueba que son todos los que tienen orden n < 5. O

Figura 4. Grafos con \ = 2

En cuanto a los grafos que alcanzan los valores maximos del pardmetro A
en [9] se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 9. Si G es un grafo de orden n > 2, entonces
)\(G):n—l — G:KLn_lOG:Kn.

Damos ahora una serie de resultados en los que para ciertos valores del
didmetro o de la dimensién métrica obtendremos la igualdad entre los pardmet-
ros A y . En particular obtendremos la caracterizacion de todos los grafos G
con A\(G) =n —2.

En lo que sigue notamos N(u) al conjunto de vértices adyacentes a u y
Nlu] = N(u) U{u}.

Proposicion 1. Sea G un grafo de didmetro D = 2. Si S es un n-conjunto
de G entonces S es también un £ — d-conjunto de G.

Demostracion. Supongamos que S es un n-conjunto que no es ¢ — d-conjunto.
Esto es, existen vértices u,v € V(G) \ S, u # v, tales que N(u) N S =
N@w)nS=Ww.

Sea z € S. Si z € W entonces d(z,u) = d(z,v) = 1. Si z ¢ W entonces z
no es adyacente ni a u ni a v, y puesto que D = 2 debe verificarse: d(z,u) =
d(z,v) = 2. Luego S no resuelve u y v, lo cual contradice que sea un 7-
conjunto. O
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Corolario 1. Si G es un grafo de didmetro D = 2 entonces A\(G) = n(G).

Observacion 1. D = 2 es el valor maximo del didmetro para el cual podemos
asegurar la igualdad de los dos pardametros. Esto es, existen grafos de didmetro
D = 3 tales que A\(G) # n(G). Vemos un ejemplo en la Figura 4.

Figura 5. Grafo con didmetro 3, n =2y A =3

Proposicion 2. Si G es un grafo con dimension métrica 3 =n — 3 entonces

AG) =n(G).

Demostracion. Si B(G) = n — 3 entonces el didmetro de G es 2 o 3. Siel
didmetro es 2 ya hemos visto en la Proposicién 1 que A(G) = n(G). Si el
didmetro es 3, estan caracterizados en [8] todos los grafos con 3(G) =n — D.
Por comprobacion directa verificamos que en el caso D = 3 todos estos grafos
satisfacen A\(G) = n(G). 0

Proposicién 3. Sea G un grafo de diametro D. Si \(G) =n—2 o n(G) =
n — 2 entonces D < 3.

Demostracion. Supongamos que D > 4. Sean u,v € V(G) tales que d(u,v) =
4yseau =x9g ~T1 ~ Ty ~ T3 ~ T4 = v un camino minimo. Entonces
el conjunto S = V(G) \ {zo, x2, 4} es n-conjunto y es ¢ — d-conjunto y
IS| <n—2. 0

La siguiente observacion nos serd util tenerla presente para los resultados
posteriores.

Observacion 2. Sea G un grafo, u,v € V(G) tales que N(u) = N(v) y sea R
un conjunto que resuelve GG; entonces u € R o v € R.

Proposicién 4. Sea G un grafo, u,v € V(QG). Si S es un n-conjunto de G tal
que u,v € S, entonces T =V \ {u,v} es un £ — d-conjunto.

Demostracién. Si S es un n-conjunto entonces S resuelve y N(u) NS # 0 y
N@)nS #0.

Puesto que S C T se verifica que T’ también es n-conjunto. Para ver que
T es ¢ — d-conjunto sélo falta ver que N(u) N T # N(v)NT.

Distinguimos casos segin que vy v sean o no adyacentes. Si u y v no
son adyacentes entonces N(u) NT = N(u) y N(v) N T = N(v). Pero como
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S resuelve y u,v ¢ S tenemos que N(u) # N(v) y por tanto N(u) NT #
N@w)NT.Siu y v son adyacentes entonces Nu] = {u,v} U[T N N(u)| y
Nv] = {u,v} U [T N N(v)]. Pero como S resuelve se verifica que N[u] # N[v]
y por tanto "N N (u) # T N N(v). 0

Teorema 10. Sea G un grafo de orden n; entonces
MG)=n—-2 <<= n(G)=n-2.

Demostracion. Los grafos con n(G) = n — 2 son conocidos (ver Tabla 1).
Directamente se comprueba que todos ellos verifican que A(G) = n—2. Ahora
vamos a ver que no hay mas grafos con A\(G) = n — 2. Supongamos exite
un grafo G tal que A(G) = n — 2y n(G) < n — 2. Veremos que llegamos a
contradiccion.

Sea S un n-conjunto de G con |S| = n(G) < A(G) = n — 2, en particular S
no es un ¢ — d-conjunto. Existen por tanto vértices x,y € V(G) \ S tales que
SNN(z) =SNN(y) =N # 0. Por la Proposicién 4 T =V \ {z,y} es un
¢ — d-conjunto, de donde T'N N(x) # T N N(y). Sin perdida de generalidad
podemos suponer que existe un vértice t € T' (¢t € S) tal que t € N(y) y
t ¢ N(x).

Consideramos el conjunto W = SU{t}. Puesto que S resuelvey S ¢ W, W
también resuelve G. Ademas se verifica WNN(z) = N # NU{t} = WNN(y)
y por tanto W es un ¢ — d-conjunto. Como |W| = |S| + 1, esto obliga a que
MG) = n(G) + 1 y por tanto n(G) = n — 3. De donde V(G) = S U {x,y,t}.
Dado que S resuelve, existe w € S tal que d(x,w) # d(y,w). En particular
no puede ser que w € N y por tanto d(z,w) > 2y d(y,w) > 2. Por otra
parte, por la Proposicién 3 sabemos que el didmetro de G es D < 3. Luego
2 <d(z,w) < 3,2 <d(y,w) < 3. Pero, puesto que N[x] C N[y] se verifica que
d(z,u) < d(y,u) Vu € V(G) \ {z,y} y por tanto 2 < d(y,w) < d(z,w) < 3.

Observamos que no puede ser que exista un camino corto de w a y que
contenga vértices de N pues entonces d(y,w) = d(x,w). Asi pues, el tnico
camino corto entre w e y es w ~ t ~ y. Distinguimos ahora dos casos, segun
que x e y sean o no adyacentes entre si.

Caso 1: = e y no son adyacentes.

En este caso N(xz) = Ny N(y) = NU{t}. Consideramos un camino corto
entre wy x: w~a~ z~ x. Como z € N, z es adyacente a y. Puesto que
d(w,z) =3, a ¢ N(z) C N(y) y por tanto d(a,y) > 2.

Consideramos W = V(G) U {x,y,w} y se verifica W N N(x) = N #
N U{t} = WnN N(y). Por otra parte a € N(w) N W y a no es adyacente ni
a = ni a y, de donde obtenemos que WN N(z) # WNN(w)y WNN(y) #
W N N(w), asi pues W es un £ — d-conjunto y |[W| < n — 2 lo cual contradice
que \(G) =n —2.

Caso 2: x e y son adyacentes.

En este caso si existe un camino corto entre w y z: w ~ a ~ 2z ~ x
con z # y se procede igual que en el caso anterior. Suponemos pues que
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los caminos cortos entre w y x contienen a y. En este caso sélo puede ser
w ~ t ~y ~ z. Consideramos ahora el conjunto W = V(G) U {z,y, w}, se
verifica WNN(x) =N £ NU{t} = WNN(y) y como NNN(w) = () también
se verifica W N N(x) #WNN(w)y WNN(y) # W N N(w), asi pues W es
un ¢ — d-conjunto y |W| < n — 2 lo cual contradice que A(G) =n — 2. 0

Consecuencia de este resultado y del Teorema 3 obtenemos la caracteri-
zacién de todos los grafos con A\(G) =n — 2

Corolario 2. Si G es un grafo de orden n > 4, entonces
MG)=n—-2<=GeF3U---UFy (ver Tabla 1).

Observacion 3. Hemos visto que si A(G) > n — 2 entonces A\(G) = n(G). Para
valores menores esto ya no ocurre. Basta considerar el grafo de la Figura 5
para tener un ejemplo de grafo con A\(G) =n—3 y n(G) =n — 4.

4 Teorema de realizacion

En [7] se muestra que existen grafos G para los cuales \(G)/n(G) =k con k
cualquiera. En esta seccién verificamos la existencia de grafos con nimero de
dominacién, dimensién métrica y pardmetro 7 cualesquiera, siempre que se
respeten las restricciones elementales.

Teorema 11. Dados tres enteros positivos a,b, ¢ verificando que mazx{a,b} <
¢ < a+b, existe un grafo G tal que yv(G) = a, (G) = b y n(G) = ¢, excepto
para el caso l=b<a<c=a+1.

Demostracion. Distinguimos casos segin que a o b sean o no uno.

e Casob=1:Es conocido (ver [4]) que 3(G) = 1siy sélo si G es un camino.
Sea P, el camino de orden n.
Sia=0b=c=1 P, verifica el enunciado. Si a = b = 1y ¢ = 2 basta
considerar P3. Sib=1y a =c =k > 2 entonces Psj verifica el enunciado.
Elcasob=1y a > 2 con a # c (esto es ¢ = a + 1) es imposible pues no
hay ningin camino que lo verifique.

o Casoa=1,b>2:
En este caso, puesto que v(G) = 1, tiene que existir un vértice adyacente
a todos los demds. Por otra parte, en estos supuestos se verifica 3(G) <
n(G) < B(G) + 1. Distinguimos dos casos.
Si a =1,c = b un grafo que verifica el enunciado es G; = (V(G1), E(G1)):
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V(Gy) = {u,v1,v],v9,0h, ... vp, v}
E(G1) = {u~w | we V(G),w# ubUfo~ul | 1< < b}

Sia=1,c=0b+ 1 basta considerar Gy = (V(G2), E(G2)):

V(Gs) = {u,vg,v),v1,...0p}
E(G2) ={u~w|weV(G),w#u}U{v ~ v}

e Casoa>2,b>2:
Si a = b = ¢ consideramos el grafo Gz = (V(G3), E(G3)):

V(G3) = {u1,. .. Uq,v1,0], 2,V ...V, V) }
E(Gs) ={u; ~ujr1 |1 <i<a—1} U{u; ~ v, u; ~ 0,0 ~v) |1 <i<a}

Si a = b < ¢ consideramos el grafo G4 = (V(G4), E(G4)):

V(Gy) = {u,. .. uq,v1,0],v2,05,...0q,0,}
E(Gy) ={ui~ujp1 |1 <i<a—1} U{u; ~vj,u; ~v) |1 <i<a}
U{vi~vle—a<i<a}

Si a > b consideramos el grafo G5 = (V(G5), E(G5)):

V(Gs) = {u,. .. uq,v1,V], v, 0, ... ,vc+1_a,vé+1_a,v0+2_a, e Verl—b)
U {Vet2-bs Vo -5 Vas Uy}

E(Gs) ={uj ~ujt1 |1 <i<a—1}U{u; ~vj,u; ~ v} |1 <i<a}
U{v;~v)|c+2-b<i<a}U{vy ~uvj}

Si b > a consideramos el grafo Gg = (V(Gs), E(Gs)):

V(Ge) = {u1, ... Ug, w1, W, ... Wp—qi1, Wh_gi1,V2, V... Vgy Up }

E(Gg) ={uj ~ujp1 |1 <i<a—1}U{u; ~vj,u; ~v) | 2<i<a}
U {ug ~wi,uy ~wi,w; ~w, | 1<i<b—a+1}
Ufvi~rvj|2<i<a+b—c} 0
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