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Resumen. Este trabajo se enmarca dentro de la linea de investigacion que desarro-
llamos en nuestro grupo desde hace varios anos, alrededor de la idea de la reconstru-
ccién de grafos mediante herramientas de convexidad. Dentro de este campo hemos
estudiado distintos conjuntos de tipo fronterizo que pueden reconstruir la totalidad
de un grafo utilizando bien la operacién intervalo o bien la envolvente convexa.

En este trabajo ahondamos en estas ideas dentro de la clase de los grafos definidos
mediante el producto fuerte. Nuestro estudio se centra en el comportamiento de los
numeros geodético y envolvente, asi como de la relacion de distintos conjuntos frontera
en el producto fuerte con sus homologos en los factores.

Palabras clave: Producto fuerte, niimero geodético, niimero envolvente, conjuntos
fronterizos.

1. Introduccion

Este trabajo sigue la linea que nuestro grupo ha desarrollado en los tltimos
anos alrededor de la idea de reconstruccion de un grafo mediante herramientas
relacionadas con la convexidad, entendida esta de distintas formas: geodética,
monofénica, o de tipo Steiner.

Asi hemos estudiado distintos conjuntos, en general de tipo “fronterizo”, y
distintas operaciones, de tipo “envolvente”, que permiten recuperar la totalidad
del grafo. En este contexto es también habitual el estudio de ciertos invariantes
asociados al grafo que reflejan el minimo ntimero de vértices necesarios para
llevar a cabo dichas operaciones de reconstruccion. Los principales resultados
que hemos obtenido en este tema puede verse en [2,3,4,5,12,15].

En este trabajo utilizaremos la convexidad geodésica, que se desarrolla
alrededor de la idea de camino minimo entre vértices. Estos conceptos fueron
introducidos por Harary et al. en [11] y por Chartrand et al. en [9,10].
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Una primera tentativa de reconstruccién con herramientas de convexidad
es la que se realiza mediante intervalos. Dado un grafo conexo G y dos vértices
u,v en V(G), el conjunto Ig[u,v] se denomina intervalo y consiste en los
vértices que pertenecen a algiin camino minimo entre v y v. Para un conjunto
S C V(G), el intervalo de S se define como I¢[S] = U, ,es Ic[u, v]. Ademés
se dice que S es geodético si se verifica que Ig[S] = V(G) y se define g(G), el
numero geodético de GG, como el cardinal de un conjunto geodético minimo.

Asi pues podemos fijar nuestra atenciéon en dos vertientes diferentes, por
una parte esté el problema de encontrar conjuntos geodéticos para familias de
grafos concretas y por otro el calcular el nimero minimo de vértices que se
necesitan para obtener un conjunto de este tipo.

Esta misma linea de actuaciéon puede llevarse a cabo mediante otra he-
rramienta més compleja que el intervalo, como es la envolvente convexa. Un
conjunto C' C V(G) es convezo si para cualquier par de vértices u,v € C
se verifica que Ig[u,v] C C. La envolvente conveza de S C V(G) es co(S5), el
menor convexo que contiene a S. Asi se dice que .S es un conjunto envolvente si
co(S) = V(Q) y el nimero envolvente h(G) de G es el cardinal de un conjunto
envolvente minimo. Al igual que en el caso anterior, también aqui podemos
centrarnos tanto en la biisqueda de conjuntos envolventes, como en el estudio
del nimero envolvente del grafo.

Ambas vertientes, tanto con intervalos como con la envolvente convexa,
las vamos a desarrollar en este trabajo para la familia de grafos construidos
mediante el producto fuerte. Ambos puntos de vista ya se han estudiado en
el contexto del producto cartesiano de grafos en [1,6,14], asi como en grafos
construidos con otras operaciones, como son la suma y la composicion, en [7,8].

El producto fuerte GX H de dos grafos G y H es el grafo con conjunto de
vértices V(G) x V(H) en el cual (g,h), (¢', ') son adyacentes si:

» gg € E(G),h =H, o bien
= g=g ,hh/ € E(H), o bien
» gg € E(G),hh € E(H)
Una consecuencia inmediata es la relacion de la distancia entre vértices del
producto fuerte con las respectivas distancias en los factores:

dG&H((ga h)v (gla h/)) - méx{dg(g, gl)7 dH(h7 h/)}

De esta relacion se deduce facilmente que el didmetro del producto fuerte es
el maximo del didmetro de los factores. Mas informacién sobre esta operaciéon
de grafos puede encontrarse en [13].

2. Numeros geodético y envolvente del producto fuerte de
grafos.

En este seccién nos vamos a ocupar del estudio de los nimeros geodético
y envolvente del producto fuerte. Para ambos invariantes encontramos cotas
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tanto superiores como inferiores, y ademas el estudio de algunos ejemplos
concretos nos proporcionara valores exactos que reflejan lo ajustado de dichas
cotas.

Una primera observaciéon sobre la relacién de los conjuntos geodéticos en
el producto fuerte y en sus factores nos deja el siguiente resultado.

Proposicion 1. Sean G y H dos grafos. Si S1 C V(G) es geodético en G y
So CV(H) es geodético en H, entonces Sy x S es geodético en G X H.

Esta relaciéon no se conserva cuando hablamos de conjuntos geodéticos mi-
nimos, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. El nimero geodético del producto de K3 y Cy es g(K3 X Cy) = 4,
sin embargo g(K3) = 3 y g(C4) = 2. Por lo tanto el producto de conjuntos
geodéticos minimos no es minimo en este caso.

La relacion entre los intervalos del producto fuerte con los de sus factores
va a resultar clave para abordar el estudio de ambos nimeros, geodético y
envolvente. Dicha relacién se expresa en el siguiente Lema.

Lema 1. Sean G y H dos grafos y S1 C V(G), So C V(H), entonces:

Ic(S1) x Ig(S2) C Iemu (S1 % S2)

En una primer aplicacién de este Lema, establecemos una cota superior y
otra inferior del ntimero geodético del producto fuerte de grafos, en funcién de
los respectivos niimeros de los factores.

Teorema 1. Sean G y H dos grafos. Entonces:
min{g(G),g(H)} < g(GRH) < g(G)g(H)

Dado que el producto fuerte de grafos completos es completo, la cota su-
perior es ajustada, aunque dicha cota se alcanza en otros casos, como son el
producto de dos caminos y el de un completo y un camino. Ademas el producto
de un grafo completo y un ciclo, proporciona un ejemplo general de como el
producto de conjuntos geodéticos minimos no es necesariamente minimo. Esto
se recoge en el siguiente resultado.

Proposicién 2. Dados P,,, P, caminos de longitud m y n respectivamente,
K, grafo completo con m > 3 vértices y Cy, ciclo de longitud n, se verifica:

L. g(Pm @Pn) = g(Pm)g(Pn) =4
2. g(Kim W Py) = g(Km)g(Pn) = 2m

4 st n es par
D st n es impar

3. g(Kn K Cyp) = {
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Respecto el namero envolvente del producto fuerte, se obtienen cotas infe-
rior y superior similares el caso anterior.

Teorema 2. Sean G y H dos grafos. Entonces:
min{h(G),h(H)} < h(GR H) < h(G)h(H)

Algunos casos sencillos que nos indican la exactitud de las cotas. Al igual
que para el nimero geodético, la cota superior es ajustada para el producto
de dos grafos completos. Ademas el caso 2 de la siguiente Proposiciéon muestra
que la cota inferior también es ajustada.

Proposicion 3. Dados P, camino de longitud m, K,, grafo completo con m
vértices, m > 3 y Cy, ciclo de longitud n, se tienen las siguientes igualdades:

1. W(Pn B Cy) = h(Ch)
2. (K, ® Cp) = h(Cy)

3. Conjuntos fronterizos del producto fuerte de grafos.

Esta seccion la vamos a dedicar al estudio de los conjuntos de tipo frontera
del producto fuerte. Este tipo de conjuntos ha demostrado su interés en las
labores de reconstruccion, como puede verse en [2,3,4].

Para un grafo G, la excentricidad de un vértice u € V(G) se define como
ecc(u) = méx{d(u,v): v € V(G)}. Ademas un vértice v se dice que es excén-
trico de otro vértice u, si no hay otro vértice en V(G) maés alejado de u que
v, esto es ecc(u) = d(u,v). La relacion de la excentricidad de un vértice en el
producto fuerte con las respectivas excentricidades de sus proyecciones a los
factores, se expresa de la siguiente forma

eccgrn (9, h) = méx{eccg(g), eccr(h)}

Como es habitual, denotamos por Ng(v) al conjunto de los vecinos de
v € V(G). La frontera 9(G) de un grafo G es el conjunto

I(G) ={v e V(G): Ju € V(G) tal que Yw € Ng(v): d(u,w) < d(u,v)}
El contorno Ct(G) de G se define como
Ct(G) ={v € V(G): ecc(u) < ecc(v), Yu € Ng(v)}
La excentricidad Ecc(G) de G es el conjunto
Ecc(G) = {v € V(G): Ju € V(G) tal que ecc(u) = d(u,v)}
Por tultimo, la periferia Per(G) de G es
Per(G) = {v € V(G): ecc(u) < ecc(v), Yu € V(G)}

Para estos conjuntos de tipo fronterizo, podemos analizar la relacion entre
los del producto fuerte y los de los factores.
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Teorema 3. Sean G y H dos grafos con radios rg y rg respectivamente, en-
tonces:

LAGRH) = (9(G) x V(H)) U (V(G) x (H))
2. Per(GR H) = (Per(G) x V(H)) U (V(G) x Per(H))
3. Ct(GRH) ={(z,y) e GRH: x € Ct(G),ecc(y) < ece(x)

U
{(z,y) e GRH: y € Ct(H),ecc(x) < ecc(y)} U
(Ct(G) x Ct(H))

4. BEcc(GRH) = [ ( U  Eecc(z)) x V(H)} U {V(G) x ( ( %J Ecc(y))}
e(x)>ry e(y)>rg

Como consecuencia obtenemos los siguientes casos particulares.

Corolario 1. Sean G y H dos grafos con radios rq y rg respectivamente y
sea dy el diadmetro de H, entonces:

1. sirg > dpg, entonces Ct(GR H) = Ct(G) x V(H),
2. sirg =g, entonces Ecc(GRH) = (Ecc(G)xV (H)) U (V(G)x Ecc(H)).

Ademas, combinando el apartado 1 del Corolario anterior con el Lema 1,
obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4. Sea G un grafo con radio rg y H un grafo con didmetro dy.

1.5t Ct(G) y Ct(H) son geodéticos en G y H respectivamente, entonces
Ct(G) x Ct(H) es geodético y por lo tanto también los es Ct(GR H), que
lo contiene como subconjunto.

2. Sirg >dg y Ct(QG) es geodético si y solo si Ct(GX H) es geodético.

4. Conjeturas y problemas abiertos.

En la Proposicién 2, podemos observar el comportamiento del ntimero
geodético de productos donde uno de los factores es un camino. Esto nos
lleva a plantearnos la siguiente conjetura, de una situacién mas general.

Conjetura 1. Si G es un grafo y P, un camino de longitud n, se verifica:
9(GRP,) = g(G)g(Fn) = 29(G)

También conjeturamos que la cota inferior para el numero geodético que
aparece en el Teorema 1 no es ajustada.

Conjetura 2. Sean G'y H dos grafos, entonces

min{g(G),g(H)} +2 < g(GXR H)
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Respecto al estudio de los conjuntos fronterizos, Bresat et al. muestran
en [1] que el contorno del producto cartesiano de dos grafos es geodético si
y s6lo si el contorno en ambos factores también lo es. En esta misma linea,
nosotros hemos obtenido en la Proposicién 4, una equivalencia similar en un
caso particular y condiciones suficientes para que el contorno del producto sea
geodético en el caso general. Nos preguntamos si, dada la estructura compleja
de este conjunto, es posible encontrar también condiciones necesarias generales.
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