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Resumen

La convexidad usual se puede trasladar a grafos de forma natural con-
siderando caminos de longitud minima. Un conjunto S de vértices de un
grafo es geodético si todo vértice del grafo estd en algiin camino minimo
que conecta vértices de S. Un problema interesante es encontrar conjuntos
geodéticos de cardinal minimo, ya que nos permiten reconstruir el grafo con-
siderando caminos minimos entre sus vértices. En este trabajo se demuestra
que en la clase de grafos cordales el contorno de un grafo, introducido en [2],
es geodético.

1 Introduccion

La convexidad usual de R™ se puede trasladar a grafos de forma natural conside-
rando caminos de longitud minima, de modo que un conjunto S de vértices de un
grafo serd convexo si los vértices que estan en caminos minimos que unen vértices
de S, son también de S. Supondremos, si no se indica lo contrario, que G es un
grafo finito conexo G. Si dos vértices u,v € V(G) son adyacentes, o vecinos, lo
escribiremos u ~ v. Una geodésica es un camino de longitud minima entre dos
vértices. El intervalo geodético cerrado de w, v, I[u,v], es el conjunto de vértices
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que estdn en alguna geodésica que conecte u y v. Para S C V(G), definimos
la clausura convera de S como I[S] = Uy pesl[u,v]. Con estas notaciones, un
conjunto S C V(G) es convezo si I[S] = S, y es geodético si I[S] = V(G). La
envolvente convera de S C V(G), [S], es el menor convexo que lo contiene. La
envolvente convexa de S es la unién de las clausuras convexas sucesivas de S,

(8] = Uz I*1S].

Un problema interesante es encontrar conjuntos de vértices de cardinal minimo
que sean geodéticos, ya que los caminos minimos entre sus vértices generan to-
dos los vértices del grafo. En [2] se define el contorno de un grafo, Ct(G), y se
deduce que la envolvente convexa de Ct(G) es V(G). En [4] se demuestra que
todo vértice de un grafo estd en algun camino sin cuerdas con extremos en el
contorno. Recordemos que la excentricidad de un vértice v € V(G) se define
como ecc(u) = max{d(u,z) : € V(G)}. El contorno de G esta formado por
los vértices que tienen excentricidad mayor o igual que la de todos sus vecinos,
Ct(G) = {u € V(QG) : ecc(u) > ecc(z), Yr € V(G), x ~ u}. Diremos que un
vértice v es excéntrico de u si d(u,v) = ecc(u). Un vértice u es simplicial o
extremo si u y sus vecinos forman un subgrafo completo.

Es facil comprobar que los vértices extremos son del contorno. Un conjunto
geodético contiene siempre los vértices extremos, aunque, en general, no bastan
para obtener un conjunto geodético. De hecho, en algunos grafos no existen
vértices extremos. El contorno no es en general un conjunto geodético, pero es
natural preguntarse si lo es en alguna clase concreta de grafos.

En este trabajo se demuestra que en la clase de grafos cordales el contorno
es geodético. Los grafos cordales son importantes por sus aplicaciones y han sido
extensamente estudiados [1], [3]. Un grafo es cordal si no tiene ciclos inducidos
de longitud mayor o igual que cuatro. Los grafos cordales se pueden representar
mediante grafos interseccién [5]. Dada una familia F de objetos, no necesaria-
mente distintos, para los cuales tiene sentido la interseccién, el grafo interseccién
Q(F) tiene F por conjunto de vértices y dos vértices A, B € F son adyacentes
si, y s6lo si, AN B # (. Los grafos cordales se pueden representar como grafo
interseccion de subérboles de un arbol. Un caso particular de los grafos cordales
son los grafos intervalo, que se obtienen como grafo intersecciéon de subcaminos
de un camino.

Por razones de claridad, se demuestra primero, en la Seccién 2, que el contorno
de un grafo intervalo es geodético. A continuacién, en la Seccién 3 se prueba,
utilizando técnicas similares, que el contorno de un grafo cordal es geodético.



2 Contorno en grafos intervalo

Para demostrar que el contorno de un grafo intervalo es geodético, probaremos
en primer lugar un resultado valido para cualquier grafo conexo.

Lema 2.1. Sea G un grafo conexo y u € V(G). Supongamos que u = ug ~
up ~ -0 o~ Uy, es un camino de G tal que ecc(uity) = ecc(u;) + 1 para i €
{0,1,...,n—1}. Entonces, para cada vértice x excéntrico de u, existe un camino
minimo entre x Yy u, que contiene u.

Demostracion. Sea x un vértice excéntrico de u, y d(uy,x) = ecc(u,) = k. Por
hipétesis, ecc(u) = k — n. Supongamos que el vértice x no es excéntrico de wu.
Consideremos un camino minimo entre = y u de longitud d(z,u) < k —n. El
camino & ~ -+~ U~ U~ Uy ~ -~ Uy, tiene longitud d(z,u)+n < k—n+n =
k, lo cual contradice que x es excéntrico de u,. Por tanto, d(z,u) = ecc(u) = k—n
y u estd en un camino minimo entre x y uy,. O

Los grafos intervalo son un caso particular de los grafos cordales. Un grafo
intervalo es el grafo interseccién de subintervalos de un intervalo de la recta
real. En esta seccién utilizaremos una representacién equivalente como grafo
interseccion de subcaminos de un camino. Sea G un grafo intervalo dado como
un grafo interseccién de subcaminos del camino P = p; ~ pg ~ --- ~ p,. El
camino P induce un orden en el conjunto de vértices V(P): dados dos vértices
z,y € V(P), x < ysi, ysélosi, z =P, y = P; con it < j, de forma que todo
vértice u de G se puede representar como un subcamino a(u) — b(u) de P, con
a(u) < b(u). Obsérvese que dos vértices u,v € G son adyacentes si, y sélo si,
a(u) < b(v) y a(v) < b(u) (Figura 1).

Figura 1: u,v vértices adyacentes.

Diremos que v € V(G) es un vértice izquierdo de G si b(v) = min{b(u) : u €
V(G)}. Anélogamente, w € V(G) es un vértice derecho si a(w) = max{a(u) :
u e V(G)}.



Lema 2.2. Todo vértice izquierdo (derecho) de un grafo intervalo G es del con-
torno de G.

Demostracion. Sea u un vértice izquierdo de un grafo intervalo G y x,y dos
vecinos cualesquiera de u en G. Se tiene a(x) < b(u) < b(z) y a(y) < b(u) < b(y),
es decir, = e y tienen en comun el vértice b(u) de Py, por tanto, son adyacentes en
G. Esto prueba que u es un vértice extremo, y consecuentemente, del contorno de
G. De forma similar se comprueba que los vértices derechos son del contorno. [J

Lema 2.3. Todo vértice de un grafo intervalo tiene al menos un vértice excéntrico
que es izquierdo o derecho.

Demostracion. Sea u € V(G) y x, un vértice excéntrico de u que no es vértice
izquierdo ni vértice derecho. Si a(xy,) < a(u) y b(u) < b(x,,), entonces d(u, x,,) =
ecc(u) = 1, con lo cual todos los vértices del grafo son excéntricos de u. Suponga-
mos que b(z,) < b(u). Consideremos un vértice izquierdo v y un camino minimo
P’ entre v y u. Observemos que la unién de los vértices de P’ forma un camino
de P. Por ser b(v) < b(z,) < b(u) existe al menos un vértice w € V(P’) \ v
adyacente a x,,. Por tanto d(x,,u) < d(zy, w)+d(w,u) < 1+d(w,u) < d(v,u) <

ecc(u) = d(xy,u), de donde se deduce que v es excéntrico de u. Si a(u) < a(zy,)
se demuestra de forma andloga. O

Teorema 2.4. El contorno de un grafo intervalo es geodético.

Demostracion. Sea G un grafo intervalo y u € V(G). Veremos que si u no es del
contorno, estd en un camino minimo que une vértices del contorno. Observemos
que si un vértice x no es del contorno, tiene al menos un vecino y tal que ecc(y) =
ecc(r) + 1. Si u no es del contorno, esta observacién nos permite construir un
camino u = ug ~ u3 ~ --- ~ u, tal que u, es del contorno y ecc(u;t1) =
ecc(u;) + 1 para todo i € {0,...,n — 1}. Por el Lema 2.3 existe un vértice v
excéntrico de u,, que es vértice izquierdo o derecho, y que ademads es del contorno
por el Lema 2.2. Por el Lema 2.1, u estda en un camino minino entre los vértices
v ¥ Uy del contorno. O

3 Contorno en grafos cordales

En esta seccidén se demuestra que el contorno de un grafo cordal es geodético con
técnicas parecidas a las anteriores. Un grafo cordal G es un grafo interseccién



Q(F), donde F es una familia de subarboles, no necesariamente distintos, de
un arbol T, que llamaremos drbol base de G. Por tanto, los vértices de G son
subarboles de T', y dos vértices de G son adyacentes si los subédrboles correspon-
dientes tienen al menos un vértice comun.

Si T es el arbol base de G, representamos por T, el subarbol formado tnica-
mente por el vértice u de T'. Veremos que los subarboles T, donde u es una hoja
de T', juegan un papel esencial. Sea n(G) el nimero de hojas u de T tales que el
subarbol T}, no es vértice de G. Demostraremos que siempre se puede representar
un grafo cordal como grafo interseccién G de subarboles de un arbol T' de modo
que para toda hoja u de T, T, es vértice de G, es decir, n(G) = 0.

Lema 3.1. Todo grafo cordal admite una representacion como grafo G intersec-
cion de subdrboles de un darbol T tal que n(G) = 0.

Demostracion. Consideremos un grafo interseccion G de subarboles de un arbol
base T'. Si n(G) > 0, existe al menos una hoja u de T' tal que T}, no es vértice de
G. Consideremos el camino unico en T, u = ug ~ U1 ~ Uy ~ -+ ~ up ~ v tal que
gr(v) >3y gr(u;) =2 para todo ¢ € {1,...h}. Segun el caso, modificaremos el
arbol base T' y los vértices de G = Q(F) para obtener un grafo interseccién G’ =
Q(F') que representard el mismo grafo cordal original, pero con n(G’) < n(G):

e Si ug,u,us,...,u, no son de ningin vértice de G podemos suprimirlos de
T sin que por ello se modifique el grafo interseccion.

e Si no hay ningin vértice de G totalmente contenido en el camino inducido
por wug, ui, us, ..., u, en T, significa que todos los vértices de G que con-
tienen alguno de estos vértices deben contener también el vértice v, ya que
en caso contrario no podrian ser subarboles (conexos) de T'. En este caso
suprimimos los vértices ug, u1, uo, ..., un de T y de los vértices de G corres-
pondientes. Las adyacencias se mantienen en el nuevo grafo interseccion ya
que todos los vértices de G modificados contenian el vértice v (Figura 2a).

e Si hay al menos un vértice de G totalmente contenido en el camino inducido
por ug, ui,us, ..., up en 1T, consideremos el mayor indice j, 0 < j < h,
tal que no hay ningin vértice de G totalmente contenido en el camino
inducido por ug,ur, us2,...,u;. Es decir, para algin i, 0 < ¢ < j, el camino
inducido por w;,...,uj41 es un vértice de G. Por otra parte, todos los
vértices de G' que contienen alguno de los vértices de ug, u1, ua, . .., u; deben
contener también el vértice u;y1. Por tanto, si suprimimos los vértices



Ug, U1, U2, ..., u; de Ty de los vértices de G correspondientes, el nuevo
grafo interseccién es equivalente al anterior. Ademds, u;y1 es una hoja
de T\ {ug,u1,ug,...,u;} y el subarbol T,
interseccién (Figura 2b).

;41 s vértice del nuevo grafo

Figura 2:

En cualquiera de los tres casos se obtiene un grafo interseccion G’ isomorfo
al anterior en el cual n(G’) = n(G) — 1. Si n(G’) > 0 repetimos el proceso, y asf
sucesivamente hasta obtener un grafo interseccién equivalente, G*, con n(G*)
0.

Ol

A partir de ahora, supondremos que G es un grafo cordal representado por
un grafo interseccién de subdarboles de un arbol 7' que cumple la condicién del
lema anterior, n(G) = 0.

Lema 3.2. Para toda hoja u de T, T, es vértice del contorno de G.
Demostracion. Los vértices adyacentes a T}, son subdrboles de T que contienen

el vértice u, por lo cual todos ellos son adyacentes entre si. Por tanto, T, es un
vértice extremo y, consecuentemente, del contorno de G. [

Lema 3.3. Todo vértice de G tiene al menos un vértice excéntrico de tipo T,
donde u es una hoja de T'.



Demostracion. Sea T un vértice cualquiera de Gy T» un vértice excéntrico de
Ty. Sea d(Ty,Ty) = ecc(Ty) = k. Tomemos dos vértices cualesquiera x € V(11) e
y € V(T3), y consideremos el camino tnico en 7' que une x e y. Si y no es una
hoja de T, podemos alargar el camino hasta llegar a un vértice u que sea una
hoja de T' (Figura 3).

Ty

Figura 3:

Si y es una hoja, u = y. Denotamos por P este camino de  a u. Supongamos
que d(Ty,T,) = h < k, es decir, existe un camino 77 = Sy ~ Sy ~ Sy ~ -+ ~
Sh =T, en G. Observemos que el subgrafo inducido por W = Uzh:o V(Si;)enT
es conexo. Por ser x y u vértices de W, esto sélo es posible si W contiene todos
los vértices de P. Concretamente, y € V(P) C W, es decir, y € V(S;) para algin
j€{0,1,...,h}. Sij < h, se obtendria un camino 71 = Sy ~ S1 ~ --- ~ S; ~ T
de longitud j4+1 < h < k, lo cual contradice que 15 es excéntrico de T1. Si j = h,
significa que y € V(S;) = V(T,), es decir, y = u. En este caso, y = u € Sp_1
por ser Sp_1 adyacente a Sp = Ty, con lo cual se puede construir el camino
T =5 ~5 ~-~8,_1 ~1T5 de longitud h < k, y llegamos de nuevo a una
contradiccion. O

Teorema 3.4. El contorno de un grafo cordal es geodético

Demostracion. Sea S un vértice cualquiera del grafo cordal G. Si S no es del
contorno tiene al menos un vecino S de excentricidad estrictamente mayor. Pro-
cedemos de la misma forma con el nuevo vértice, y asi sucesivamente, hasta
obtener un camino S = Sy ~ 51 ~ Sy ~ --- ~ S}, donde S; es vértice del con-
torno. Por el Lema 3.3, S tiene al menos un vértice excéntrico de tipo T, con u
hoja de T'. Por el Lema 2.1 existe un camino minimo entre T, y S; que contiene
S. Es decir, S estd en un camino minimo que une vértices del contorno de G. [
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