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Resumen. En este trabajo presentamos una familia de grafos planares, modulares
y autosimilares, con propiedades pequeno mundo y de invariancia de escala. Los
parametros basicos de los grafos son comparables a los de redes asociadas a sistemas
complejos y por lo tanto los grafos constituyen buenos modelos para este tipo de
redes. Como que su parametro de apinamiento o clustering es nulo, esta familia de
grafos constituye una construccién explicita en contraposicién a la caracterizacién
en la literatura de las redes jerarquicas modulares que se basa en una relacion del
parametro de apinamiento de los vértices inversamente proporcional al grado.

Palabras clave: Redes complejas, Grafos autosimilares, Redes modulares, Grafos
jerarquicos.

1 Introduccion

En numerosos estudios recientes se ha constatado que muchas de las redes
asociadas a sistemas complejos, como la World Wide Web, Internet, la red te-
lefénica, redes de transporte (incluyendo las redes de distribucién de energia
o agua), redes biolégicas y sociales, etc., pueden clasificarse en una nueva ca-
tegoria que ahora se conoce como “redes pequeno mundo con invariancia de
escala” (small-world scale-free), véase [1,10] y referencias alli citadas. Estas
redes presentan a la vez una distancia media entre nodos pequena, asi como
un diametro reducido, con relacién a una red aleatoria con el mismo niime-
ro de nodos y enlaces, y también en ciertos casos un apiiamiento de nodos o
clustering relativamente elevado. (El coeficiente de apinamiento de un nodo es
la fraccién de posibles enlaces entre sus vecinos que realmente estan presentes
en la red. La media de este parametro para todos los nodos se conoce como
coeficiente de agrupamiento de la red.) Otra de sus caracteristicas comunes es
que la distribucién del ntimero de enlaces de los nodos sigue una ley poten-
cial y se dice que las redes presentan invariancia de escala (son scale-free) en
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contraste con una distribucion tipo Poisson caracteristica de los modelos alea-
torios clasicos. Ademas, y gracias a la introduccién reciente de una medida de
fractalidad para grafos, se ha determinado que las redes reales son a menudo
autosimilares [14,15]. Ciertas de estas redes se denominan jerarquicas siendo
esta propiedad un reflejo de la modularidad de los sistemas que modelan.

Si bien la mayoria de modelos en teoria de grafos que se han publicado
son probabilisticos, en los tultimos anos también se han propuesto modelos
deterministas realizados a menudo con construcciones iterativas en que, a
cada paso, se anade uno o varios vértices que se conectan a subestructuras
existentes en el grafo (por ejemplo en los llamados k-drboles [3]). Otro método
que se ha considerado produce grafos mediante la duplicaciéon de ciertas de
sus subestructuras, por ejemplo en [4]. Aqui proponemos una familia de grafos
que generaliza estos métodos al anadir en cada iteracién una estructura més
compleja que un simple vértice. El resultado es una familia de grafos planares,
modulares y autosimilares, con propiedades pequeno mundo y de invariancia
de escala y que son un contraejemplo en la caracterizacién habitual de grafos
jerarquicos. Una construccién similar a la que presentamos aqui, pero basada
en triangulos y que presenta un coeficiente de agrupamiento elevado, puede
consultarse en [18].

2 Grafos jerarquicos modulares

Diversos autores han venido en llamar grafos jerarquicos a aquellos grafos
que presentan una estructura modular que se traduce en una jerarquia en
los grados segtin una distribucién potencial. Ademaés consideran que la signa-
tura principal de la jerarquia modular es un comportamiento del coeficiente
de apinamiento con relacién al grado segun la ley C(k) < 1/k, véase [7,16].
En esta seccién introducimos una familia de grafos modulares y jerarqui-
cos, con invariancia de escala, que tienen la caracteristica de ser planares, y
presentar un coeficiente de apifiamiento nulo, demostrando la existencia de
grafos jerarquicos que no verifican la relacién anterior entre el coeficiente de
apifiamiento y el grado de sus vértices.

Modelos deterministas simples de redes jerarquicas han aparecido publi-
cados en [11,12]. Estos modelos consideran la unién de forma recursiva de
diversas estructuras bésicas (usualmente grafos completos) mediante aristas
que las conectan a un vértice raiz. Estos y otros grafos jerarquicos se han
considerado en el modelado de redes metabdlicas en [9,13]. También apare-
ce modularidad y jerarquia de vértices en modelos basados en k-arboles, o
arboles de cliques, en los que a cada paso se anade uno o varios vértices in-
dividuales que se conectan a ciertos subgrafos [7,5,17]. La introduccion del
llamado producto jerdrquico de grafos en [6] permite una generalizacién y un
estudio riguroso de algunos de estos modelos.
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En [14,15], Song, Havlin y Makse relacionan la propiedad de invariancia de
escala con la autosimilitud y ven que muchos grafos autosimilares correspon-
dientes a sistemas complejos reales presentan una dimensién fractal estable-
ciendo una relacién entre esta dimension y el exponente de la ley potencial de
los grados. Sin embargo, un modelo clésico de grafo con invariancia de escala,
el modelo de adjuncién preferente de Bardbasi-Albert [1], que muchos autores
consideran un modelo indicado para estos sistemas, presenta una dimensién
fractal nula. Esta constatacion no debe extranar, ya que el modelo carece de
modularidad, consecuencia de su proceso de construccion.

A continuacién detallamos la construccién de una familia de grafos que
se basa en un proceso iterativo que introduce ciertas subestructuras en cada
paso permitiendo la formaciéon de mdédulos que resultan en un grafo final con
estructura autosimilar.

2.1 Algoritmo de generacién del grafo H(t)

Construimos el grafo como se indica a continuacién: Para t = 0, H(0) es
C4, un ciclo de longitud 4. Para ¢t > 1, H(t) se obtiene a partir de H(t —
1) considerando todos aquellos de sus ciclos Cy cuyos vértices no han sido
introducidos en la misma iteracién (llamamos ciclo generador a un ciclo Cy
que verifica esta propiedad y ciclo pasivo al ciclo Cy que no la cumple) y
conectando vértice a vértice a cada uno de estos ciclos generadores un nuevo
ciclo Cy. Esta operacién equivale a anadir al grafo un cubo Q)3 e identificar
vértice a vértice el ciclo generador con los de una de sus caras, ver la Figura 1.
El proceso se repite hasta que el grafo alcanza el orden deseado.

Figura 1. Grafos H(t) correspondientes a las iteraciones t = 1,2 y 3.

2.2 Construccion recursiva modular equivalente

El grafo H(t) también puede ser definido como sigue: Para t = 0, H(0) es
el ciclo Cy. Para t > 1, H(t) se forma tomando cuatro copias de H(t — 1) y
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uniéndolas a cuatro caras de un cubo @3 (dejando dos caras opuestas libres)
identificado los vértices de cada cara con los de un ciclo pasivo inicial de cada
uno de los H(t — 1), ver la Figura 2.

Figura 2. Construccién modular del grafo H(t) para t = 1,2 y 3. En el paso t,
conectamos cuatro copias de H(t — 1) a las cuatro caras de un cubo @3, dejando dos
caras opuestas libres. En el texto se describen los detalles.

2.3 Propiedades de H (t)

Orden y tamano de H(t).— Utilizamos la siguiente notacién: V(t) y E(t)
denotan, respectivamente, el conjunto de vértices y aristas introducidos en el
paso t. C (t) indica el nimero de ciclos generadores Cy en el paso t (y que se
usaran para producir el grafo H(t + 1).

Observemos que en cada iteracion, todo ciclo generador es reemplazado
por cuatro nuevos ciclos generadores y un ciclo pasivo. Es decir: C (t+1) =
4-C(t),t > 1y C(0) = 1. Luego C(t) = 4. Ademds cada ciclo generador
introduce en la siguiente iteraciéon cuatro vértices y ocho aristas nuevas. Es
decir,V(t) =4-C(t—1) =4 - 4" 'y E@t)=8-C(t—1)=8-4"1=2.4'y
por lo tanto:
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Distribucion de grados.— Inicialmente, en ¢t = 0, el grafo estd constituido
por un ciclo generador y sus cuatro vértices tienen grado dos.

Cuando un nuevo vértice i se anade al grafo en la iteracién ¢; (t; > 1), éste
tiene grado 3. Denotamos por C(i,t) el nimero de ciclos generadores en la
iteracién t que crearan nuevos vértices que se conectaran al vértice ¢ en el paso
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Paso Vertices Aristas Num. de ciclos generadores

0 4 4 1
1 8 12 4
2 24 44 16
3 88 172 64
4148 2.4ttlyg
47 +8 24 +2 4t

3

Tabla 1. Numero de vértices, aristas y ciclos generadores de H(t) en cada paso.

t + 1. En el paso t;, en que se introduce el vértice i, vemos que C(i,t;) = 2.
Segin el proceso de construccién del grafo, en cada iteracién, cada nuevo
vecino de 7 forma parte dos ciclos generadores en los que ¢ también participa.
Si denotamos como k(i,t) el grado del vértice i en el paso t, entonces tenemos
la siguiente relacién: C(i,t) = k(i,t) — 1.

Calculamos ahora C(i,t). Tal como hemos visto anteriormente, cada ciclo
generador en que % participa produce dos nuevos ciclos generadores donde
también estd i. Es decir C(i,t) = 2- C(i,t — 1). Gracias a la condicién inicial
C(i,t;) = 2, tenemos que C(i,t) = 2!=%+1. Por lo tanto, el grado del vértice
i en el paso t es

k(i,t) = 2ttt 1, (2)

Los cuatro vértices del paso 0 siguen un proceso ligeramente distinto
que el indicado anteriormente. Observamos que en este caso C(i,0) = 2t y
k(i,t) = 2 + 1. Luego, en el paso t, los cuatro vértices iniciales del grafo
tienen el mismo grado que los introducidos en el paso 1. De la ecuacién (2)

Num. vertices Grado Paso
4t 3 t
41 5 t—1

S
4 2 +1 1
4 2'+1 0

Tabla 2. Distribucién de vértices y grados y paso en que se incorporan al grafo H ().

y Tabla 2 vemos que el grafo presenta una distribucién de grados discreta
y por ello utilizaremos la técnica descrita por Newman en [10] para de-
terminar la probabilidad acumulada Peym(k) que un vértice tenga grado k:

Pam(k) = T ry, IV(O)I/IV(1)] = (417 +8)/ (4741 1 8).
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Substituyendo ¢;, a partir de la ecuacién (2), en la expresién anterior t; =
t+1—1In(k — 1)/In2 tenemos que Py (k) = (16 - 41 - (k — 1)72 +8) /(4! + 8),
que para valores grandes de ¢, permite escribir que Peym (k) ~ k'~ = k=2, por
lo que la distribucién de grados, para grafos grandes, sigue una ley potencial
con exponente v, = 3. Estudios de redes asociadas a circuitos electrénicos
(que presentan planaridad, modularidad y un apinamiento bajo) muestran
valores del exponente préximos a 3.0 [8,10].
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Figura 3. Gréfica log-log de la distribucién acumulada de grados para un grafo con
|V | = 1398104 vértices. La linea de referencia corresponde a una pendiente de —2.

Didmetro— A cada paso introducimos, por cada ciclo generador, cuatro
nuevos vértices que constituyen un nuevo ciclo Cy (y estan entre si a distancia
maxima 2, como también lo estdn los del ciclo generador al que se unen).
Al estar todos ellos unidos directamente al grafo de la iteracién anterior, en
el peor caso el didmetro crecerda exactamente en dos unidades. Luego Dy =
Dy + 2.t > 2. Como que D; = 3, obtenemos que El didmetro de H(t) és
Dy=2-t+1sit>1.

Strength o carga de un vértice — La carga de un vértice estd asociada en
la literatura a recursos o propiedades asociadas al mismo, como por ejemplo
el niimero total de publicaciones de un autor, en el caso de la red del ntime-
ro de Erdos, el nimero de pasajeros anuales en un aeropuerto para la red
de aeropuertos, etc. Aqui asociaremos a los vértices el drea del ciclo pasivo
determinado por los cuatro vértices que se introducen al grafo en un paso
determinado del proceso de construccién del mismo. Para ello suponemos una
representacién planar equilibrada del grafo. Asi en el instante inicial el area
és Ag y denotamos A; al drea del ciclo pasivo que se introduce en el paso t.
Establecemos, por convencién, que en cada paso el drea de éste ciclo es 1/5 del
area del ciclo al cual se conecta (puesto que la introduccién del ciclo pasivo va
asociada a la introduccién simultanea de cuatro ciclos generadores) y de esta
forma tenemos que A; = (%)t.AO. Un vértice 4 introducido en t; tendré carga
s(i, t;) = (%)tiAo que mantendrd en pasos posteriores t > t;. Dado que nos
interesa encontrar la distribucién de cargas de todos los vértices del grafo en

el paso t, vemos que s(i,t;) = (%)ti*t - A¢. Usando ahora la ecuacién (2) obte-
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nemos la siguiente ley potencial en la correlacién entre la carga y el grado de
un vértice:

S(irt) = A (k(iyt) = )/, Q

que para valores altos del grado k implica que, s(k) ~ k' 5/In3

Valores del exponente similares a este han sido observados en la relaciéon
entre la carga y el grado de nodos en redes reales como la de aeropuertos,
Internet o la red de colaboracién de cientificos [2].

Si realizamos un cédlculo paralelo al de la distribucién de grados efectua-
do antes, encontramos que la distribucién de carga sigue también una ley
potencial con exponente:

Vs =1+2—. (4)

Se ha determinado que en el caso de grafos con pesos con una correlacién no
lineal entre la carga y el grado s(k) ~ k” y si las distribuciones de grados
y carga obedecen a leyes potenciales, P(k) ~ k=% y P(s) ~ s~ 7 entonces
existe una relacién general entre v; v vs dada por v, = %’“ + % [2]. Como
en la familia de grafos que consideramos 7 = 3 y = In5/1n3. Entonces
de la relacién anterior, el exponente de la distribucién de cargas resulta ser
Vs = 3}%’ +In 2(12—3 —1)/In 5, obteniendo el mismo valor de 7, (4) que hemos
calculado directamente a partir de la distribucién de cargas.

3 Conclusiones

La familia de grafos introducida y estudiada en este trabajo tiene como ca-
racteristicas principales la planaridad, la modularidad, la existencia de una
jerarquia de grados, y que los grafos son pequefio-mundo y constituyen un
ejemplo de grafos jerarquicos con coeficiente de apinamiento nulo. La combi-
nacion de modularidad con caracteristicas de invariancia de escala se presenta
en muchas redes reales asociadas a organismos vivos (por ejemplo redes de
interaccién proteina-proteina) y también en ciertas redes sociales y tecnoldgi-
cas [12,13,8,10]. El hecho que este modelo presenta apinamiento nulo lo hace
interesante en estudios en los que se quiera aislar las influencia mutua de
otras propiedades. El cardcter determinista de estos grafos, frente a los mode-
los aleatorios considerados en muchas ocasiones, facilita el calculo exacto de
muchos de los parametros.

Por otra parte, variaciones simples del mismo permitirian la introduccion
de apinamiento. Por ejemplo, anadiendo a los ciclos pasivos una arista se intro-
ducen dos triangulos por ciclo que crean apinamiento sin perder la planaridad.
La substitucién de los ciclos pasivos for grafos completos K4 produce grafos
con coeficiente de apinamiento relativamente elevado, pero en este caso los
grafos ya no son planares.
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