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INTRODUCCIO

pins de les teories de la gravitacif, la mEs
amplament acceptada i que fins ara ha superat totes les
proves experimentals, &s la Teoria de la Relativitat Ge-
neral d'Einstein. En ella l'espai i el temps venen repre-—
sentats per una varietat riemanniana guadridimensional i
les equacions de camp constitueixen un sistema no lineal
en derivades parcials gue s'escriu habitualment:

KT

1 -
Ruv =2 ROy = Ty

uv
La integraci$ d'aguestes egquacions Es sens dubte, un dels
problemes mas complexos dins de la fisica tedrica i fins
ara no ha tingut cap resposta definitiva ni s'ha trokat
ﬁna metodologia general per rescldre'l. Malgrat aixd el
nombre de solucions exactes conegudes &s enorme -tenint
en compte la dificultat del problema-~ i continuament s°
aporten noves solucions (s'escriuen un promig de cent ar-
ticles a l'any sobre el tema). Tot i aquesta abundAncia
de material pogues de les solucions conegudes responen a
un problema fisic real. Pensem gue problemes en aparenga
no massa complicats com el de dos cosseos, el del camp gra-
vitatori gencrat per un estel en rotaci$ constant o el de
la radiacid gravitatdria d'un objecte finit no estan re-
solts encara, i gue les finigques solucions “realistee™ co-
negudes s6n les d’'Schwarzschild {1916) i Kerr (1963] que
poden representar l'estat final del col.lapse d'un estel.
Amb 'tot 1'estudi de solucions sense un sentit fisic mas-
sa clar ha portat a un coneixement millor de l'estructu-
ra de les equacions d'Einstein ia un descobriment de mé-
todes de generaci6 de solucions gque mé&s endevant han es-
tat fitils per 1'estudi de solucions fisigues. Moltes de



les tlcniques qgue emprem ara han estat fruit d'aguests
estudis i eren desconegudes pele primers relativistes.
Només cal citar, per exemple, l1'Gs de grups de moviments,
la formulacib per tétrades nul.les, lee tkcniques espi-
norials o el mdtode del scattering invers. Ara b&, no
tot esth en el mdtode d'estudi o les ticniques usades ja
gque nom&s simplifiguen el problema en determinades cir-
cumstdncies i normalment no sfn gaire Gtils =i abans no
s'ha fet unes hipotesis scobre la mbktrica i/o el tensor
d’impulsif-energia. En efecte, una métrica gqualsevol pot
ser solucif de les eguacions d'Einstein donat gque no hi
hagi restriccions sobre el tensor d'impulsiS-enrgia;
només cal prendre l'eguacid de camp com definici& del
tensor Tuv. Per aixb de cara a la recerca de solucions
interessants &s convenient restringir aquest tensor d'al-
guna manera; imposant condicions de simetria a la mbtri-
ca, imposant un tipus de Bel-Petrov, donant una equacid
d'estat per a la matceria, tenint en compte determinades

condicions de contorn, etc...

La mcmbria que es presenta &s una aportacit a
la generacid i estudi de solucions exactes estacioniries
i axigimdtriques a les equacions d'Einstein, amb tensors
d'impulsif-energia que admeten una interpretacié fisica.

Hem dividit el treball en guatre parts. A la
primera presentem el formulisme de Newman-Penrose o de ta-
trades nul.les, adaptat a la signatura {-,+,+,+). Usarem
els resultats d'aguesta part als altres capitols.

El capitol sePon se centra en l'estudi de pos-
Siblgs solucjons interibrs a la métrica de Kerr. Basica-
ment es tracta de fer variar les constants de la métrica
en dues coordenades espacials (r i 8) i a travée de les
€quacions d'Finstein trobar els tensors d'impulsif-ener-
gia i estudiar-los. Veiem que hi ha dos casos amb parti-
cular interés ffsic: un cas de camp electromagnétic neo
nul que en general pot incloure un fluid no perfecte 1
en la seva expressif més simple porta a la métrica de
Kerr carregada (Kerr-Newman} i un cas de radiaci® pura.

I

En el tercer capftol, 1 a partir de l'element
de linia general de Lewis-Papapetrou es plantegen les
equacions de camp per al cas d'un fluid perfecte i s'ana-
1itzen les diferents restriccions gue porta 1'imposar el
tipus D de Bel-Petrov a l'espai-temps, una equaci8 d'es-
tat simple i d'altres hipotesis. &'obté una sclucis ti-
pus D(1l).

Finalment, en la darrera part d'agquesta tesi
es presenta i s'estudia una famflia biparamétrica de so-
lucions estacionaries i axisimétrigues del buit obtingu-
da mitjangant una transformacif l-soclitdénica d'una mé-
trica no fisica relacionada amb la métrica de Kasner. De
l'estudi 1 clasificacid es veu gue un dels parametres
rot relacionar-se amb la "forg¢a" del camp i 1l'altre amb
la rotacis., A m&s de veure que dins la familia hi ha con-
tinguda la métrica plana s'han trobat solucions tipus I
i D. 8'ha calculat el potencial d'Ernst i a partir d'ell
s'estudia la relacidé amb solucions asimptoticament pla

nes.



1.-Coeficients de spin.

A partir de la tetrade podem definir els coefi-

1. FORMULISME DE NEWMAN-PENROSE cients de rotaci6é de Ricci.

D'acord amb Newman-Penrose (1962) a cada punt Yeab ecuea u.vebu (1.6}
d'una varietat riemanniana amb signatura +2 s'introdueix
una tatrade de vectors nuls (T,ﬂ,ﬁ,ﬁ) on 1 iR s6n reals I els dotze coeficients de spin.

=
i ™ 1 muna parella de vectors complexo-conjugats que

- — - v = - —-u_V
satisfan la relacid d'ortogonalitat: K=TVan 1U:Um 1 VT Y22 nu:vm n
- =3 > b = - —— pT\J = - iy
-1t mm=1 I8 -In=%m =nm = 0 (1.1) p=-Yarn ==l R LR AL R TPIvL
La tétrade nul.la pot construirse a partir de a =—Ys:s'—lp,vmumu ) =Ynzu=nu;uﬁuﬁu
- - -+ Ed +* f
1'ortonormal (at,ex,e .,e,) on e, es génere temps {eé=—1) -
= = WLV = o
i 3& génere espai (8i=1) aixi: =-Ysiz="1,. m'n T=Yuzr =m0l (x. 7)
- ¥ 1 1 Y gy
4 > (&r+e5) s {EL—EZ) £ =3{yenn—y2n ) =5 (m :vmul -lu:vnul )
elzlz——-——-— e; =n = —— (1-2) |
2 /2 1 1 HoV = TR,
- - . = - == 1 -
L {Ex_lgy) L (Cx+lg ) Y =5(Yiz1-Yusz) =5 {n,  1°n"-m  min7)
ey =m = /_ Cc, =m= ‘/_
2 i 1 1 U-v _= =y
= -— = — l -
a ==Yz Youw) =35 (nu:\’ mo-m, e )
D'agquesta manera: 1 1 —y_ nov
(1.3 ' B = - == (m . m'm -1 n'm
N o ) S(Yuzs-Yaiz) =3 ( nrv . }
€ (a) = (1,n,m,m)
2.- Components en la tetrade
i les components del tensor mé&tric en termes de la . Les components en la tetrade d'un tensor sbn:
t2trade sén uv
A = & e e ... (1.8)
b ab... Uv... a b
g - e e ,qa = 2[ -1l,.n + m, . It ] (1.4)
i ar’p {pv) (" Les cinc components compléexes independents del
on q]ab &c la métrica plana tensor de Weyl sén.
Po =C =C 1¥mY1Pm”
1313 v
o -1 0 a Hveo
- =C - H v, 0 O
too ool gy ¥1=C1213 =Cypel n 1T
nah" =7 (1.9]
o o 0 1 (1.5) Y2 =2(C, ., -C -1 BV (1P -m P
0 © 1 © 2 =3(C12127C1234) =7 Cpypel ™ (Ln =m"m")
= = Hqv, PO
¢'3 C2124 C]JVDUn 1" n"m
i es fa servir per pujar i baixar indexs de t&trade.
= = U=V p=0
Ve C2424 C'IJ'UDUn mnm
(=} - [ 9




Les sis compenents complexes independents que rYepresen-
ten el tensor de Ricci 1 1'escalar de curvatura sén:

o =% Ry ¢o1=9To =% Rys =% R%.
$11 =-i-(sz +Rs ) d12=¢% =% Ra23 =% R3, (1.10)
$22 =%'Rn $o2= 0720 =%—Ru =%—RL

p=R =Rau-Ri,

Finalment, definim les derivades intrinseques que actuen
sobre un escalar.

D ¢=¢:ul” A¢=¢;un" S¢=d7 m" Sro=¢; m' (1.11)

3, Les equacicns de Newman-Penrose

-Les equacions de Newman-Penrogse s&n un conjunt
d’equacions diferencials equivalent a les equacions de
camp d'Einstein per a la determinaci& del tensor metric.
Venen donades en termes dels coeficients de spin (1.7) i
els escalars (1.9) i {1.10). Es divideixen en tres grups
relacions de commutacis, identitats de Riccli i identitats
de Bianchi. Donat que només ens calen les del segon grup
les donem a continuaci&: '

{a) Dp—6*k = (p?+00*} +p (e+E*) —k* 1=K (3a+B*=1)+dp, [ Rys14)
(b} Do-8k=0(p+p*+3c=g*)—k(T-r*+a*+3If)}+y, [Ri31a]

(€} DT-8x=p(T+m*)+0(T*+7)+1 (€-£*) = R(Iy+y*) +y,+d¢; [Rissz)
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(d) Da-8%c =alptc*-2e)+Bo*—B*e-K) - K*y+1 (c+p)+¢,, [%(Rauu

~Rizyu])
(e) DB-bec =of{a+m}+B(p*-e*}=x(u+y) ~¢ (a*-*) 4, [%(szls

-Rawi1sl
(f} Dy-Be=ai{t+n*}+B(1*47) ~y (e+e*)=c (y+y*} +TH-VK+yo+$;, = A
i
[7(R1212_R3h121

{g) DA-G%m={pl+o*u)+m (n+a—p*) —vk*=} (3c-£*) +d2q [Rauwi]
{h) Dyu-Sn=(p*u+ok)+n (nt=g*4f)-p (ctet} —vE+P,+2A [Rzusy ]
(1) Dv=-Am=p{m+1*) +X {(n*+1) 47 (y-y*) -v (3e+e*}+Pa+dsy [ Rayz; ]
(3} BA-G%u==X (U+p*43y-y*) +u (Ba+B*+n1-T*) =, [Reuuz)
{k) 60—5*U=D(P*+8)—U(33-8*)+T(D—D*}+K(U-U*}‘¢1+¢ul {Rzuy2]
(1) 6a-8*R=(up=Ao)+au*+BB*~2aB+Y (p—p*)+e (u=u*) ~Y,+d,, + A

. [%(RIZSH'RSHSh’]
(m) Sr=d*u=v (p=p*}+n (u-p*)+u (a+R*) +A {a*=3B) ~Y+¢2; [ Ranns)

{n} 6v-6u=(u2+kl*)+u(Y+Y*)—v*ﬂ+v{1-38-a*)+¢zz [Rayz2a]

{(0) Sy-AR=y({T-a*-B)+uT—ov-ev*=B (y-y*-p)4ar*+d s [%[ngaz
~Riu3z )]
(p) ET-Va={uog+A*p)+1 (T+E-u*) -0 (Iy-y*) —Ku*+dp: [Risazl

(q) Ap-S8¥%t=-{pu*r+or}+1(B*—a—-1*}+p (y+y*)+vx-§,-28 [Riazu ]

(r) do-d*y=v(pte)-A{1+B)+a(y*—u*)+y (B*=1*) =, [%{leu
-Rauyz )]

Equacions (1,12)



4 .- Eguacions de Maxwell

En el formulisme de Newman i Penrose el ten-
gor de Maxwell va es substituit per tres escalars com-

plexos.

v
dp =Fi3 = uvlum
1 1 Bow, =l W
¢ =§{F12 +Fu3) =5F'|J\J(1 n 4mm )
(1.13}

-y
¢!2 =Fyz =F_|Nm n

i les eguacions de Maxwell {expresades en termes de les

derivades intrinsegues)

I

= 1 b =(
1:‘[ab/\'\:] 0 . n an/m
es canvien per
¢iy2 = doty =0 d211 = ¢ =0
di13 — a2 =0 $z212 =2 =0

d'on facilment trobem la forma explicita:
D =8*¢o=(m-2a)¢o+2pP1 kb2
D¢ -6*¢1=“k¢g+2ﬂ¢1+(p_25)¢2
i (1.14)

Sp1=Adp={u-2Y)bo+2Td1-0%2

Gda—O==vdo+2ud  +{T=2R) b,

5 = Algoritme de d'Inverno i Russell-Clark

Una manera directa de determinar el tipus de
Bel-Petrov d'una solucid ve donada per l'algoritme de
d'Invernoc i Russell-Clark gue presentem a continuacis
{d'Inverno,=Rassell-Clark, 1971}

Suposant wu #0 (8i § = 0 perd wo ¥ 0 en
I
el qué segueix nom&s cal bescanviar wo v i wl e ¢;
"
51 wo= wu = 0 1la multiplicitat de les arrels_de (1.70)

&s melt simple de trobar ) fem les segflents definicions:

5 wlt lJJ! wz
1= wowk - 4¢1W! + 3 Wz J o= ws Wz wl
L T
- 2 (1.15}
, .
K=v 2 -3vpwv+2v> L=yy - v
1 4 4 3 2 3 F ] ?
N=121% - 21
&
El diagrama que ens d6na el tipus de Bel-Petrov &s.
wofwllwzfu)a!w
(1.16)
1= s1
no

Tipus I Tipus II Tipus D Tipus III Tipus N




II. MbTRIDUES INTERIORS OBTINGUDES PER VARIACIO DE PARA-
METRES EN LA METRICA DE KERR

La variaci8§ en les coordenades de les constants
d'una soclucib permet l'obtencib de noves mélrigues que
poden descriure situacions molt diferents a l'original.
D'aquesta manera, per exemple, variant en la coordenada
temporal les constants de les métrigues d'Schwarzchild
i de Kerr s'han obtingut generalitzacions no estaciond-
ries d'elles (Vaidya 1943-51-53, Carmeli 1977, Gonzalez
et al. 1979) de cara a trobar solucions amb radiacid.

Enfocant el métode vers la produccid de solu-
cions interiors gque empalmin amb Kerr, 1'estudi general
comportaria la wariacib de les dues constants m 1 a en
totes les coordenades, aleshores una superficie bona pex
empalmar amb la soluci& del buit seria agquella en gue les
derivades primeres d'aguestes funcions fossin nul.les
{(Lichnerovicz 1954, Roos 1976-77, Bonnor 198l1). Fent-ho
aixf el problema &s intractable; cal, per tant, limitar
la forma de les funcions i per a zixd tenim dues possibi-
litats:s

~ Prendre una forma simple de dependéncia i veure quins
tensors impulsib-energia surten interpretant-los.

- No limitar a priori aquestes funcions i imposar després
el tensor gue correspon a una certa font o bé imposar
certes condicions a la superficie d'empalmament,

En aguest estudi ens centrem en el primer mé-
tode i veiem gque de l'andlisi de les solucions trobades
variant men r i 6, i a enr i 68 (en determinades formes),
hi ha dos casocs especialment interessants, un correspon a
1a preséncia d'un camp electromagnétic no nul gue en ge-
neral pot incloure un fluid no perfecte i en el cas sim-

FPle mir) porta a la métrica de Kerr-Newman, i un segon

cas que correspon a radiaci6 pura ( Comellas i Mas, 1580).

1.- La métrica de Kerr en cocordenades nul.les

Normalment la matrica de Kerr sol presentar-se
en coordenades de Boyer-Lindquist (1.967).

as? =- [1-2%1']61:2-2 gg]asinzﬁdtde +%— dr?+ de?

252
+[Q_+2mra ;1n e]sin26d¢z

amb
I =r?+a‘cos?e ! =T4+2mr =r2+a?

Ee fitil de cara a emprar el formulisme nul, escriure Jla

métrica de Kerr en el sistema de coordenades nul.les avan-

gades gue s'obi® amb el canvi.
dt =du +-¥- dr
d¢ =ay +7 ar

Fent-1lo trobem:

ds? =—[1—3?5]du2-dudr+2asinzBdrd¢l+zdﬁ’
I - 4
- 2[285) asin? eaudy+ [ + 2 2AR 8 g in2 6yt
aixi
[ 2mr _2mrasin?® 7
“'[1-—2—‘] —1 0 Z
-1 0 0 asin?g
g =
¢ 0 ) P 0
2 2
-mragld asin?6 0 sin%e|q+2MXA SINT0
)




Escollim la tétrade nul.la segfient

1ll =(1,0,0,-asin’8)

=1[1‘ £, a?sin?e
ll I—:L_z_' r ‘-‘—‘—2""—

1 i C} =
W = —Sr(riiacospy (+asiné,0,-I,-ifsine)
la corresponent tétrade contravariant és:
= (0'_1’010}
M=% -2.1,0,-a)

1 i

U _ - -1, ——
® = J3(riiacost) | iasin®,0,-1, sine]

2~ Cas m{r,6), a-constant

Suposarem gue un dels pardmetres de la métrica
de Kerr -m- depén de les coordenades r i # i 1'altre ~a-
€3 constant.,

Els coeficients de spin resulten ser:

K =g=l=g=0
V= m'r o e - iasing

Y2 (r-iacosb) JZ{r-iacos0})?
b= 1 Bm — cotb

{r-iacos6} 2/ 2 {r+iacosh)
y = T =y . {r-m-mr)

2L (x-iacosB) YRV TRy

= 1asing en - %

1A a=7-8

Amb aguests resultate i resolent les equacions
de Newman-Penrose trobem les componente dels tensors
de Weyl (1. 9 )els escalars ¢ lligats al tensor de Ricci

i 1'escalar de curvatura (1. 10)

Ve =y =0

_mpa— .L%EL.%M_ pp* + mrc.zD*

Y2

S2rmt s imtebiry oo,
‘Ps—‘,—i PP 2/5 PP

(2.1)
Ve =££m_‘_ggge_-mu_ plp* —iarsinbm'p“p*
doo=¢o1=9p2=0
=00 p”-% pp*?
ou=Hripp*? - {2h+Tor) pp*
$20= _r[m"-i-:rzn'cose) pZp*?
ok o
Podem escriure, a partir de les ¢ , 1les components del

tensor de Ricci (1.10), &ssent:

0 $i11—3A 0 0
dp1n=-3A ¢ 20 $12 b1z
Rab =
o b1z 0 i+ 34
0 ¢t f1+ 34 0



Estudiant ara el tipus algebraic del tensor de

Ricci podem veure quins casos d'interéds fisic conté i
1980; 6§5.1}.

analitzar-los (Kramer et al.,

=11 +3A -4z =t12 -¢%:
] —$ 1 +3A 0 o
b =nacRcb:=2 . (2. 293
4] d1z ¢3”+3ﬁ 4]
0 ¢z 0 $11 +34
i de l'equacib de valors propis:

2 2
16[¢11—3A4k%] [¢11+3A47%] =0

trobem els seglients valors propis

Ay ==2(¢q; =340)
Az =2(¢11 +34)

Essent ambdds dobles.
peder fer la classificacid necessitem tro-

Per
bar els vectors propis gue correcsponen a cada valor propi

i veure'n el tipus.

** ¢ F O

* A= (¢ -30)
Considerant un vector arbitrari
vu =a1u+bmu+cmu+c*ﬁu
. . a b
l'egquacib de vectors propis R bY

les equacions

a .
=Xv  es redueix a

$z2btdpctelzc* =0

¢Ta b+ (¢ +3M)c ==(¢; -3A)e

les guals poden expressar-se

o

i b

R T

[

{611 22 —¢12 $12 )b =10

Per tant hem de considerar dos casos.
i} ¢11 %22 #¢1;¢§2. Liavors cal que b=0 i en conseguén-
cia ¢=0. Aix! corresponent a *; hi ha un vector

propi isdtrop
Hoo_ U
'.J'J\1 =al

$11¢2z =¢12 ¢3z . En aguest cas a, b i ¢ s6n dife-

ii)
rents de zero, Per tant poden haver-hi dos vectors pro-
pis, podent ser un d'ells tipus temps:

i T u_ ¢ _u
v =al +bh{n -5 m —

Ay ( 2611 211
a,b arbitraris

u _ap? | %22 _al 2z
=2 - =
Y3 Vi b [4¢11 b] <0

* A; =2(¢11 +3J"1)
De l'eguacid de vectors propis trobem les eguacions:

2¢113+¢22b+¢1zc+$:zc* =0

$11b=0

¢12b =0



Com qgue ¢;, #0, cal que b=0 1 a més

"
as= - {bip CHpyp C*)

2¢ 11

Per tant, corresponent a A; hi hé dos vectors propis
tipus espai

* - -
vV =tz CHtrac*) MiemMeermt

Xz 2¢1
B =
v?«zvlzu 2cc* > {)
¢ =0

Hi ha un scl autovalor ) =64 quadruple. El sistema es

redueix a

$22 b+d 4l C* =0

$12b=0
i, #0
*
Llavors b=0 1 ¢;2 =-£%;~=id i hi ha deos vectors pro-

pis tipus espai

u

vl =a1l+id (¢l mb-41 @)

3V =2d%¢y, ¢); >0  tipus espai

$12 =0

En aguest cas ¢;; =0 i gualsevecl vector &s propi: Co-

rrespon a m constant.

Dels diferents tipus de tensor de Ricci (i per

tant de tensor 4'impulsif-energia), destaquen pel seu

sentit fisic els segllents casos:

1) ¢32 #0, ¢11¢12 =¢12¢3; . Ja que llavors podem tenir

un vector tipus temps i1 tres tipus espai. En la no-
tacié de Segr& es tracta del eas Al {(1.1)(1,1)] que
s'interpreta com un camp electromagnétic no nul i

pot incloure un fluid no perfecte (Kramer et al.,
1980; pg.€7). Com veurem a continuaci®, si conside-
rem m{r) solament, es troba la métrica de Kerr—New-
man © métrica de Kerr carregada (Newman 2t al., 1965}.

2) ¢ #0, ¢31¢22 =012¢12 - Hi ha un vector propi isdtrop
corresponent a un dels valors propis i dos vectors
tipus espai corresponent a l'altre. Es el cas A3[ (1,1),

2] que correspon a radiaci® pura.

A partir del tensor de Ricci podem construir
el tensor d'impulsis energia (equacions d'Einstein, k=1).
1

__EI__ a
bR Ry

Ta

que resulta:

[ - n
=¢11 =34 =0 =tz -1z
Tab =2 0 _d’ 11 "'31\ 0 0
0 01 $11 =34 0
A 0 $12 0 $1r —-3A

§i considerem m funcid solament de r i demanem
que aguest tensor s'impulsif-energia sigui el d'un camp
electromagnétic, la traga ha de ser nul.la per tant A=0.
Amb aguestes condicions les ¢ab de (2. 1) resulten:



do0 =¢o1 =¢oz =%1z =¢2 =A=0

¢ =mr’({r’+a‘cos?p)"?

D'on trobem que les compenents en la tétrade del tensor
camp electromagnétic (1, 13 sb6n zero llevat de
_ = 2.2 2py-1.1E
¢ =+Ymri{r“ta‘cos b} e (2.3)
amb £ funcif real arbitrdria. Determinem £ mitjang¢ant
les equacions de Maxwell (1. 14 que en aquest cas es

redueixen a

Déy =20¢1 (2.4 ,2)
Ay =-2u¢, (2.4 ,b)
61 = 27¢, (2.4 ,c)
8¢, =-21¢, (2.4 ,4)

pe {2.4 ,a) 1 A=0 trobem:
__ef __2acosb
m = E+H i E,r_ ._._..Z....._...
De (2.4 ,b)

g, tak, g =0

De (2.4 ,c) obtenim la relaci8:

£, o
_asineﬁ,u—mgi 4 iE’B ._._2la§51n8
I finalment, de (2. 4,4):

_2iarsind

. g'L[J
a51n6§,u+-a-ﬁ_e.+jg'e= :

e m—

D'aguestes guatre darreres equacions €&s immediat veure

gue
_ h. __2arsin¥ .. 2acos@
£‘U-E'IJJ_0' Eta" Z‘_l Err_ - _z

Integrant, trobem:

T
= - tan ——+
E zarc Tcosh k

Tenint en compte gue

: Y
EiE _e*zlarCta“[acos ]+k _ {r+iacosd)? eik
) - =-dzrisgost)

i substituint a {2. 3) veiem finalment gque:

¢, =-—== 2{ [{r?~a’cos?8)cosk-2arcosfsink

V2l

+1i (r¥-afcos?g)sink+2arcosfcosk] }

A partir dels escalars $a podem escriure explicitament
el tensor de Maxwell Fyvs resultant al nostre cas

F _ =-4Re(¢;)1

v mnv]+4ilm(¢‘)mlumu]

O bé

F1n=£%§ [ sink2arcosd-cosk (r’-a’cos?0}1] =aszn38

Fa0 2 =Fag a = V2eftasind] cosk-2arcosd+sink (r2-a2cos?6)]

El camp &8s 1'associat amb la métrica de Kerr-Newman lle-
vat d'una rotacis de dualitat ja que hem considerat el
tensor 4'impulsif-energia.

Pot comparar-se aguest estudi amb 1'efectuat

per Martin 1 Mas (1970), destacant Ja manera simple com



s'ha obtingut la solucif de Kerr-Newman com un cas par~ ITI. SOLUCIONS ESTACTONARIES I AXISIMETRIQUES AMB FLUID PERFECTE
ticular de camp electromagnétic nc nul.

l. La métrica de Lewis-Papapetrou

' i 1 axisimetric 1

4.- Cas m=mir) 1 a=a(r,B) als termes 2mr/I Considerem l'element de linia genera

estacionari (metrica de Lewis-Papapetrou):

2 =-2F = EEH 2 2 (3.1)
En aquest cas s'ha fet una anadlisi paral.lela ds‘= Je dx dx + =— [87d¢" - (5-T)d¢dt + dt“)
. . N . S+T
a la del parAgraf anterior. Els finics coeficients de spin on VT . x = g+ iz, Considerem la tetrade nulla:
que resulten medificats respecte del cas anterior s6n p -
' 1 =235+ 72 (1, 0, 0, 8

¥ 1 v. Els escalars ¢ab s56n diferents perd la forma del
tensor de Ricel (2. 2) &g la mateixa. Aixf 1'anAlisi fe-
ta abans val igualment ara. Si ens cenyim a 1l'existéncia

=]
fi

eB/2ig v vy 203, 0, 0, -1)

d'un vector propi tipus temps cal que es verifiqui la re- e-F( 0, 1, 0, 0).
lacib ¢11¢2:=¢:; 4%, . Estudiant-la arribem a la conclusis

de gué només &5 certa si a &s constant retrobant el cas

A
1

Els coeficients de spin resulten ser

m{r) estudiat abans. No egspecifiquem detalls dels cal- ¢ =Asep=p=y=-e=0
culs donat que no s'aporta cap aspecte essencialment nou EFS; -EFTX
L ] . K = - v o=
a l'estudi ja efectuat. S+T S +T
5.~ Classificaci8 de Bel-Petrovicas m(r,0), a=constant) T =gtz 1 eFH§ @ 4B = - EPFX
2

De les projeccions del tensor de Weyl (2.1} i Q@ ~BY = — e (S - T)
de l'algoritme de d'Invernc i Russell-Clark (1.16} tro- 2(5 + T} x *
bem: : Resolent les equacions de Newman-Penrose trobem els

_ 2 —_— a3
I =31, J=-v; escalars de Ricci i de curvaturas
2 & 2 2,2 ¢1 = ¢. =0
K=-3wﬁw!¢2+2¢3 N=w3'2wz¢3¢u-2¢2¢u a e
e’f 2845%
das = - | s -+ Re(H_52) - ]
aixi en general les solucions amb m(r,8) s8n tipus II de 4T xx x X S+T
Bel-Petrov.
EZF ETXT;

81 busquem quines solucions s&n tipus D hem ' ¢, =" ST [ Tex * Re(H,T2) - SrT ]
d'exigir I, J#0 i x=N=0. La darrera condicié &s equiva- Re (S _T-)
lent a y;=0 obliga a m ser funcib solament de r (i per 24 = o¢F [F.= + 1 g - X X

xx XX

tant $,=0). Veiem aixf que 1'Gnica solucib tipus D és ' 4 {5 + 'I')2

precisament l'estudiada al pardgraf 3. 2F
6h - 2¢11 = - & {Hxi + HxH; }

¢ = - e [l H + 1 HS + HF + —————51
02 L KX 4 X

¥



I les projeccions del tensor de Weyl:

b= ¥ =0
1 |
e2F 25i
=== 5  + 2 - %
Y S+T( xx Txx * By 5+T }
EZF 2T2
g *=-=—(T +2FT_ +HT - —=)
‘ s+T XX ¥ X XX gup
ZF 5-T. - 55 T-
" _ . e [H - + 2F - + XX x X 4
2 6 XX XX 2
{s + 1)

Ara , 1 a partir de ¢ab' escrivim les components
del tensor de Ricci (1.10) resultant:

¢ ¢ =3A 4] Q

oo 11
¢ -3A % 0 0

R =2 bl 22
b
2 0 0 ¢ ¢ +34A
Q2 11
D 0 ¢ +3A G
1 o2

A continuacid construim el tensor 4¢'Einstein:

Gab = Rab - 12Anab
Obtenint:
-{¢$ +3A} ' 0 0
11 72
Gab = nachb = 2 Yo ESTRAL ° °
0 0 ¢ =34 p*
11 [ §
0 0 $ ¢ -3A
o2 1y

De cara a la identificacif ambh un tensor
d'impulsi&-energia tipus fluid perfecte, determinem
els valors propis de Gab. Hem de resoldre les
eguacions:

2 —
[2(¢11+ IAY +NT -~ 4¢nn¢?2 0
- -— 2 - * _'0
[2(¢1: n) A) 4¢a:¢uz

Trobant els quatre valors propis:

A o= -2(¢ + 3A) - 2/% ¢
11 90 22

A o= =20 + 308 + 2V ¢
11 oo 22 (3'2)

A= 20 - 3+ 2F 9

a2 012

A, =200 - 30 - 2§

De 1l'equacis de valors propis trobem facilment
els corresponents vectors propis. Es immediat veure que
les condicions generals per 2 l'exicsténcia d'un vector

propi tipus temps i tres vectors propis tipus espai sbn:

$ =10
b2

2¢ll - ¢UI‘I¢22

I els valors propis (1.2 ) esdevenen:

A,

-6(¢11+h]

Ao=3x =Xx = 2(¢4 - 3A)
2 3 “ 11

A través de les equacions d'Einstein podem
plantejar les equacions de camp en preskncia d'un fluid

perfecte (¢ = 1)



a) ¢ = 0

02

b) 2¢11 - ¢oo¢z: (3. 3)
c) 5(¢ll+ﬁl =p

d} 2{¢‘1— M) =p

. 2. Imposicit d'un tipus de Bel-Petrov

* Tipus D. .
Les condicions (1.16) es tradueixen en W¥; =y, =90
o bé *n¢~= Qw: - El primer cas s'anomena D(2} i el segon
D{2). Integrant les equacions del cas D{l)trobem:
(8-T} = £ (R)e (2F+H) s, T gt () o 2(2FHH)
(5+T)? (5+T)?

Es dir que a més de les equacions de camp (3.3} tindrem
aguestes dues ¢ondicions.

* Tipus 0,

En aquest cas ¢y =¢, =y, =0 i pot demostrar-se
que, en el cas que estem comsiderant d'un fluid perfec-
te, l'espai-temps necessariament ha de ser estdtic, aryi-

bant a trobar-se la métrica interior d'Schwarzschildusual
{(Collinson, 1976).

3.- Espal conformement pla

51 s'exigeix que 1l'espal tridimensional sigui
conformement pla hem de comparar

e2(k-u) 0
5. =q  -Joi%j _ 2 (k-u)
g 0 e
lJ l] gOD
0 0 wig 2U

amhb
1 0 0
954 =C{p,z) 0 1 ]
0o o p?

¢ factor de comformitat.
ip s L =(2F+H) _ 5+T
aixf cal que es verifiqui la condicil € =Txi%)?

4,- Equacif d'estat p =np

Suposar una eguacif d'estat de la forma p=np
restringeix les equacions de camp.
De (3.3 ,c i d) trobem

p+p =8y

. _ Cany _ L 2F
1 com gque p=2{¢,; -3A) =& {Hxi +HxHi]

s'haura de complir, amés de les eguacions de camp, gue

n+l 2F
$n =gn e (Hg +H HZ)

g.~ Construccif d'una solucid tipus D(1)

Si volem una solucid tipus D{l) de {1.16) cal
que

Vol =993 (3.4)

Per poder treballar aguesta relacif farem una nova rede-
finicisé de funcions.

Introduim

-20

B =We ., H=1luKW, C = ez(kFU},

1 A
W 2°B

I usarem les funcions a, B, C i H gue considerem funcions

de x i x. D'aguesta forma l'element de linia (3.1} es con-
verteix en

ds?=2cefldxax+e! B(1-a?)d?¢-2adedt +%- ac?]



LA relacid (3.4) &s molt complicada, per poder
trobar alguna solucis fem les hipotesis segllents:
B = constant i as = fix) C

And aquestes hipotesis i integrant les equacions
(3.3} podem obtenir la solucif amb equacidé d'estat
p = p donada per:

a=m(x) +m(x}

c=aim' (x)m’ (x) a=constant
real

H=ti[m{x)-m(x)])+p B=constant
real

IV.- EL METODE DEL SCATTERING INVERS: OBRTENCTG I ESTUDI
DE SOLUCIONS ESTACIONARTES T AXTSTMRTRIQUES A LES
EQUACIONS D'EINSTEIN

1.- Solucions solitdniques

El métode del scattering invers o de la trans-
formada espectral inversa s'ha utilitzat per trobar so-

lucions tipus soliténic dine dominis molt diferents de
la Fisica.

El primer trehball sobre aguest tipus de solu-
clons fou presentat pel Fisic anglés J. Scott a “"Reports
of the British Association for the Advancement of Scien-
ce™ al 1845, fent referéncia a una observacif que 1'autor
efectud a 1'agost de 1834, de la propagacis en un canal
del qué ell anomenava “ona de transllaci6" i més endavant
"ona solitdria” indicant que aguest objecte representa-
ria un tipus general de solucions requlars estables 1 no
dissipatives de la hidrodinAmica. La poldmica que gene-
rd aguest article va durar fins l'any 1835 en qué Korte-
weg i de Vries donaren el gquéd ara s'anomena scluci8 =o-
liténica de 1'equacid hidrodindmica no lineal,

Fora de la hidrodindAmica han anat apareguent,
al llarg dels anys, articles que fan referéncia a solu—
cions solitdniques de diferents equacions no lineals, d°
aplicaci6 en camps molt variats (destaquem d'entre elles
1l'equaci6§ de sine-Gordon). L'any 1978, Belinskil 1 Zak—
harov presentaren una manera d'obtenir noves solucions
a les equacions d'Einstein gue es fonamenta en la técni-

ca del scattering invers.

Aquesta técnica pot utilitzar-se per resoldre
les equacions no lineals d'Einstein al buit si l'espai
temps admet dos camps de vectors de Killing que commutin.
Aquesta exigéncia deixa encara una ampla gamma de pos-—
sibilitats. Destaguem en primer lloc els camps estacio-
naris i axisimétrics, alguns aspectes dels quals es dis-
cuteixen en agquesta memdria; i a més les métrigues 4'

Einstein-Rosen i les métriques cosmoldgiques {i genera-—
litzacions) amb tipus de Bianchi I a VII«

Centant-nos en 1'aplicacis de la técnica solitd -
nica a la generaci8 de solucions estaciondries i axisimé -
trigues a partir d'una conequda direm que les solucions

2-solitdniques obtingudes a partir de la métrica de Min-

kowski han estat estudiades per Belinskil! i Zakharov (1980)

Les solucions 2n solitdniques han estat es-
tudiades per Alekseev I Belinskii {1g81) i la métrica
que s'obté s'interpreta en el 1Imit estdtic (goy =0}
com una cadena de forats negres de Schwazschild situats
a l'eix de simetria i units per segments singulars. En
el cas estacionari (g,;#0) s'obt& una superposicid no
lineal de métriques de kerr-NuUT i poden posarse condi-
cions en els paArdmetres de tal manera gue l'eix z sigui
regular entre les particules de Kerr-NUT, resultant com-
pensada l'atraccif gravitatéria per la repulsib rotatd-
ria (en una gituacif d'inestabilitat). Si considerem
la superposicif de n métriques de Kerr amb maxses iguals
i el mateix moment angular i hom fa gue s'aproximin fins



goincidir, s'obt€ una solucit de la classe de Tomimatsu-
Sato amb 8§ =n . (Tomimatsu, 1980; Tomimatsu & Sato, 1981).

El cas més simple de solucions 2n+l soliténi-
ques que s'obtenen a partir d'una métrica no fisica re-
lacionada amb la métrica de Kasner (que conté& 1‘eucli-
diana) ha estat publicat per Verdaguer (1982}.

El seu estudi &s presentat en aguesta memd-—
ria als paragrafs 1 i 2, Trobem que la famflia de sclu-
cions obtinguda depen de dos paridmetres. Un d'ells, g,
es relaciona amb la métrica llavor i es responsable de
la forga del camp (g=0 d5na Minkowski). Es interessant
destacar gue la métrica de Minkowski ha estat, d'aques-
ta manera, generada pel métode del scattering invers a
partir d4'una llavor no ffsica. L'altre parimetre, D,
estd lligat amb la rotacié del camp, alesheres quan
D += les métriques esdevenen estdtigues. Per classifi-
car les solucions hem utilitzat el formulisme de tétra-
des nul.les (Capitel I ), Alguns casos interessants sén
el membre g =-1/2 que correspon al tipus I de Bel-Petrov
amb up limit de "rotaci$ extrema" que pertany a la clas~
se de Van Strockum I &s tipus II;.el membre g =0 gue &s
l'espai minkowskid i el membre g =1 que &s una métrica
tipus D en el 1fmit estdtic i pot comparar~se amb la

golucib de Schwarzchild en algunes régions de l'espai
temps.

1.~ Cclassificacit v propietats de les sclucions l-gso0li-
tédniques obtingudes d'una métrica no fisica tipus

Kasner

com hem vist al pardgraf anterior per a la ge-
neracié de solucions estaciondries I axisimétrigues de
les equacions d'Einstein al buit amb }a técnica solitd-
nica, cal una métrica llavor.Si prenem com llavor la mé-

trica no fisica

as? =p23° /2 (ap24a22) +p "2 ap 240 o aet

gque es redueix a la solucif de Kasner gcosmolégica mitjan-
cant una transformacié complexa de coordenades, la solu-
cisé l-soliténica que s'obtf& &s la famflia biparamétrica

2q?
=C|:' Ch (qw+D} {d°2+d22} +

Ypi+zs

ds?

L -pltag Y 4 pjaed- (4.1 )
+W[ p Sh{w+2+0)

- o1 %9sn(~qy +¥ -D)agp?-20ch Yasans

amb

eV =[E]2 , t=-z+/pi+z?Z i q,D dos pardmetres
m
arbitraris (Verdaguer, 1982).

Per classificar les solucions compararem (4.1 )
amb (3.1 ) i utilitzarem les eguacions del §3.% que ens do-
nen les projeccions del tensor de Weyl en la tatrade

A partir 4'aquf i griacies a l'algoritme de Rusell-
Clark (1.16) &s possible trobar el tipus de Bel-Petrov.
Els cdlculs poden trobar-se a l'apéndix. En general les
solucions {4.1 } s6n del tipus I del Bel-Petrov. Desta-



quem els casos segllents:

* g=0. En aquest cas tots els escalars ¢ s6n zero.
L'espai-temps &s pla. Podem trobar la transformacif que
ens mostra explicitament que é&s l'espal de Minkowski.

Quan q=0, (4.29} queda:

CChb
pi+z

2 . 2 2 o )
ds (dp?+dz?) + &hD [ oSh[E-&D]dt’-

- pSh [-é“l - D] d¢2-2pch Lagat)

fent una rotacié al pla t¢ d'angle 6 =-3 arcotg(ShD) po-
dem escriure aquesta matrica com:

ds? = ,——-,1 . (Ap?+dz?) + (24/p7%2T)d¢ 2~ (z+/pTe2T) dL?
pctz

la qual reconeixem directament com plana (Kramer & al.
1980) o b& fent ara el canvi de coordenades:

R=[ (z224p?)¥2, 3] 112

z =Ch{t+] (224p2)V2_5)1/2}

T =Sh{t.[ (z’-l-p’).'/’-z]"’"]
reduim a la métrica de Minkowski en cilindriques,

ds?® =dR?+dz2+R2d¢2-a7?

Veiem, doncs com la técnica del scattering in-
VET'S genara la métrica de Minkowski & partir d'una lla-

VOr no fisica que pot ser dedulda de la métrica de Kas-
her “isotrépica" (q=0). En aquest cas coneixem leg solu-
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cions 2n+l1 soliténiques per a un n general ja gue una
solucid 2n+l soliténica pot interpretar-se com la 2n
solitdnica generada a partir de la 1 solitdnica, 1 com
s'ha dit al §2 s&n conegudes les solucions 2n soliténi-
ques generades a partir de Minkowski.

g70. Limit D=0 o de *"rotacif extrema", La raf &'
aguest nom la veurem en el seglient parAgraf.

Quan gq=-1/2, la métrica llavor &s la métrica
euclidiana. La solucidé pren la forma

ds? =Co¥? (dp?+dz?) -2pdtdg+2zpde?

i &s un membre de la classe de van Stockum {(Van Stockum
1573) amb tipus II de Bel-Petrov.

Limit D»= o "estdtic". En aguest 1imit els es-

calars ¢ prenen una forma particularment simple:

-2q2-1 ¢”9¥
[
ch ¥

bo=vi=-g p -2+Sh2¥-3q5h Ycn 92i+

+2q*ch?y+ 3i[sh $-qen %]

A partir de la classificacif de Bel-Petrov per
a métriques tipus Lewis-Papapetrou §3 veiem que, en gene-
ral, per a un valor arbitrari de g, les métrigues son ti-
pus T, i a part del cas g=0 en gue tenim 1'espai pla, so-
lament podria haver-hi un cas tipus D{1), quan Yo,y #0
i Yoy =9y} aquesta darrera eguacif s'escriu:

{2g?+1) |2 ?
1+qch $sn %-—‘13— ch? f' =Sh‘§-[5h¥- -th%]

1 t€ per solucid q =:],

En concret per a g=1 (el cas g=-1 es eguivalent,

15



només cal fer el canvi tg)} la solucib tipus D pren la
forma:

-

v/2
dgz -__B_ pae"' (dpaq.dzz}.'.e d¢3_piew/2dt3
/pivel P 4.2 )

Per estudiar aguesta métrica considerarem els seus es-
calars de curvatura.

L'finic escalar de curvatura no nul és:

=3P
I=12wi-§e_=_._———3 (4.3}

B2 pﬁ Biuﬁ

El significat del qual pot entendre's millor si emprem
coordenades esferoidals:

p =U(x2_l)1/2 {1_02]!/2
(4.4}

zZ =Jgxy ¢ =consgtant

Que podem relacionar amb les coordenades de Boyer-Lind-
~quist (r,8) mitjangant

ox =xr-m
Yy =cosé
L'escalar de curvatura {(4.3) en el limit de r gran s'

escriu;
I =

3
B2 r° (1-cose)® (4.5)

Que podem comparar amb l'invariant 4'Schwarzschlid
Buggerint-nos una interpretacié ffsica per a la constant
B. L'escalar de curvatura (4.5 ) es singular per & =0,
per tant la solucid (4.2 ) no &s asimptoticament plana.
Seria interessant estudiar si existeix una solucib as-

-~

simptoticament plana gue pogués ser aproximada per la
(4.2 ) en determinades regions de l'espai-temps d'una
manera similar, com aixéd &s peossible per a les métri-
ques de Kinnersley-Kelly (1974) tipus "Kerr extrem®.
Observem que en general els escalars de curvatura es

“4agi-
comporten en termes de ¥ com r 4q”-2 aleshores per a g
grans el camp s'anul.la rapidament. El sentit de g gue-

da, deoncs, clar. .

2.~ La formulacit d'Ernst. Obtencif de solucions rela-

cionades assimptoticament planes

El métode gue introduf F.J. Erxrnst (Ernst, 1968)
redueix les equacions d'Einstein per al cas estacionari
i axisimétric a un sistema egquivalent més simple d'egua-
cions diferencials que resulta itil en la recerca de no-
ves solucions i de cara una interpretacié fisgica. Prime-
rament exposarem breument aguesta formulacif i després
l'apl%carem al nostre cas de solucions l-solitdnigques
{4.1).

Podem escriure l'element de linia general es-

tacionari i axisimétric com:
ds? =F {eZk{dp’+dz=}+p=d¢2]JF{dt+Ad¢}’
El potencial d'Ernst &e una funcié complexa
e=F+iw

en termes del qual les equacions d'Einstein al buit s’

escriuens;

(e+e*)Vig = 2Ve-VE (4.6 ,a)

(E+E*)k,g==/foe,£ets (4.%. bl
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(e+c*)n,£ =2p(c-e*),E (4.6 .c)

on ¥ =(3,,8z}, V¥ =3f+plap+a; 1 _/535 =3,-13z .

Es millor introduir un altre potencial

=
m

llavors quan usem coordenadés esfercidals (4.4 ) 1l'equa-
cif (4. 6.a) queda:
- 2_ - —
(EE*-1) {1 (x 1}€pxl:x‘+[(l Y }E'yl'y} =
_ 2 2 —u? 2
_25*[ {x l}Erx"'(l Y ]Elyl (4oB}

Aquesta darrera equacid t& una manifesta gimetria en x
1 y que es pot aprofitar per a l'obtenci® de noves solu-
cions (p.e. Tomimatsu & Sato, 1972).

Per a la nostra solucié (4, 1) calculem en pri-
mer lloc el potencial d'Ernst ¢ =F+iw. Identificant di-
rectament a la métrica trobem:

029 gh ((q+1/2) p+D)

Ch (gy+D)

F=

Per trobar w cal integrar (4. 6.c), i ho farem introduint
cocrdenades r i 8, pe=rsing i 2z =rcosf convertint agues-—
ta equaci§ en

dw __ F?* 3p dw _ F? A
%8 " " =ind ar 9r rZsine 58 (4.9)

De la métyrica deduim:

r2q -1l-2g
= ging -y _l+cosh
R = SR{{g+i/zigeDy oMb e " =30

38

Substituint g%—i %é- a (4. 9) i integrant trobem final-
ment
w =_r1+2qsin2qe qu-'p!+z=

CR{qy+D)  Ch{qy+D)

Aixf el potencial d'Ernst per a la famflia (4.1 ) &s;

pl+2q 1 i rﬂ;—[} 4.10
£ ‘W{Sh[ {g+ i]"\l""D] '5 gtz (4. )

En el limit estatic (b+=} el potencial d'Ernst
(4.10) es redueix a la famflia de Weyl (no plana) seglent:

€ =uozq {4.11)

Oue pot obtenir-se "combinant" les solucions planes € =)
i e=p (Kramer et al,, 1980},

Aixf{ }la solucif l-soliténica (4.1 ) es pot in-
terpretar com la generalitzacif estaciondria de la fami-
lia estdtica de Weyl (4. 1)),

Quan g =-1/2 el potencial d'Ernst &s particu-
larment interessant. En termes de les coordenades esfe-
roidals {4.4) i en €l limit de x gran es redueix a

£ =fi£i£-_il. (4. 13
YHY Yty

On hem introduit y =CothD i n =/yI-1, Aquest potencial
1fmit també &s solucif de l'eguacis A'Ernst. (Per veu-
re-ho, es convenient introduir el potencial £ definit
a 4,7 i substituinta l'equacis 4, B . Aprofitant la
simetria de 1l'equaci$ 4. 8 en les coordenades x 1 y po-
dem construir la nova solucié

=1 -—-—-—_—x =1 -n (4013)
Y+x
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gue ens suggereix la solucib estatica segtient

. ._.._..._“L"x’;ix‘ {4.14)

MEs exactament, aquest darrer potencial correspon a una.

soluci® electrostdtica gue s'obtE& de la solucib del buit

=Jx5—1 +n1‘1x

£ Jx (4.15)
mitjangant una transfofmaci& d'invaridncia finita del
tipus e' =c-2B¢-8B8, ¢' =¢+8 amb B =¢/n/7, ¥ >1 (Kramer
et al., 1980 §30.3).

Es interessant de constatar que les solucions
(4.14} i (4.15) 86n assimptoticament planes i que a més,
gquan y =1 contenen la métrica de Zipoy-Voorhees

8
x-1
E -[ETT (4.16)

amb pardmetre de deformacib § =1/2,

Vogrhees (1970} dond una interpretaci8 fisica
a la famflia (4.16) relacionant-la amb el membre § =1
gque & la métrica de Schwarzschild. Quan fem servir
coordenades {(r,8} i prenem u =m, agquestes coordenades
poden considerar-se esférigues i (4.1%6) d6na el camp
d'una partfcula de massa m. En general amb coordenades
"adaptades a la font" fent o =%v,si es desenvolupa ¢
en termes de (r,8) per a r gran i es compara amb les
coordenades dfSchwarzschild (o =m) les solucions (4.16)
poden interpretar-se com camps exteriors de barres (si
§ <1) de massa m. Per a 6 =1/2 la barra t& longitud 4m.

Per a x gran i y finit podem desenvolupar
(4.15) :
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e =1l+ey ' -{l+EY l)y%-l- {1+eYy ’Jy’-% ;{-]-'r+...

Que es pot reduir a la forma usual.
E=1l -%§v+(polinomi en cose);%-+...

mitjangant una transformacié d'Ehlers lligada al para-
metre Y (Cosgrove, 19B80).

D'aguesta manera la solucib {4.15%, almenys
assimptoticament, pot interpretar-se com l1a transfor-
mada de la métrica de Zipoy-Voorhees amb § =1/2, mit-
jangant una transformaci® &'Ehlers lligada a vy, d'una
manera similar a un dels resultats obtinguts per Ver-
daguer (1982). La relaci& entre les solucions (4.12)
gque no sbn asimptoticament planes i les asimptotica-
ment planes deduides d'elles pot ser similar a la que
hi ha entre les solucions tipus “"Kerr extrem” de Kin-
nersley & Kelly (1974) amb les de Tomimatsu & Sato
(1972}, representant les primeres una regif a les pro-
ximitats de 1l'ergosfera de les darreres. Al nostre cas
lessolucions l-soliténiques descriurien alguna reqgilt
exterior a les barres (almenys en el limit y =1).

Finalment, comentar gue les solucions (4.12)
i {4.13) es relacionen amh les trobades per Verdaguer
(1982) mitjangant una transformaciS d'invaridncia fi-
nita £' =¢+ik amb k =n14 i gque per a un valor de q ge-

neral la relacit de (4.10} amb solucions asimptoticament

planes no &s tan evident ja que el potencial 4'Ernst,
asimptoticament, dependrd de les dues coordenades &5-
feroidals 1 hom haura de verificar =i es té una solu-
¢i6 abans de fer el canvi x +y. De totes maneres hem de
recordar que el potencial d'Ernét no té un sentit in-
trinsec, es dir, gque s'haurien d'estudiar d'una manera
completa totes les solucions gue s'obtingessin amb els
métodes esmentats.
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