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INTRODUCCIO

Dins de les teories de la gravitacid, la més
amplament acceptada i gue fins ara ha superat totes les
proves ekperimentals, és la Teoria de la Relativitat Ge-
neral d'Einstein. En ella l'espai i el temps venen repre-
sentats per una varietat riemanniana guadridimensioconal i
les equacions de camp constitueixen un sistema no lineal

en derivades parcials que s'escriu habitualment:

Ry -%—Rguv =KT,,,

La integracid d'aquestes equacions &s sens dubte, un dels
problemes més complexos dins de la fisica tedrica i fins
ara no ha tingut cap resposta definitiva ni s'ha trobat
una metodelogia general per resoldre'l., Malgrat aixd el
nombre de solucions exactes conegudes &s enorme -tenint
en compte la dificultat del problema- i continuament s'
aporten noves solucions (s'escriuen un promig de cent ar-
ticles a l'any sobre el tema). Tot i agquesta abunddncia
de material pogues de les solucions conegudes responen a
un problema fisic real. Pensem que problemes en aparenga
no massa complicats com el de dos cossos, el del camp gra-
vitatori generat per un estel en rotacidé constant o el de
la radiacid gravitatdria d'un objecte finit no estan re-
s0lts encara, 1 que les iniques solucions "realistes" co-
negudes sb6n les d'Schwarzschild (1916) i Kerr (1963} que
poden representar l'estat final del col.lapse d'un estel.
Amb tot l'estudi de solucions sense un sentit fisic mas-
sa clar ha peortat a un coneixement millor de l'estructu-
ra de les equacions d'Einstein ia un descobriment de mé-
todes de generacid de solucions que més endevant han es-
tat (itils per l'estudi de solucions fisiques. Moltes de



les técniques que emprem ara han estat fruit d'aquests
estudis I eren desconegudes pels primers relativistes.
Només cal citar, per exemple, l'fis de grups de moviments,
la formulacid per tétrades nul.les, les tkcniques espi-
norials o el mdtode del scattering invers. Ara bé&, no
tot estd en el mdtode d'estudi o les ticniques usades ja
que només simplifiquen el problema en determinades cir-
cumstincies i normalment no sén gaire fitils si abans no
s'ha fet unes hipotesis sobre la mdtrica i/o el tensor
d'impulsif-energia. En efecte, una métrica qualsevol pot
ser solucid de les equacions d'Einstein donat que no hi
hagi restriccions sobre el tensor d'impulsiS-enrgia;
només cal prendre l'equacid de camp com definicié del
tensor Tuv' Per aixd de cara a la recerca de solucions
interessants &s convenient restringir aquest tensor d'al-
guna manera; imposant condicions de simetria a la métri-
ca, imposant un tipus de Bel-Petrov, donant una equacid
d'estat per a la materia, tenint en compte determinades

condicions de contorn, etc...

La memdria que es presenta &s una aportaci8 a
la generacid i estudi de solucions exactes estacionaries
i axisimdtriques a les equacions d'Einstein, amb tensors

d'impulsid-energia que admeten una interpretacid fisica.

Hem dividit el treball en quatre parts. La pri-
mera &s dedicada al desenvolupament d'una eina gue hem usat
repetidament en les altres parts, que és el formulisme de
Newman-Penrose o formulacif per tétrades nulles. La notacid
&g la més comuna dins de la literatura, la signatura que
fem servir és (~ + + + ), per aixd s'han canviat definicions
de l'article original de Newman-Penrose per adaptar-nos a
aquesta signatura que &s la més utilitzada ara. Ens
hem extds en algunes consideracions geométriques per poder

mostrar el sentit d'alguns objectes de la formulacid



com els coeficients de spin. També s'estudia 1l'estructu-

ra de les equacions de camp i la seva completesa.

El capitol segon se centra en l'estudi de pos-
sibles solucions interiors a la métrica de Kerr. Bdsica-
ment es tracta de fer variar les constants de la métrica
en dues coordenades espacials (r i 6) 1 a través de les
equacions d'Einstein trobar els tensors d'impulsib-ener-
gia 1 estudiar-los. Veiem que hi ha dos casos amb parti-
cular interés fisic: un cas de camp electromagnétic no
nul gue en general pot incloure un fluid no perfecte i
en la seva expressif més simple porta a la métrica de

Kerr carregada (Kerr-Newman) i un cas de radiacif pura.

En el tercer capitol, i a partir de l'element
de linia general de Lewis-Papapetrou es plantegen les
equacions de camp per al cas d'un fluid perfecte i s'ana-
litzen les diferents restriccions que porta 1l'imposar el
tipus D de Bel-Petrov a l'espai-temps, una equacid d'es-
tat simple i d'altres hipotesis. S'obté una solucié ti-
pus D{1).

Finalment, en el darrer capitol i després 4a°
una breu explicacid del métode del scattering invers,
es presenta i s'estudia una familia biparamétrica de so-
lucions estacionaries i axisimétriques del buit obtingu-
da mitjangant una transformacid l-sgolitdnica d'una mé-
trica no fisica relacionada amb la métrica de Kasner. De
l'estudi i clasificaci6 es veu que un dels parametres
pot relacionar-se amb la "forga" del camp i l'altre amb
la rotacid. A més de veure que dins la famflia hi ha con-
tinguda la métrica plana s'han trobat solucions tipus I
i D. 5'ha calculat el potencial d'Ernst i a partir d'ell
s'estudia la relacid amb solucions asimptoticament pla

nes.




I. FORMULACIG PER TETRADES. EL FORMULISME DE NEWMAN-
PENROSE O DE SISTEMES DE REFERENCIA NULS

1.- EL FORMULISME DE TETRADES

L'Gs de la formulacif per tétrades en relacib
a la Teoria de la Relativitat neix amb la propia teoria,
amb tot l'objectiu que hom pretenia amb aquesta formu-
lacié ha anat variant. Sobre els anys trenta, precedia
la teoria d'espinors per a la formulacidé de la invarian-
cia relativista de les equacions d'ona (en especial 1'
equacié de Dirac)*. Més endavant 1l'interé&s se centrd en
la teoria d'espinors, perd a partir de l'any 1957 amb
1'article de Pirani (1957) sobre la radiacif gravitatd-
ria retornd l'aplicaci8 de la formulacid per tétrades
a aquests problemes. Newman al 1961 usd una tétrade
nul.la de cara a un nou plantejament de la classifica-
cié de Petrov. L'any 1962 marca una fita en aquesta his-
tdria en sortir l'article de Newman i Penrose Oon es re-
laciona la formulacid per tétrades nul.les amb el cdl-
cul d'espinors en relacié al problema de la radiacid
gravitatéria plantejant les anomenades equacions de New-
man-Penrose. Aquesta manera de presentar les equacions
de camp, ha resultat especialment Gtil en 1l'estudi de
métriques algebraicament especials i en concret per en-
tendre millor la métrica de Kerr. La formulacid per té-
trades nul.les ha permés tamb& la construccid de noves
solucions exactes i darrerament ha facilitat el cdlcul
algebraic per ordinador dels tensors de curvatura i de

Weyl i dels invariants, portant el camp de les solucions

*) Pot trobar-se bibliografia sobre l'época a Bade &
Jehle (1953).




exactes a un altre nivell (p.e. Campbell & Wainwright,
1977; Wainwright, 1980). En les pdgines gue segueixen

es fa una presentacif de la formulacif per tétrades de
la Relativitat General adaptada a la signatura emprada
al llarg d'aquesta memdria.

1.1.- La representaci per tétrades

D'acord amb la formulacié cldssica * conside-
rarem a cada punt de l'espai-temps una base de quatre

vectors contravariants:

el a=1,2,3,4 (1.1)
Distinguim els Index de tétrade amb l'alfabet llati a,
b, ¢,... (minGscules, primera part) i els tensorials
amb l'alfabet grec u, v, p,...

Associat amb (1.1} tenim els vectors covariants

_ v
eau-—gm}ea (1.2}

Definim també eﬁ com la matriu inversa de la eg, on 1
index de tétrade indica la fila i el tensorial la colum-
na. Aixi:

b b . !
u a

=§ i e
a

a_ .\
e =8} (1.3)

*) Per exemple, Eisenhart (1925), Cartan (1951) i Chan-
drasekhar (1979). Aquesta seccib estd basada parcial-

ment en el darrer dels treballs citats.




També es pren:
M = =
e e] n ! = Cctant (1.4)

On nab €s una matriu simétrica constant amb signatura
(=+++}. En la formulacié cldssica es prenia n p, diago-

. . . a -+
nal i minkowskiana, formant aleshores els vectors e(a)

una base ortonormal, perd en principi -i de cara a la

formulacid per tétrades nul.les- no fem cap altra hipd-

tesi. Sigui finalment nab la matriu inversa de la Nap*
ab _ca
Mo =3 (1.5)
En consequéncia:
e =ele e =e
Nab u a bxTy bu
{(1.6)
nabe =eb
ay u
I
a _ Aa _ Ao
eauev “gukeaev _gulév'_guv (1.7)
Donat un tensor el podem projectar en la tétrade:
_ MM a_ a,M_ au
Aa'_eauA eaAu A euA e A11
(1.8)
W_ _Hpa _ _au
A eaA =e Aa
I en general
= alaV —H
Tab'_eaebTuv eaTub
(1.9)
a a b

a
Tuv Cutav 1y



1.2.- Derivades direccionals. Coeficients de rotacid

de Ricci

, -+ .
Els vectors contravariants ea considerats

com vectors tangents, defineixen les derivades direc-

cionals.
> U d
ea-—ea §§ﬁ (1.10)
Escrivint:
_oM 3¢ _ W
¢ra-ea §§E"ea¢'u (1.11)
Si ¢ &s una funcid escalar. En general
Aa,b eb XU Aa eb Xy ea Av
(1.12)
— oM eV A
= eb[ eaAv , u+Alea, li]
i com
_ A A A A u
Au;v'_Au,v uvAA Carv _ea,v+ruv
_ v, A v
Aa,b'hAu;veaeb+ea;vAleb (1.13)
_ VPRY c
_Au;veaeb+YcabA
On hem definit:
- M v
Yeab 'eceau;veb (1.14)

que sbn escalars anomenats coeficients de rotacib de la
tétrade o de Ricci (Levi-Civitd, 1917). Observem que en
el cas de qué tinguéssim una base coordenable, serien
els simbols de Christoffel.




Podem escriure equivalentment

S oP (1.15)

€ausv - Yeab eu Y

ay;

Tamb& podem escriure a partir de

_ H —
nab;k _[eau eb];A =0 (1.186)

que

+e e]'1 =0

u
€ b au "b;A

au; A €

multiplicant per ek

(c})
A u |V
e, eap;l eb-+eC eau eb;l = ()
(1.17)
Ybac +Yabc =0

0 sigul s6n antisimétrics en el primer parell d'indexs.

En particular

v =0 (1.18)

Aix? hi ha 6x4 =24 coeficients de rotacid in-
dependents, que tanmateix no son arbitraris perqué es-
tan subjectes a les condicions d'integrabilitat de les

equacions {1.15) que s&én de la forma:

= g
Capsva " Causiv - Cac Ruva (1.19)

De cara a donar una interpretacid geométrica

als coeficients de rotacid considerem un punt P, de la

U

n Jue passi

varietat i una corba C; de la congrueéncia e

per Py. Al llarg de Cp tenim:




v
Vv _ 38X
€0 =55 (1.20)

=

Indiquem per eaB l'angle en un punt P de Cp entre el

H H
vector ea b

respecte d'un desplagament de Py a P al llarg de Cn

aP iel vector e, a P paral.lel al eg a Py

aixi
—=H
coseaE ey eap
. .V = P
Per hipotesi e ebu;v =0 i conseglientment
3 __=H V_ =i v d f
dsp c0s8,5 =% Cau:v “m "% ®m Yaaf €y Sy
(1.21)
U __u .
A Py ey =€ aixi
=2 coss_ . =y (1.22)
Bsm ab abm '
Aixi veilem que Yabmdsm €s igqual (fora de termes d'ordre
superior) a menys la diferé&ncia del cosinus de 1'angle
entre els vectors eg i eg a Pg i el cosinus de l'angle

i

del vector e, 2 P i el vector a P paral.lel a e’ de P,

b
(respecte de Cm).

Yabmdsm és la cim—

de la rotacid del vector ea

Quan l'espai é&s euclidid,

u

ponent en la direccid ey

quan passem de P, a P,

Per aixd parlem en general de Yapm COM coe-
ficients de rotacid de la tétrade (Levi-Civitd, 1917).

Observem a mé&s de (1.15}) que:

u _ c
e, eak;“ =Y e (1.23)

Resulta que el membre de la dreta &s zero si i solament

u

si les corbes e de la congruéncia s6n geodésiques, ja
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qgue llavors:

dxLl
ds
a

dx

dsa

;. =0 1.24
" ( )

1.3.- Derivada intrinseca

pPodem escriure l'equacid (1.15) com

H '\)= _nm
eaAu;veb Aa/b N YnabAm (1.25)

La quantitat de la dreta s'anomena "derivada intrinseca"

. . . . .
de Aa en la direcci8 b i s'escriu Aa/b‘ Aleshores:
- HogV

A e, e (1.26)

Es pot estendre la nocié de derivada intrinseca. Si

R &s tensor de quart ordre:
uvpo
_ U v p o A
Rabcd/f Ruvpo;leaebecedef (1.27)
Desenvolupant:
- U v _p oy, _A
Rabeda/f ~ [ Ruvoo®a®pse®al 728t (1.28)
Analogament a (1.25) trobem:
R =R - n" R . .+ R
abecd/£ abecd, £ Mt Yhaf mbed™ 'nbf amed
] (1.29)

+Ynchabmd'+Ymdeabcm

Observem tamb& que l'evaluacid dels coeficients de ro-

tacid no necessita del cilcul de derivades covariants
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(ni dels simbols de Christoffel}.

Definint:

U V__V_H
A [ee earc] (1.30)

abc =ebu,v ac

I reescrivint-ho

HeV (1.31)

Aabc =[ebu,v_ebv,u]ea c

Podem canviar les derivades ordindries per les covariants

i escriure:

A =y (1.32)

abc -y

abc cha

T finalment:

[labc +>Lcab -kbca] (1.33)

N =

Yabc =

1.4.- Relacions de commutacid i constants d'estructura

El commutador

> >
[e, &) (1.34)
juga un paper important, com veurem més endavant, Essent
un vector tangent també&, podem desenvolupar-l1o en termes
de la base e_:
a
c

> > -
[ea,eb] _Cab ec (1.35)

. c
on els coeficients Cab s'anomenen constants d'estructu-
ra i poden expresar-se en termes dels coeficients de

rotacid:
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MoV 1, —eMeVE; -
[ea!eb]f"‘e [e})fr\)]lL1 eb[eafr\)};\'u
= u Uo a— u .Uo =
_[eaeb’u ebea’u]f’v
(1.36)

o[ eV AY —

=0 Ypat¥apl fry

_1 _.C c v

=1 Yba+Yab]ecf'\)
Comparant amb {1.35)

c _.c _.¢c

1.5.- Identitats de Ricci i de Bianchi

Projectant la identitat de Ricci (1.19) en

una tétrade tenim

- UV A_C _r_ £ g,.
Rabcd'_RuvAUeaebeced { [Yafgevel]'c
£ g,. v_A G
+[Yafgeveol'k}xebeced
d'on
R o = Vabe. a Vand. o Vanel Tog = Vo]
abcd abc,d 'abd,c 'abf 'cd dc
£ f (1.38)

*Yafc¥ba " Yafd be

Degut a l'antisimetria dels coeficients de rotacié en
els seus primers dos index 1 a l'antisimetria manifes-
ta de l'operacid amb la gual sén construides les com-
ponents en la tétrade del tensor de Riemann, hi ha 36

equacions contingudes a (1.38) .
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La identitat de Bianchi é&s:
Ruv[.po‘:A] (1.39)

1 expressada en termes de les derivades intrinseques:

= = T - nim
0 =R.pica/f] “rcari®abed, £ =" | YnafRubed

(1.40)

+anfRamcd'+Ynchabmd'+Yndeabcm]

1.6.- Les equacions de camp en el formulisme de tétrades

Enumerem primer les variables de camp que s'
usen en aquest formulisme: El primer conjunt de varia-
bles sbn les 16 components e%a) de la tétrade. El1 se-
gon conjunt s6n els coeficients de rotacid (que equiva-
len a 24 escalars reals) i el darrer conjunt de varia-
bles de camp sén les components en la tétrade del ten-

sor de Riemann, equivalents en el cas general a

R '
abed
20 escalars reals. De fet solament 10 d'aquests esca-
lars {(les components del tensor de Weyl) sbn estricta-
ment variables de camp, els altres 10 escalars corres-
ponen al tensor de Ricci 1 a l'escalar R que s'han de
relacionar amb el tensor d'impulsib-energia Tuv d'acord
anmb les equacions d'Einstein per al camp gravitatori:

1
RU\) '—??- gl.lVR _kTLlV

En el cas del buit aquests 10 escalars sén 0.

Les equacions de camp estan constituides per
tres conjunts diferents. El primer conjunt &s 1l'equacid
de definicib dels coeficients de rotacid (1.14)

__u v
Yeab =~ %a Fau;v b
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Cal assenyalar, tanmateix, que aguestes equacions sim-

oL
1

a Yabe

cions diferencials de primer ordre no lineals per a les

plement connecten les variables e éssent equa-

eg . El segon conjunt d'equacions ve donat per (1.19).

e -e =g R0
ap:va ap;Aav ac T HVA

que &s una equacif que relaciona les variables R

i eu
a

abcd’

Yabe mitjangant una equacié diferencial de primer

ordre per les Yape*
El darrer conjunt d'equacions de camp sén
les identitats de Bianchi en la seva versid projecta-
da a la tétrade (1.40). Segons aquesta versid no es
tracta simplement d'una identitat siné d'una equacid
gue connecta novament les variables Ra i e

bed a
¢ant una equacié diferencial de primer ordre en les va-

mitjan-

riables R Discutim en detall aquests tres conjunts

abed”’
d'equacions. La primera equacid conté& els simbols de

Christoffel, ja gue:

A
e =e -T e
au;v ap,v v aa

Els simbols de Christoffel sfn lineals en les primeres
derivades de gku i a causa de (1.7) lineals en les pri-

meres derivades de e Introduint els simbols de Chris-

ar
toffel a (1.14) trobem finalment una equacid diferencial

de primer ordre per a €. - Equacib que resulta llarga i
poc elegant. Pot trobar-se una eguacid equivalent més
simple. Tenint en compte les equacions (1.32} 1 (1.33)

veiem gue les quantitats Yabe i sbn equivalents:

abc

defineix A segons (1,32) 1 la defineix Y abe

Yabe abc bec
segons l'equacié (1.33) aix!f podem fer servir 1l'equacif
(1.31) en comptes de la (1.14). Si ara multipliquem 1'

equacidé (1.31) per ebp el resultat final é&s:
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bo =eP el -ef e (1.41)
c,H a a,u cC

(Yabc _cha)e
aquesta equacid &s equivalent al primer conjunt d'equa-

cions.

La segona equacié de camp &s 1'equacié (1.38).

51 es considera com l'equacié que defineix R aguest

’
té 36 components independents (reals) com jaag?ﬁa dit
abans. De fet aquesta equaci® es pot dividir en dues
parts. La primera es formada per 20 equacions indepen-
dents, cadascuna de les quals conté una de les 20 com-
ponents independents Rabcd‘ La segona part serien 16
equacions contenint solament Yabe i les seves primeres
derivades. Pot veures que aquesta segona part correspon
a l'equacid que doni la condicid que falta a R bed’

g = + C e =0
2 a [bed] 'Ya[ab/d] Yae[dch] Ya[b/ech]

(1.42)
Aixf l'equacié (1.38) equival al segon conjunt de les
equacions. En el formulisme de tétrades nul.les -gue
veurem a continuacid- en ser complexes les guantitats
aquest segon conjunt d'equacions estd constituit per

18 equacions.

La tercera eguacid &s la identitat de Bian-
chi projectada en la tétrade (1.39). Aquesta equacid
pot dividir-se en dues, corresponents a la divisi& del
tensor de Riemann en el tensor de Weyl, i el tensor
de Ricci sense traga Suv 1 1l'escalar R. Si considerem
el cas del buit, la segona part se satisfd identica-
ment. Queda només l'eguacis (1.39) substituint Rabcd
pexr Cabcd'

Hom pot preguntar-se si realment cal afegir
les identitats de Bianchi a les equacions de camp. El

problema ha estat estudiat per A. Papapetrou (1971 a,b)




i es tracta d'estudiar les condicions d'integrabkilitat
de cadascun d'aquests tres conjunts d'equacions de camp.

S1 considerem l'equacid (1.31) com primer con-

P

junt d'equacions de camp i la multipliguem per €3 5%6

trobem

H V0

)ebeced

Yabc/d_Yabc/d.z(eau,vp_ea\);up

UV v U p
+ -
eau,v(ebec ebec)'ped
Veiem gque de cara a eliminar les derivades segones de
les components de la tétrade, només cal antisimetritzar
respecte dels indexs b,c i d. Aixi la condicid d'inte-

grabilitat de la primera equacid &s

(el e”y, ef (1.43)

2Ya{bc/d] =eau,v [B7c’ 'np —d]

El membre de la dreta d'aquesta equacib pot transfor-

mar-se en una suma de termes gue s6n quadridtics en Y abe
Si es fa aquesta transformacid es trobard que la con-
dici® d'integrabilitat (1.43) &s idkntica a 1l'egquacid
(1.42). Aixi concluim que les condicions d'integrabili-
tat del primer conjunt d'equacions de camp s'han tingut
en compte.

Considerem ara el segon conjunt d'equacions
de camp (1.19). Multipliguem l'equacif per eg 5%3 tro-
bem:

P9 O 0+(...)

Rabcd/f ~ Yabe, po®a®t Yabd, pcc®t abcdf

No hem escrit els termes bilineals en Yabe
i les seves derivades primeres. Per eliminar els ter-
mes que contenen derivades segones de Yabe pendrem la

part[cdf] de 1l'equacid. Aixi la condicif d'integrabi-

e S e —— e e
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litat de (1.19) és:

Ravlcdsze] = 4+ *)apl caf] (1.44)

Si es calcula la part de la dreta es veu gue justament
(1.44) (es dir, la condicid d'integrabilitat de (1.19))
s6n les identitats de Bianchi projectades {(1.40), veient
finalment que cal tenir-les en compte com tercer conjunt
d'equacions de camp.

Finalment assenyalar que el tercer conjunt
(1.40) &s una equacié diferencial respecte les compo-
nents R, 4 1 per determinar les condicions d'integra-
o . . B 3
bilitat apliquem 1l'operador ey %8 1 prenem la part
[ cdfh] de l'equacié resultant, eliminant aixi les de-
i també& tots els altres ter-
ceeo/nY O R toTes
sulta que s'anul.len exactament degut a les equacions
(1.19) 1 (1.40). Aix{ la condicif d'integrabilitat de

(1.40) se satisfd automdticament: les equacions (1.41),

rivades segones de Rabcd’

mes que sb6n de la forma R

(1.19) i (1.40) formen un conjunt complet i no s'han

de considerar ni mé&s ni menys equacions.
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2. EL FORMULISME DE NEWMAN-PENROSE

2.1.- Base nul.la i coeficients de spin

El formulisme de Newman-Penrose (0 de tétrades
nul.les) difereix del formulisme habitual per tétrades
solament en la manera coms'escullen els vectors de la ba-
se. Es trien vectors nuls complexos en lloc d'ortonormals.

> > X > . > ., >, 2
sén (I,A,m,m}), on 1 i B s6n reals i m i M una parella de
vectors complexo-conjugats, tots nuls 1 satisfent la se-
guent relacid d'ortogonalitat:

> -
ln=-1 mf=1  lm=1f=nm=nm=0 (1.45)

Hi ha diversos avantatges en aquesta formula-
ci6. Observarem que les variables de camp s6n escalars
{llevat de les components dels vectors de la tétrade} i
que les equacions s6n equacions diferencials de primer
ordre i la meitat que si emprem tétrades ortonormals. A
més algunes de les variables de camp tenen un significat
fisic directe com veurem m&s endavant.

La tétrade nul.la pot construirse a partir de

. e < - Fo__
1'ortonormal (et,ex,ey,ez) on e, es genere temps (et 1)

t
i ga génere espai (§é=l) aixi:

> > > >
5 > (et+ez) -+ -+ {et_ez)
e1=l=_...._F___ e, =n = ‘/_‘
2, R (1.46)
(e_-ie_ ) L. > (e _+ie )
33=ﬁ= 2 H eq=ﬁ=__£
V2 V2
D'aquesta manera:
2
e . =(I,a,m,m) (1.47)

(a)



ab ~

+ > > - -+
~el = e, =n -e2=8,=1
-3 -+ = >y -+ >
e® =e, =Mm e' =e, =m

ab
n
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{1.48)

(1.49)

i els vectors de la base considerats com derivades direc-

cionals sbn designats per simbols especials:

-+ > > -
e; =-e? =D e, =-al =A
> > -> >
e =e’ =§ e, =e® =¢6*

l'equacid (1.7) ens diu ara

g —

v = lu n, --nL1 l\)+mL1 m\)+mu_mv

Podem definir ara els

spin que sén dotze combinacions

24 coeficients de rotacib.

(1.50)

(1.51)

anomenats coeficients de

lineals i complexes dels

K=-Y311=-lu;vmulv V F Y422 =N wrﬁ"'nv
P ="Y314=—1U;\)mu7\) H =Yus23=n ;vrﬁum\)
a =-Y313=-lu;vmumv A =Yu2u=nu;vﬁu_v (h-52)
T =_Y312=_1u;\)m1.1n\) T =%421=n ;vr?lul\)
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1. 1 =U.V v
e =5{ys31=Y211) =§-(mu;vmul —lp;vnul )
=1 - =1 oV _= BV
Y =3(Y121-Yss2) =5 (0, 1°n"-m . m"n7)
L (1.53)
1 - - -
6 =3(Y12e-Yau) =5 (o IR omfm’)

1 1 -
B =5(ysss=Y213) =§-(mu'vmumv—lu n¥m")

¥

Observar que bescanviant els Index 3 i 4 s'obté el com-

plex conjugat del coeficient respectiu.

2.2.- Representacid dels tensors de Weyl i de Ricci

El tensor de Weyl s'obté& com la part sense tra-
¢a del tensor de Riemann i en components de la tétrade

ve donat per:

1

Cabcd =Rabcd'+2(“nacRdb+nadRcb+nbcRad+nbdRca)

(1.54)

-l(n N . =N_ M)
6' ad cb 'ac 'db

(t& 10 components independents)

On,

_.c X _oa
Rab_Racb + R=R a

Com que C té& traga nul.la (&s nul.la la contraccié

abcd
respecte qualsevol parella d'index)

nacc 0

abed = 2 =7 C1p2a C2b1a*C3bac?Cabac

i tamb@ (propietats del tensor de Riemann)

C

C1234 *C1423 *C1342 =
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que porta a les seguents relacions (a part de trivials)

€31147C41137%32247C42237C1332"C1 44270

C

C12317C1334 €12417C1443 C12327C2343

(1.55)
C12427C2434 €1212°C3434

1 B 1 )
C1342 ©7(C12127C1234) =5(C34347C1234)

Aixi podem representar el tensor de Weyl pels cinc esca-
lars complexos seguents:

- _ VIRVIRNCING
Yo _Cl313 cu\)pcl m 1%m
- _ U V,p 0
vs =1(C -C y =1 ¢ 1YnY (1°n%-nf0%  (1.56)
2 =73%12127%12347 T3 “yvoo
_ _ HaV_p=0
l!J3 _C2124 —Cu\)po,n 1'n"m
- _ U=V _p=0
ba _C2424 _Cu\)pon mnm

juntament amb aquests escalars definim els escalars que
representen el tensor de Riccei:

$ 00 =% R $o1=9To =% Ris =% Ry
¢11==%(R12+R3k} ¢12=¢§1 =%—R23 =%—R§q (1.57)
b 22 =% Rz $o2=d30 =% R3sa =% RY,

i A - R _R3y—-Ry,
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2.3.- Identitats de Ricci

Considerant les identitats de Ricei (1.38).

Per exemple la component (1313}

[ (f) _f
R1313='Y131,3+Y133,1+Y13f{713 'Ysl]

£ £
tY1£1Y337 V18331

com que:

£2 £3 ' 4
=N Y213+ nN Y313+nf Yu1s
£f2 f4
Y§1=ﬂle131+ﬂ Y231 ¥N Yyan

2 4
YE3=ﬂle133+nf Y233+ﬂf Yu3s

Rizi13 ==Yrsr,s+tYiss,atyisr [ =Yz1a+vzsr J¥yrsal+visa ]
+viaalywrs=Year I +yisa [l ysial=vi21 Yis3+yi31 Yusa
-Yi1zaYsartYizaYiz1==vis,stY1ss,1t Y1zl =2y213

+y132+v231+Yussltyrsal=vi2i+tve1s ~2vua1 I+ yisu Y323
D'on deduim facilment:
Yo =Do- 8kt (T+3B-T*+a*)+g(e*=3e-p=-p*) o bé
DG—GK==o(3e—€*+p+p*}+K(w*—1-36~a*)+¥5
fs important veure que en el formulisme estdndard hi

ha 36 equacions. Ara solament cal escriure'n 18 gue

donem a continuaci® segons les dond Newman-Penrose
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(1962), indicant la component (o components) de les

quals provenen.

(a)

(b}

()

(d)

(e)

(£)

{g)

(h)

(i)

(3)

{k)

(1)

(m)

{n)

{0}

{(1.58)
Dp-8*k = (p?+aa*)+p (e+e*) —c* 1=K (3a+B*-m)+¢oe [Rizrs]
Do~§k =0 (p+p*+3e—e*}—-k{T-1*+a*+3BR) +Y, [Ri31al
Di-Ax=p(T+un*)+c (T*+m)+7 {e=-e*) =k{3y+y*)+y ;+¢o1 [Ri312]
Da-8*g = (p+e*=2¢)+Bo*—R*e~ )= Kk*y+m (e+p)+P 10 [%(Raun
-Riz214 ]
DR-8c =c(a+m}+B(p*-c*) —k(u+y)=c (a*=1*)+y, [%(R1213
-Ri3uv13]
Dy=~Ae=o {T+m*)+R (T*+T) =y (e+e*) —c {Y+Y*)+TT~VK+Po+¢;, - A
[%(R1212'R3hlzn
DA-&*m=(pito*u)+m{m+a-B*) —vK*-A (3c—-c*)+dop [Rayui ]
Du=87m= (p*U+oA ) +7 (n*=a*+ )= (e+E¥) =V K+, +24A [ Ronsr ]
Du=Anm=p {(m+T*)+A (n*+1)+m {y=y*)=v (3e+e*)+Ps+p1 [ Rouz1 ]
Ah=8*v==X (U+U*+3y=Y*)}+v (Jo+B*+1-T%) -y, [Boyyso ]
Sp=8*0=p (0*+R) =0 {3a—-B*)+1 (p-p*)+ K{u-u*)—Y1+¢o1 [Rosuzl
Sa=-8*B=(up=-Ac)+oa*+RB*=2al+y (p-p*) +e (U~u*) —¥+d11 + A
[%(RIZBH_REHEH)]
SA=8*u=v {p=-p*)+m (U-pu*)+u{o+B*)+A (a*=-3R) —P3+d21 [Rauus]

Sv—Au= (W2+IA* +u (y+y*) =v*n+v (1=-3R=-a*)+do; [Royz3]

Sy=AB=y (1—0*=-B)+UuT-0v-ev*-B (y=y*-U}+ar*+¢ 1, [%(R1232
-R3us2 )]
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(p) S61-Vo=(uo+A*p)+T1 (T+B=-0a*) =0 (3y=y*)=Kv*+dgs [Ri13az]
(q) Ap=8*T==(pu*+gX)+1 (B*-a-T1*)+p (y+y*)+vk-¢,-2A [Rysz4]

(r) Aa—-8*y=v{p+e)-=r (t+B)+a(y*-u*)+y (B*-1*) -3 [%(R1242
-Rauyz )]

2.4.- Identitats de BRianchi

D'una manera semblant podem escriure en funcid dels
coeficients de spin i de les derivades direccionals
les identitats de Bianchi (1.39) emprant 1l'eguacid
{1.40). El1 resultat é&s: (1.59)
S*Yo~DY1+Ddo1 S g0 =(da-m)Po=2 (2p+e) U +3KP,+ (T*=-2a%*
~2B) oo +2 (e+p*) do1r +20¢10 =2K¢ 11 =K *Po2
A o=y 1+Dd o2 ~8o1 = (4v=u) Y =2(2T+B) P1+30P,+ (2e-2¢c*
+0%) b2 +2(M*=~B) do1 +20¢ 11 =2K¢ 12 =A% oo
S§*Ya=AP,+8%P o1 —Adog =(4e=p) Yy ~2(2T+a) Y3 +3AP,+(2v-2v*
+u*Y b0 +2(1*=a) d21 +2hd11 —2Vh 10 ~T* 22 ,
AY3=8Py+8*byp =Adoy = (4R=T) Py =2 (2u+V) P3+3vP,+ (T*-28%*
=20} bz +2 (VHU*) boy +2hd 1 =2V 11 V¥ b0 4
DY, =5%P 1 +8b g0 =8%b o1 +2 DR=-AYg+2 (1-0) §1+3pY, =265+ (20
+20*—p*) oo 2 (T*¥+a) do1 2T 10 +2p 11 Y0¥ o2 4
1

AY2~8Y3+Db22 =841 +15 AR=0Y,+2 (B=T) Y 3=3uy,+2v + (p*

=2e=2e*) oy +2(T*+R) b1 +2T 1o —2U 1 —A*d 20
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D¢3-5*¢2-D¢21+5¢20'f% S*¥R==KPu+2 (p=€} Pa+3mY-22Y 1+ (2a%

=28-T*) 20 =2 (p*-€) P2 —2Td 11 +2UP 10 ¥ * b2y ,

MY 1 =605 -Bbor +5% 0z ~5 SR=VYo+2 (Vi) Y1 =3 T4, 42095+ (T*

-2B*+20) $g2 +2 (U*-V) $g1 +21Td11 —20d12 ~V* P00

Dq) 11 _6¢1 10 “"5*¢01 +&¢ 00 +18-‘ DR= (2\)'}14‘2\)*““*) (13 on + (TT—ZO'.—ZT*) ¢ o1

+ (m*=20*=2T) ¢ 10 +2(p+p*) 11 +O* P2 +Oda20 K *b12 K21

D12 =811 =5*dor +Ad o1 +§ SR= (~20+2B*+T=T*) ¢ op + (p*+20-26%*) b1,

+2(m*=1)¢11 +{(2v-2u*-u) do1 +V*doo ~A¥d1p ¥OP21 K Po2 4
D22 8621 ~6%0 10 +A4 11 +3 AR=(p+o*-26-26%) 2o +(2B%+2T-T%) 412

2842 *=1) Py —2(u+u) 11 +Vdor +v¥Fd1g =A% P20 =Ado2

2.5.- Equacions de Maxwell

En el formulisme de Newman i Penrose el ten-
sor de Maxwell Fuv es substituit per tres escalars com-

plexos.
= = KV
$og =F13 FU\)l m

1 _1 HoV, =H_ .V
01 =5(F12+Fus ) =3F  (1'n'+m'm") (1.60)

_ — e VIUAY
b, =Fuo _Fuvm n
i les equacions de Maxwell (expresades en termes de les

derivades intrinseques)
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nm

Flabse] =0 i " Fan/m =0
es canvien per

$r11 ~¢oy =0 $21 —dy 4 =0

$r1 3 —¢o2 =0 $2 3 =P 2 =0

d'on facilment trobem la forma explicita:
Db =8*pp=(T=20)do+2001—k¢2
p2=8*¥p1==Adpo+21P,+(p-2¢}) ¢,
(1.61)

Sd1-Adpo=(n=-2Y) dpo+2T¢:1-0¢,

8po—Ap ==V o+2ud 1+ (T-28) >

.6.- Transformacions de les tétrades

Situada una tétrade a cada punt de l'espai-
temps podem fer-1i unes transformacions de Lorentz. Co-
rresponents als sis pardmetres de les transformacions
de Lorentztenim gis graus de llibertat per passar d'una
tétrade a una altra. Podem dividir una transformacid de
Lorentz en tres rotacions:

(a) Classe I. Rotacions que deixen I invariant.

(b) Classe II. Rotacions gue deixen n invariant.

(c) Classe III. RotaC1ons que deixen sense canviar les
direccions de l in perd giren m (i m] ambk un angle

6 al pla (mf).

Explicitament,
- g 5 > > = = >
I. 1 -+1 m >m+al m' m+a*l
N {1.62)
n >n+a *m+am+aa*l
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II. %3 M +m +bh 2% +b*n
1-»1+b*m+bm+bb*n
I1I. i-a1] n - An
. . {1.64)
-> -
$-+el8+ m-=>e 162

On a 1 b s&n funcions complexes i A i 9 funcions reals.
L'efecte d'una rotacid de classe I sobre les diferents
quantitats de Nwman-Penrose &s facil de trobar. Per

exemple considerant l'escalar de Weyl ¥,

IIJ]_ =C1234"‘Cu\)pclu (nv+a*mv+aﬁ\)+aa*l\)}lp X (m0+a10) =

=CUvD01U(nv+avmv)lpmo =C1p13ta*Cr313=Y+a*y,

On hem fet servir simetries obvies del tensor de Weyl
1 que Ciy13=0 (1.49). Analogament podem trobar els al-
tres escalars de Weyl.

YorPor VYioUWita*uwe, YorPat2a*y +(a*) ¢,
parPa+3arP,+3(a*) 2y, +(ar) qy,, (L.65,a)
Yu>rPu+dary,+6 (a*) 2y, +4 (a*) *y i+ (a*) “¥,.

De manera similar els coeficients de spin es transformen:
K+K; o=>g+axk; prpta*e; ereta*k;

(1.65,b
T>T+ap+a*ot+aa*c; mm+2a*e+ (a*) Zx+Da*; +b)
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ara+a* (p+e)+(a*)2c; RrR+ac+a*ot+aa*c;
y+y+aa+a* (8+1)+aa* (p+e)+{(a*) 2o+ala*r) *«;
A+A+a* (2a+m) +(a*) ? (p+2e) +(a*) *k+S*a*+a*Da¥;
u-u+am+2a*B+2aa*e+ (a*) 2o+a(a*) *w+da*+abDa*,
vrv+ar+ar (u+2v)+(a*) 2 (t+2R)+(a*) *o+aa* (1+2a)
+a{a*)? (p+2e)+a(a*) *k+(A+a*S+ad*+aa*D)a.

I els escalars que representen el camp de Maxwell esde-

venen:
do*rdo, $r1rd1t+a*dy, bordo+2a¥¢+{a*P o, . (1.65,cC)

Els efectes corresponents a una rotacis de classe II ef
poden veure facilment dels resultats anteriors ja que

- >
bescanviar 1 amb n comporta:

%

wozwtr wli_tlpgr mZngr ¢Oz-¢gr ¢lz'—¢lr

(1.66)
kZ=y¥*, pZ-p*, oZ-r¥, oZ-B¥, eZ-v¥,

i TZ-T*,
Finalment els efectes d'una rotacid de classe III sbn
els segiients:
-s 218 -1 18 _
Ypo+A"e Yo; WirATle Y1, Vot

verae 000, 1 y.eate? 0y,
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- i5 -1
po-n e, 01701, b.Re 0,3

K+A‘2elen, G+A'182180, p+2"! p, T+e181,
-iB -2i¢6 s =1
Tre i A-+Ae A AU v+A“e v
r r r [ (1.6?)
1 1.
y+AY- 5&A+ :,Z-lAﬁe '
e+A"! a-%ﬁ'z DA+%'A'1 D8,

a+e-lea+%ie—leﬁ*8-%ﬁ-le-leﬁ*A,

B+eleﬁ+%ie1868-%ﬁ“lelBGA.

2.7.- Consideracions geometriques

Aixf® com en el cas d'una formulacid per teé-
trads ortonormals els coe ficients de rotacid Y abe te-—
nien un sentit geometric clar, en el cas de tétrades
nul.les el sentit geométric &s més complicat perd pot
veure's aixl. Considerem la congruéncia de vectors nul

lu_ aleshores:

1 =-e2 e
Wiy 1! Yalb v
desenrollant aquesta equacib, tenint en compte els sim-

bols que representen els coeficients de spin

= * +*
1 (e+e )lunv+(y+Y )lulv
- *.1. o = *
(o {B)lumv {a+B )lumv

= e - -
Kn, B~ K m n+om m, +o m m,
(1.68,a)
1 —t*m 1 +om m_+p*m m
Ty Rt TV pov
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D'on trobem

1u;vlY = (e+e*)1u - Kﬁu—x* m,
Aixf si k = 0 els vectors 1 formaran una congruéncia

de geodésiques nul.les, que a més estaran parametrit-
zades amb un pardmetre afi si per una rotacid de classe
ITII anul.lem ¢ . Llavors == 0 i (1.68,b) esdevé&:

= * - * - *
11-1;\) (y+v )11-11\) {a +8)1Um\) (a+B }lle\J

-tm 1 +omm_ + o + pm
™m 1+ o umv o*m m 0 umv

- {1.68 ,b)
* - *
+ p mumv T mulv .
D'agquesta darrera equacid trobem
= - * - ™ - *_ Tk
l[u;v] ( a*+R T)l[umv] (a+8 T )1[umv]
- n%Ym
* (e p¥imp my)

Yusvlag = Cem e¥imp molyy

La congruéncia de les T sera ortogonal a una hipersuper-
ficie (&s dir, proporcional a un gradient) si p és real
i serd a més un camp gradient si a*+Bg = 1 . També de
(1.68 veiem

1M = o (ptp*) = 82
2 HEY
1
MV ik oo 2
Musvrt plomp*h = w 1.69)
l(u:v)l“'v = 2(8%+|0]?)

Les quantitats 6,w 1 odque s'han definit s'anomenen "esca-
lars &ptics" 1 descriuen l'expansid, rotacid i distorsid,
respectivament, de la congruéncia.



31

2.8=Clagsificaci® de Bel-Petrov

La classificacif de Bel-Petrov ve determinada
pel tipus del tensor de Weyl. En el cas d'usar el for-
mulisme de tétrades nul.les, la classificacid dependra
de condicions sobre els escalars Qa com veiem a conti-

nuacid.

Sigui wu # 0 (sempre es pot aconseguir fent
una rotacié de classe I, a no ser que el tensor de Weyl
sigui identicament nul). Considerem una rotacié de clas-
se IT amb pardmetre b. Per anul.lar wocal que b sigui

una arrel de l'equacid.
b+ 4by  + 6b2w2 + 4b3w3 + b""wh =0 (1.70)

Aquesta equacib té& quatre arrels i les cQrres-
ponents noves direccions de 1 , és dir, {+b*m+bm+bb*n
s'anomenen *direccions principals nul.les” del camp. Si
algunes de les arrels coincideixen el camp s'anomena®al-
gebraicament especial. El nfimero i nultiplicitat de les
arrels de (1.70) ens déna la classificacif de Bel-Petrov

del tensor de Weyl:

Tipus I: Quan (1,70) admet quatre arrels diferents
bl,bz,b3,b4 . Escollint-ne una podem anul.lar wo i fent
després una rotacié de classe I, podem anul.lar també wu
(sense afectar wo). Les rotacions de classe III gue ens

gueden admissibles deixen invariants ¢ .t 1 ¥ .
1 3

Tipus II: Quan {(1.70) admet una arrel doble i les al-
tres sb6n senzilles, b1=b2,b3,b4. En aquestes circums-
tdncies considerem a més la derivada de (1.70)

g + 3bp + 3b%y + Db =0
1 2 3 4
Ara fent una rotacid de classe II amb parametre b=bl(=b2)

wo i ¢ s'anul.laran simultaniament. Per una rotacid de
1
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classe I anul.lem y i solament ¥ i ¥ seran no nul.les
A 2 3
resultant invariant per les rotacions de classe III sola-

ment wz .

Tipus D: Quan (1.70) admet dues arrels dobles, bl=b2’
b3=b4. Per una rotacid de classe II amb pardmetre b=bl(=b2)
anul.lem wo i wl simultaniament, i per una rotacid de
classe I, anul.lem wh i wa . wz resultard ser l'tGnic

escalar no nul, invariant per rotacions de classe III.

Tipus III: Quan (1.70) admet una arrel triple i una
altra simple, bl=b2=b3#b4. Amb l'arrel triple i degut
a la forma del canvi que fa una rotacié de classe II si
anul.lo wo, també anul,laré wl i wz i amb les rotacions

de classe I puc anul.lar ¢ . Quedard només wa arbitrari.
iy

Tipus N: Quan (1.70) admet una sola arrel de multipli-
citat quatre., bl=b2=b3=b4#0. En aquest cas anul.lant
wo tamb& anul.lem ,wz i wa restant y gque no es pot
1 4

anul.lar per les altres rotacions.

Tipus 0: Correspon al cas en que el tensor de Weyl é&s
identicament nul. Al buit, aixé vol dir que l'espai-temps

&8s pla, perd no &s aixi si el tensor de Ricci no é&s nul.

2.9 - Algorisme de d4'Inverno i Russell-Clark

Una manera directa de determinar el tipus de
Bel-Petrov d'una solucié ve donada per l'algorisme de
d'Inverno i1 Russell-Clark que presentem a continuacid
(d'Inverno, Russell-Clark, 1971)

Suposant wu # 0 (S1i wu= 0 perd wo # 0 en
el qué segueix només cal bescanviar wo zwh i wl 2 wa

Si Y= ¢ =0 la multiplicitat de les arrels de (1.70)
O 4 -

és molt simple de trobar ) fem les seglents definicions:




I =y ¥, ~4b b+ 3y

=
Il

N =12 L

v? 1
L

2

2 3
IIJ1 wu -3 wuw3w2+ 2 lJ',3
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12 vy
L 3 2
J =1y v 2
3 2 1
U
2 1
(1.71)
L=y - ¥
2 & 3

El diagrama que ens déna el tipus de Bel-Petrov &s.

(1.72)

si

si

no

Tipus I

Tipus II

Tipus D |Tipus III Tipus N
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IT. METRIQUES INTERIORS OBTINGUDES PER VARTACIO DE PARA-
METRES EN LA METRICA DE KERR

La variacif en les coordenades de les constants
d'una solucié permet 1l'obtencid de noves métriques que
poden descriure situacions molt diferents a l'original.
D'aquesta manera, per exemple, variant en la coordenada
temporal les constants de les métrigques d'Schwarzchilgd
i de Kerr s'han obtingut generalitzacions no estaciond-
ries d'elles (Vaidya 1943-51-53, Carmeli 1977, Gonzalez

et al. 1979) de cara a trobar solucions amb radiacid.

Enfocant el métode vers la produccid de solu-
cions interiors gue empalmin amb Kerr, 1'estudi general
comportaria la wariacid de les dues constants m i a en
totes les coordenades, aleshores una superficie bona per
empalmar amb la solucib del buit seria aquella en que les
derivades primeres d'aguestes funcions fossin nul.les
(Lichnerovicz 1954, Roos 1976-77, Bonnor 1981). Fent-ho
aixi el problema &s intractable; cal, per tant, limitar
la forma de les funcions i per a aixd tenim dues possibi-
litats:

- Prendre una forma simple de dependéncia i veure quins
tensors impulsibf-energia surten interpretant-los.

- No limitar a priori aguestes funcions i imposar després
el tensor que correspon a una certa font o bé imposar

certes condicions a la superficie d'empalmament.

En aguest estudi ens centrem en el primer mé-
tode i veiem que de l'andlisi de les soluciocns trobades
variant men r i 8, i a enr i 0 (en determinades formes),
hi ha dos casos especialment interessants, un correspon a
la preséncia d'un camp electromagnétic no nul gue en ge-
neral pot incloure un fluid no perfecte i en el cas sim-
ple m(r) porta a la métrica de Kerr-Newman, i un segon
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cas que correspon a radiacid pura { Comellas i Mas, 1980).

1.~ La métrica de Kerr en coordenades nul.les

Normalment la métrica de Kerr sol presentar-se

en coordenades de Boyer-Lindquist (1.967).

ds? =- [1—3“z‘£]dt2—2[2’“—r} asin?0dtdd + = dr2+ de?

b3 T
2 -2
+[Q‘+2mra ;1n e]sin29d¢2 (2.1)
amb
T =r’+a?cos?® Q =T+2mr =r?+4a?

Es itil de cara a emprar el formulisme nul, escriure Ja
métrica de Kerr en el sistema de coordenades nul.les avan-
¢ades qgque s'obt® amb el canvi,
_ 0
dt =du +-r1:|- dr

d¢ =dy +% dr

Fent=lo trobem:

ds?® =“[1"E%EJduz-dudr+2asin2edrdw+2d82
(2.2)
2 g2
_Z[E%EJaSinzedudw+[Q + 2mra ;1n e}sinzedwz
aix{
r ., _
_[1_2mr] -1 0 _2mrasin®é
L TR
-1 0 0 asin?@
B (2.3)
w 0 0 z 0
2 a2
—omrasife asin?s 0 sin?p|p + 2R3 zsm >
" p
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™ 7]
a’sin?g _Q 0 a
X z b
§2 T a
- 3 r 0 T
g = (2.4)
1

0 0 I 0

a -a 0 1

z 3 Zsinz9

2.,- Tétrade nul.la per a la métrica de Kerr

Escollim la tétrade nul.la segllent

1u=(1,0,0,-asin28)

1T a?sin?6)
r]..L1 —‘Z"[E'Z'O'__-‘r“} (205)
m = 1 (iasin®,0,~I,-i0sind)
n  JZ(r+iacos®) FYr B
la corresponent tétrade contravariant és:

1Y = (0,-1,0,0)

1
n" =3 (-0,2,0,-a) (2.6)
" = L —iasing,0,-1,-—i |

/2 (r+iacosb) TYrT7 singj

Per calcular els coeficients de spin (1.52)usarem l'equa-
cid (1.33)

i de la (1.30)



= povo_ VY H
Aabc ebp,v[eaec eaec]

tenint en compte a més les propietats de les A

AL == 3 Ay, =A*

abc cha 34a 43a (a=1,2)
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els coeficients de spin poden escriure's en funcif de

les X aixi:

332 322

0 =51 43723172 314)

_1 _ -
M=%(dg327A0437A324)

_1 - -
T =5{A1237231272231)
T=I At =A%a)
52312721237 2231
_1 1 _
e=7 2112 *7P 143 243172314
1 1
Y =3 Ao *7{Ro43%R43272324)
a =i Xy 1t )
3 (031542 237203

_1 1 -
B=5 344 +7(312% 12372231

3.- Cas m(r,8}), a=constant

(2.7)

Suposarem gue un dels parametres de la métrica
de Kerr -m- depén de les coordenades r i 8 1 l'altre -a-

&s constant.
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Trobem els valors dels A que resulten ser (*).
(El punt indica derivada respecte de t i 1l'apdstrof, res-

pecte de r}.

r311 SO0 FAhy09 Tr123 T h331 Thag;
5 _ 2acos®h
314 p
1
3 mr

223~ /3 T (r+iacosb)

_rT _(r-m-hr)

A22 %7 5y
3 _rT _ T
432 " 1? 2Z{r+iacosb})
(2.8)
A ______coté +i lasin®
344 - /7 {r-iacos?) /2 (r-iacosg)?
A _V/Za’sinbcos?
312 " I (xr+iacosf)
3 -1 aTcosg
324 T2
- 1
431 - (r-iacosg)
\ — Y2arsing
231 © Z{r+iacosh)
i els coeficients de spin sbn:
K =c=A=eg=0
_ m'r _ iasing
v = - T= - -
Y2 (r-iacos®) Y2 (r—-iacosg)?
_ 1 = - cotd
P “ {r-iacos?9} - 2/7(r+iacos8)
{2.9)
_ T _ ., _ (r-m-nr)
H T2z (r-iacos9) Y =H 2%
_lasin® R
TR a =71 -8

* Veure 1' annex.
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Amb aquests resultats 1 resolent les equacions

de Newman-Penrose
de Weyl
i l'escalar de curvatura (1.57)

Yo =¢1 =0
2m +
Yo = -mp ®- (2m 5 mr)
_2rm' s, (m'+h'r)
IIJS /7 pTp 2/7 P
1 0 =-m"
" _r(m cgt m'") 0?
doo=¢o01=¢o2=
—Im' o Lo (m'th'r) o
12 %3 p 275
. +
¢11=mr2pzp*2 -M Dp*

4

_ _r{m"+m'cosbH)
$o22= = 5

pZp*?
_ (2@ +r) *

Podem escriure, a partir de les

tensor de Ricci (1.57), &ssent:

0 P11 = 3A 0
¢r1- 34 $ a2 d12

Rab -
0 $12 0

0 ¢ %o $11+ 34

D*

ep* + mrp’p*

p* = iarsindm'p"p*

s les

trobem les components dels tensors

(1.56),els escalars ¢ lligats al tensor de Ricci

(2.10)

components del

(2.11)
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Estudiant ara el tipus algebraic del tensor de
Ricci podem veure quins casos d'interés fisic conté i
analitzar-los (Kramer et al., 1980; §5.1).

i -¢11 +3A —P22 -P12 -0%, ]
0 —h11 +3A 0 0
Rab=nacRcb=2 . (2.12)
0 ¢ 12 $11 +3A 0
L 0 12 0 11 +3A i

i de l'equacié de valors propis:

| >

2 )y 2
ls[d}ll _3f\+ ] [¢11 +3A_7] =0 (2.13)

J

[ 8]

trobem els segllents valors propis

Ay ==2(¢q1; -34A)
(2.14)
Ao =2(¢11 +3A)

gssent ambdds dobles.

Per poder fer la classificacid necessitem tro-
bar els vectors propis gue corresponen a cada valor propi

i veure'n el tipus.

** b # O
* Xy = (¢11 —347)
Considerant un vector arbitrari

v =alu+bm“+cmu+c*ﬁU (2.15)

l'equacid de vectors propis Rabvb==l1va es redueix a

les equacions
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$22 b1z CHGTz c* =0

(2.16)
6T, b+ (d11 +30)c == (d11 -3A)c
les quals poden expressar-se
__ 9%
€ T36n °
(2.17)

(d11 G622 ~d12 612 )b =0

Per tant hem de considerar dos casos.

i) 1162 #012612 . Llavors cal que b=0 i en consequén-
cia ¢=0. Aixf corresponent a A; hi ha un vector
propl isdtrop

vl =a1 (2.18)

Ay

ii) d11 92z =¢1,¢T, . En aquest cas a, b i ¢ s6n dife-

rents de zero. Per tant poden haver-hi dos vectors pro-

pis, podent ser un d'ells tipus temps:

v _qH H_ $Yo _M_ P12 =H
vAl =al"+b(n o1 m T3Y m") (2.19)
u —op2 | $22 a1 2 i -
vKlvk1u 2 [4¢11 b} <0 a,b arbitraris

* 12 =2(¢)11 +3A)

De 1'equacidé de vectors propis trobem les equacions:

2¢11 at+doy btdi C+¢T2 c* =0

p11b=0 (2.20)

b1ob=0
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Com que ¢;; #0, cal que b=0 1 a més

_ _ (12 cH¢T, C*)
2¢ 1

a

Per tant, corresponent a A, hi ha dos vectors propis

tipus espai

* ok -
ot =- iz C¥bd %) qu M s
Az 2611
vt v =2¢cc* >0
Az Aqn
** by =0

Hi ha un sol autovalor i =6A gquadruple. El sistema es

redueix a

$22 bt 1s CHbT C* =0

(2.22)
$p12b =0
* 912 #0
*
Llavors b=0 1 5%;—=—¢ﬁz =id i hi ha dos vectors pro-

pis tipus espai

vi =alu+id(¢fzmu-¢1zﬁ“)
(2.23)
VEVlu =2d2%¢1, 6% >0 tipus espai
* ¢12 =0

En aquest cas ¢3; =0 1 qualsevol vector &g propi. Co-

rrespon a m constant.

Dels diferents tipus de tensor de Ricci (i per

tant de tensor d'impulsif-energia), destaquen pel seu
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sentit fisic els segllents casos:

1) ¢y, #0, $11012 =¢12472 . Ja que llavors podem tenir
un vector tipus temps 1 tres tipus espai. En la no-
tacid de Segré& es tracta del cas Al [(1.1)(1,1)] que
s'interpreta com un camp electromagnétic ne nul i
pot incloure un fluid no perfecte (Kramer et al.,

1980; pg.67). Com veurem a continuacid, si conside-

rem m{r) solament, es troba la métrica de Kerr-New-

man o métrica de Kerr carregada (Newman et al., 1965}.

2) b1 #O0, d11 P2n =¢12¢f2. Hi ha un vector propi isdtrop
corresponent a un dels valors propis i dos vectors
tipus espai corresponent a l'altre. Es el cas A3[ (1,1},

2] que correspon a radiacid pura.

A partir del tensor de Ricci podem construir

el tensor d'impulsid energia (equacions d'Einstein, k=1).

a _a 1 a
T p =R 7ROy

gque resulta:

=11 ~-347 =d12 =412 -97;
a O _¢11 -3A 0 0
T b =2 (2.24)
0 b %, $11 -3A 0
L 0 $12 0 $p11 =34

Si considerem m funci® solament de r i demanem

gue agquest tensor s'impulsiS-energia sigui el d'un camp

electromagnétic, la traga ha de ser nul.la per tant A=0.

Amb aquestes condicions les ¢ab de (2.10) resulten:
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doo =¢o01 =¢o2 =12 =¢2 =A=0

] (2.25)
11 =mr?{r2+a’cos?9)"?

D'on trobem gque les components en la tétrade del tensor

camp electromagnétic (1.60) sbn zero llevat de
b1 = /&r (r?+a’cos?e) -l el ® (2.26)
amb £ funcid real arbitrdria. Determinem £ mitjangant

les equacions de Maxwell (1.61) gque en aquest cas es

redueixen a

Db1 =2pd (2.27,a)
Ap, ==2ué, (2.27,b)
§¢1 =27, (2.27,¢)
¢y =-2m¢; (2.27,4d)

pe (2.27,a) i A=0 trobem:

— e? . _ 2acos@
m—-E+M 1 E,r ———'Z'—'— (2.28)

De (2.27,b}

g, +aks,, =0 (2.29)

De (2.27,c) obtenim la relacib:

&,

. . __Z2iarsind
1 finalment, de (2.27,d):
£y i .
. . .._2iarsing
a51ne£,u-+sin8-+1i,e = (2.31)
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D'aquestes quatre darreres equacions &s immediat veure

que

£ =8ry =05 £,  =- 2253000, ¢, 220080 (3.3
Integrant, trobem:

£ =-2arctan EE%§§~+k (2.33)
Tenint en compte gue

eig =e_21ar0tan{56g§€J+k'=_(r+ié§058)2 ik (2.34)

1 substituint a (2.26) veiem finalment que:

b, =_7%f 2{ {(r*-a’cos?8)cosk-2arcosfsink
(2.35)

+1i (r?-a?cos?9)sink+2arcosécosk]}

A partir dels escalars ¢a podem escriure explicitament

el tensor de Maxwell Fuvr resultant al nostre cas

= - +41 m
Fuv 4Re(¢1)1 mnv] 41Im(¢1)m[mmv}
0O bé
F10=£%% [ sink2arcosf-cosk (r?-a?cos?8)] =a§%%%§

Fo2p ) =F,3a =v2eflasin®df cosk-2arcosb+sink (r?-acos?8)]

El camp és l'associat amb la métrica de Kerr-Newman lle-
vat d'una rotacid de dualitat ja gue hem considerat el

tensor d'impulsib-energia.

Pot comparar-se aquest estudi amb l'efectuat
per Martin i Mas (1970), destacant la manera simple com
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s'ha obtingut la solucid de Kerr-Newman cOm un cas par-

ticular de camp electromagnétic no nul.

4.- Cas m=m(r) 1 a=a{r,8) als termes 2mr/I

En aquest cas s'ha fet una andlisi paral.lela
a la del pardgraf anterior. Els finics coeficients de spin
gue resulten modificats respecte del cas anterior sén |,
vy 1 v. Els escalars ¢ab s6n diferents pero la forma del
tensor de Ricci (2.12) és la mateixa. Aixi 1l'andlisi fe-
ta abans val igualment ara. Si ens cenyim a l'existéncia
d'un vector propi tipus temps cal que es verifiqui la re-
lacid ¢11 92, =012 ¢5, . Estudiant-la arribem a la conclusié
de qué només &s certa si a &s constant retrobant el cas
m{r) estudiat abans. No especifiquem detalls dels c&l-
culs donat que no s'aporta cap aspecte essencialment nou

a 1l'estudi ja efectuat.

5.- Classificacié de Bel-Petrov(cas m(r,8), a=constant)

De les projeccions del tensor de Weyl (2.10) i
de l'algoritme de d'Inverno i Russell-Clark (1.72) tro-
bem:

I =23y’ J ==y,

R==30ua P3P +202 N=y§-29,0 20, -292p?

aixf en general les solucions amb m(r,0) sén tipus II de

Bel-Petrov.

Si busquem quines solucions sfn tipus D hem
d'exigir I, J#0 i g=N=0. La darrera condicid &s equiva-
lent a ¥3=0 obliga a m ser funcif solament de r (i per
tant ¥,=0). Veiem aixi que 1l'finica solucib tipus D és

precisament l'estudiada al paragraf 3.
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III. SOLUCIONS ESTACIONARIES I AXISIMETRIQUES AMB
FLUID PERFECTE.

l. - La métrica de Lewis-Papapetrou.

Una de les maneres de restringir les equacions
d'Eingtein gque resulta especialment (itil consisteix en sim-
plificar la métrica suposant que admet un deteyminat grup

de moviments Gr i adaptar les coordenades.,

El cas de solucions estacionaries i axisimdtri-
2 T, (drbita ti-
pus temps, &s dir algun vector tangent a la subvarietat de

gques correspen a un grup G, actuant sobre

dimensié dos és tipus temps). El grup ve generat per dos

vectors de Killing, un &s génere espai , ﬁ , amb trajectd-

ries tancades i s'anul.la a l'eix de rotacid i l'altre és

>
genere temps , £ , . A més demanem gque commutin:

[Z,7]=0 E“gu < O,n”nu > 0

En aquest cas és possible

(3.1)

és dir , el grup G, &s abelid.
trobar un sistema de coordenades en el qual els dos vectors

de Killing estiguin adaptats simultaniament.

= i 2 z = > =
gu\) - gu\) (X 1 X ) E atrﬂ 3¢ (3.2}
Si a més existeixen superficies ortogonals a T2 ;, s dir;:
EYR € 0 =nR & n (3.3)
ul vzp ol ulvp ol
La m&trica permet una descomposici® en blocs
gOO g01 0 0
—_ glo gll 0 0 3 4
g“\) e 0 0 g g ( . )
22 23
0 0 g
L 32 33

La qual cosa simplifica notablement les equacions.
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La condicié (3.3) se satisfa sempre al buit (Papapetrou,
1966). En el cas d'un fluid perfecte o d'un camp electro-
maghdtic per a gud se satisfaci cal que el vector veloci-
tat del fluid o el vector corrent estiguin al pla dels dos
vectors de Killing. En el cas d'un fluid perfecte aixd
exclueix la conveccib.

Si s'introdueixen coordenades isotrdpiques a V

amb x!' =p i x%? = z la métrica (3.4) s'escriu:

2

as?= %Y 1% a0? + az?) + wlaed] - eY(at? + adsdH)? (3.5

on U,K,W i A s6n funcid de p i z unicament. AixIi:

20 0 0 -Ae2U
0 g2 (K-U) 4 0
g = - (3.6)
H 0 0o e2(K-U) 0
—Ae2U 0 0 er_ZU—AZeZU
- -
el determinant val:
= et (R-U) (2] p2.4Uy | 524U 4(R-0)
- _W2e4(K-UJ (3.7)
i també:
r -
2 20
A 3 - e 2U 0 0 -Aer
W 2
W
2 {U-K)
g’ = 0 0 e2(U—K) 0
W2 0 0 >

En general a l'element de linia (3.5} se 1'anomena
de Lewis- Papapetrou {Lewis, 1932; Papapetrou, 1966)
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2.- Equacions de camp per a un fluid perfecte

De cara a plantejar les equacions de camp en el
cas d'existéncia d'un fluid perfecte, introduirem una

t&trade nul.la a partir de la seglient t&trade ortonormal.

U U =-U
ey, = (€, 0, 0, Re") et“ = (-e °, 0, 0, 0)
K-U U=-K
e, = (0,-e ", 0, 0) ep“ = (0,-e” ", 0, 0)
e. = (0, 0,-5C, 0y e"= (o0, 0,-eUK, oy (3.9
zyu Z

-U u ae’ e’

e¢u = | 0, 0, O,We ) e¢ = (-_?h]— , 0, 0, _1;..;)

A Y - . . . .
Tetrade que té& una interpretacid fisica senzilla
com la corresponent a un observador amb coordenades p i z

fixes 1 moment angular nul. (Bardeen,1972).

Construim la t&trade nul.la mitjangant la relacib

(1.42).
1, =/% ( €Y, 0, 0, aeY + we Y
nlJ =/% ( eU, 0o, 0, AeU - We-U)
m]J =/% ( 0, -eK_U, —ieK_U, g )
(3.10)
U U
w1 - U_ Ae_ e_
w_ 1 _-~U, Ae _ e
n —/2 ( e + ——W F 0; 0: _w )
1 - . -
m" =/3 ( 0, - eU K, 1eU K, D )

Per calcular els coeficients de spin (1.47) ens
cal trobar, a partir de (1.30), els segllents labc B
(Poden trobar-se detalls dels chlculs a 1' annex El punt

indica derivacid respecte de p i l'apdstrof respecte de z )

112 122 132 1313 134 233 243 31y 324
U-K ] oy .
A =S  [ow(h + iU") - e“Y(A + iA') ~ (W + iW")]
113 2/2W
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UK 20 ,» .
A = - fe”™ (A + iA') - (W + iw")}]
123 21/§W
U-K
v o= - (YA + i) - W+ iWD)] (3.11)
213 2/§W .
U-K
o= 8 rowd +iut) + VA 4+ iA') - (W + iW")]
223 2/2w
U-K ] ]
A = £ [ (0 - 4u') - (R - iK")]
344 /3
I aprofitant les relacions (2.7} trobem els coeficients
de spin
U-K 20 o .
k = £ [2W(D + iU') - e““ (A + iA') - (W + iw'"}]
2/2wW
eU—K ] 2U ,»
v = [-2W(0 - iU') - e“" (A - iA') + (W - iw")]
2/2wW
UK |
T = ~-7*= (W + iW") (3.12)
22w
U-K eV .
o = < [ (R - iK"Y - (0 - iu0") - S—(A - ia")]
2v2 2W
2U
o = eV K[ - &+ i) + (U + 10" - E—(@A + 1a")]
273 W

Per simplificar els cdlculs que sequeixen i veient la
forma com apareixen les derivades de les funcions de la
m&trica, fem el segllent canvi de coordenades:

V2 x = p + iz , Y2 X = p - iz (3.13)

Aixi :

CER LA (3.14)
op 02 83X
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També &s convenient definir les noves funcions:

we Y 4 a

we 2V - a

F=10U-=-K S

il

(3.15)
H=1ln W T

D'agquesta manera l'element de linia (3.5) pot
escriure's :

H
as’= 2¢ %Fax ax + 28 [sTde? - (S-T)dedt + dt’] (3.16)

S+T

I els coeficients de spin (3.12) queden de la forma
simple segtlent:

¢ =A=p=u=y=¢=0
F F
e 5- e T
Kk = = X A I— X
S+T S +T
T = =m*= l.eFH- o +B* = - eFF (3.17)
X X
2
F
o -p* = - =S (g -1
2(S +7T) x X

Resolent les equacions de Newman-Penrose trobem els

escalars de Ricci j de curvatura:

® = b =0
10 12
e2F 2SXS§
$pg = — =—— [ S.=- + Re(H _S-) - ——=]
S+T XX X X S+T
e2F ZTXT}_{
¢ = - =~—|[ T.- + Re{H_T-) - ] (3.18)
22 s+ XX X X S+T
Re (S_T-=)
29 =e?Fr -+ g - XX
i1 XX 4X}{ 2
(S + T)
6A — 2@1 = e (Hxx + HxHx )
S.T
$ = - e2F [£ H + 1 H2 + HF_ + ~—§—§§ i
02 7 XX 4 X X (S+T)



I les projeccions

Y = ¥ =0
1 3
o 2F
¥=______s
vy S+T( XX
o2F
Y = = —( T
4 S+T XX
o2F
v, = g

Ara .,

i a partir de

del tensor de Weyl:

252
+ ZFXSx + H Sx - ——)
54T
212
+ 2FT + HT - ——)
X X X % S+T
56-T. - 8.T-
+ 2F = + —Z% X X
XX 2
(8§ + T)
¢ab' escrivim

del tensor de Riceci (1.51) resultant:

=34 0 0
11
0 0 0
22
+
0 ¢02 ¢11 3
*
0 ¢11+3A ¢02
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{3.19)

les components

(3.20)

A continuacid construlim el tensor d'Einstein:

¢ ¢
(V1]
g =3A
R _2 11
ab 0
0
Gab - Rab
Obtenint:
a _ _ac _
Gy, = n Gy, = 2

- 12Anab
-(¢11+3A) _¢22
0., -0 +38)
0 0 ¢
11
0 0 ¢

{(3.21)
0 0
0 Q
-3A o*
o2
¢ -3A
a2 11

(3.22)
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De cara a la identificacid amb un tensor

d'impulsif-energia tipus fluid perfecte, determinem
els valors propis de Gab. Hem de resoldre les

equacions:

[2(6 + 3A) +3]° - 46 ¢ =0
11 g0 22 (3.23)
2
[2(¢ - 3AY =21 -~ 44 ¢ * = 0
11 p2 02

Trobant els quatre valors propis:

A o= =2(d + 3A) - 2/%
11 0o 22

A o= -2(é + 3A) + 2/6 ¢
11 g 232 (3.24)

A= 2(d - 30 + 2/ 97
11 nz 02

A o= 2(¢ = 3A) - 2/% ¢*
11 02 02

De l'equacié de valors propis trobem facilment
els corresponents vectors propis. Es immediat wveure que
les condicions generals per a 1l'existéncia d'un vector

propi tipus temps i tres vectors propis tipus espai sdn:

26 = T (3.25)

11 0o 22
I els valors propis (3.24) esdevenen:

Al

]

-6{(d +A)
L (3.26)
A= X2 =X = 2(¢ = 37)
2 3 1] 11
A través de les eguacions d'Einstein podem
plantejar les equacions de camp en presdncia d'un fluid

perfecte (kv = 1)
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a) cb“ =0
b) 2¢ =V ¢
11 gaq 22 (3.2?)
c) 6(d +A) = p
11
d) 2(¢>“- 3A0) = p

Com a comprovacif del que s'ha comentat al comenga-
ment del capitol, &s facil veure que la quadrivelocitat

té& la forma:

4 3 ¢
= 1[¢22] Ty Hloogd (3.28)
vZ oo V2 ¢
22
Es dir que efectivament estd al pla dels vectors de
Killing.
3. - Classificaci® de Bel-Petrov

Evidentment les equacions (3.27) sbn forga

complicades i no &s possible intentar resoldre-les sense

imposar abans algunes restriccions. Es de cara a l'estudi

de les restriccions que comporta 1l'imposar un tipus concret

de Bel-Petrov gue veurem a continuacif quina forma concre-

ta pren l'algoritme de d'Invernc/Russell-Clark (1.72) en

el cas general d'una m&trica axisimd®trica i estacioniria,.

En el nostre cas, per tant, els invariants

(1.71) prenen la forma:

I=v ¢y + 302 J= (v -0y K=0
0 4 2 0 u 2

(3.29)

FONON N

=
H

v v N o= (992 -y ¥ )y
2 2 0L

L

La condicié I3= 27 J2 s'escriu ara:
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v v (w2p? +81y? —18p v %) =0 (3.30)
04 g b 2 0 4 2

Per tant la solucid sera tipus I si wan# 9¢§
(que &s la condici6 per a que no s'anul.li el paré&ntesi)
i a més wowq# 0

Si volem que es verifiqui (3.30) hi ha dues

possibilitats:

*k ¢0= 0 . Llavors els invariants (3.29) valen:

I

I
[FE]
<
q
!
I
=
£ N R

2
L= 9y ¥ N = 99 ¢
2y 2
* 81 wz # 0 é&s tipus II si wu # 0 1 tipus D si wu= 0
* Si wz =0 1 wu # 0 é&s tipus N 1 si ¢“= 0 &s tipus O..
fs possible bescanviar els papers de wo i wq
* %k wowu= 9wz # 0 . En agquest cas els invariants esdevenen:

I =1292 J=8 K=0 L=%¢% N=0
2 2 2 L
Per tant ens trobem davant d’'un tipus D.
Hem d'assenyalar que hi ha dues maneres d'arribar

a un tipus D de Bel-Petrov (Collinson & Dodd, 1971) i que
no &s possible trobar tipus III.

A continuacié resumim la classificaci®:

Tipus de Bel-Petrov Condicions

O [p0=w2=1p]+=02

I vy #0 ¢y # Y
0 u 0 u 2

1T Y Y # 0,0 =00y Y# 0,9 =0
2 4 0 22

D (1) VU A O, Y Y = 9y

D(2) b,=9 =0, ¥v#0

N Y =% =0,y #0oy =y =0 , ¢ #OC
0 2 4 4 2 0
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4.- Imposicid d'un tipus de Bel-Petrov

* Tipus D(2).

Veiem a continuacid a qué condueix imposar el
tipus D(2) de Bel-Petrov a la solucif amb fluid perfec-
te.

De {(3.31) vy =y, =0, ¥, #0; aixd E&s:

25;

sxx-+2Fxsx+HxSx - S¥T =0 (3.32,a)
2T}2{

Tx +2F T -+HxTx s+T'_0 {(3.32,Db)

Restant (3.32,b) de (3.32,a)
- - 2
(S=T) +2F (S-T) +H (S-T) - S+T(S ~T2) =0

Integrant

(5-T) _
—_—=f(X)e
(8+T)?

= (2F+H) (3.33)

Dividint (3.32,a} per Sx i sumant-1i (3.32,b) dividida

per Tx
xx | Txx 2(S+T)x
T+T—+4F +2H -—(-'W—O
X X
Integrant
s, T
XX _ g2 (3) e 2(2F+H) (3.34)
(S+T)2

Es dir que a més de les equacions de camp (3.27) tindrem
les condicions (3.33) i (3.34).
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* Tipus 0.

En aquest cas Y, =¥, =¥, =0 1 pot demostrar-se
que, en el cas que estem considerant d'un fluid perfec-
te, l'espai-temps necessariament ha de ser estadtic, arri-
bant a trobar-se la métrica interior d'Schwarzschildusual
{Collinson, 1976).

5.- Espai conformement pla

Si s'exigeix que l'espai tridimensional sigui

conformement pla hem de comparar
-eZ(k-u) -

~ Fo1954 -
§..=g,, -210°]_ 0 o2 (k-u)

(ole]

amb
gl] =C{p,z) |0 1 0
0 0 2

C factor de comformitat.

aixi cal que es verifiqui la condicib

o2k 2y

que amb el canvi (3.13-3.15) s'escriu

e—(2F+H) - S;'I;)z (3.35)
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6.- Equacidé d'estat p =np

Suposar una egquacid d'estat de la forma p=np
restringeix les equacions de camp.
De (3.27,c i d) trobem

p+ o = 8¢11

i com que p =2(¢;; -347) =e?F

(H - +H H_)
XX X X
s'haurd de complir,a mé&s de les equacions de camp, que

_n+l 2F
¢11-—7§; e (Hxi +HxHi) {3.36)

7.- Construcci$ d'una solucid tipus D(1)

Si volem una solucidé tipus D(1) de (3.31) cal
que
You =993 (3.37)

Per poder treballar aquesta relacid farem una nova rede-
finici6 de funcions.

Introduim

B =we 2V, H=1luw, c=% e , a=2 (3.38)

I usarem les funcions a, B, C i1 H que considerem funcions
de x i x. D'aquesta forma l'element de linia (3.5) es con-
verteix en
2 _np Hay o= H 2432 1 .2
ds“=2Ce dxdx+e [B(l-2°)d ¢—2ad¢dt+E dt“] (3.39)
La relacié (3.37) €s, en general, molt compli-

cada per aixd fem la hipdtesi seglient,

B =ctant (3.40)



59

amb tot aix® els escalars Yg, Py 1 ¥, sbn:

e-H 2
lp(l =__2—6- [axx‘(lnc)xax_ax ]

-H
=2 __ - 2
Yo =g lagg (InC) o ag +a |

—H
& __ -
Y2 =57 [(lnc)xi axai]
La condicid (3.37) s'escriurd ara:
2 _ - 2 - -
{ax [axx (lnc)xax]}{ai+[aii {lnC)x ax]}

=[ (InC) g-a ac] 2 (3.41)

observant dque

a a C
9 (i X] o xx _7x
ax{ c] a C
X
Trobem
a, ag ,
axai[ax_[lnTT}x}[ai+[ln7?}i] =‘(lnC)x§-axai

D'on dedulim les dues equacions reals

) a, ag
l(lnc)xi| =2{1nC)_-a a-—[ln ]x[ln—u]_a a_=0

XX X X | TT ClX¥"x x
(3.42,a)
| C _ a3 C
ﬁ[ag]i‘ax[a;] (3-42,0)

A les quals hem d'afegir les equacions de camp
Tenint en compte que dues d'elles poden considerar-se
les definicions de p i p, tenim gquatre equacions a so-
lucionar. A mé&s de (3.42, a i b) tindrem
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ZHRR Hi ZHE(lnC)i By 0 (3.42,c}

ZHXi—HXHE+2(lnC)x§—axai'

2.2 _ 21 —
+2{axa§ hxi+Re(Hxai)] } =0 (3.42,4)
Les equacions (3.42) encara s6n massa difi-

cils de resoldre per aixd fem una nova hipdtesi:
a§==f(x)c (3.43)

Amb la gual cosa l'equacif (3.42,b) es verifica iden-
ticament i podem integrar 1l'equacif (3.42,c¢) gue gueda

de la forma
12 - £2 2 _
2H o Hi 2Hi(lnC)2 f(x)C 0 (3.44)

T és una equacib de Ricatti. Es facil comprovar que la

solucid es:

H=21ln v (x) (3.45)
cOSs %-Fl(x)l

Amb la singular

Hy = tia+1(x) (3.46)

on vix), 1(x), lg(x) s6n funcions holomorfes.

8i considerem la solucid singular i degut a

que a i H, han de ser harméniques:

ax§==0 =H0xi (3.47)

ag .
A més de C_'fo) veiem:

- _|8xx%| _
(lnCxi —(1nax)x)_{~-[—5—-}x =0 (3.48)
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I amb (3.43) i (3.47) 1l'equacid (3.42,a) també& es

verifica queda, aixi, l'equacif (3.42,d) que amb

(3.43), (3.46) 1 (3.47) es compleix identicament.
CyCx
Integrant (1nC) - =0 &8s dir ¢ _ ==X
XX XX C

trobem
C=s'(X)t'(x)

1 tenint en compte que C ha de ser real i1 de les con-

dicions de Cauchy-Riemann veiem:
Cc=|s'(x)]?2 {3.49)

De (3.43)
a=f(x)s'({x)s(X)+t (x)

Aprofitant 1'harmonicitat de a

-_K -
f(x)-—gTTET k= constant complexa
D'altra banda a ha de ser real, aquest fet juntament
amb les condicions de Cauchy-Riemann sobre s(x) i t(x)
i una redefinicid de funcions englobant les constants

a s{x) i t(x) ens permet escriure

a =m(x) +m(x) (3.50)
D'on deduim:

c=a’m' (x)m’ (x) a=constant (3.51)

real

i també, tenint en compte les condicions de Cauchy-

Riemann scbre 1{x)

H=z2i[m(x)-m(x)] +8 R=constant (3.52)
real
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Quedant totalment determinat l'element de linia
(3.39) gracies a (3.50), (3.51) i (3.52}.

Usant les equacions de camp (3.27,c i d)
es immediat comprovar que l'equacif d'estat que

verifica agquesta soluci6 és de la forma p =p.
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IV.- EL METODE DEL SCATTERING INVERS: OBTENCIO I ESTUDI
DE SOLUCIONS ESTACIONARIES I AXISIMETRIQUES A LES
EQUACIONS D'EINSTEIN.

1.- Solucions solitdniques

El md¢tode del scattering invers o de la trans-
formada espectral inversa s'ha utilitzat per trobar so-
lucions tipus solitbnic dins de dominis molt diferents

de la Fisica.

El primer treball sobre aquest tipus de solu-
cions fou presentat per J.Scott Russell a "Reports of
the British Association for the Advancement of Science"
al 1845, fent referéncia a una observaci8 que l'autor
efectud a l'agost de 1834 de la propagacif en un canal
del que ell anomenava "ona de transllacid" i més endavant
"ona solitaria" indicant que aquest objecte representaria
un tipus general de solucieons regulars estables i no dis-
sipatives de la hidrodindmica. La polédmica que generd
aquest article va durar fins l'any 1895 en que Korteweg
i de Vries donaren el que ara s'anomena solucié solitdnica

de l'equacié hidrodindmica no lineal.

Fora de la hidrodindmica han anat apareguent,
al llarg dels anys, articles que fan referédnecia a solu-
cions solitdniques de diferents equacions no lineals
d'aplicacid en camps molt variats (destaguem d'entre elles
l'equacis de sine-Gordon). L'any 1978, Belinskil i Zakharov
presentaren una manera d'cbtenir noves solucions a les
equacions d'Einstein que es fonamenta en la t&cnica del
scattering invers. Aquesta td®cnica pot utilitzar-se per
resoldre les equacions no lineals d'Einstein al buit si l'es-

pai temps admet dos camps de vectors de Killing que commutin.
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Aquesta exigéncia deixa encara una ampla gamma de pos=-
sibilitats. Destaquem en primer lloc els camps estacio-—
naris 1 axisimétrics, alguns aspectes dels quals es dis-
cuteixen en aquesta memdéria; 1 a més les métriques 4’

Einstein-Rosen i les métriques cosmoldgiques (i genera-

litzacions) amb tipus de Bianchi I a VII.

En aquesta part ens centrarem en l'aplicacid
de la técnica solitdnica per a la generacid de soclucions
estaciondries i axisimétriques a partir d'una coneguda,
en l'analisi de les solucions que s'obtenen (fent servir
resultats d'altres capitols) i en la presentaci de ma-
neres d'obtenir solucions noves relacionades amb les tro-
bades amb la técnica esmentada. AixI en el pardgraf 2
descrivim breument el meétode del scattering invers apli-
cat al cas estacionari i axisimétric i presentem els prin-
cipals resultats coneguts. En el pardgraf 3 analitzem la
familia l-scolitdnica de solucions obtinguda per E. Verda-
guer (1982), destacant com a resultats la classificacid
de les solucions i la identificacif del paper que juguen
els pardmetres que hi intervenen. Finalment l'apartat 4
el dediquem a un estudi d'aquesta mateixa familia, fent
servir el potencial d'Ernst (que també& hem calculat),
discutim breument com obtenir solucions relacionades a
la familia i presentem alguns casos concrets interesants
(Comellas, Mas, Verdaguer 1982).

2.- El métode de l'scattering invers i solucions estacio-

naries axisimétriques

Per algunes equacions diferencials no lineals
és possible construir un problema d'autovalors lineal;
les funcions incédgnita de les equacions originals no li-
neals estan incluides com termes potencials en les equa-

cions lineals, 1 les condicions d'integrabilitat de les
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equacions lineals porten a les equacions no lineals. Es-
tudiem l'estructura de les solucions del problema d'auto-
valors en funcid d'un pardmetre espectral complex. Si
donem les dades de l'estructura analitica, aleshores po-

dem determinar la forma funcional dels termes potencials.

Aquesta &s, doncs, la idea principal del meéto-
de del scattering invers, idea gue desenvolupem seguida-

ment.

En concret, per al cas estacionari i1 axisimeé-

tric, la métrica pot escriure's:
2 2 2 A. B 0 1_
ds® =f (dp* +dz )+gAde dx (x"=t,x*=¢;A,B=0,1) (4.1)

on el coeficient de la métrica i la matriu 2x2 g depenen

solament de p 1 z.

Sempre podem escollir coordenades p 1 z tals que
det g = -p? (4.2)
les equacions d'Einstein del buit prenen la forma

U, 4V, =0 (4.3)

(lnf),p=-pl+(4dl)Tr(U2-V2) (lnf),z=(20Y1Tr(U.V) (4.4)

on U i V s86n matrius 2x2 donades per:

U=pg,, 9~ V=pg,,9" (4.5)

Aixy la matriu g ve determinada pel sistema no
lineal (4.3) independentment de f. Una vegada coneguda g
grAdcies a (4.4) trobem el coeficient f. La técnica soli-
tédnica se centra en el problema de trobar una solucié per

a g. La clau rau en associar al sistema (4.3) el problema
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d'autovalors segllent:

V=AU U+av
D¢ =§3:EE'¢ ' D,y =§7157 14 {4.6)
on
_ 2272 _ 2Ap
D, —32 XT:E? al P Dz—ap-+i7157 3 (4.7)

1 A &s un pardmetre espectral complex, Y{i,p,2} &s una
matriu complexa de dues dimensions. El1 conmutador dels
operadors D; 1 D; s'anul.la, aixi tenim la condici6 d°
integrabilitat (D;D.-D,D;}Y =0 que equival a (4.3). Subs-
tituint el valor » =0 a (4.6) trobem

gip,s2z) =9{0,p,2} (4.8)

De cara a resoldre les equacions (4.6) consi-
derant que una solucid particular g, de (4.3} -pot ser
Minkowski - es coneix i1 aixi sdn calculables y,, Uy 1 Vo

corresponent a gg.

Busquem ara una nhova solucié amb la forma

V=X Vo {(4.9)

les matrius de transformacié y satisfan les equacions:

V=AU pVo—AU,
D =B-—--— — et
1X A2+p2 X =X A24p?
(4.10)
D,y =RUFAY | 0Us+AV,
2 Al+p? A24p2

De cara a tenir una solucif fisica la matriu g hauria
de ser real i1 simétrica. La primera condicid estd asse-

gurada si demanem gue y i ¥ siguin reals sobre el pla A.

X (A%) =[x (M) ]* pOA*) =[p(A)1* (4.11)
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La segona condicid pot veure's aixfi: Si ¢ &s simétri-

ca i x{(A) satisfa (4.10) la nova matriu
- 2 -
X' (A) =g¥x 1'["%} g,

tambhé satisfa les equacions (la tilde indica la matriu
transposta). Si considerem x'{A) =x{X), gque no afecta

la simetria de g aleshores

p? N
g=x [-—f]gox(k) (4.12)

A mes, a partir de (4.8) i (4.9) tenim
g=x{0)g, {4.13)

Relacions que comporten que ¥ {«) &s la matriu unitat.

Hi ha encara una altra condici® que hauria
de satisfer g, detg‘=-pz, amb tot, si aquesta condi-
cid no es manté& en fer la transformacid y (0}, sempre
podem obtenir una solucid fisica gp fent la renorma-
litzacid

gp = 0 (~detgl™? g (4.14)

Es fdcil de veure que dp també satisfd l'equacid (4.3)
si
[p(ln(detg)),pl o +po(ln(detg)),,, =0

Anem ara a construir les solucions soliténi-
ques. Anomenem g una solucid tipus soliténic si el de-

terminant de x s'anul.la en alguns punts del pla % i

x! hi t& pols simples. Per tant, per a una solucid so-

litdnica pura, yx ! pren la forma
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{4.15)

On I indica la matriu unitat i la matriu §;, no depen

1

de X. La matriu y * t& n pols a X =vx. L'equacid (4.

12), per gant, comporta que x tamb& t& n pols a A=uy,

on “k:=_%; . BEs dir:

(4.16)

La matriu Ry estd lligada amb la Sk per l'equacid
xx !=I. La condicid (4.11) exigeix que si Uy &s com-
plex, el terme complex conjugat Rﬁ / (l-u;), també es-

tigui incluit en la suma de (4.16).

Substituim (4.16) a (4.10}) i desenvolupem
les equacions als pols k=uk. Dels termes amb (l—uk)'2

trobem
2 2y=1_
Yk, z + 24 (upte®) 0
(4.17)
- 2 2y-1_
Bk, o 2puk(uk+p ) 0
Aixd és:
HE =2 (W =2)uy -p? =0 (4.18)

On Wk és una constant arbitrdria. Degut a la presén-

cia de l'operador 3, tant a D; com a D,, tenim trajec-

A
tbries de pols uk(p,z) i no pols estacionaris. Andli-
sis més detallades mostren que la matriu Ry no és in-

vertible i que té la forma

_. k) (k)
(Rk)AB-—nA m By (4.19)
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(k) (k)

Els vectors m in venen determinats per les equa-

Y Y
cions *)

k k -
(k) _ T -1 (1)
n, = 51 D]k 1 NA (4.21)
on mék) &s una constant arbitrdria i
0
(k) __ (k)
N, =mg (g”)CA (4.22)
La matriu D ve definida per
Il
mgl karml =
_ . (k) (1) -1
Tl =M (go)CB B (p? g ) (4.23)

Aixi trobem les solucions n-solitdniques pures amb
el fons de la meétrica gy

0
-1
g=%x(0)gy =go- k 1 Ry ¥ 9o {(4.24)

o bé

- _ T (ky 1
9ap = (99)ap "x,i=1 D1 Yk M1 Ma  Np  (4.25)

Observem, que fora del pas per trobar Y, a partir 4'
una solucid donada g,, per trobar la solucib solitd-

nica nomé&s calen manipulacions algebraiques.

*} Sumem els index llatins A, B, C,... repetits.
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A mé&s, Belinskil i Zakharov han mostrat que

podem donar una expressid simple del determinant de g:

n
detg‘=(-l)n pzn[kgl ukz]det Jdo (4.26)

Expressid qgue mostra que solament per a n parell les
signatures de g i1 g, coincideixen. Aixi si volem ob-
tenir una solucié fisica amb un n imparell ens caldra

partir d'una métrica g, amb signatura no fisica.

Considerant ara el coeficient £, cal desta-
car que per a la solucid n-solitdnica f pot integrar-
se explicitament. En termes de la corresponent solu-

cidé "llavor" f,, el coeficient f ve donat per:

n +1 n 1
_ —n2/2[ I u ]n T
£=Ctop k=1 K k,1=1 MWy | detly
k>1
(4.27)

on C s una constant arbitraria i el claudator val 1

quan n=1l.

Passant a resultats concrets direm que les
solucions 2-solitdniques obtingudes a partir de la
meétrica de Minkowski han estat estudiades per Belins-
kil i Zakharov (1980). Es poden escollir dos pols reals
0 dos pols complex conjugats. En el primer cas s'obté
la métrica de Kerr-NUT amb horitzons i en el segon la

métrica de Kerr-NUT nua.

Les solucions 2n soliténigques han estat es-
tudiades per Alekseev i Belinskii (1981) i la métrica
que s'obté s'interpreta en el limit estdtic (g,; =0)
com una cadena de forats negres de Schwazschild situats
a l'eix de simetria i units per segments singulars. En
el cas estacionari (g,;#0)}) s'obté& una superposici® no

lineal de métriques de Kerr-NUT i poden posarse condi-
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cions en els pardmetres de tal manera que l'eix z sigui
regular entre les particules de Kerr-NUT, resultant com-
pensada l'atraccid gravitatdéria per la repulsid rotatd-
ria {(en una situacid d'inestabilitat). Si considerem

la superposicié de n métriques de Kerr amb masses iguals
i el mateix moment angular i hom fa que s'aproximin fins
coincidir, s'obté& una solucid de la classe de Tomimatsu-
Satc amb 6§ =n (Tomimatsu, 1980; Tomimatsu & Sato, 1981).

El cas més simple de solucions 2n+l soliténi-
gues gque s'obtenen a partir d'una métrica no fisica re-
lacionada amb la métrica de Kasner (que conté Jl’eucli-

diana) ha estat publicat per Verdaguer {1982).

El seu estudi &s presentat en agquesta memd-
ria als paragrafs 3 i 4. Trobem que la familia de soclu-
cions obtinguda depen de dos pardmetres. Un d'ells, q,
es relaciona amb la métrica llavor i es responsable de
la forga del camp (g=0 d6na Minkowski). Es interessant
destacar gque la métrica de Minkowski ha estat, d'aques-
ta manera, generada pel métode del scattering invers a
partir d'una llavor no fisica. L'altre pardmetre, D,
estd lligat amb la rotacid del camp, aleshores guan
D+« les métriques esdevenen estdtiques. Per classifi-
car les solucions hem utilitzat el formulisme de tétra-
des nul.les {(Capitol I ). Alguns casos interessants sén
el membre q =-1/2 que correspon al tipus I de Bel-Petrov
amb un limit de "rotaci® extrema" que pertany a la clas-
gse de Van Stockum i &s tipus II; el membre g =0 que &s
l'espai minkowskid i el membre g =1 que &s una métrica
tipus D en el 1imit estdtic i pot comparar-se amb la
solucid de Schwarzchild en algunes regions de l'espai

temps.
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3.- Classificacib v propietats de les solucions l-soli-

tdniques obtingudes d'una métrica no fisica tipus

Kasner

Com hem vist al pardgraf anterior per a la ge-
neracid de solucions estaciondries i axisimétriques de
les equacions d'Einstein al buit amb la técnica solitd-
nica, cal una métrica llavor.Si prenem com llavor la mé-

trica no fisica
2— ra—
ds? = #9712 a2 0az2) 4ot 7299241290 2 (4.28)

que es redueix a la solucid de Kasner cosmoldgica mitjan-
gant una transformacid complexa de coordenades, la solu-

cid l1l-solitdnica que s'obté &s la familia biparamétrica

2
» _cp?9 ch (qu+D)

Vpl+z?2

ds (dp?+dz?) +

1

- l+2q TI_J 2 _
+Wﬁ)—[ o} Sh(q¢+2+D)dt {(4.29)

- p17%9gn (~qy +% -D)d¢*-2pCh %dwtl

amb

_ 2
e v =[§} , L=-z+¥p2+z2 i g,P dos parametres

arbitraris (Verdaguer, 1982).

Per classificar les solucions compararem (4.29)
amb ( 3.5) i utilitzarem les equacions (3.19}) que ens do-
nen les projeccions del tensor de Weyl en la tétrade
{3.10). A partir d'aguil i grdcies a l'algoritme de Rusell-
Clark (3.31) é&s possible trobar el tipus de Bel-Petrov.
Els cldlculs poden trobar-se a l'annex. En general les
solucions (4.29) s8n del tipus I del Bel-Petrov. Desta-
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guem els cascs segldents:

g=0. En aquest cas tots els escalars ¢ sén zero.
L'espai-temps &s pla. Podem trobar la transformacif que

ens mostra explicitament que &s l'espali de Minkowski.

Quan g=0, (4.29) queda:

as? =-—SCRD 9024452 +6%B [ -pSh %w+D]dt2-
Vp2+z2

(4.30)

-pSh[%~—DJd¢2—2m31%d¢dt]

fent una rotacid al pla t¢ d'angle © =-% arcotg(ShD) po-

dem escriure aquesta meétrica com:

ds? =—L1  (ap2+dz2)+ (z+/p7+22)de 2 - (z+/p7+z2) dt?
vprtz? (4.31)

la qual reconeixem directament com plana (Kramer & al.

1980) o bé fent ara el canvi de coordenades:
R==[(ZZ+QZ)VZ+Z]V2
z =Ch{t.[ (22+p?)¥2~2]V?} (4.32)
T =Sh{t.[ (z2+p2)1/2-2]1'/?}
redufm a la métrica de Minkowski en cilindriques,
ds? =drR?+dz?+R2d¢ 2 -aT? (4.33)
Veiem, doncs com la técnica del scattering in-
vers genera la métrica de Minkowski a partir d'una lla-

vor no fisica que pot ser dedulda de la métrica de Kas-

ner "isotrdpica"™ (g=0). En aquest cas coneixem les solu-
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cions 2n+l solitdniques per a un n general ja gue una
solucid 2n+l solitédnica pot interpretar-se com la 2n
solitdnica generada a partir de la 1 soliténica, i com
s'ha dit al §2 sbn conegudes les solucions 2n solitdni-

ques generades a partir de Minkowski.

g#0. Limit D=0 o de "rotaci® extrema". La raé 4'

aquest nom la veurem en el seglient pardgraf.

Quan g=-1/2, la métrica llavor &s la métrica

euclidiana. La solucid pren la forma
ds? =CpY? (dp2+dz?) -2pdtde+2zpde? (4.34)

i és un membre de la classe de van Stockum {Van Stockum
1973) amb tipus II de Bel-Petrov.

Limit D+« o "estatic". En aquest limit els es-

calars y prenen una forma particularment simple:

—2q2-1 &9V
vo =ut =-oL 7Tt & oyen L - 3gsh Lon L+
B on U 2 203
>
+ 2 cn*¥ + 3i( sh¥ - qond) I
ot 1 — {4.35)
Y= F07T e qw(Sh% - qCh)

A partir de la classificacidé de Bel-Petrov per
a métriques tipus Lewis-Papapetrou §3 veiem gque, en gene-
ral, per a un valor arbitrari de g, les métriques son ti-
pus I, i a part del cas g=0 en que tenim l'espai pla, so-
lament podria haver-hi un cas tipus D(1l), quan ¢,,¢s #0

i Yo¥y =992 aquesta darrera egquacif s'escriu:

2 2 2
1+qCh ¥sh %-(—2‘13““—1’— Chzlg-| =Sh2%[8h% -th%}

2

i té per soluci6 q =*1.

En concret per a g=1 (el cas g=-1 es equivalent,
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només cal fer el canvi t¢) la solucid tipus D pren la
forma:
-y/2
ds?=—2__ pzew(dpz+dzz)+g—6- dcbz-paew/zdt2
Y 2
po¥z (4.36)
Per estudiar aguesta métrica considerarem els seus es-

calars de curvatura.

L'Gnic escalar de curvatura no nul és:

_3w
IT=1292 =38 __3 (4.37)
2 B2 p& pB2yb

El significat del gual pot entendre's millor si emprem
coordenades esferoidals:

o =0(x2-l)uﬁ(l—ozﬂ/2
(4.38)

Z =0Xy ¢ =constant

Que podem relacionar amb les coordenades de Boyer-Lind-

guist (r,8) mitjang¢ant

0X =r-m
(4.39)

Yy =cosé

L'escalar de curvatura (4.37) en el 1limit de r gran s’
escriu: I = 3 aque podem comparar amb l1'invari-
B%r® (1-cos8) ,

ant d'Schwarzschild: IS = 48 %
r

Suggerint-nos una interpretacid fisica per a la constant
B. L'escalar de curvatura (4.40) es singular per § =0,
per tant la solucid (4.36) no &s asimptoticament plana.

Seria interessant estudiar si existeix una solucid as-
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simptoticament plana que pogués ser aproximada per la
(4.36) en determinades regions de l'espai-temps d'una
manera similar, com aixé &s possible per a les métri-
ques de Kinnersley-Kelly (1974) tipus "Kerr extrem".
Observem que en general els escalars de curvatura es

— 2—
comporten en termes de r com r 4g”-2 aleshores per a g
grans el camp s'anul.la rapidament. El sentit de g que-

da, doncs, clar.

4.- La formulacid 4d'Ernst. Obtencis de solucions rela-

cionades assimptoticament planes

El métode que introdui F.J. Ernst (Ernst, 1968)
redueix les equacions d'Einstein per al cas estacionari
i axisimeétric a un sistema equivalent mé&s simple d'equa-
cions diferencials que resulta Gtil en la recerca de no-
ves solucions i de cara una interpretacid fisica. Prime-
rament exposarem breument aquesta formulacid i després
l'aplicarem al nostre cas de solucions l-solitdnigques
(4.29).

Podem escriure l'element de linia general es-

tacionari i axisimétric com:
ds? =ri ek (dp?+dz?)+p2d¢?] -F (dt+Aads) ? (4.41)
El potencial d'Ernst &s una funcié complexa
e =F +iw

en termes del qual les equacions d'Einstein al buit s

escriuen:

(e+e*)V%g =2Ve-Ye (4.42.a)

(e+e*)k =/796,€€¥E (4.42.Db)

"E
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{e+e*)A, =20(e—e*},g (4.42.¢)

3
on V=(3,,35), V2 =03+5"8,435 i /20, =3 -idg .

Es millor introduir un altre potencial

l_l

—E (4.43)

£ =12

l_l

llavors quan usem coordenades esferoidals (4.38) 1l'equa-

cid (4.42.a) queda:

— 2- — —_
(EEx=1){I (x2-1) 8, 1, +[ (1-y*)E, 1, )

=284 (x*-1)E] + (1-y*) €, ] (4.44)

Aquesta darrera equacid té una manifesta simetria en x
i v que es pot aprofitar per a 1'obtencid de noves solu-

cions (p.e. Tomimatsu & Sato, 1972).

Per a la nostra solucid (4.29) calculem en pri-
mer lloc el potencial d'Ernst ¢ =F+iw. Identificant di-
rectament a la métrica trobem:

029 ey ((q+1/2) w+D)

F= Ch (qy+D)

Per trobar w cal integrar (4.42.c), i ho farem introduint
coordenades r 1 8, p=rsind 1 z =rcosd convertint aques-

ta equacid en

3w ___F” 3a dw__ ¥? A (4.45)
36 ° sinb 3r ar risinf 30 :

De la métrica deduims:

r2q -1-2g

sin® amb e—w _l+cosb

A=:Sh((q+l/2)¢+D) l-cost
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Substituint %% i %% (4.45) i integrant trobem final-
ment
" =_rl+2qsin2q8_ p2q¢pz+zz

Ch{(qy+D)  Chiqy+D)

Aix7 el potencial d'Ernst per a la familia (4.29) &s:

1+2qg

e =L
Ch (gy+D}

{Sh[(q+-%)¢+D]-% /oZtzZ}  (4.46)

En el 1limit estdtic (D»«) el potencial d'Ernst
(4.46) es redueix a la familia de Weyl (no plana) segilent:

e =up2d (4.47)

Que pot obtenir-se "combinant" les solucions planes ¢ =y
1 £ =p (Kramer et al., 1980).

Aix{ la solucif l-soliténica (4.29) es pot in-
terpretar com la generalitzacid estaciondria de la fami-
lia estdtica de Weyl (4.47).

Quan g =-1/2 el potencial d'Ernst &s particu-
larment interessant. En termes de les coordenades esfe-

roidals (4.38) 1 en el limit de x gran es redueix a

1-y in
AT 4.48
Y+y Yty ( )

On hem introduit y =CothD i n =vy2-1. Aquest potencial
limit també &s solucib de l'equacié d'Ernst. (Per veu-
re-ho, es convenient introduir el potencial ¢ definit

a2 (4.43) i substituin a 1l'equacid (4.44). Aprofitant la
simetria de l'equaci6(4.44)en les coordenades x i y po-

dem cconstruir la nova solucid

e =i YX2-1 -n (4.49)

v+X
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que ens suggereix la solucib estdtica segllent

_¥Yx?=3 =-n

£ = T x (4.50)

Més exactament, aquest darrer potencial correspon a una

solucid electrostatica que s'obté de la solucid del buit

. =Vx2—1-+ny'1x

v (4.51)

mitjang¢ant una transformacid d'invariincia finita del
tipus €' =ec-2B¢-BB, ¢' =¢+B amb B =vn/y, vy >1 (Kramer
et al., 1980 §30.3).

Es interessant de constatar que les solucions
(4.50) i (4.51) s6n asimptoticament planes i que a més,
guan Y =1 contenen la métrica de Zipoy-Voorhees

e—x;l—é (4.52)
T lx+1 y

amb parametre de deformacid § =1/2.

vVoarhes (1970) dond una interpretacid fisica
a la familia (4.52) relacionant-la amb el membre § =1
que &s la métrica de Schwarzschild. Quan fem servir
coordenades (r,6) i prenem ¢ =m, aquestes coordenades
poden considerar-se esfériques i (4.52) dbna el camp
d'una particula de massa m. En general amb coordenades
"adaptades a la font" fent 0==% , 51 es desenvolupa €
en termes de (r,68) per a r gran 1 es compara amb les
coordenades d'Schwarzschild {(a =m} les solucions (4.52)
poden interpretar-se com camps exteriors de barres (si

§ <1} de massa m. Per a § =1/2 la barra té& longitud 4m.

Per a x gran 1 y finit podem desenvolupar
(4.51)
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e =lvey '-(l4ey Iy + | (Lrey 1)y2-3 |+ ...

Que es pot reduir a la forma usual-

e=1 —%§~+(polinomi en cose)E%-+...

mitjangant una transformacid d'Ehlers lligada al para-

metre Yy (Cosgrove, 1980).

D'aquesta manera la soluci$ (4.51), almenys
assimptoticament, pot interpretar-se com la transfor-
mada de la métrica de Zipoy-Voorhees amb § =1/2, mit-
jangant una transformacid d'Ehlers lligada a y, d'una
manera similar a un dels resultats obtinguts per Ver-
daguer (1982). La relacid entre les solucions {4.48)
que no s6n asimptoticament planes i les asimptotica-
ment planes deduides d'elles pot ser similar a la que
hi ha entre les solucions tipus "Kerr extrem" de Kin-
nersley & Kelly (1974) amb les de Tomimatsu & Sato
(1972), representant les primeres una regif a les pro-
ximitats de l'ergosfera de les darreres. Al nostre cas
lesgolucions l-soliténiques descriurien alguna regid

exterior a les barres (almenys en el limit v =1)}.

Finalment, comentar que les solucions {4.48)
i {4.49) es relacionen amb les trobades per Verdaguer
(1982) mitjan¢ant una transformacid d'invaridncia fi-
nita €' =¢+ik amb k==m("1 i gque per a un valor de g ge-
neral la relacid de (4.46) amb solucions asimptdticament
planes no &s tan evident ja que el potencial d'Ernst,
asimptdticament, dependrd de les dues coordenades es-—
feroidals i hom haurd de verificar si es té una solu-
cid abans de fer el canvi x Zy. De totes maneres hem de
recordar que el potencial d'Ernst no té& un sentit in-
trinsec, es dir, que s'haurien d'estudiar d'una manera
completa totes les solucions que s'obtingéssin amb els
métodes esmentats.
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ANEX

1. CiAlcul dels coeficients de spin per al cas m = m{r,8) i a = ctant..

De (2.5) i (2.6) construim.

0 0 0 0
0
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0 0 0 0
0 0 -235mpwd
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o
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> | -ias t
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I de l'eguacié (1.30) trobem
v
Au = ka,,(nn*‘ﬂ—m"ef‘) = 0
Magz Quy (miAY - mfmp) - - 2206
Mgz = Quy (Y - et} - 285wl @d
Vi S (+idwne)
A = QLuw (R’ - = 0
Y _
Ay =z My (W mP)z A [ aTsun® [ (x-m-rhn rm L +
P T \nz(maw)[ { ]5
4 TduBwb -m-on) T oS Ta i Aw&cma
. ﬂ+$l____._.-z }(AS )Qs 1 s
* 2 ﬁi[mum)
My = m,,\,pcm*m-mvw) = A liasie rduged - olny 4

(- TLASMOWDO | mings’B)] = - 2 Twn®
5(n9 st 5 52

v
Mg = Mop,v ('m’- EmP)= 0
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(M- D n.T): nT _ (st-m-mn)
= (0 B Loeq + aswe){ — )T TR
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1& 4 ... ] O
: -3 4+ M{n+iand)-
- —pov =vpRYy . A Takule + 2w Gualaw®) -7 4
Pysa = nmh,krm 2. A7) 25 (%4 13@0)
e i A
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Mgz gy PRad ATk - LA -dule L - nT(nsiace) + T2 _
a he? 22101+iaane\L 2 D)
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z'l 13 (n+18Wn6)
MzA = Mp (PR~ VM) = - A

—_— R

[LaALSw® + ARIWE ("3 b)) -
V22 (n+a bl
- La_g_gmel - - 2Laniwd

Vi3 (Mia&%')
}%H -umpv(mﬂm - MYy

[ DwBwo (n-iaw®) - (dduds
'ﬁz (n-awe)’ .
S
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Lot Y re s} = Vi(n et VI (W-i36n®)

I obtenim els coeficients de spin (2.9) a partir d'aquests resul-
tats emprant les relacions (2.7)

2. CAlcul dels escalars ¢*b 1 y_ per al cas m=m(r,8), a=ctant
a partir de les equacions de Newman-Penrose

Escrivim els coeficients de spin en funcié de f &ssent

d= X -p*



Per als cdlculs ens cal

5*’3"\: 'Zrtgg* ¢-¢%= 2iawo 33*
§ = -37' -3.“: -gkz g!: -iafwmd g?’ g”“: - LASWMB g"‘z

I les derivades direccionals sén:
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bv ="(““"“+“"“5’ +2"“”~ 5?“+£ﬂf_t_ e
- o A e .3

Dd= Laéuu ¢ —"ﬁ §

Ax = LaTSw‘B 33

Ad = \-3] S:sa TC&S 5) f

Afg = Z{\ﬁ gg*g )

A‘u z 'T(n-m mn)gg“’ T t‘g*z T gg*?

$§T = Lacea% 3.*2 Ry :u.i‘ecme 37-

! X
&= n_,ﬁ_gls,n 4 LaTsw® 35,x _ aTa® §t¢ 3

N2 A5} 5
$7 - Sp - (m-rn%n.\s,ga‘l + {ri=m-ohnd 3 ouB b 35;*3
21 B
$v= -m” G2+ Lanswe ! gl _ tanm pu® k3

Z
5K = %;c.y.‘______gg Lécmng*

- A L
R o LR e §

B4
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Ara només cal substituir a les equacions (1.58).-Indiquem en

cada cas l'equacid (o equacions) que considerem.-
@) ¢ = D920

@) e Da-ge-xg = 2.7%-_9 QS,LQ%O d C%?\ T
() Gz 6T-T(urp-L) 2028 o*T , Fado (—s"?“+g€") +

4 LaSwe Las‘we S’S’ 7@35’*4- gg%g‘g:kz -

(01 ¢’»\12 Y - A(%-"U(‘L-ot"‘_(l,\ -,.cc”x,(r-'r ) =

2\"2".

- um! 3EL (aTmu® S3oxt aaTruae LK3 _ (m' 4 A2
S RS ¢ g9~ s

WY Y TR A
(R-m- D 00 w6 ¢ ’li_sOi@ _ aTup gigxt
+ QT 3t swd fg o _?g R §s
N L&TSU«(B glgj‘J - (- tm— w7} Lagwd S;L?*L (&M\ Casu® gg*.?
BEYEN 2V} 2V

to 3
R S AR

(o) d>11- Sv-Apm - )u /A(’M”G*) VT -v (-3 -) =
> SV - A;-« 1wt _}u/.d‘-(n.rm mh)ggh.v*x VT $2A 4+ VA

z k ian sup m' g7 o*? a:zs ) Go*3 _ L-m- ) o8 X1
- T g Lansup m!g7g"E - 51 ——jé £s
+ S / oot ‘5/““ 'r;/ b e m- AN T3
- caQ@m'n gkt ~a§!!g,mr 3 _ rmULco‘t@ LT

[ g'gk : T ;fg¥ ~ ?gﬁ
4 Laézﬁ 'y f'lf*s-: _ h(m"t;o*em'\ 32.5;#2

D'una manera similar es calculen els altres escalars.
sbn (sense detallar alquns passos})

Els resultats

#) +(Q) d} *ED'M&:L ¥ - (+) —p (4T -2 - pp - - ottt g
120p - TE-¢¥) = 4 {pvt ool - 8B ~2KT- 1A pEFT LR
~pk o p g ~bppt L I5A ~¥lg-¢*)] = mx ekt (2m +rmﬂ\3,§*
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(b) qPo'-'O

ey Y= Dp-pe*=o0

-

() Y,

Al

E - X +vpx o (BXp*) 43 (T =

2’“‘“' 359" (m\{-rer ¥

(J) ’%: ¥y +v(3h 4 pxogx) = S v uxv - 2vgt L vX

- y (' ot® — m'1y

2 F7¢ — Lan s ! o¥g"
(40 W= 4[207 4 D - 87 ~2a(eaT*) - 2 (PH4T) - 22T -28), - 9
- AT* 4 X (¥-p) |- (20T +Du- 8- 4xT - 2x2* +24°7 4
HpRT e ~upx -2, '5’*/*3= _mg% (Qm +an>0 96" 1 i x ik
(h)

= i[D}A"SI —y*/«-xx" txol-xpy - ’EI’]:

_ Qe )
S TR AR L9V, 1

3. Calcul de 2ape Per a la mdtrica (3.5) i la tdtrade (3.10)

0 oe” vle¥ o )
o) e} o o}
QP.,\J = -(5-*
2o o 0 0

Lo A a0 wet-wie” AV avelewl el wueY o)

[ o OeY v'eY o
0 o O °
Mo = —)"F-L- ) o o o
o AsAse-werwle. Ao saveY-pk lwreY o
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) o 0 o
QF’U o) (k-O) - 0
A B R A S A
0 o o o
6 o o A (0 0o 0 &
Q(U‘hj 'y
Y —~ -¢. O
fndnts A 10 00 O ke AER e o ©
W > O Y © ) L O 0
-4 0 0 0 Lo o 0 o
o w+ AeY LM+A@U O )
k| 20 20
Ry ¥t € (W+ AC™) © o 2
Pm-m s 20 iy
W | tw+Ae) 0 0 e
. U
0 - é%} -bt? o]
o W A ewdAdt) o
RV vt €
mEm - m m
" W twead) o . e
0 -ép’ -féﬂ O

D'on trobem les )tque resulten ser

o= Mg = Nasy = Mgz = M334 = Ausd = AT A3 T O = M2y

. . . - - = . ! -
Aoz - £ L{Ge"(mbiz{))—ewme” P ATV d e woe ) LATT ]
2w

- ep-k

WiW

[ 2w (U +ioY) otV (AreA) (W +tuwhy ]

» » ‘-U - -~ 4 -
- AV Ae + A0 v B -wbey + LATH] S

k< . )
Mz €5 [oeYwiAd)) -
WLW

29 VR gAY & (4t ]
P

|
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-k - - - '] -— -
Mz - £ (0% cwy AV ~ VAL 4 A0 S he rwi e )+ LAY
o
= - é__k: _aw (O + W) ~Y A tAY ¢ b+ D)
AFR'Y
-K FiS B B s O e L e ~U al‘;lr]
>‘{23--—-—[U€ (w+A )-e (Ae + Ale-We +wue ) +t
22u)
S [e YeAwA). (W +iw')]
WL W
- . U-k .o
)5%: - &[fk"O)'L(Kl'U!)]: € _ C(U-LUI) --(I‘:-tk.)]
V2 Va

4. Cllcul dels escalars de Weyl per a la mdtrica (4.29).

Per efectuar aguest cilcul emprarem els resultats del
capitol tres. Identificant (4.29) amb (3.5) deduim gue les
funcions S, T, H i F venen donades per :

g = g1 [Ch(aV+D) + ChY] T 5;2‘3 [en(qb+D) - chYy

Shigh+D+ ¥) Shig¥+d+d)

. A E—ZQIQ%

2S¢ T H= O
¢ ChqVsD) s

Fent servir les equacions (3.19) trobem directament
els escalars de Weyl, gue resulten ser.
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:PPO’: _ 4 59 el q{ DGt Y] api0g B g
T QYD) Sh Oh(g¥+D)

(-hY +2q0Y 4 4 chiquid)gr2 % -
! w[(*dﬂ 1) ) THeoN Chigur D)»

A
- g {cn ¢+m-ch1)[{ﬁ’}__th(q¢+D))] +

Sh¥
4 (6«;)1[ A [*Sh(q¢+v)+§k”"’ - g SWK CA* ’*J +
(nx3n* Ch(q¥+D)
+ Tt qant ‘_d\(qui»b))]%
(RchX-4)

_yelav
Y= A ¢ ot 9 {-ﬁ%ﬂ(q%—@-?.%( - Y .

6¢ Chg¥+D) wgwb)
430 (_chX 4 + ( - 2 (Ae2CH
gz (o Ongyen) cwl-ﬁ) 14 S (2R +
+ ushl (chi - A N (- Ch",{G\X )
Chg¥+D) ShX Cl(glm) ShA Chig¥+p) <h( q"{o +D)

on  DUs-2_ (Shyar) o Xzqbid+ ¥
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