MATRIZ DE ROTACION PARA UN GIRO ALREDEDOR DE UN EJE CUALQUIERA
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Se presenta en este trabajo una parametrizacidén para la
matriz de rotacién de un giro alrededor de un eje cualquiera que
tiene la ventaja, frente a la usual de los éngulos de Euler, de
estar relacionada directamente con elementos caracteristicos de la
rotacidn como el angulo y el eje de giro.

Si suponemos que el referencial S gira para convertirse en el

S’ un angulo ¢ alrededor de un eje cualquiera que pasa por el
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origen comuh, la matriz de rotacidn, R j” relacionard las
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coordenadas de un vector v en los dos referenciales: v ’= j’vj.
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Esta matriz vendrd dada en funcion de » , vector cuya direccidn es

la del eje de giro, sentido el de avance de un sacacorchos que

gira con la rotacidn y con médulo relacionado con el éangulo de

giro ¢ por I;l=Y=(YLYi)1/2=ZSCn(¢/2)-
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Notacidn:
oxi : ejes del referencial S.

Oxi’: ejes del referencial S’.

o dngulo formado for el vector 7 con su componente
en el referencial S.

8. .: angulo entre OXi’ y oxj.

tJ
i, Jf.k=1,2,3.



Indicamos con O al punto sobre el eje de giro que esta
situado a una distancia unidad del origen O.

Ai y Ai’ son los puntos sobre los ejes que estdn situados
sobre un plano perpendicular al eje de giro que contiene O. Por

construccion OAi=OAi’

Consideramos la rotacidn en el sentido horario.

Consideremos un vector sobre el eje OX La relacién entre

'L

sus componentes en los dos sistemas viene dada por v tr =Rt : {no

hay suma en t).

Por construcciodn: vi’=vicoseii. Asi pués: Rii’=cosein
Calculamos a continuacidn cos® . en funcidn de 7.
Aplicando el teorema del ooseno en OA A,

(4,4,7) —(OA ) +(OA ) —2(0A )(OA )coseii

De donde:
ZCOAi)e—CAiAi’)Z
cos 6, .= 1]
ti P
ZCOAiJ

Considerando de nuevo el teorema del coseno en 5AiAi’
(A.A.*yE=(04.y2+(DA.>Y5-2(DA. (DA, Ycosp =
Tt v _'L 2 1 T 1
=2(04,)" (1-cosp) (2]

En el triangulo 05A£ se cumple:
OAi=tanai [3]
OA_ =seca, 4]
1 t

Substituyendo [2],[3] ¥y [4] en [1] encontramos:

Zseczai~2tanaaifl—cosp)

cos@

Zsecaai

1—sin2a£(1*cosp) [5]

De las relaciones de definicidn de » y o, encontramos que:



e
sinea =1—c052a =1—ti—
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¥ utilizando la identidad trigonométrica:
sina(p/2)= ({-cosp)2

asi como que:
(1-cosp)=25in2(p/2)=y2/2

substituyendo en [5], finalmente:
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R v ecoss —1- LTV 2 1.2 1 2
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Explicitamente:

1, _ l =g _ l 3

Ry =1-57rry 50,

.oy 1 1 1

3,_,_1 1 _ 1.2

Rig’=1-5rr,-5rr,
Célculo de los elementos extradiagonales de la matriz de rotacidn

T
Analogamente R .’=coso . ..
g J L}

Considerando la figura 2, en particular el tridngulo OAi’Aj
Xx

Xi

figura 2. figura 3.



Encontramos:
(A.°A )2=(0A ’)2+(0A )Z—Z(OA ") (04 Neoss
¢4y . L, 5 71E0%8
COAi’)2+COAj)2—CAi’Aj)2
cos8, .= 2COA 5COA > (6]

Considerando el tridngulo 5Ai’Aj

e = e = Py - - —
(4,74,)°=(04,") +(04 ) —2(OAi’)(OAj)cos(nij+¢)=
utilizando [3]:

= 2
- - teo '
—tan aitan a 2tanaitana .(COS”i ,COS;D._SLRT)L. .sr.n.go) [?]
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Donde hay que considerar el signo superior cuando se calcule le

¥y el inferior si se trata de RJi’, de acuerdo con la figura 3.

Consideremos ahora el tridngulo aAiAj:

2= B Ea B o= =
(4,4 )7=(04,") +(04 ) 2(OA£)(OAj)cosnij (8]

Pero también, del trisdngulo OAiAj'
(A,A.)2=(OA.}2+(OA.)2=secza,+sec2a,
Ly t J i J

De donde, con [8] ¥ [3]:

P =g =4 2
tan o, + tan .o - sec o, - sec o,
cosn., = L J e J
Ly 2tana, tana |,
T J
. . . . . 2 e
Y con la relacidn trigonométrica sec“® - tan®® = 1 encontramos:
cosnij=—cotaicotaj (8]
sinnij=(1—cot2aicot2aj)1/z {10]

Por dltimo, substituyendo en [6] las relaciones [4], [7], (81, [9]
¥y [10] se encuentra:

RL.’=cose.,=( secaa.+sec2a.—{tanza.tanaa.-2tana.tana.
J t} t J t J 3 J

{-cotaicotajcospi(l—cotzaicotaaj)bqsinp]}}(Zsecaisecaj)—1



Simplificando:

T &= = 1.2
R~ ’=cosca.cosa { 1-cos *sina . sina . (l1-cot"a . cotTa . sin
; £COS8 ) L STra( . ) 2

Y considerando la definicidn de ; y de o
R *= % y";vjt(1—cosaai—cosao(j)1/zsin¢>

. . e e e . PR
Y con la relacidn ceos o, +cos aj+cos ak=1, siendo i#j=k,

Ri_;"= _21_ Y‘:?’Jicos"‘ks’;mp = %- yiy}.iZ(.‘oscxksing(l—sineg)l/z=
- -é—yiyji 2 Y (rr2y (12" r4)
_ % ;Vi}'jt (l_%a}i/z ;vk

Explicitamente:

= 5 7%, (1—%2)1/2 v

R (1—§2>"2 s

RZ= 1% . <1—§2)” r©

R32’= % ?’372‘ (1_%2)1/2 yf

Finalmente escribimos el conjunto de elementos de la matriz
T

rotacién usando 1la delta de Kronecker & 5 y el tensor

completamente antisimétrico de Levi-Civita éljm.
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