Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) ,8,C...) || (1,2,3..) (Rl)
Equacions Diferencials (240131) Reavaluacié — 3 Jul 2024

Temps: | 2h 30min

Puntuacié: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.20 punts. Cal deixar ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se
n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

2t
Donat el filferro parametritzat per o(t) = <at3, 2, 3—) , 0<t <1, iamb densitat p(x,y,z) =z, calculeu
a

la seva massa (suposem a > 0).

2\° 2
Solucié:  L’element de longitud ve donat per |[|o’(t)|| = \/(3at2)2 + (2t)2 + (3—> = 3at® + 3 Aleshores,
a a

ot 2 12
dl = dt = 3at® + dt = = + —.
/p / ) '@l /0 3a ( 3a> > " a2

Calculeu la circulacié del camp F(az, y) = (a+ 2>+ vy, y> +y%cosy) al llarg del tros de la corba y = a — 22
que va des del punt (—+/a,0) fins al punt (y/a,0).

Solucié:  Aplicarem el teorema de Green sobre el domini D = {(z,y) : —va <z < /a, 0 <y <a-—2?}. Laseva
vora és 9D = C1UCy, on C és el tros de parabola donat a I'enunciat, i Co és el segment que uneix els punts (£+/a, 0).
Com que C es recorre en sentit horari, recorrem el segment Cs de dreta a esquerra i llavors hem de canviar el signe de
la integral doble. Escrivint F = (P,Q), tenim @Q, — P, = -1 i, per tant,

/Cl<ﬁ,di>+/ (F,df) // 1) de dy = Area(D) = /Z(“‘xz)—%aﬁ-

Parametritzant Cy per o2(t) = (—¢,0), —va <t <./a, facilment tenim

L. Va
/<F,ow>=/ ((a—13,0), (~1,0))dt = —2av/a,
Cy —Va

L 4
i finalment obtenim (F,dl) = 2a\/a + 3
C1

10
ava = ?a\/a.

Calculeu el flux del camp F = (—y, z, 2*) a través de la semiesfera S = {(z,y,2) : 22 +y2+22 = R?, 2 > 0},
orientada per la normal exterior.

Solucié:  Parametritzant la semiesfera S amb coordenades esferiques, ®(6, ) = (Rcosp cosf, Rcosp sinf, Rsingp),
(0,¢) € D = [0,27] x [0,7/2], el vector normal és Pg A &, = Rcosy(z,y,2), on hem de considerar z = z(0, @)
i analogament amb y i z. Aleshores tenim:

/ F,dS) // (F(® ), @o A D, ) dOdp = // —y,2,2"), Reosp (x,y,2)) dfdp
S+

2 RF+2
/ Rcosg - 2"t dhdp = 27rRk+2/ Ly cospdp = T .
0 k+2

Una altra opcié és parametritzar la semiesfera com una grafica z = z(z,y), amb domini un cercle de radi R, i passar
després a coordenades polars. També podem aplicar el teorema de Gauss, afegint com a tapa un cercle de radi R.




Calculeu la circulacié del camp vectorial F = (2z,3z,y) al llarg de la corba interseccié entre I’hiperboloide
ar? 4+ ay? — 22 =1 (essent a > 1)iel pla z =z, orientada en sentit antihorari si la mirem des de dalt.

Solucié:  Aplicarem el teorema de Stokes. El rotacional del camp vectorial donat és constant: rot F = (1,2,3).
D’altra banda, la corba interseccié és una el-lipse inclinada, que podem veure com la vora C = 39S d’un tros de pla:
S={(z,y,2) R : 2=, (a—1)2? +ay? <1}, que considerem orientat cap amunt. Notem que S és la grafica de la
funcié h(z,y) = = sobre el domini D = {(z,y) € R? : (a—1)z% +ay? < 1}, que és una el-lipse horitzontal, de semiexos
1/v/a—1 i 1/y/a. El vector normal és (—hy, —hy,1) = (=1,0,1), que té Porientacié correcta. Aleshores tenim:

S o 27
j{c+<F, d€>_/s+<rotF, dS}://D<(1,2,3), (—1,0,1)>dxdy:2Area(D):m.

Considerem el sistema A’EDOs 2’ = z(x — 2)", v’ = y(y —2)™, essent n,m > 1, amb la condici$ inicial
(2(0),y(0)) = (1,1). Trobeu el limit de la solucié (x(t),y(t)) quan t — +oo.

Solucié:  Es tracta d’un sistema autonom desacoblat, de la forma 2’ = f(x), ¥’ = g(y). Les funcions f(z) = z(z—2)"
i g(y) =y(y—2)" s’anul-len a 01 2, i per tant els punts d’equilibri sén (0, 0), (0,2), (2,0) i (2,2). El limit de x(t) quan
t — +oo depen de la paritat de n: si n és senar tenim f(1) < 0 i per tant el limit és 0, i si n és parell tenim f(1) > 0
i per tant el limit és 2. Analogament amb y(¢) i m. Aix{ doncs, el limit de (x(¢),y(¢)) és

* (0,

si n i m soén senars;

* si n és senar i m és parell;

)

*

0)
(0,2)
(2,0) si n és parell i m és senar;
(2,2)

* si n i m sén parells.

)

Si x(t) és la solucié6 'EDO de segon ordre z” + 32’ + 2z = 0, amb condicions inicials (z(0),2'(0)) =
(xo,x) (suposant zg,z( > 0), determineu el valor de z(t*) per al qual 2/ (t*) = 0.

Solucié:  Es tracta d'una EDO lineal homogenia de segon ordre. El polinomi caracterfsitic és P(m) = m? + 3m + 2,

que té arrels reals simples m = —1, —2. Per tant, la solucié general és x(t) = c;e~! + coe 2!, Imposant les condicions
inicials tenim x(0) =c¢1 +c2 =29 1 2'(0) = —c1 — 2¢2 =z}, donresulta ¢y =2x9+x) >0 i ca =—(zo+ () < 0.
. . . c
Amb aquests valors de ¢ i ¢, imposant a/(t*) = —cie™? — 2c0e™?" = 0, obtenim e~ ! = 21 > 0, i per tant
—2¢
d (2xo+p)?

x(t") = cre ™t + CQ(Qit*)Q =

—des Azo+xp)

Per a quins valors del parametre 5 € R el sistema lineal 2D donat per la matriu < 351 2 ) és d’un tipus

o altre?

Solucié:  Calculem la traca, determinant i discriminant de la matriu: 7 =43, D =382 +4, A =T? —4D = 453% —16.
Notem que D > 0 sempre. Mirant els signes de T i A, en funci6é de 8 tenim:

* un node propi atractor si f < —2,

* un node impropi atractor si § = —2 (la matriu no diagonalitza),

x un focus atractor si —2 < 8 < 0,

x un centre si =0,

x un focus repulsor si 0 < 5 < 2,

* un node impropi repulsor si § = 2 (la matriu no diagonalitza),

* un node propi repulsor si g > 2.




El sistema no lineal 2’ = o(y? —y), v = o(2? —b%y), onsuposem b > 01i o = 41, té exactament 3 punts
d’equilibri. En un d’aquests 3 punts el sistema linealitzat és una sella, i en un altre és degenerat. Classifiqueu
el sistema linealitzat per al tercer punt d’equilibri.

Solucié:  Resolent el sistema y? —y = 22 — b?y = 0 podem tenir y = 0ix =0, 0béy =11ix = +b. Per tant els
3 punts d’equilibri sén (0,0) i (£b,1). La matriu jacobiana del camp vectorial és DF(z,y) = ( 22:1: U(iyU;Ql) ) .
Al punt (0,0) el determinant és D = 0 i per tant el sistema linealitzat és degenerat. Als punts (+b, 1) el determinant,
la traga i el discriminant sén

D= 2202y —1)=7F2b, T =—0ob? A=T?—4D = b* +8b = b(b> £ 8).
Al punt (b, 1) hi tenim una sella. En funcié de o i b, al punt (—b, 1) hi tenim:

* un node propi atractorsioc =11ib > 2;
un node impropi atractor si 0 =11 b = 2 (la matriu no diagonalitza);
un focus atractorsic =110 <b < 2;

*
*

* un node propi repulsor sic = —11ib > 2;

* un node impropi repulsor si ¢ = —1 i b = 2 (la matriu no diagonalitza);
*

un focus repulsor sic = —-110<b < 2.

Uy — TUgy =0, x€R, teR,
Donat el problema u(x,0) =sin(2x), x € R,
ug(x,0) = cosz, x€R,

calculeu el valor de la solucié u(z,t).

x4t
u(z,t) = %[sin(2(a: + 1)) + sin(2(x — )] + QL/ cos s ds

™ —7t

= %[sin(2(:v + 7t)) + sin(2(x — 7t))] + % [sin(x + 7t) — sin(z — 7t)]

1
= sin(2z) - cos(27t) + — cosx - sin(nt).
T

Sigui u(z,t) la solucié del problema segilient per a I’equacié d’ones amb condicions de contorn mixtes,

Ugt — Ugg = 0, x € (0,7/2), teR,
u(z,0) =0, z € (0,7/2),
ut(x,0) = acos(3x) + beos(bzx), z € (0,7/2),
uz(0,t) =0, t eR,
u(m/2,t) =0, teR.

Trobeu el valor de u(0,7/2).

......

Solucié:  Suprimint inicialment la condicié inicial no homogenia i buscant solucions wu(x,t) = X(x) - T(t), obtenim
els problemes
{ X"(x) = AX(x) =0, ze€(0,7/2), { T"(t)—AMT'(t)=0, teR,
X'(0) =X (n/2) =0, T(0) =0,
El primer és un PVF, que té els valors propis A, = —(2n+1)? i funcions propies X, (z) = cos[(2n+1)z], per an > 0.
Substituint les A, al segon problema i resolent-lo, obtenim T,(¢t) = sin[(2n + 1)¢]. La solucié és una combinacié lineal
(finita o infinita) dels modes normals wuy,(z,t) = X, (z) - T, (t). Imposant la condicié inicial no homogenia sobre u(z, 0),

velem que només cal considerar n = 11 n = 2. La soluci6 que obtenim és u(x,t) = % cos(3z) - sin(3t) + R cos(5x) - sin(5t),
b

amb u(0,7/2) = —g + E-




