Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) ,8,C...) || (1,2,3..) (Rl)
Equacions Diferencials (240131) Reavaluacié — 5 Jul 2023

Temps: | 2h 30min

Puntuacié: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts. Cal deixar ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se
n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

Donat el quart d’astroide parametritzat per o(t) = (acos?t, asin® t), 0<t<m/2, quesuposem homogeni
amb densitat p, calculeu el seu moment d’inercia respecte l'eix X.

Solucié:  La distancia a I'eix de gir és |y(t)] = asin®¢, i tenim ||o’(t)|| dt = 3acost -sint. Per tant,

/2 /2 3
Ix :p/deézp/ y()? ||’ ()| dt:3a3p/ sin”t-cost = §a3p.
o 0 0

Considerem a R? un camp vectorial de la forma F = (y f(z), g(y)). Quant val la circulaci6 de F al llarg de
la frontera 0D del rectangle D = [0, 3] x [0,2], orientada en sentit antihorari?

@ 5[ awar w2 [ @ @[ e @ 2 fwa

(e) cap de les anteriors

Solucié:  Notem que lorientacié antihoraria de 0D és la compatible amb el domini D. Aplicant el teorema de Green,

/MH F dl // d:z:dy_// dxdy_—Z/ fla

Considerem la corba del pla XZ definida per z =1+ 2%, 1 < 2z < 2, ila fem girar al voltant de 'eix Z,
generant una superficie de revolucié S. Suposant que la densitat superficial a cada punt ve donada per

1
x,Yy,2) = ————, calculeu la massa de S.
@y, 2) = ———ey 0
(a) 11w (b) 227 (¢) 107/3 *(d) 207/3 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Parametritzem S per ®(0,z) = ((1 + 2%)cosb, (1 + 2%)sin6, z), amb domini D = [0,27] x [1,2] i tenim
[®o A D.|| = (1 +22)v/1+422. Llavors,

m(s) = /pdS // (0, 2) |\(I>9/\<I>||d9dz—// 1+z)d9dz—27r/ (1+22)dy = 207”
1




Calculeu el flux del camp vectorial F(z,y,z) = (0, 5y 4+ y%, 0) a través del tros de cilindre S = {(z,y, 2)
22 +9y2=9,0<2<3+ x}, orientat per la normal exterior.

*(a) 1357 (b) 90w (c) —1057 (d) —1207 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Aplicarem el teorema de Gauss sobre el solid W = {(x,y,2) : 22+ 32 <9, 0 < 2 <3+ 2}. La seva
frontera és OW = S UT; UTy, amb les tapes planes

Ti={(,y,2) : 2=0, 2 +y° <9}, Tr={(z,y,2) : 2=3+=, 2® +y* <9},

que orientem per la normal exterior al solid: Ny = (0,0, —1) i Ny = (—1,0,1)/v/2 respectivament.

Com que <13, ]\71> = <ﬁ, ]\72> =0, només hem de calcular la integral triple de la divergencia sobre el solid,

/S+ (F,as) = ///Wdivﬁd:vdydz - ///W(5+2y)d:vdydz

= 5vol(W) = 5// (3 +z)dzdy = 15 Area({z? + y*> < 9}) = 15 - 97 = 1357,
z24-y2<9

on hem usat dues simetries: /// ydedydz =0 i // rdxdy = 0.
w r24y2<9

Considerem 'EDO 2’ = (z — a)(z — 1)?(x — 5). Trobeu tots els valors del parametre o € R per als quals
el punt d’equilibri x = « és atractor.

(a) a>5 *b) a<b (¢) a>1 (d) a<1 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Hem de tenir en compte la posicié relativa de a respecte els punts 11 5, i el signede f(z) = (z—a)(z—1)?(z—5)
a esquerra i dreta de a:

x sl @ < 1, la funcié f(z) passa de positiva a negativa en «;

* si =1, la funcié f(z) = (z — 1)3(z — 5) passa de positiva a negativa en 1;

* si 1 < a<b,lafuncié f(x) passa de positiva a negativa en «;

* si =5, la funcié f(z) = (z — 1)%(z — 5)? és positiva a esquerra i dreta de 5;

* si a > 5, la funcié f(z) passa de negativa a positiva en «.

Per tant el punt «a és atractor si a < 5, és inestable no repulsor si a = 5, i és repulsor si a > 5.

Si X(t) = <3:(t)> és la solucié del PVI X' = (; Z)X, X(0) = <:%0>, trobeu zy per tal que

Solucié:  Els valors propis de A sén 2 i 4, amb vectors propis (1, —1) i (0,1), respectivament. Per tant, una matriu

2t
fonamental del sistema és M (t) = < _ee% egt ), i la solucié del PVI ha de ser de la forma M (t)C. Imposant la

condicié inicial, hem de resoldre el sistema M (0)C = (%0), i obtenim C = (io), ésadir X(t) = (igg) =
0
To€

2t
( ot At ) Avaluant la segona component, hem de tenir y(In2) = —4xy 4+ 1629 = 12, i per tant z¢ = 1.
—Zge +xp€




Trobeu totes les solucions de 'EDO 2 + 22/ 4+ 52 = 10cost que compleixen z(0) = 0. [Ind.: L’EDO té una
solucié particular de la forma x,(t) = Acost + Bsint. |

(a) z(t) = 2sint +e ‘(ccos2t +2sin2t), c€R
(b) x(t) =2cost+sint +e (—2cos2t+ csin2t), c€ R
(c) x(t) =cost —4csint + e t(—cos2t + 5sin2t), ceR
(d) x(t) =5cost+ce t(cos2t —sin2t), ce R

(e) cap de les anteriors

Solucié:  Primer resolem PEDO homogenia x” + 22’ + 52 = 0. El polinomi caracteristic p(A\) = A% + 2\ +5 té les
arrels —1 & 2i, i per tant la soluci6 general és zy(t) = ¢1 et cos 2t + ¢y et sin 2t.

Substituint z;,(t) = Acost + Bsint a I'EDO no homogenia tenim z(t) + 22, (t) + 5zp,(t) = (4A + 2B) cost + (=2A +
4B)sint. Igualant amb el terme no homogeni 10cost, hem de resoldre el sistema 4A + 2B =10, —2A 4 4B = 0.
Obtenim A =21 B =1, 1 per tant x,(t) =2cost+ sint.

Aixi, la solucié general de 'EDO no homogenia és x(t) = zn(t) + 2p(t). Finalment, imposem la condicié: z(0) =
zp(0) + 2p(0) = ¢1 +2 =0, i per tant ¢c; = —2 amb qualsevol ¢; € R.

Donada ’'EDO de segon ordre no lineal 2" + 22" + pu(x — 22) = 0, determineu tots els valors del parametre p
per als quals I'origen és un punt d’equilibri estable.

(a) p<1 (b) <0 (¢) u>2 *d) p>0 (e) cap de les anteriors
Solucié:  Escrivim 'EDO com a sistema: 2/ =y, ¢’ = —u(z —2?) — 2y. La matriu del sistema linealitzat al (0, 0)
és DF(0,0) = —OH _12 ), que té traga T = —2 < 0 i determinant D = p. Per tant, el (0,0) és atractor (i per

tant estable) si u > 0, i tipus sella (i per tant inestable) si p < 0. El cas p = 0 no es pot decidir a partir del sistema
linealitzat, pero en aquest cas el propi sistema original és lineal i correspon a un punt estable no atractor. Per tant, és
estable si pu > 0.

Considerem el problema segiient, corresponent a l’equacié de la calor 1D no homogenia amb condicions de
contorn de Neumann,

up — dugy = 3sin(3z), = € (0,7), t >0,

u(x,0) =5 —cos(2x), =€ (0,7),

uz(0,t) = a, t >0,

uz(m,t) = —a t>0,

1 ™
Determineu el valor de a pel qual la temperatura mitjana 7'(t) = — / u(x,t)dr es manté constant.
T Jo

[Ind.: No cal trobar la solucié u(x,t), treballeu amb T"(t). ]
(a) a=0 (b) a=4/3 *c) a=1/4 (d) a=2/3 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Calculem la derivada de la temperatura mitjana,

T'(t) = = /07r ug(z, t)de = 1 /Oﬂ[éluzz(:c,t) + 3sin(3z)] dz = % [4uz(:c,t) - cos(3x)} T Sat2 .

s s =0 ™

Demanant que 7'(t) =0, obtenim a = 1/4.




Sigui u(z.t) la soluci6 del problema segiient per a l’equacié d’ones homogenia amb condicions de contorn mixtes,

Upt — Ugg = 0, x € (0,7/2), teR,
u(x,0) =1+ cos(bzx), x € (0,7/2),
u(z,0) =0, x € (0,7/2),
uz(0,t) =0, t € R,
u(m/2,t) =1, teR.

Trobeu la funcié u.(0,t) (derivada temporal a 'extrem x = 0).
[Ind.: busqueu una solucié particular estacionaria up(xz) de 'EDP i que satisfaci també les condicions de
contorn, i plantegeu el problema per a v(z,t) = u(x,t) — up(x).]

(a) 0 (b) 1 —sin(5¢) *(c) —5sin(bt) (d) 1+ cos(5t) (e) cap de les anteriors

Solucié:  La funcié constant wup(x) =1 satisfa 'EDP i les condicions de contorn. Definint v(z,t) = u(z,t) — up(x),
tenim el problema

Vg — VUgg = 0, x € (0,7/2), teR,
v(z,0) = cos(bz), z € (0,7/2),
ve(z,0) =0, z € (0,7/2),
v(0,t) = v(m/2,t) =0, teR.

Suprimint inicialment la condicié inicial, tenim un problema homogeni i en busquem solucions per separacié de variables,
v(z,t) = X(x)-T(t). D’aquesta manera, obtenim 2 EDOs amb algunes condicions addicionals:

X" (x) = AX(x) =0, z¢€(0,7/2), T"(t) = XT(t) =0, teR,
X'(0) = X(n/2) =0, T'(0) =0,
En el primer cas tenim un PVF que té com a valors propis ), = —(2n+1)? i funcions propies X, (z) = cos[(2n + 1)x],

n > 0. Amb aquests valors de A, obtenim com a solucié del segon problema T, (¢) = cos[(2n+ 1)t]. Els modes normals

sén v, (x,t) = Xp(z)-Th(t), n >0, icaldria buscar la solucié com a combinacié lineal infinita d’aquests modes normals,

és adir, v(x,t) = Z dy, cos[(2n+1)t]-cos[(2n+1)z]. Imposant la condicié inicial veiem per inspeccié directa que dg = 1,
n>0

id, =0 peratotn##2. Tornant al problema original, la solucié és u(x,t) = up(z) + v(z,t) = 1 + cos(5t) - cos(5z),

i per tant wu(0,¢) = —5sin(5t).




